Calculo 

Trascendentes tempranas 

Cuarta edicion 



Dennis G.Zill • Warren S. Wright 


CALCULO 

Trascendentes tempranas 



cAlculo 

Trascendentes tempranas 

Cuarta edition 


Dennis G. Zill 

Loyola Marymount University 


Warren S. Wright 

Loyola Marymount University 


Revision tecnica: 


Marlene Aguilar Abalo 

Instituto Tecnologico y de Estudios Superiores 
de Monterrey (ITESM), 

Campus Ciudad de Mexico 

Crisanto Castillo Castillo 

Instituto Tecnologico y de Estudios Superiores 
de Monterrey (ITESM), 

Campus Cuernavaca, Mexico 

Fidel Castro Lopez 

Escuela Superior de Ingenierfa Mecanica 
y Electrica (ESIME), 

Instituto Politecnico Nacional, Mexico 

Rocfo Cerecero Lopez 

Instituto Tecnologico y de Estudios Superiores 
de Monterrey (ITESM), 

Campus Cuernavaca, Mexico 

Ramon Espinosa Armenta 

Instituto Tecnologico 
Autonomo de Mexico (ITAM) 

Eugenio L. Fautsch Tapia 

Facultad de Qufmica, 

Universidad Nacional Autonoma de Mexico (UNAM) 

Jose Job Flores Godoy 

Universidad Iberoamericana, 

Ciudad de Mexico 

Enrique Arturo Galvan Flores 

Escuela Superior de Ingenierfa Mecanica 
y Electrica (ESIME), 

Instituto Politecnico Nacional, Mexico 

Joel Ibarra Escutia 

Instituto Tecnologico de Toluca, 

Toluca, Mexico 


Linda Margarita Medina Herrera 

Instituto Tecnologico y de Estudios Superiores 
de Monterrey (ITESM), 

Campus Ciudad de Mexico 
Santiago Neira Rosales 
Facultad de Ingenierfa Mecanica 
y Electrica, 

Universidad Autonoma de Nuevo Leon, Mexico 
Carlos Enrique Peralta Santa Cruz 
Universidad Continental de Ciencias e Ingenierfa, 
Huancayo, Peru 

John Alexander Perez Sepulveda 

Universidad Nacional de Colombia, 

Medellin, Colombia 
Jorge Augusto Perez Alcazar 

Universidad Escuela de Administracion de Negocios, 
Universidad Sergio Arboleda y Escuela Colombiana de Ingenierfa, 
Bogota, Colombia 
Ignacio Ramirez Vargas 

Instituto Tecnologico y de Estudios Superiores 
de Monterrey (ITESM), 

Campus Hidalgo, Mexico 
Hector Joe Rosas Toledo 
Facultad de Ciencias, 

Universidad Nacional Autonoma de Mexico (UNAM) 

Ramiro Saldana Acosta 

Instituto Tecnologico y de Estudios Superiores 
de Monterrey (ITESM), 

Campus Laguna, Mexico 

Tonatihu Valdez Hernandez 

Facultad de Ciencias, 

Universidad Nacional Autonoma de Mexico (UNAM) 

Petr Zhevandrov 

Facultad de Ingenierfa, Universidad de la Sabana, 

Bogota, Colombia 



MEXICO • BOGOTA • BUENOS AIRES • CARACAS • GUATEMALA • MADRID • NUEVA YORK 
SAN JUAN • SANTIAGO • SAO PAULO • AUCKLAND • LONDRES • MILAN • MONTREAL 
NUEVA DELHI • SAN FRANCISCO • SINGAPUR • ST. LOUIS • SIDNEY • TORONTO 






Director Higher Education: Miguel Angel Toledo Castellanos 
Editor sponsor: Pablo E. Roig Vazquez 
Coordinadora editorial: Marcela I. Rocha M. 

Editor de desarrollo: Edmundo Carlos Zuniga Gutierrez 
Supervisor de produccion: Zeferino Garcia Garcia 

Traductores: Hugo Villagomez Velazquez y Gabriel Nagore Cazares 

CALCULO. TRASCENDENTES TEMPRANAS 
Cuarta edicion 

Prohibida la reproduccion total o parcial de esta obra, 
por cualquier medio, sin la autorizacion escrita del editor. 


Me 

Graw 


Education 


DERECHOS RESERVADOS © 2011 respecto a la primera edicion en espanol por 
McGRAW-HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. DE C.V. 

A Subsidiary of The McGraw-Hill Companies, Inc. 

Prolongation Paseo de la Reforma 1015, Torre A, 

Piso 17, Colonia Desarrollo Santa Fe, 

Delegation Alvaro Obregon, 

C.P. 01376, Mexico, D. F. 

Miembro de la Camara Nacional de la Industria Editorial Mexicana, Reg. Num. 736 


ISBN 13: 978-607-15-0502-6 


Translated from the 4th edition of: Calculus. Early transcendentals by Dennis G. Zill and Warren S. Wright. 
Copyright © 2011 by Jones and Bartlett Learning, 40 Tall Pine Drive, Sudbury, MA 01776. All rights reserved. 

978-0-7637-5995-7 

1234567890 1098765432101 

Impreso en China Printed in China 


The McGraW'HHI Companies 





Prefacio 


= Para el instructor 

Filosofia 

La cuarta edicion de Calculo : trascendentes tempranas constituye una revision sustancial de la 
ultima edicion. Aunque en esta edicion hay mucho material nuevo, he intentado preservar intac- 
to mi objetivo original de compilar un texto de calculo que no sea solo una coleccion de defini- 
ciones y teoremas, habilidades y formulas para memorizar, asi como problemas para resolver, 
sino un libro que se comunique con sus lectores mas importantes: los estudiantes. Deseo que 
estos cambios hagan mas relevante e interesante el texto tanto para el estudiante como para el 
profesor. 

Caracteristicas de esta edicion 

Secciones y ejercicios La mayor parte del material se ha actualizado y, en algunos casos, reor- 
ganizado. Muchas secciones y conjuntos de ejercicios se han reescrito por completo; asimismo, 
se les han agregado muchos problemas nuevos, en especial aplicaciones, problemas que requie- 
ren el uso de calculadora y computadora, problemas conceptuales y problemas de proyectos. En 
su mayoria, las aplicaciones agregadas pertenecen al ambito de la “vida real” en el sentido de 
que se han investigado exhaustivamente usando fuentes originales. Tambien se han agregado 
problemas relacionados con la interpretacion de graficas. Ademas, se ha hecho enfasis en las fun- 
ciones trigonometricas tanto en los ejemplos como en los conjuntos de ejercicios a lo largo del 
texto. En esta edicion hay mas de 7 300 problemas. 

Como ayuda en la asignacion de problemas, cada conjunto de ejercicios esta dividido clara- 
mente en grupos de problemas identificados con titulos como Fundamentos , Aplicaciones , Mode- 
los matematicos , Proyectos , Problemas con calculadora/SAC, etcetera. Creo que la mayoria de 
los titulos son autosuficientes, de modo que los problemas que aparecen bajo el encabezado Pien- 
se en ello tratan aspectos conceptuales del material cubierto en esa seccion y son idoneos como 
tareas o para discutir en clase. En el texto no se proporciona respuesta alguna para estos proble¬ 
mas. Algunos estan identificados como Clasicos matematicos y reflejan el hecho de que han 
existido durante largo tiempo, aparecen en la mayor parte de los textos o presentan algun deta- 
lle interesante, mientras que otros problemas identificados como Un poco de historia muestran 
algun aspecto historico. 

El capitulo 1 es un repaso de funciones, y siguiendo la moda prevaleciente actual, las fun- 
ciones se presentan desde los puntos de vista algebraico, grafico, numerico o verbal. De hecho, 
la ultima seccion del capitulo 1 se titula De las palabras a las funciones. Debido a que muchos 
estudiantes invariablemente encontraran dificultades para resolver problemas relacionados con 
tasas y optimizacion aplicada, he incluido esta seccion a fin de proporcionar una vision previa 
sobre como establecer, o construir, una funcion a partir de una descripcion verbal (donde se ha 
eliminado el contexto del calculo). En efecto, muchos problemas en la seccion 1.7 vuelven a apa- 
recer en un contexto de calculo en la seccion 4.8. 
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En este texto las ecuaciones diferenciales aparecen en dos capitulos: 8 y 16. Las ecuaciones 
de primer orden se consideran en el capitulo 8 para beneficio de aquellos estudiantes que encuen- 
tren sus aplicaciones en cursos de fisica e ingenieria. En el capitulo 16 se consideran la solucion 
y las aplicaciones de ecuaciones diferenciales de orden superior. Por supuesto, los capitulos 8 y 
16 pueden combinarse y cubrirse como una unidad en cualquier punto del curso, una vez que se 
hay a concluido el capitulo 4. En el apendice se proporcionan demostraciones de algunos de los 
teoremas mas largos. A1 final de las secciones correspondientes aparecen esbozos biograficos de 
algunos matematicos que han impactado de manera importante el desarrollo del calculo bajo la 
rubrica de Posdata: Un poco de historia. 

Caracteristicas especiales Cada capitulo empieza con su propia tabla de contenido y una intro- 
duccion al material referido en ese capitulo. En la parte final del libro, despues del apendice, el 
lector encontrara la seccion Formulas matematicas , que constituye una revision compacta de 
conceptos basicos de algebra, geometria, trigonometrfa y calculo: las leyes de los exponentes, 
formulas de factorizacion, desarrollos binomiales, triangulo de Pascal, formulas de geometria, 
graficas y funciones, funciones trigonometricas, funciones exponenciales y logaritmicas, y for¬ 
mulas de diferenciacion e integracion. 

La seccion denominada Autoevaluacion, que fue introducida en la ultima edicion, consta de 
56 reactivos sobre cuatro amplias areas de precalculo en matematicas. Esta evaluacion intenta 
alentar a los estudiantes a revisar por si mismos algunos de los temas de prerrequisito esenciales, 
como valores absolutos, piano cartesiano, ecuaciones de rectas, circulos, etc., que se aplican a lo 
largo del texto. En la seccion de respuestas se proporcionan las soluciones a todos estos reactivos. 

Los usuarios de las tres ediciones previas han sido muy receptivos a las Observaciones con 
las que a menudo termina una seccion. En consecuencia, el numero de estas ha aumentado y se 
les ha denominado Notas desde el aula. Se pretende que estas notas sean analisis informales diri- 
gidos directamente al estudiante. Estos analisis varian desde advertencias sobre errores algebrai- 
cos, de procedimiento y de notacion comunes, pasando por la interpretacion erronea de teoremas 
y consejos, hasta preguntas que piden al estudiante pensar en el tema y ampliar las ideas recien 
presentadas. 

Tambien, a solicitud de los usuarios, se ha incrementado el numero de notas al margen y 
anotaciones de orientacion en los ejemplos. 

Figuras y definiciones, teoremas Debido a la gran cantidad de figuras, definiciones y teoremas 
que hay en este texto, he cambiado a un sistema de numeracion doble decimal. Por ejemplo, la 
interpretacion de “figura 1.2.3” es 

Capitulo Seccion del capitulo 1 

u 

1.2.3 <— Tercera figura de la seccion 1.2 

Considero que este tipo de numeracion facilita encontrar, por ejemplo, un teorema o una figura 
a la que se hace referencia en una seccion o en un capitulo posterior. Ademas, para relacionar 
mejor una figura con el texto, la primera referencia textual a cada figura aparece con el mismo 
estilo y color de letra que el numero de la figura. Por ejemplo, la primera referencia a la prime¬ 
ra figura en la seccion 7.5 se proporciona como FIGURA 7.5.1, y todas las referencias subsecuentes 
se escriben en el estilo tradicional de la figura 7.5.1. Tambien, en esta edicion cada figura en el 
texto presenta un breve subtitulo explicatorio. 

Materiales de apoyo 

Esta obra cuenta con interesantes complementos para fortalecer los procesos de ensenanza-apren- 
dizaje y su evaluacion, y se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus cursos. Para 
obtener mas informacion respecto de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill. 

= Para el estudiante 

Usted se ha matriculado en uno de los cursos mas interesantes de matematicas. Hace muchos 
anos, cuando yo era estudiante de Calculo I, me sorprendieron el poder y la belleza del material. 
Era distinto de cualquier tipo de matematicas que hubiera estudiado hasta ese momento. Era 
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divertido, emocionante y constituia un desafio. Despues de ensenar matematicas universitarias 
por muchos anos, he conocido infinidad de tipos de estudiante, desde el genio incipiente que 
invento su propio calculo hasta estudiantes que luchaban por dominar la mecanica mas elemen¬ 
tal del tema. A lo largo de estos anos tambien he sido testigo de un fenomeno triste: algunos estu¬ 
diantes fracasan en calculo no porque encuentren que el tema es imposible, sino porque tienen 
habilidades deficientes de algebra y un conocimiento inadecuado del trabajo en trigonometrfa. 
El calculo construye de inmediato sobre su conocimiento y habilidades previos, donde hay 
mucho terreno nuevo por cubrir. En consecuencia, hay muy poco tiempo para repasar las bases 
en el planteamiento formal del aula. Asi, quienes ensenamos calculo debemos asumir que usted 
puede factorizar, simplificar y resolver ecuaciones, resolver desigualdades, manejar valores 
absolutos, usar una calculadora, aplicar las leyes de los exponentes, encontrar ecuaciones de rec- 
tas, graficar puntos, trazar graficas elementales y aplicar importantes identidades logarftmicas y 
trigonometricas, la habilidad de hacer algebra y trigonometrfa, trabajar con exponentes y loga- 
ritmos, asi como trazar a mano, con rapidez y precision, graficas basicas que son claves para 
tener exito en un curso de calculo. 

En la pagina xvii encontrara la seccion “Autoevaluacion”, que contiene 56 preguntas. Esta 
“prueba” es una oportunidad para que usted verifique sus conocimientos acerca de algunos temas 
que se tratan en este texto. Relajese, tome su tiempo, lea y trabaje cada pregunta, y luego compa¬ 
re sus respuestas con las que se proporcionan en la pagina RES-1. Sin tomar en cuenta su “califi- 
cacion”, lo alentamos a que revise material de precalculo en algun texto acerca de la materia. 

Unas palabras para los estudiantes que han cursado calculo en preparatoria: por favor, no 
asuman que pueden lograrlo con un esfuerzo minimo porque identifican algunos de los temas en 
calculo diferencial e integral. Un sentimiento de familiaridad con el tema combinado con una 
actitud de complacencia a menudo es la razon del fracaso de algunos estudiantes. 

Aprender matematicas no es como aprender a andar en bicicleta: en que una vez que se 
aprende, la habilidad permanece para siempre. Las matematicas son mas como aprender otro 
idioma o tocar un instrumento musical: requiere tiempo, esfuerzo y mucha practica para desarro- 
llar y mantener la habilidad. Aun los musicos experimentados continuan practicando escalas fun- 
damentales. Por lo anterior, usted, el estudiante, solo puede aprender matematicas (es decir, 
hacer “que se le pegue”) mediante el trabajo arduo de hacer matematicas. Aunque he intentado 
hacer mas claros para el lector la mayoria de los detalles en la solucion de un ejemplo, inevita- 
blemente usted tiene que completar los pasos faltantes. No puede leer un texto de este tipo como 
si fuese una novela; debe abrirse camino a lo largo de el con lapiz y papel en mano. 

En conclusion, le deseo la mejor de las suertes en este curso. 
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Como preparation para el calculo 

= Matematicas basicas 

1. (Falso/verdadero) \4r + b 2 = a + b. _ 

2. (Falso/verdadero) Para a > 0, (tf 4 / 3 ) 3 / 4 = a._ 

3. (Falso/verdadero) Para x =t= 0, x~ 3 ^ 2 = _ 

x /5 

2 n 1 

4. (Falso/verdadero) — = — _ 

5. (Llene el espacio en bianco) En el desarrollo de (1 — 2x) 3 , el coeficiente de x 2 es_ 

6. Sin usar calculadora, evalue (—27) 5//3 . 

7. Escriba lo siguiente como una expresion sin exponentes negativos: 

x 2 |(x 2 + 4)“ 1/2 2x + 2xVx 2 + 4. 

8. Complete el trinomio cuadrado: 2x 2 + 6x + 5. 

9. Resuelva las ecuaciones: 

a ) v 2 = lx b) x 1 + 2x = 5 c) — ^ = 0 cl) x + Vx 1 = 1 

10. Factorice completamente: 

a) 10x 2 — 13 jc — 3 

b) x A — 2x 3 - 15x 2 

c) x 3 - 27 
*0 X 4 — 16 

= Numeros reales 

11. (Falso/verdadero) Si a < b, entonces a 2 < b 2 . _ 

12. (Falso/verdadero) V(-9) 2 = -9._ 

13. (Falso/verdadero) Si a < 0, entonces < 0._ 

14. (Llene el espacio en bianco) Si |3x| = 18, entonces x =_o x =_. 

15. (Llene el espacio en bianco) Si a - 5 es un numero negativo, entonces \a — 5\ = _ 


16. ^Cuales de los siguientes numeros 

son racionales? 

a) 0.25 

b) 8.131313... 

C) 77 

22 

e) Vl6 

/) V2 

8) 0 

h) -9 

'■) 4 

V5 

V3 

. -2 

J) V2 

*>T- 

l) 11 


17. Relacione el intervalo dado con la desigualdad idonea. 

i) (2, 4] ii) [2, 4) iii) (2, 4) iv) [2, 4] 

a) |x - 3| < 1 b) |x - 3| < 1 c) 0 < x - 2 < 2 d) 1 < x - 1 < 3 

18. Exprese el intervalo (—2, 2) como 

a) una desigualdad y b) una desigualdad que implique valores absolutos. 

19. Trace la grafica de (—oo, — 1 ] U [3, oo) en la recta numerica. 


xvii 
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y„ 

FIGURA A.2 Grafica para 
el problema 32 


20. Encuentre todos los numeros reales x que satisfacen la desigualdad |3x — 1| > 7. Escriba 
su solucion usando notacion de intervalos. 

21. Resuelva la desigualdad x 2 > — 2x + 15 y escriba su solucion usando notacion de intervalos. 

22. Resuelva la desigualdad x < 3 — + ^ y escriba su solucion usando notacion de intervalos. 

= Plano cartesiano 

23. (Llene el espacio en bianco) Si (< a , b) es un punto en el tercer cuadrante, entonces (—a , b) es 

un punto en el_cuadrante. 

24. (Llene el espacio en bianco) El punto medio del segmento de recta desde P\(2, —5) hasta 

P 2 ( 8 , -9) es _. 

25. (Llene el espacio en bianco) Si (—2, 6) es el punto medio del segmento de recta desde P\{x x , 

3) hasta P 2 (%, y?), entonces x x =_y y 2 = _• 

26. (Llene los espacios en bianco) El punto (1,5) esta en una grafica. Proporcione las coorde- 
nadas de otro punto de la grafica si la grafica es: 

a) simetrica con respecto al eje x._ 

b ) simetrica con respecto al eje y. _ 

c) simetrica con respecto al origen._ 

27. (Llene los espacios en bianco) Las intersecciones x y y de la grafica de \y \ = 2x + 4 son, 

respectivamente,_y_. 

28. ^En cuales cuadrantes del piano cartesiano es negativo el cociente x/y? 

29. La coordenada y de un punto es 2. Encuentre la coordenada x del punto si la distancia del 
punto a (1, 3) es V26. 

30. Encuentre una ecuacion del circulo para el cual (—3, —4) y (3, 4) son los puntos extremos de 
un diametro. 

31. Si los puntos P\, P 2 y P 3 son colineales como se muestra en la FIGURA A. 1, encuentre una 
ecuacion que relacione las distancias d(P x , P 2 ), d(P 2 , P 3 ), y d(P x , P 3 ). 



FIGURA A. 1 Grafica para el problema 31 


32. ^Cual de las siguientes ecuaciones describe mejor el circulo de la FIGURA A.2? Los simbolos 
a, b, c, d y e representan constantes diferentes de cero. 

a ) ax 2 + by 2 + cx + dy + e = 0 

b) ax 2 + ay 2 + cx + dy + e = 0 

c ) ax 2 + ay 2 + cx + dy = 0 

d) ax 2 + ay 2 + c = 0 

e) ax 2 + ay 2 + cx + e = 0 

= Rectas 

33. (Falso/verdadero) Las rectas 2x + 3y = 5 y —2x + 3y = 1 son perpendiculares._ 

34. (Llene el espacio en bianco) Las rectas 6x + 2y = 1 y kx - 9y = 5 son paralelas si k = 

35. (Llene el espacio en bianco) Una recta con intercepcion x (—4, 0) e interseccion y (0, 32) 

tiene pendiente_. 

36. (Llene los espacios en bianco) La pendiente y las intersecciones x y y de la recta 2x — 3y + 

18 = 0 son, respectivamente,_,_, y_. 

37. (Llene el espacio en bianco) Una ecuacion de la recta con pendiente —5 e interseccion y 

(0, 3) es_. 

38. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (3, —8) y es paralela a la recta 2x — y = — 7. 
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39. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (—3, 4) y (6, 1). 

40. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el origen y por el punto de interseccion de 
las graficas dex + y= ly2x — y = 7. 

41. Una recta tangente a un circulo en un punto P del circulo es una recta que pasa por P y es 
perpendicular a la recta que pasa por P y el centro del circulo. Encuentre la ecuacion de la 
recta tangente L indicada en la FIGURA A.3. 


(x — 3) 2 + (y — 4) 2 = 4 



FIGURA A.3 Grafica para 
el problema 41 


42. Relacione la ecuacion dada con la grafica idonea en la FIGURA A.4. 


i) 

x + y - 1 = 0 

ii) 

x + y = 0 

iii) 

iv) 

y f 1=0 

v) 

lOx + y — 10 = 0 

vi) 

vii) 

x + lOy — 10 = 0 

viii) 

-x + lOy — 10 = 0 



x - 1 = 0 
— lOx + y + 10 = 0 


a) y, 

2- 

, b) y, 

2 - 

: \ 

c ) y t 

V- - 






1 ► X 

2 


\ 2 

-1— 

2 


d) y 

2 


e) 


y 

2 


/) y. 

2 - 


H- >~X 

2 



+ 

2 


x 


g) 


y 



h) 


y 
2 ■ 


H- >~X 

2 
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= Trigonometria 

43. (Falso/verdadero) 1 + sec 2 6 = tan 2 #._ 

44. (Falso/verdadero) sen(2 1) = 2 sen t. _ 

45. (Llene el espacio en bianco) El angulo 240 grados es equivalente a_radianes. 

46. (Llene el espacio en bianco) El angulo 7 t/ 12 radianes es equivalente a_grados. 

47. (Llene el espacio en bianco) Si tan t = 0.23, tan (t + tt) = _. 

48. Encuentre cos t si sen t = \ y el lado terminal del angulo t esta en el segundo cuadrante. 

49. Encuentre los valores de las seis funciones trigonometricas del angulo 6 dado en la FIGURA A.5. 

3 
4 

FIGURA A. 5 Triangulo 
para el problema 49 
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50. Exprese las longitudes b y c de la FIGURA A.6 en terminos del angulo 6. 



FIGURA A.6 Triangulo 
para el problema 50 


= Logaritmos 

51. Exprese el simbolo k en la declaracion exponencial e m)k = 5 como un logaritmo. 

52. Exprese la declaracion logarftmica log 64 4 = | como una declaracion exponencial equivalente. 

53. Exprese log^5 + 31og^l0 — log^40 como un logaritmo simple. 

log io 13 

54. Use una calculadora para evaluar -—. 

log io 3 

55. (Llene el espacio en bianco) b 3logbl ° = _. 

56. (Falso/verdadero) (log^xXlog^y) = lo g b (y logbX ). _ 
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La historia del calculo 

Por Roger Cooke 
University of Vermont 

Suele considerarse que el calculo es una creacion de los matematicos europeos del siglo xvn, 
cuyo trabajo mas importante fue realizado por Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646-1711). Esta percepcion tradicional en general es correcta. No obstante, cualquier 
teorfa a gran escala es un mosaico cuyas baldosas fueron colocadas a lo largo de mucho tiempo; 
y en cualquier teorfa viviente las baldosas continuan colocandose de manera continua. La decla- 
racion mas poderosa que los historiadores se arriesgan a hacer es que un patron se hizo eviden- 
te en cierto momento y lugar. Es el caso del calculo. Podemos afirmar con cierta confianza que 
los primeros trabajos del tema aparecieron en el siglo xvn y que el patron se aclaro mucho mas 
gracias al trabajo de Newton y Leibniz. Sin embargo, muchos de los principios esenciales del 
calculo se descubrieron desde mucho antes, en la epoca de Arqufmedes (287-211 a.C.), y algu- 
nos de esos mismos descubrimientos se lograron de manera independiente en China y en Japon. 
Ademas, si se escudrina con mas profundidad en los problemas y metodos del calculo, uno pron¬ 
to se encuentra en la persecution de problemas que conducen a las areas modernas de la teorfa 
de funciones analfticas, geometrfa diferencial y funciones de una variable real. Para cambiar la 
metafora del arte al transporte, podemos pensar que el calculo es una gran estacion de ferroca- 
rril, donde los pasajeros que llegan de muchos sitios diferentes estan juntos durante un tiempo 
breve antes de embarcarse hacia destinos diversos. En este ensayo tratamos de mirar en ambas 
direcciones desde esta estacion, hacia los puntos de origen y los destinos. Empecemos con la 
description de la estacion. 



Isaac Newton 



Gottfried Leibniz 


i,Que es el calculo? El calculo suele dividirse en dos partes, denominadas calculo diferencial 
y calculo integral. El calculo diferencial investiga las propiedades de las razones de cambio com- 
parativas de variables que estan vinculadas por medio de ecuaciones. Por ejemplo, un resultado 
fundamental del calculo diferencial es que si y = x n , entonces la razon de cambio de y con res- 
pecto a v es nx n ~ l . Resulta que cuando se usa la intuition para pensar en ciertos fenomenos 
—movimiento de los cuerpos, cambios en la temperatura, crecimiento de poblaciones y muchos 
otros—, se llega a postular ciertas relaciones entre estas variables y sus razones de cambio. Estas 
relaciones se escriben en una forma conocida como ecuaciones diferenciales. Asf, el objetivo 
principal de estudiar calculo diferencial consiste en comprender que son las razones de cambio 
y como escribir ecuaciones diferenciales. El calculo integral proporciona metodos para recupe- 
rar las variables originales conociendo sus razones de cambio. La tecnica para hacer esto se 
denomina integration, y el objetivo fundamental del estudio del calculo integral es aprender a 
resolver las ecuaciones diferenciales proporcionadas por el calculo diferencial. 

A menudo estos objetivos estan encubiertos en libros de calculo, donde el calculo diferen¬ 
cial se utiliza para encontrar los valores maximo y minimo de ciertas variables, y el calculo inte¬ 
gral se usa para calcular longitudes, areas y volumenes. Hay dos razones para recalcar estas apli- 
caciones en un libro de texto. Primero, la utilization completa del calculo usando ecuaciones 
diferenciales implica una teorfa mas bien complicada que debe presentarse de manera gradual; 
entre tanto, al estudiante debe ensenarsele algun uso de las tecnicas que se proponen. Segundo, 
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estos problemas fueron la fuente de las ideas que condujeron al calculo; los usos que ahora hace- 
mos del tema solo se presentaron despues del descubrimiento de aquel. 

Al describir los problemas que llevaron al calculo y los problemas que pueden resolverse 
usando calculo, aun no se han indicado las tecnicas fundamentales que hacen de esta disciplina 
una herramienta de analisis mucho mas poderosa que el algebra y la geometria. Estas tecnicas 
implican el uso de lo que alguna vez se denomino analisis infinitesimal. Todas las construcciones 
y las formulas de la geometria y el algebra de preparatoria poseen un caracter finito. Por ejemplo, 
para construir la tangente de un circulo o para bisecar un angulo se realiza un numero finito de 
operaciones con regia y compas. Aunque Euclides sabia considerablemente mas geometria que la 
que se ensena en cursos actuales modernos de preparatoria, el tambien se autoconfino esencial- 
mente a procesos finitos. Solo en el contexto limitado de la teoria de las proporciones permitio la 
presencia de lo infinito en su geometria, y aun asi esta rodeado por tanto cuidado logico que las 
demostraciones implicadas son extraordinariamente pesadas y dificiles de leer. Lo mismo ocurre 
en algebra: para resolver una ecuacion polinomial se lleva a cabo un numero finito de operacio¬ 
nes de suma, resta, multiplicacion, division y extraccion de raiz. Cuando las ecuaciones pueden 
resolverse, la solucion se expresa como una formula finita que implica coeficientes. 

Sin embargo, estas tecnicas finitas cuentan con un rango limitado de aplicabilidad. No es 
posible encontrar las areas de la mayoria de las figuras curvas mediante un numero finito de ope¬ 
raciones con regia y compas, y tampoco resolver ecuaciones polinomiales de grado mayor o igual 
que cinco usando un numero finito de operaciones algebraicas. Lo que se queria era escapar de 
las limitaciones de los metodos finitos, y esto condujo a la creacion del calculo. Ahora considera- 
remos algunos de los primeros intentos por desarrollar tecnicas para manipular los problemas mas 
dificiles de la geometria, luego de lo cual trataremos de resumir el proceso mediante el que se tra- 
bajo el calculo, y finalmente exhibiremos algo de los frutos que ha producido. 

Las fuentes geometricas del calculo Uno de los problemas mas antiguos en matematicas es la 
cuadratura del circulo; es decir, construir un cuadrado de area igual a la de un circulo dado. 
Como se sabe, este problema no puede resolverse con regia y compas. Sin embargo, Arquhnedes 
descubrio que si es posible trazar una espiral, empezando en el centro de un circulo que hace 
exactamente una revolucion antes de llegar al circulo, entonces la tangente a esa espiral, en su 
punto de interseccion con el circulo, forma la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuya area es 
exactamente igual al circulo (vea la figura 1). Entonces, si es posible trazar esta espiral y su tan¬ 
gente, tambien lo es cuadrar el circulo. Arquhnedes, no obstante, guardo silencio sobre como 
podria trazarse esta tangente. 

Observamos que uno de los problemas clasicos en matematicas puede resolverse solo si es 
posible trazar cierta curva y su tangente. Este problema, y otros parecidos, originaron que el pro¬ 
blema puramente matematico de encontrar la tangente a una curva se volviera importante. Este 
problema constituye la fuente mas importante del calculo diferencial. El truco “infinitesimal” 



FIGURA 1 La espiral de Arquimedes. La tangente al final de la primera 
vuelta de la espiral y los dos ejes forman un triangulo con area igual a la 
del circulo centrado en el origen y que pasa por el punto de la tangente 
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que permite la solucion del problema es considerar la tangente como la recta determinada por 
dos puntos en la curva “infinitamente proximos” entre si. Otra forma de decir lo mismo es que 
una pieza “infinitamente corta” de la curva es recta. El problema es que resulta dificil ser preci- 
so sobre los significados de las frases “infinitamente proximos” e “infinitamente cortos”. 

Poco avance se logro en este problema hasta la invencion de la geometria analitica en el 
siglo xvn por Pierre de Fermat (1601-1665) y Rene Descartes (1596-1650). Una vez que se pudo 
representar una curva por medio de una ecuacion, fue posible afirmar con mas confianza lo que 
se entendia por puntos “infinitamente proximos”, al menos para ecuaciones polinomiales como 
y = x 2 . Con simbolismo algebraico para representar puntos en la curva, era posible considerar 
dos puntos sobre la curva con coordenadas x 0 y x 1? de modo que x x - x 0 es la distancia entre las 
coordenadas x. Cuando la ecuacion de la curva se escribia en cada uno de estos puntos y una de 
las dos ecuaciones se restaba de la otra, un lado de la ecuacion resultante contema el factor x x - 
x 0 , que entonces podia eliminarse por division. Por lo tanto, si yo — *o y y\ = xj, entonces 

yi ~ yo = x 2 ~ Xq = (xi — x 0 ) = (xi + x 0 ), de modo que ^ = x x + x 0 . Cuando (x x = x 0 ), 

X\ V 0 

Vi — y 0 

se concluye que (y x = y 0 )> y la expresion-carece de sentido. Sin embargo, la expresion 

*1 “ *o 

x 1 + x 0 tiene el valor perfectamente definido 2x 0 . Entonces, es posible considerar a 2x 0 como la 
razon de la diferencia infinitamente pequena en y; es decir, y 1 — y 0 a la diferencia infinitamente 
pequena en x; es decir, x x — x 0 , cuando el punto (x ls y x ) esta infinitamente cerca del punto (y l9 
y 0 ) sobre la curva y = x 2 . Como aprendera al estudiar calculo, esta razon proporciona suficiente 
informacion para trazar la recta tangente a la curva y = x 2 . 

Excepto por pequenos cambios en la notacion, el razonamiento anterior es exactamente la 
forma en que Fermat encontro la tangente a una parabola. Sin embargo, estaba abierta a una 
objecion logica: en un momento, ambos lados de la ecuacion se dividen entre x x — x 0 , entonces 
en un paso posterior decidimos que x x — x 0 = 0. Puesto que la division entre cero es una opera- 
cion ilegal, parece que estamos tratando de comernos nuestro pastel y no hacerlo; es decir, no se 
pueden hacer ambas cosas. Tuvo que pasar algun tiempo para responder de manera convincente 
a esta objecion. 

Hemos visto que Arquimedes no pudo resolver el problema fundamental del calculo dife- 
rencial: trazar la tangente a una curva. Sin embargo, Arquimedes pudo resolver algunos de los 
problemas fundamentales del calculo integral. De hecho, encontro el volumen de una esfera 
mediante un sistema extremadamente ingenioso: considero un cilindro que contema un cono y 
una esfera e imagino cortar esta figura en una infinidad de rebanadas delgadas. Al suponer las 
areas de estas secciones del cono, la esfera y el cilindro, pudo demostrar como el cilindro equi- 
libraria al cono y a la esfera si las figuras se colocan en los platos opuestos de una balanza. Este 
equilibrio proporciono una relacion entre las figuras, y como Arquimedes ya conocia los volu- 
menes del cono y del cilindro, entonces pudo calcular el volumen de la esfera. 

Este razonamiento ilustra la segunda tecnica infinitesimal que se encuentra en los funda- 
mentos del calculo: un volumen puede considerarse como una pila de figuras planas, y un area 
puede considerarse como una pila de segmentos de rectas, en el sentido de que si cada seccion 
horizontal de una region es igual a la misma seccion horizontal de otra region, entonces las dos 
regiones son iguales. Durante el Renacimiento europeo este principio se volvio de uso muy 
comun bajo el nombre de metodo de los indivisibles para encontrar las areas y los volumenes de 
muchas figuras. Hoy en dia se denomina principio de Cavalieri en honor de Bonaventura 
Cavalieri (1598-1647), quien lo uso para demostrar muchas de las formulas elementales que 
ahora forman parte del calculo integral. El principio de Cavalieri tambien fue descubierto en 
otras tierras donde jamas llego la obra de Euclides. Por ejemplo, los matematicos chinos del 
siglo v Zu Chongzhi y su hijo Zu Geng hallaron el volumen de una esfera usando una tecnica 
bastante parecida al metodo de Arquimedes. 

Asi, encontramos matematicos que anticiparon el calculo integral usando metodos infinite- 
simales para encontrar areas y volumenes en una etapa muy temprana de la geometria, tanto en 
la Grecia como la China antiguas. Asi ocurre con el metodo infinitesimal para trazar tangentes; 
no obstante, este metodo para encontrar areas y volumenes estaba sujeto a objeciones. Por ejem¬ 
plo, el volumen de cada seccion plana de una figura es cero; ^como es posible reunir una colec- 
cion de ceros para obtener algo que no es cero? Ademas, ^por que el metodo no funciona en una 
dimension? Considere las secciones de un triangulo rectangulo paralelas a uno de sus catetos. 
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Cada seccion corta a la hipotenusa y al otro cateto en figuras congruentes; a saber, en un punto 
a cada uno. Sin embargo, la hipotenusa y el otro cateto no miden lo mismo. Objeciones como 
esta eran preocupantes. Los resultados obtenidos con estos metodos fueron espectaculares. No 
obstante, los matematicos prefirieron aceptarlos como un acto de fe, seguir usandolos e intentar 
construir sus fundamentos mas tarde, justo como en un arbol cuando la raiz y las ramas crecen 
al mismo tiempo. 


La invencion del calculo A mediados del siglo xvn se conocian muchas de las tecnicas y 
hechos elementales del calculo, incluso metodos para encontrar las tangentes de curvas simples 
y formulas de areas acotadas por estas curvas. En otras palabras, muchas de las formulas que 
usted encontrara en los primeros capitulos de cualquier libro de texto de calculo ya eran conoci- 
das antes de que Newton y Leibniz iniciaran su obra. Lo que faltaba hasta fines del siglo xvn era 
tomar conciencia de que estos dos tipos de problemas estan relacionados entre si. 

Para ver como se descubrio la relacion, es necesario abundar mas en las tangentes. Ya men- 
cionamos que para trazar una tangente a una curva en un punto dado se requiere saber como 
encontrar un segundo punto en la recta. En la etapa inicial de la geometrfa analitica este segun- 
do punto solia tomarse como el punto en que la tangente corta al eje x. La proyeccion sobre el 
eje x de la porcion de la tangente entre el punto de tangencia y la interseccion con el eje x se 
denominaba subtangente. En el estudio de las tangentes surgio un problema muy natural: recons- 
truir una curva, dada la longitud de su subtangente en cualquier punto. Por medio del estudio 
de este problema fue posible percibir que las ordenadas de cualquier curva son proporcionales 
al area bajo una segunda curva cuyas ordenadas son las longitudes de las subtangentes a la curva 
original. El resultado es el teorema fundamental del calculo. El honor de haber reconocido de 
manera explicita esta relacion pertenece a Isaac Barrow (1630-1677), quien lo indico en un libro 
denominado Lectiones Geometricae en 1670. Barrow planted varios teoremas semejantes al teo¬ 
rema fundamental del calculo. Uno de ellos es el siguiente: Si se traza una curva de modo que 
la razon de su ordenada a su subtangente [esta razon es precisamente lo que ahora se denomi- 
na derivada] es proporcional a la ordenada de una segunda curva, entonces el area bajo la 
segunda curva es proporcional a la ordenada de la primera. 

Estas relaciones proporcionaron un principio unificado para el gran numero de resultados 
particulares sobre tangentes y areas que se habian encontrado con el metodo de indivisibles a 
principios del siglo xvn: para encontrar el area bajo una curva habia que hallar una segunda 
curva para la cual la razon de la ordenada a la subtangente sea igual a la ordenada de la curva 
dada. Asi, la ordenada de esa segunda curva proporciona el area bajo la primera curva. 

En este punto el calculo estaba preparado para surgir. Solo requerfa de alguien que pro- 
porcionara metodos sistematicos para el calculo de tangentes (en realidad, subtangentes) e in- 
vertiera ese proceso para encontrar areas. Es el trabajo realizado por Newton y Leibniz. Estos 
dos gigantes de la creatividad matematica siguieron senderos bastante distintos en sus descubri- 
mientos. 

El metodo de Newton era algebraico y desarrollo el problema de encontrar un metodo efi- 
ciente para extraer las raices de un numero. Aunque apenas empezo a estudiar algebra en 1662, 
ya alrededor de 1665 las reflexiones de Newton sobre el problema de extraer raices lo conduje- 
ron al descubrimiento de la serie infinita que actualmente se denomina teorema del binomio; es 
decir, la relacion 


(1 + x) r = 1 + rx + 


r(r 


!) 2 ^ r(r 
—x H- 


l)(r - 2) 


1-2-3 


r 3 + 


Al combinar el teorema del binomio con tecnicas infinitesimales, Newton pudo deducir las 
formulas basicas del calculo diferencial e integral. Crucial en el enfoque de Newton fue el uso 
de series infinitas para expresar las variables en cuestion, y el problema fundamental que Newton 
no resolvio fue establecer que tales series podian manipularse justo como sumas finitas. Por 
tanto, en un sentido Newton llevo al infinito desde una entrada a su madriguera solo para encon¬ 
trar que una cara estaba frente a la otra. 

A partir de la consideracion de las variables como cantidades fisicas que cambian su valor 
con el tiempo, Newton invento nombres para las variables y sus razones de cambio que refleja- 
ban esta intuicion. Segun Newton, un fluent (x) es una cantidad en movimiento o que fluye; su 
fluxion (x) es su razon de flujo, lo que ahora se denomina velocidad o derivada. Newton expuso 
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sus resultados en 1671 en un tratado denominado Fluxions escrito en latm, pero su obra no fue 
publicada sino hasta que aparecio una version en ingles en 1736. (La version original en latm 
fue publicada por primera vez en 1742.) 

A pesar de la notacion y de sus razonamientos que parecen insuficientes y rudimentarios hoy 
en dia, el tremendo poder del calculo brilla a traves del metodo de las fluxiones de Newton en la 
solucion de problemas tan dificiles como encontrar la longitud de arco de una curva. Se pensa- 
ba que esta “rectificacion” de una curva era imposible, pero Newton demostro que era posible 
encontrar un numero finito de curvas cuya longitud podia expresarse en terminos finitos. 

El metodo de Newton para el calculo era algebraico, como hemos visto, y heredo el teore- 
ma fundamental de Barrow. Por otro lado, Leibniz trabajo el resultado fundamental desde 1670, 
y su enfoque era diferente al de Newton. Se considera a Leibniz como el pionero de la logica 
simbolica, y su opinion acerca de la importancia de la buena notacion simbolica era mucho 
mejor que la de Newton. Invento la notacion dx y dy que sigue en uso. Para el, dx era una abre- 
viacion de “diferencia en x”, y representaba la diferencia entre dos valores infinitamente proxi- 
mos de v. En otras palabras, expresaba exactamente lo que temamos en mente hace poco cuan- 
do consideramos el cambio infinitamente pequeno Xi - x 0 . Leibniz consideraba que dx era un 
numero “infinitesimal”, diferente de cero, pero tan pequeno que ninguno de sus multiplos podia 
exceder cualquier numero ordinario. Al ser diferente de cero, podia servir como denominador en 
una fraccion, y asi dy/dx era el cociente de dos cantidades infinitamente pequenas. De esta forma 
esperaba superar las objeciones al nuevo metodo establecido para encontrar tangentes. 

Leibniz tambien realizo una aportacion fundamental en la tecnica controvertida de encon¬ 
trar areas al sumar secciones. En lugar de considerar el area [por ejemplo, el area bajo una curva 
y =fix)] como una coleccion de segmentos de recta, la consideraba como la suma de las areas 
de rectangulos “infinitamente delgados” de altura y = fix) y base infinitesimal dx. Por tanto, la 
diferencia entre el area hasta el punto xF dx y el area hasta el punto x era la diferencia infinite¬ 
simal en area dA =fix) dx , y el area total se encontraba sumando estas diferencias infinitesima- 
les en area. Leibniz invento la S alargada (el signo integral f) que hoy en dia se usa universal- 
mente para expresar este proceso de suma. Asi expresaba el area bajo la curva y = fix) como 
A= fdA= f fix) dx , y cada parte de este simbolo expresaba una idea geometrica simple y clara. 

Con la notacion de Leibniz, el teorema fundamental del calculo de Barrow simplemente 
indica que el par de ecuaciones 

A = J/(x) dx, dA = fix) dx 

son equivalentes. Debido a lo que acaba de plantearse, esta equivalencia es casi evidente. 

Tanto Newton como Leibniz lograron grandes avances en matematicas, y cada uno posee 
bastante credito por ello. Resulta lamentable que la estrecha coincidencia de su obra hay a con- 
ducido a una enconada discusion sobre la prioridad entre sus seguidores. 

Algunas partes del calculo, que implican series infinitas, fueron inventadas en India duran¬ 
te los siglos xiv y xv. Jyesthadeva, matematico indio de fines del siglo xv, proporciono la serie 

q — J sen §_ _ sen3 # _j_ sen 5 6 _ \ 

Vcos 6 3 cos 3 0 5 cos 5 6 ' 


para la longitud de un arco de circulo, demostro este resultado y de manera exphcita planted que esta 
serie converge solo si 6 no es mayor que 45°. Si se escribe 6 = arctan ry se usa el hecho de que 

Sen 77 = tan 6 = x , esta serie se convierte en la serie normal para arctan v. 
cos 0 

De modo independiente, otras series fueron desarrolladas en Japon casi al mismo tiempo que 
en Europa. El matematico japones Katahiro Takebe (1664-1739) encontro un desarrollo en serie 
equivalente a la serie para el cuadrado de la funcion arcsen. El considero el cuadrado de la mitad 

de arco a la altura h en un circulo de diametro d\ esto resulto ser la funcion fill) — arcsen . 

Takebe carecia de notacion para el termino general de una serie, aunque descubrio patrones en 
los coeficientes al calcular geometricamente la funcion en el valor particular de h = 0.000001, 
d = 10 hasta un valor muy grande de cifras decimales —mas de 50—, y luego al usar esta pre¬ 
cision extraordinaria para refinar la aproximacion al sumar sucesivamente terminos correctivos. 
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A1 proceder de esta manera pudo discernir un patron en las aproximaciones sucesivas, a partir de 
lo cual, por extrapolation, pudo plantear el termino general de la serie: 



Despues de Newton y de Leibniz quedaba el problema de dar contenido al esqueleto inven- 
tado por estos dos genios. La mayor parte de su obra fue completada por matematicos de la 
Europa continental, en especial por el circulo creado por los matematicos suizos James Bernoulli 
(1655-1705) y John Bernoulli (1667-1748), asi como el estudiante de este ultimo, el marques de 
L'Hopital (1661-1704). Estos y otros matematicos trabajaron las conocidas formulas para las 
derivadas e integrales de funciones elementales que aun se encuentran en libros de texto actua- 
les. Las tecnicas esenciales de calculo eran conocidas a principios del siglo xviii, y un libro 
de texto del siglo xviii como la Introduction al analisis del infinito, de Euler (1748), en caso de 
haber estado traducida al espanol se vena bastante como un libro de texto moderno. 

El legado del calculo Una vez que hemos abordado las fuentes del calculo y el procedimiento 
con el que fue elaborado, a continuacion analizaremos brevemente los resultados que produjo. 

El calculo obtuvo una cantidad impresionante de triunfos en sus dos primeros siglos. 
Resulto que docenas de fenomenos fisicos previamente oscuros que implican calor, fluidez, 
mecanica celeste, elasticidad, luz, electricidad y magnetismo poseian propiedades mensurables 
cuyas relaciones podian describirse como ecuaciones diferenciales. La fisica se comprometio 
para siempre en hablar el lenguaje del calculo. 

Sin embargo, de ninguna manera fueron resueltos todos los problemas surgidos de la fisica. 
Por ejemplo, no era posible encontrar, en terminos de funciones elementales conocidas, el area 
bajo una curva cuya ecuacion implicaba la raiz cuadrada de un polinomio cubico. Estas integra¬ 
les surgieron a menudo tanto en geometrfa como en fisica, y llegaron a conocerse como integra¬ 
les elipticas porque el problema de encontrar la longitud solo podia comprenderse cuando la 
variable real x se sustituye por una variable compleja z = x + iy. El replanteamiento del calculo 
en terminos de variables complejas condujo a mucho descubrimientos fascinantes, que termina- 
ron por ser codificados como una nueva rama de las matematicas denominada teoria de funcio¬ 
nes analiticas. 

La definicion idonea de integracion siguio siendo un problema durante algun tiempo. Como 
consecuencia del uso de procesos infinitesimales para encontrar areas y volumenes surgieron las 
integrales. ^Debia la integral definirse como una “suma de diferencias infinitesimales” o como 
la inversa de la diferenciacion? ^Que funciones podian integrarse? En el siglo xix se propusie- 
ron muchas definiciones de la integral, y la elaboracion de estas ideas llevo al tema conocido 
actualmente como analisis real. 

Mientras las aplicaciones del calculo han continuado cosechando cada vez mas triunfos en 
un flujo interminable durante los ultimos trescientos anos, sus fundamentos permanecieron en un 
estado insatisfactorio durante la primera mitad de este periodo. El origen de la dificultad era el 
significado que habia de asociarse a la dx de Leibniz. ^Que era esta cantidad? ^Como podia no 
ser positiva ni cero? De ser cero, no podia usarse como denominador; de ser positiva, entonces 
las ecuaciones en que aparecia no eran realmente ecuaciones. Leibniz consideraba que los infi¬ 
nitesimales eran entes verdaderos, que las areas y los volumenes podian sintetizarse al “sumar” 
sus secciones, como habian hecho Zu Chongzhi, Arquimedes y otros. Newton tema menos con- 
fianza acerca de la validez de los metodos infinitesimales, e intento justificar sus razonamientos 
en formas que pudiesen cumplir las normas del rigor euclideano. En su Principia Mathematica 
escribio: 

Estos lemas tienen el cometido de evitar el tedio de deducir ad absurdum demostraciones impli- 
citas, segun el metodo de los geometras de la antigiiedad. Las demostraciones son mas breves 
segun el metodo de indivisibles, pero debido a que la hipotesis de indivisibles parece ser algo mas 
dura y, en consecuencia, ese metodo se acepta como menos geometrico, en lugar de ello elijo 
reducir las demostraciones de las siguientes proposiciones a las sumas y razones primera y ulti¬ 
ma de cantidades que desaparecen; es decir, a los limites de estas sumas y razones... En conse¬ 
cuencia, si en lo sucesivo debo considerar que las cantidades estan formadas de particulas, o debo 
usar pocas lineas curvas por las [rectas] idoneas, no debe interpretarse que estoy queriendo decir 
cantidades indivisibles, sino cantidades divisibles que desaparecen. . . 
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. . . En cuanto a estas ultimas razones con las que desaparecen las cantidades, no son en verdad 
las razones de cantidades ultimas, sino limites hacia los cuales las razones de cantidades decre- 
cientes sin lfmite siempre convergen; y a los que tienden de manera mas proxima que con cual- 
quier diferencia dada, aunque nunca van mas alia, ni en el efecto alcanzado, hasta que las canti¬ 
dades disminuyen in infinitum. 

En este pasaje Newton afirma que la falta de rigor implicado en el uso de razonamientos 
infinitesimales puede compensarse con el uso de limites. Sin embargo, su planteamiento de este 
concepto en el pasaje citado no es tan claro como uno desearia. Esta falta de claridad condujo al 
filosofo Berkeley a referirse desdenosamente a los fluxiones como “fantasmas de cantidades”. 
Sin embargo, los avances alcanzados en fisica usando calculo fueron tan sobresalientes que 
durante mas de un siglo nadie se preocupo en proporcionar el rigor al que aludia Newton (jy los 
fisicos siguen sin preocuparse al respecto!). Una presentacion completamente rigurosa y siste- 
matica del calculo llego solo hasta el siglo xix. 

Segun la obra de Augustin-Louis Cauchy (1789-1856) y Karl Weierstrass (1815-1896), la 
percepcion era que los infinitesimales eran meramente de naturaleza heuristica y que los estu- 
diantes estaban sujetos a un riguroso enfoque “epsilon-delta” de los limites. De manera sorpren- 
dente, en el siglo xx Abraham Robinson (1918-1974) demostro que es posible desarrollar un 
modelo logicamente consistente de los numeros reales en el que hay infinitesimales verdaderos, 
como creia Leibniz. Sin embargo, parece que este nuevo enfoque, denominado “analisis no 
estandar”, no ha sustituido a la presentacion tradicional actual del calculo. 

Ejercicios 

1. El tipo de espiral considerada por Arquimedes ahora se denomina asi en su honor. Una espi- 
ral de Arquimedes es el lugar geometrico de un punto que se mueve a velocidad constante 
a lo largo de un rayo que gira con velocidad angular constante alrededor de un punto fijo. 
Si la velocidad lineal a lo largo del rayo (la componente radial de su velocidad) es v , el 
punto esta a una distancia vt del centra de rotacion (suponiendo que es donde empieza) en 
el instante t. Suponga que la velocidad angular de rotacion del rayo es co (radianes por uni- 
dad de tiempo). Dados un circulo de radio R y una velocidad radial de v , ^cual debe ser co 
para que la espiral llegue al circulo al final de su primera vuelta? Res. (^r) 

El punto tendra una velocidad circunferencial rco = vt co. Segun un principio enunciado 
en la Mecanica de Aristoteles, la velocidad real de la particula esta dirigida a lo largo de la 
diagonal de un paralelogramo (en este caso un rectangulo) cuyos lados son las componen- 
tes. Use este principio para mostrar como construir la tangente a la espiral (que es la recta 
que contiene a la diagonal de este rectangulo). Compruebe que los lados de este rectangulo 
guardan la relacion 1 : 277. Observe la figura 1. 

2. La figura 2 ilustra como Arquimedes encontro la relacion entre los volumenes de la esfera, 
el cono y el cilindro. El diametro AB esta duplicado, haciendo BC = AB. Cuando esta figu¬ 
ra se hace girar alrededor de esta recta, el circulo genera una esfera, el triangulo DBG gene¬ 
ra un cono y el rectangulo DEFG genera un cilindro. Demuestre los hechos siguientes: 

a) Si B se usa como fulcra, el cilindro tiene como centra de gravedad el centra K del circu¬ 
lo y, en consecuencia, todo puede concentrarse ahi sin cambiar la torsion alrededor de B. 

b) Cada seccion del cilindro perpendicular a la recta AB , permaneciendo en su posicion 
actual, equilibraria exactamente la misma seccion del cono mas la seccion de la esfera 
si estos dos se desplazaran al punto C. 

c) Por tanto, el cilindro concentrado en K equilibraria al cono y a la esfera que se concen- 
tran en C. 

d) En consecuencia, el cilindro es igual al doble de la suma del cono y la esfera. 

e) Puesto que se sabe que el cono es un tercio del cilindro, se concluye que la esfera debe 
ser un sexto de este. 

/) Que el volumen del cilindro es 87 rr 1 2 . 
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FIGURA 2 Seccion de la esfera, el cono y el cilindro de Arquimedes 


3. El metodo con el que Zu Chongzhi y Zu Geng encontraron el volumen de la esfera es el 
siguiente: imagine que la esfera es una pelota fuertemente adherida dentro de la interseccion 
de dos cilindros que forma angulos rectos entre si. Luego, el solido formado por la intersec¬ 
cion de los dos cilindros (denominado paraguas doble en chino) y que contiene la pelota se 
ajusta perfectamente dentro de un cubo cuya arista es igual al diametro de la esfera. 

A partir de esta descripcion, trace una seccion de la esfera dentro del paraguas doble 
formado por los ejes de los dos cilindros y a una distancia h debajo de este pleno. Comprue- 
be los hechos siguientes: 

a) Si el radio de la esfera es r, el diametro de su seccion circular es 2 \/ r 2 — h 2 . 

b ) Por tanto, el area del cuadrado formado por esta seccion del paraguas doble es 4(r 2 - h 2 ), 
de modo que el area entre la seccion del cubo y la seccion del paraguas doble es 

4r 2 - 4(r 2 - h 2 ) = 4 h 2 . 

c) La seccion correspondiente de una piramide cuya base es la parte inferior de un cubo y 
cuyo vertice esta en el centro de la esfera (o del cubo) tambien tiene un area de Ah 2 . Por 
tanto, el volumen entre el paraguas doble y el cubo es exactamente el volumen de esta 
piramide mas su imagen especular arriba del piano central. Concluya que la region entre 
el paraguas doble y el cubo es un tercio del cubo. 

d) En consecuencia, el paraguas doble ocupa dos tercios del volumen del cubo; es decir, su 
volumen es yr 3 . 

e) Cada seccion circular de la esfera esta inscrita en la seccion cuadrada correspondiente 
del paraguas doble. Por tanto, la seccion circular es f de la seccion del paraguas doble. 

f) En consecuencia, el volumen de la esfera es f del volumen del paraguas doble; es decir, 

4 3 

3777 * . 

4 . Proporcione un razonamiento “infinitesimal” de que el area de la esfera es tres veces su 
volumen dividido entre su radio, al suponer que la esfera es una coleccion de piramides 
“infinitamente delgadas” donde todos los vertices se encuentren adheridos al origen. [Suge- 
rencia : parta del hecho de que el volumen de una piramide es un tercio del area de su base 
multiplicada por su altura. Arquimedes afirmaba que este es el razonamiento que lo condu- 
jo al descubrimiento del area de la esfera.] 
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Funciones 



En este capitulo £Ha escuchado frases como "el exito esta un funcion del trabajo arduo" y 
"la demanda esta un funcion del precio"? La palabra funcion se usa a menudo para sugerir 
una relacion o una dependencia de una cantidad con respecto a otra. Como tal vez sepa, en 
matematicas el concepto de una funcion posee una interpretacion similar pero ligeramente 
mas especializada. 

El calculo trata, en esencia, sobre funciones. Asi, resulta conveniente empezar su estudio con 
un capitulo dedicado a un repaso de este importante concepto. 

1.1 Funciones y graficas 

1.2 Combinacion de funciones 

1.3 Funciones polinomiales y racionales 

1.4 Funciones trascendentes 

1.5 Funciones inversas 

1.6 Funciones exponencial y logaritmica 

1.7 De las palabras a las funciones 
Revision del capitulo 1 
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2 CAPfTULO 1 Funciones 



FIGURA 1.1.1 Dominio y rango 
de una funcion / 



Correspondencia estudiante/escri- 
torio 


Consulte la section Paginas de 
recursos, al final del libro, para 
tener un repaso del desarrollo 
del binomio. 


1.1 Funciones y graficas 

■ Introduce ion Al usar los objetos e interactuar con las personas que nos rodean, resulta facil 
establecer una regia de correspondencia que asocie, o apareje, a los miembros o elementos de un 
conjunto con los elementos de otro conjunto. Por ejemplo, para cada numero de seguridad social 
hay una persona; para cada libro corresponde por lo menos un autor; para cada estado hay un 
gobernador, etcetera. En matematicas estamos interesados en un tipo especial de corresponden¬ 
cia: una correspondencia con valor unico denominada funcion. 


Definition 1.1.1 Funcion 

Una funcion de un conjunto X en un conjunto Y es una regia de correspondencia que asigna 
a cada elemento renX exactamente un elemento y en Y. 


■ Terminologia Una funcion suele denotarse por una letra com of, g o h. Entonces podemos 
representar una funcion/de un conjunto X en un conjunto Y por medio de la notation/: X —» Y. 
El conjunto X se llama dominio de/ El conjunto de elementos correspondientes y en el conjun¬ 
to Y se denomina rango de la funcion. El unico elemento y en el rango que corresponde a un ele¬ 
mento x selecto en el dominio X se denomina valor de la funcion en x, o imagen de x, y se escri¬ 
be/(x). Esta expresion se lee “/ de x” o “/ en x”, y se escribe y = /(x). Algunas veces tambien 
conviene denotar una funcion por y = y(x). Observe en la FIGURA 1.1.1 que el rango de/no nece- 
sariamente debe ser todo el conjunto Y. A muchos profesores les agrada llamar a un elemento x 
en el dominio entrada de la funcion, y al elemento correspondiente/(x) en el rango salida de la 
funcion. Puesto que el valor de y depende de la election de x, y se denomina variable depen- 
diente; x se denomina variable independiente. A partir de este momento consideraremos que 
los conjuntos X y Y constan de numeros reales; asi, la funcion/se denomina funcion con valor 
real de una sola variable real. 

En todos los analisis y ejercicios de este texto, las funciones se representan de varias formas: 

• analitica , es decir, por medio de una formula como /(x) = x 2 ; 

• verbal , es decir, mediante una description con palabras; 

• numerica , es decir, mediante una tabla de valores numericos; y 

• visual , es decir, con una grafica. 


EJEMPLO 1 


Funcion elevar al cuadrado 


La regia para elevar al cuadrado un numero real esta dada por la ecuacion /(x) = x 2 o y = x 2 . 
Los valores de/enx= — 5 y x = V7 se obtienen al sustituir x, a la vez, por los numeros 
-5 y V7. 


/(—5) = (—5) 2 = 25 y /(V7) = (V7) 2 = 7. 


EJEMPLO 2 


Correspondencia estudiante y escritorio 


Una correspondencia natural ocurre entre un conjunto de 20 estudiantes y un conjunto de, por 
ejemplo, 25 escritorios en un salon de clases cuando cada estudiante escoge y se sienta en un 
escritorio diferente. Si el conjunto de 20 estudiantes es el conjunto X y el conjunto de 25 escri¬ 
torios es el conjunto Y, entonces esta correspondencia es una funcion del conjunto X al con¬ 
junto Y, en el supuesto de que ningun estudiante se sienta en dos escritorios al mismo tiempo. 
El conjunto de 20 escritorios ocupados realmente por los estudiantes constituye el rango de la 
funcion. ■ 


Algunas veces, para destacar el argumento, escribiremos una funcion representada por una 
formula usando parentesis en lugar del simbolo x. Por ejemplo, al escribir la funcion elevar al 
cuadrado/(x) = x 2 como 

/( ) = ( ) 2 . (i) 

Entonces, para evaluar (1) en, por ejemplo, 3 + h, donde h representa un numero real, escri- 
bimos 3 + h entre parentesis y realizamos las operaciones algebraicas correspondientes: 

/( 3 + h) = (3 + h) 2 = 9 + 6h + h 2 . 
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Si una funcion / esta definida por medio de una formula o ecuacion, entonces por lo regu¬ 
lar el dominio de y = fix) no se plantea explicitamente. Por lo general es posible deducir el 
dominio de y = fix) ya sea a partir de la estructura de la ecuacion o del contexto del pro- 
blema. 


EJEMPLO 3 


Dominio y rango 


En el ejemplo 1, puesto que cualquier numero real x puede elevarse al cuadrado y el resultado 
x 2 es otro numero real, fix) = x 2 es una funcion de R en R ; es decir, f: R—>R. En otras pala- 
bras, el dominio de / es el conjunto R de numeros reales. Al usar notation de intervalos, el 
dominio tambien puede escribirse como (—oo, oo). Debido a que x 2 > 0 para todo numero real 
x, es facil ver que el rango de / es el conjunto de numeros reales no negativos o [0, oo). ■ 


■ Dominio de una funcion Como ya se menciono, el dominio de una funcion y = f(x) que esta 
definido por una formula no suele especificarse. A menos que se indique o implique lo contra- 
rio, se entiende que 

• El dominio de una funcion / es el mayor subconjunto del conjunto de numeros reales 
para los que/(x) es un numero real. 

Este conjunto a veces se refiere como dominio implicito o dominio natural de la funcion. 
Por ejemplo, no es posible calcular/(0) para la funcion reciproca fix) = l/x puesto que 1/0 
no es un numero real. En este caso se dice que / esta indefinida en x = 0. Puesto que todo 
numero real diferente de cero tiene un reciproco, el dominio de fix) = l/x es el conjunto 
de numeros reales excepto cero. Por el mismo razonamiento, la funcion g(x) = l/(x 2 — 4) no 
esta definida en x = — 2 ni en x = 2, de modo que su dominio es el conjunto de numeros rea¬ 
les sin los numeros — 2 y 2. La funcion raiz cuadrada h(x) = Vx no esta definida en x = — 1 
porque V—T no es un numero real. Para que h(x) = Vx este definida en el sistema de nume¬ 
ros reales, debe pedirse que el radicando, en este caso simplemente x, sea no negativo. A par¬ 
tir de la desigualdad x > 0 observamos que el dominio de la funcion h es el intervalo [0, oo). 
El dominio de la funcion constante/(x) = — 1 es el conjunto de numeros reales (—oo, oo) y 
su rango es el conjunto que consta solo del numero — 1. 


EJEMPLO 4 


Dominio y rango 


Determine el dominio y el rango de fix) = 4 + Vx — 3. 


Solucion El radicando x - 3 debe ser no negativo. Al resolver la desigualdad x — 3 > 0 se 
obtiene x > 3, de modo que el dominio de/es [3, oo). Luego, como el sfmbolo V~~ denota 
la raiz cuadrada no negativa de un numero, Vx — 3 > 0 para x > 3 y en consecuencia 
4 + Vx — 3 > 4. El menor valor de/(x) ocurre en x = 3 y es/(3) = 4 + VO = 4. Ademas, 
debido a que x - 3 y Vx — 3 aumentan cuando x crece, se concluye que y > 4. Por consi- 
guiente, el rango de/es [4, oo). ■ 


EJEMPLO 5 


Dominios de dos funciones 


Determine el dominio de 


a) fix) = Vx 2 + 2x - 15 b) g(x) = — -^ 

Solucion 

a) Como en el ejemplo 4, la expresion dentro del radical —el radicando— debe ser no 
negativa; es decir, el dominio de / es el conjunto de numeros reales x para los cuales 
x 2 + 2x — 15 > 0 o (x — 3)(x + 5) > 0. El conjunto solucion de la desigualdad 
( —oo, —5] U [3, oo) es tambien el dominio de/. 

b) Una funcion que esta dada por una expresion fraccionaria no esta definida en los valo- 

res x para los cuales el denominador es igual a 0. Puesto que el denominador de g(x) 
se factoriza como x 2 — 3x — 4 = (x + l)(x — 4), vemos que (x + l)(x — 4) = 0 
para x = — 1 yx = 4. Estos son los unicos numeros para los cuales g no esta defi¬ 
nida. Por tanto, el dominio de la funcion g es el conjunto de numeros reales, a excep- 
cion de x = —1 y x = 4. ■ 


<4 En precalculo se suelen resolver 
desigualdades cuadraticas como 
(x — 3)(x + 5) > 0 utilizando 
una tabla de signos. 
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A1 usar notacion de intervalos, el dominio de g en el inciso b) del ejemplo 5 puede escri- 
birse como (—oo, — 1) U (—1, 4) U (4, oo). Como alternativa para esta desgarbada union de 
intervalos ajenos, este dominio tambien puede escribirse usando notacion de construccion 
de conjuntos {x | x — 1 yi ^ 4}. 



FIGURA 1.1.2 Puntos sobre la 
grafica de una ecuacion y = f(x ) 


■ Graficas En campos como ciencia, ingenieria y negocios, a menudo se usa una funcion para 
describir los fenomenos. A fin de interpretar y utilizar datos, es util representar estos datos en 
forma de grafica. En el sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares, la grafica de una 
funcion/es la grafica del conjunto de pares ordenados (.x,/(x)), donde x esta en el dominio de/ 
En el piano xy, un par ordenado (x, fix)) es un punto, de modo que la grafica de una funcion es 
un conjunto de puntos. Si una funcion se define por medio de una ecuacion y = fix), entonces 
la grafica de/es la grafica de la ecuacion. Para obtener los puntos sobre la grafica de una ecua¬ 
cion y = f{x), escogemos prudentemente numeros x l9 x 2 , x 3 , . . . en su dominio, calculamos 
f(x\), /(x 2 ), /(x 3 ), . . . , trazamos los puntos correspondientes (x h /(xi)), (x 2 ,/(x 2 )), (x 3 ,/(x 3 )), . . . , 
y luego unimos estos puntos con una curva suave (en caso de ser posible). Vea la FIGURA 1.1.2. No 
olvide que 


• un valor de x es una distancia dirigida desde el eje y, y 

• un valor funcional /(x) es una distancia dirigida desde el eje x. 


A continuacion se hacen algunos comentarios sobre las figuras en este texto. Con pocas 
excepciones, suele ser imposible representar la grafica completa de una funcion, por lo que a 
menudo solo se muestran las caracteristicas mas importantes de la grafica. En la FIGURA 1.1.3a) 
observe que la grafica se dirige hacia abajo en sus lados izquierdo y derecho. A menos que se 
indique lo contrario, puede asumirse que no hay sorpresas mayores mas alia de lo que se ha 
mostrado y que la grafica continua simplemente de la manera indicada. La grafica en la figura 
1.1.3a) indica el denominado comportamiento extremo o comportamiento global de la fun¬ 
cion. Si una grafica termina ya sea en su extremo derecho o izquierdo, este hecho se indica 
por medio de un punto cuando es necesario. Para representar el hecho de que el punto extremo 
esta incluido en la grafica se usa un punto solido, y para indicar que el punto extremo no esta 
incluido en la grafica se usa un punto vacio. 


■ Prueba de la recta vertical A partir de la definicion de una funcion se sabe que para toda x 
en el dominio de/corresponde un solo valor/(x) en el rango. Esto significa que una recta verti¬ 
cal que corta la grafica de una funcion y = /(x) (esto equivale a escoger una x) puede cortar a la 
grafica de una funcion en cuanto mucho un punto. A la inversa, si toda recta vertical que corte 
la grafica de una ecuacion lo hace en cuanto mucho un punto, entonces la grafica es la grafica 
de una funcion. La ultima declaracion se denomina prueba de la recta vertical para una fun¬ 
cion. Por otra parte, si alguna recta vertical corta la grafica de una ecuacion mas de una vez, 
entonces la grafica no es la grafica de una funcion. Vea las figuras 1.1.3a)-c). Cuando una recta 
vertical corta una grafica en varios puntos, el mismo numero x corresponde a diferentes valores 
de y, en contradiccion con la definicion de funcion. 



FIGURA 1.1.4 Dominio y rango 
interpretados graficamente 





a) Funcion b ) No es una funcion c) No es una funcion 

FIGURA 1.1.3 Prueba de la recta vertical 

c 

Si se cuenta con una grafica exacta de una funcion y = /(x), a menudo es posible ver el 
dominio y el rango de/. En la FIGURA 1.1.4 suponga que la curva azul es la grafica entera, o 
completa, de alguna funcion /. Asi, el dominio de / es el intervalo [ a , b] sobre el eje x, y el 
rango es el intervalo [c, d ] sobre el eje y. 
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EJEMPLO 6 


Otra perspectiva del ejemplo 4 


A partir de la grafica de/(x) = 4 + Vx — 3 dada en la FIGURA 1.1.5, podemos ver que el domi- 
nio y el rango de / son, respectivamente, [3, oo) y [4, oo). Esto concuerda con los resultados 
del ejemplo 4. ■ 


■ Intersecciones Para graficar una funcion definida por una ecuacion y = /(x), una buena idea 
suele ser determinar primero si la grafica de/tiene intersecciones. Recuerde que todos los pun- 
tos sobre el eje y son de la forma (0, y). Entonces, si 0 es el dominio de una funcion/, la inter¬ 
seccion y es el punto sobre el eje y cuya coordenada y es/(0); en otras palabras, (0,/(0)). Vea la 
FIGURA 1.1.6a). De manera semejante, todos los puntos sobre el eje x tienen la forma (x, 0). Esto 
significa que para encontrar las intersecciones x de la grafica de y = fix), se determinan los valo- 
res de x que hacen y = 0. Es decir, es necesario resolver la ecuacion/(x) = 0 para x. Un nume- 
ro c para el que /(c) = 0 se denomina cero de la funcion/o raiz (o solucion) de la ecuacion/(x) 
= 0. Los ceros reales de una funcion/son las coordenadas x de las intersecciones x de la grafi¬ 
ca de/ En la figura 1.1.6 b) se ha ilustrado una funcion que tiene tres ceros x l9 x 2 y x 3 porque 
f(x{) = 0,/(x 2 ) = 0 y/(x 3 ) = 0. Las tres intersecciones x correspondientes son los puntos (x 1? 0), 
(x 2 , 0) y (x 3 , 0). Por supuesto, la grafica de la funcion puede no tener intersecciones. Este hecho 
se ilustra en la figura 1.1.5. 


\ y 

El rango 

de/ 
es [4, oo) 


y = 4 + V* - 3 



(3,4) 


-1—i—i—i—I-h^-X 

El dominio de 
b/es [3, oo)-*- 

FIGURA 1.1.5 Grafica de la fun¬ 
cion/en el ejemplo 6 




FIGURA 1.1.6 Intersecciones de la grafica de una funcion/ 



c) Una interseccion y, dos intersecciones x 


Una grafica no necesariamente tiene que cruzar un eje de coordenadas en una intersec¬ 
cion; una grafica puede simplemente tocar, o ser tangente , a un eje. En la figura 1.1.6c), la 
grafica de y = /(x) es tangente al eje x en (x l9 0). 


EJEMPLO 7 


Intersecciones 


Encuentre, de ser posible, las intersecciones x y y de la funcion dada. 

2 _ r> _ o 

a) f{x ) = x 2 + 2x - 2 b ) fix) = X ~ 


Solucion 

a) Puesto que 0 esta en el dominio de/, /(0) = —2 y asi la interseccion y es el punto 
(0, —2). Para obtener las intersecciones x, es necesario determinar si/tiene ceros rea¬ 
les, es decir, soluciones reales de la ecuacion /(x) = 0. Puesto que el miembro 
izquierdo de la ecuacion x 2 + 2x — 2 = 0 no tiene factores evidentes, se usa la for¬ 
mula general para polinomios cuadraticos para obtener x = — 1 ± V3. Las intersec¬ 
ciones x son los puntos ( — 1 — V3, 0) y (— 1 + V3,0). 

b) Debido a que 0 no esta en el dominio de / la grafica de / no posee interseccion y. 

Ahora, puesto que / es una expresion fraccionaria, la unica forma en que es posible 
que f{x) = 0 es que el numerador sea igual a cero y el denominador sea diferente de 
cero al evaluar la funcion en el mismo numero. Al factorizar el miembro izquierdo 
de x 2 — 2x — 3 = 0 se obtiene (x + l)(x — 3) = 0. En consecuencia, los ceros de 
/ son los numeros — 1 y 3. Las intersecciones x son los puntos (—1, 0) y (3, 0). ■ 


■ Funciones definidas por partes Una funcion / puede implicar dos o mas expresiones o 
formulas, cada una definida en partes distintas sobre el dominio de /. Una funcion definida de 
esta manera se denomina funcion definida por partes. Por ejemplo, 


fix) = 


x 

X + 1, 


x < 0 
x > 0 
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y 



— - 

y = - 1, x < 0 


FIGURA 1.1.7 Grafica de una 
funcion definida por partes en el 
ejemplo 8 


yk 

y= -x, x< 0 y = x, x > 0 



Esta porcion de y = x 
se refleja en el eje x 


b ) 

FIGURA 1.1.9 Funcion valor 
absoluto (3) 


no son dos funciones, sino una sola funcion donde la regia de correspondencia esta dada en 
dos partes. En este caso, una parte se usa para los numeros reales negativos (x < 0) y la otra 
parte para los numeros reales no negativos (x > 0); el dominio de/es la union de los inter¬ 
vals ( — oo, 0) U [0, oo) = (—oo, oo). Por ejemplo, puesto que —4 < 0, la regia indica que se 
eleve al cuadrado el numero: /(—4) = (—■4) 2 =16; por otra parte, puesto que 6 > 0 se suma 1 
al numero: /(6) = 6+1=7. 


EJEMPLO 8 


Grafica de una funcion definida por partes 


Considere la funcion definida por partes 


{ —1, v < 0 

0, v = 0 

v + 1, v > 0. 


( 2 ) 


Aunque el dominio de / consta de todos los numeros reales (—oo, oo), cada parte de la fun¬ 
cion esta definida sobre una parte diferente de su dominio. Se grafican 


• la recta horizontal y = — 1 para x < 0, 

• el punto (0, 0) para x = 0 y 

• la recta y = x + 1 para x > 0. 


La grafica se proporciona en la FIGURA 1.1.7. 


■ Semicirculos Como se muestra en la figura 1.1.3b), un circulo no es la grafica de una fun¬ 
cion. En realidad, una ecuacion como x 2 + y 2 = 9 define (por lo menos) dos funciones de x. Si 
esta ecuacion se resuelve para y en terminos de x, se obtiene y = ±\^9 — x 2 . Deb ido a la con- 
vencion del valor unico del signo V^, ambas ecuaciones y = V9 — x 2 y y = — V9 — x 2 defi- 
nen funciones. La primera ecuacion define un semicirculo superior, y la segunda un semi¬ 
circulo inferior. Con base en las graficas mostradas en la FIGURA 1.1.8, el dominio de y = V9 — x 2 
es [—3, 3] y el rango es [0, 3]; el dominio y el rango de y = —V9 — x 2 son [—3, 3] y [—3, 0], 
respectivamente. 




b) Semicirculo inferior 


FIGURA 1.1.8 Estos semicirculos son graficas de funciones 


■ Funcion valor absoluto La funcion/(x) = |x|, denominada funcion valor absoluto, aparece 
a menudo en el analisis de capitulos ulteriores. El dominio de/es el conjunto de todos los nume¬ 
ros reales (—oo, oo) y su rango es [0, oo). En otras palabras, para cualquier numero real x, los 
valores de la funcion/(x) son no negativos. Por ejemplo, 

/(3) = |3| = 3, m = |0| = o, /(-0 = 



Por definicion del valor absoluto de x, observamos que / es una funcion definida por partes o 
pedazos, que consta de dos partes 


fix) = 



six < 0 
six > 0- 


( 3 ) 


Su grafica, mostrada en la FIGURA 1.1.9a), consta de dos semirrectas perpendiculares. Puesto que 
fix) > 0 para toda x, otra forma de graficar (3) consiste en simplemente trazar la recta y = x 
y luego reflejar en el eje x esa porcion de la recta que esta abajo del eje x. Vea la figura 
1 . 1 .%). 
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■ Funcion entero mayor A continuacion se considerara una funcion/definida por partes deno- 
minada funcion entero mayor. Esta funcion, que tiene muchas notaciones, se denotara aqui por 

fix) = [x J y esta definida por la regia 4 La funci6n entero ma >' or tambie ' n 

se escribe como fix) = [x]. 

[jcJ = n, donde n es un entero que satisface n < x < n 4- 1. (4) 

La expresion (4), traducida a lenguaje coloquial, significa lo siguiente: 


• El valor funcional fix) es el entero mayor n que es menor o igual a x. 
Por ejemplo, 


/(-1.5) = -2, /(0.4) = 0, /(tt) = 3, /(5) = 5, 


y asi en lo sucesivo. El dominio de / es el conjunto de numeros reales y consta de la union 
de una infinidad de intervalos ajenos; en otras palabras, fix) = [xj es una funcion definida por 
partes dada por 


fix) = [x\ 


-2, -2 <x < -1 

-1, — 1 < x < 0 

< 0, 0 < x < 1 

1, 1 < x < 2 

2, 2 < x < 3 


(5) 


y. 

4 

3 


y = UJ 


2 

1 



H —X 

5 


El rango de/es el conjunto de enteros. La porcion de la grafica de/sobre el intervalo cerrado FIGURA 1.1.10 Funcion mayor 
[ — 2, 5] se proporciona en la FIGURA 1.1.10. entero 

En informatica la funcion entero mayor se conoce como funcion redondeo hacia el ente¬ 
ro inferior anterior. Una funcion relacionada denominada funcion redondeo hacia el entero 
superior siguiente* g(x) = [ x ] se define como el menor entero n que es mayor o igual a x. Vea 
los problemas 57 a 59 en los ejercicios 1.1. 


■ Un modelo matematico A menudo resulta aconsejable describir el comportamiento de algun 
sistema o fenomeno de la vida real, ya sea fisico, sociologico e incluso economico, en terminos 
matematicos. La descripcion matematica de un sistema o fenomeno se denomina modelo mate¬ 
matico y puede ser tan complicada como cientos de ecuaciones simultaneas o tan sencilla como 
una sola funcion. Esta seccion concluye con una ilustracion del mundo real de una funcion defi¬ 
nida por partes denominada funcion timbre postal. Esta funcion es semejante a/(x) = [xj en el 
sentido de que ambos son ejemplos de funciones escalon\ cada funcion es constante sobre un 
intervalo y luego salta a otro valor constante al siguiente intervalo colindante. 

A1 momento de escribir esto, la tarifa de primera clase del Servicio Postal de Estados Unidos 
de America para el porte de una carta en un sobre de tamano normal dependia de su peso en 
onzas: 


Porte = < 


$0.42, 

$0.59, 

$0.76, 


0 < peso 

1 < peso 

2 < peso 


,$2.87, 12 < peso 


1 onza 

2 onzas 

3 onzas 

13 onzas. 


( 6 ) 


La regia en (6) es una funcion de P que consta de 14 partes (las cartas que pesan mas de 13 
onzas se envian como correo prioritario). Un valor de la funcion P(w) es una de 14 constan- 
tes; la constante cambia dependiendo del peso w (en onzas) de la carta. t Por ejemplo, 

P(0.5) = $0.42, P(1.7) = $0.59, P(2.2) = $0.76, P(2.9) = $0.76 y P(12.1) = $2.87. 

El dominio de la funcion P es la union de los intervalos: 


(0,1] U (1, 2] U (2, 3] U---U(12, 13] = (0, 13]. 


* Las funciones redondeo hacia el entero inferior anterior y redondeo hacia el entero superior siguiente y sus notaciones 
se deben al renombrado cientifico canadiense Kenneth E. Iverson (1920-2004). 

f En (6) no se muestra que el porte de una carta cuyo peso se encuentra en el intervalo (3, 4] es determinado por si su 
peso esta en (3, 3.5] o en (3.5, 4]. Este es el unico intervalo dividido de esta manera. 
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f(x) NOTAS DESDE EL AULA 

Cuando se traza la grafica de una funcion, nunca se debe acudir a graficar muchos puntos 
manualmente. Esto es algo que una calculadora grafica o un sistema de algebra computacio- 
nal (SAC) hacen bien. Por otra parte, usted no debe volverse dependiente de una calculadora 
para obtener una grafica. Lo crea o no, hay muchos profesores de calculo que no permiten el 
uso de calculadoras graficas al aplicar cuestionarios o examenes. Por lo general, no hay obje- 
cion para que usted use calculadoras o computadoras como ayuda para comprobar algunos 
problemas de tarea, pero en el salon de clases los maestros desean ver el producto de su pro- 
pio esfuerzo, es decir, su capacidad de analizar. Asi, esta usted fuertemente motivado a des- 
arrollar sus habilidades para graficar hasta el punto en que pueda trazar a mano rapidamente 
la grafica de una funcion a partir de alguna propiedad conocida de tipos de funciones y trazar 
un mmimo de puntos bien escogidos. 


Ejercicios 1.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-2. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre los valores funcionales indi- 
cados. 

1. Si f(x) =X 2 -1; f(-5),f(-V3),f(3) y/(6) 

2. Si f(x) = —lx 1 + x; /(-5),/H),/(2) y/(7) 

3. Si/(x) = VTTT; /(— 1),/(0),/(3) y/(5) 

4. Si f(x) = V2^T4; /H),/©,/(§) y m 

5. Si f{x) = /(-l),/(0),/(l) y/(V2) 

X + 1 

6. Si/(x) = - 1 ^ L -; /(—V2),/(—1), /(0) y/G) 

x — 2 

En los problemas 7 y 8, encuentre 

f(x),f(2a),f(a 2 ),f(-5x),f(2a + 1 ),/(x + h) 
para la funcion dada / y simplifique lo mas que pueda. 

7. /( ) = — 2( ) 2 + 3( ) 

8. /( ) = ( ) 3 -2( ) 2 + 20 

9. ^Para que valores de x/(x ) = 6x 2 — 1 es igual a 23? 
10 . ^Para que valores de x /(x) = Vx — 4 es igual a 4? 

En los problemas 11-26, encuentre el dominio de la funcion 
/ dada. 


ii. m = 

V4x - 2 

12. fix) = 

V15 - 5x 

13. f(x) = 

10 

14. fix) = 

2x 

Vl - X 

V3x - 1 

15. fix) = 

2x — 5 

16. fix) = 

X 

x(x — 3) 

X 2 - 1 

17. fix) = 

1 

18. fix) = 

X + 1 

x 2 — lOx + 25 

X 2 - 4x - 12 

19. fix) = 

X 

20. fix) = 

x 2 - 9 

x 2 — x + 1 

x 2 — 2x — 1 

21. fix) = 

V 25 - x 2 

22. fix) = 

Vx(4 - x) 

23. fix) = 

Vx 2 — 5x 

24. fix) = 

1 

LO 

* 

1 

O 

25. fix) = 

/ 3 - X 

Vx + 2 

26. fix) = 

Tv 


En los problemas 27-30, determine si la grafica en la figura 
es la grafica de una funcion. 



FIGURA 1.1.11 Grafica 
para el problema 27 



FIGURA 1.1.13 Grafica 
para el problema 29 



FIGURA 1.1.12 Grafica 
para el problema 28 



FIGURA 1.1.14 Grafica 
para el problema 30 


En los problemas 31-34, use el rango de la funcion/dada 
en la figura para encontrar su dominio y rango. 



FIGURA 1.1.15 Grafica para el 
problema 31 


x 



FIGURA 1.1.16 Grafica 
para el problema 32 



FI GU RA 1.1.17 Grafica para el 
problema 33 
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FI G U RA 1.1.18 Grafica para el problema 34 


En los problemas 35-44, encuentre las intersecciones x y y 
de la grafica de la funcion dada / en caso de haberlas. No 
grafique. 


35. fix) = JX - 4 36. f(x) 

37. fix) = 4(.v - 2) 2 - 1 

38. fix) = fix - 3 )ix 2 + 8x + 16) 

39. fix) = x 3 — x 2 — 2x 40. fix) 

41. fix) = 42. f(x) 

x z ~ 16 


x 2 — 6x + 5 


x 4 - 1 

xjx + l)(v — 6) 
x + 8 


43. fix) = |V4 - x 2 


44. fix) = | Vx 2 -2x-3 


En los problemas 45 y 46, use la grafica de la funcion/dada 
en la figura para estimar los valores /(—3),/(—2),/(— 1), 
/(l), /(2) y/(3). Calcule la interseccion y. 




FIGURA 1.1.20 Grafica para el problema 46 


En los problemas 47 y 48, use la grafica de la funcion/dada 
en la figura para estimar los valores /(—2),/(—1.5), /(0.5), 
/(l), /(2) y/(3.2). Calcule las intersecciones v. 



FIGURA 1.1.21 Grafica para el problema 47 



FIGURA 1.1.22 Grafica para el problema 48 


En los problemas 49 y 50, encuentre dos funciones y = f x {x) 
y y = f 2 (x) definidas por la ecuacion dada. Encuentre el 
dominio de las funciones f x y f 2 . 

49. x = y 2 — 5 50. x 2 - 4y 2 = 16 

51. Algunas de las funciones que encontrara despues en este 
texto tienen como dominio el conjunto de enteros posi- 
tivos n. La funcion factorial/(/i) = n\ se define como 
el producto de los n primeros enteros positivos; es decir, 

f(n) = n\ = 1 • 2 ■ 3 ■ • ■ (n — 1) ■ n. 

a) Evalue/(2),/(3),/(5)y/(7). 

b) Demuestre que//z +1) = fin) • ( n + 1). 

c) Simplifique /(5)//(4) y/(7)//(5). 

d) Simplifique fin + 3 )/f(n). 

52. Otra funcion de un entero positivo n proporciona la 
suma de los n primeros enteros positivos al cuadrado: 

Sin) = l nin+ l)(2n + 1). 
o 

a) Encuentre el valor de la suma 
l 2 + 2 2 + • • • + 99 2 + 100 2 . 

b) Encuentre n tal que 300 < Sin) < 400. [Sugeren- 
cia : Use calculadora.] 
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= Piense en ello 

53. Determine una ecuacion de una funcion y = fix) cuyo 
dominio es 

a) [3, oo) b ) (3,oo). 

54. Determine una ecuacion de una funcion y = fix) cuyo 
rango es 

a) [3,oo) b) (3,oo). 

55. Con base en la grafica de/(x) = — x 2 + 2x + 3 dada en 
la FIGURA 1.1.23, determine el rango y dominio de la fun¬ 
cion g(x) = V/(x). Explique su razonamiento en una o 
dos frases. 



FIGURA 1.1.23 Grafica para el problema 55 

56. Sea P cualquier punto (x, fix )) sobre la grafica de una 
funcion /. Suponga que los segmentos de recta PT y PS 
son perpendiculares a los ejes x y y. Sean M u M 2 y M 3 , 
respectivamente, los puntos medios de PT, PS y ST 
como se muestra en la FIGURA 1.1.24. Encuentre una fun¬ 
cion que describa la ruta de los puntos M x . Repita lo 
anterior para los puntos M 2 y M 3 . 



57. En la pagina 7 se vio que la funcion redondeo hacia el 
entero superior siguiente g(x) = \x] se define como el 
menor entero n que es mayor o igual a x. Llene los espa- 
cios en bianco. 


g(x) = |Y| = < 


— 3 < x < —2 
-2 < x < -1 
-1 < x < 0 
0 < x < 1 

1 < x < 2 

2 < x < 3 


58. Grafique la funcion redondeo hacia el entero superior 
siguiente g(x) = [x] definida en el problema 57. 

59. La funcion definida por partes 


int(x) = 



x > 0 
x < 0 


se denomina funcion entero. Grafique int(x). 

60. Analice como graficar la funcion /(x) = | x | + | x — 31. 
Lleve a cabo sus ideas. 


En los problemas 61 y 62, describa con palabras como difie- 
ren las graficas de las funciones dadas. 

x 2 - 9 

6i. /(x) = V —h 


g(x) 




x =t= 3 
x = 3 


62. f(x) 


X 4 - 1 

X 2 - V 


g(x) 



X =f= 1 
X = 1 



X 1 
X = 1 


1.2 Combinacion de funciones 

■ Introduccion Dos funciones/y g pueden combinarse en varias formas para obtener nuevas 
funciones. En esta seccion se analizaran dos formas en que es posible combinar funciones: 
mediante operaciones aritmeticas y a traves de la operacion de composicion de funciones. 


■ Funciones potencia Una funcion de la forma 

fix) = x n (1) 

se denomina funcion potencia. En esta seccion consideraremos que n es un numero racional. 
El dominio de la funcion potencia depende de la potencia n. Por ejemplo, para n = 2, n = \ 
y n = —1, respectivamente, 

• el dominio de/(x) = x 2 es el conjunto R de numeros reales o (—oo, oo), 

• el dominio de /(x) = x 1/2 = Vx es [0, oo), 

• el dominio de/(x) = x -1 = ^ es el conjunto R de numeros reales excepto x = 0. 
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Las funciones potencia simples, o versiones modificadas de estas funciones, ocurren tan a 
menudo en problemas en calculo que no es conveniente desperdiciar tiempo valioso trazando 
sus graficas. Se sugiere conocer (memorizar) el breve catalogo de graficas de funciones poten¬ 
cia que se proporciona en la FIGURA 1.2.1. Usted debe reconocer la grafica en el inciso a) de la 
figura 1.2.1 como una recta y la grafica en el inciso b) como una parabola. 



FIGURA 1.2.1 Breve catalogo de graficas de funciones potencia 


■ Combinaciones aritmeticas Dos funciones pueden combinarse por medio de las cuatro 
conocidas operaciones aritmeticas de suma, resta, multiplicacion y division. 


Definicion 1.2.1 Combinaciones aritmeticas 

Si/y g son dos funciones, entonces la suma / + g, la diferencia/- 
cociente // g se definen como sigue: 

g, el producto fg y el 

(/ + g)(x) = fix) + g(x), 

(2) 

if - g)(x) = fix) - gix). 

(3) 

ifg)ix) = f(x)g(x). 

(4) 

© W *sW- d,sW * a 

(5) 


■ Dominio de una combinacion aritmetica A1 combinar dos funciones aritmeticamente es 
necesario que ambas fyg esten defmidas en el mismo numero v. Por tanto, el dominio de las 
funciones / + g,f- gyfg es el conjunto de numeros reales que son comunes a ambos dominios; 
es decir, el dominio es la intersection del dominio de / con el dominio de g. En el caso del 
cociente//g, el dominio tambien es la interseccion de los dos dominios, pero tambien es nece¬ 
sario excluir cualquier valor de v para el que el denominador g(x) sea cero. En otras palabras, si 
el dominio de / es el conjunto X x y el dominio de g es el conjunto X 2 , entonces el dominio de 
/ + g,f- g yfg es X { n X 2 , y el dominio de //g es {x\x E X { D X 2 , g(x) =/= 0}. 
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EJEMPLO 1 


Suma de dos funciones potencia 


Ya se ha visto que el dominio de/(x) = x 2 es el conjunto R de numeros reales, o (—oo, oo), 
y el dominio de g(x) = Vr es [0, oo). En consecuencia, el dominio de la suma 

f{x) + g(x) = x 2 + Vx 

es la interseccion de los dos dominios: (—oo, oo) fl [0, oo) = [0, oo). ■ 


■ Funciones polinomiales Muchas de las funciones con las que se trabaja en calculo se cons- 
truyen al realizar operaciones aritmeticas sobre funciones potencia. De especial interes son las 
funciones potencia (1) donde n es un entero no negativo. Para n = 0, 1, 2, 3, . . . , la funcion/(x) 
= x n se denomina funcion polinomial de un solo termino. Al usar las operaciones aritmeticas 
de suma, resta y multiplication es posible construir funciones polinomiales con muchos termi- 
nos. Por ejemplo, si f } (x) = x 3 ,/ 2 (x) = x 2 ,/ 3 (x) = x y/ 4 (x) = 1, entonces 

fl(x) - f 2 (x) + f 3 (x) + f 4 (x) = x 3 - x 2 + X + 1. 

En general, una funcion polinomial y = fix) es una funcion de la forma 

fix) = a n x n + a n -iX n ~ l + ••• + a 2 x 2 + ape + a 0 , (6) 

donde n es un entero no negativo y los coeficientes a b i = 0, 1, . . . , n son numeros reales. 
El dominio de cualquier funcion polinomial / es el conjunto de todos los numeros reales 
(—oo, oo). Las siguientes funciones no son polinomiales: 

no es un entero no negativo no es un entero no negativo 

i i 

y = 5x 2 — 3x -1 y y = 2x l/2 - 4. 


Suma, diferencias, producto y cociente 


EJEMPLO 2 


Considere las funciones polinomiales f(x) = x 2 + 4x y g(x) = x 2 - 9. 


a ) Con base en los numerales (2)-(4) de la definicion 1.2.1 es posible producir tres nue- 
vas funciones polinomiales: 

(/ + g)(x) = fix ) + g(x) = (X 2 + 4x) + (x 2 -9) = 2 x 2 + 4x-9, 

(/ - g)(x) = fix) - g(x) = (x 2 + 4x) - (x 2 - 9) = 4x + 9, 

( fg)(x ) = f(x)g(x) = (x 2 + 4x)(x 2 — 9) = x 4 + 4x 3 — 9x 2 — 36x. 

b) Finalmente, con base en el numeral (5) de la definicion 1.2.1, 

(f\, x f(x) x 2 + 4x 

{g) (X> = = -J-? 


Observe en el ejemplo 2, puesto que g(— 3) = 0 y g(3) = 0, que el dominio del cociente 
(f/g)(x) es (—oo, oo) con x = 3 y x = — 3 excluidos; en otras palabras, el dominio de (f/g)(x ) 
es la union de tres intervalos: (-oo, -3) U (-3, 3) U (3, oo). 


■ Funciones racionales La funcion en el inciso b) del ejemplo 2 es un caso de funciones racio- 
nales. En general, una funcion racional y = f{x) es una funcion de la forma 


Las funciones polinomiales y 
racionales se analizaran con mas 
detalle en la seccion 1.3. 


► 


fix) = 


pix) 

q(x)’ 


donde p y q son funciones polinomiales. Por ejemplo, las funciones 


y = 


x z + 5’ 


y = 


X 


polinomio 

i 

3 - x + 7 


x + 3 

t 

polinomio 


y = 


(7) 
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son funciones racionales. La funcion 

Vi no es un polinomio 



no es una funcion racional. 


■ Composicion de funciones Otro metodo para combinar las funciones/y g se denomina com¬ 
posicion de funciones. Para ilustrar la idea, se supondra que para una v dada en el dominio de 
g el valor funcional g(x) es un numero en el dominio de la funcion / Esto significa que es posi- 
ble evaluar/en g(x); en otras palabras,/(g(x)). Por ejemplo, suponga fix) = x 2 y g(x) = x + 2. 
Entonces, parax = 1, g(l) = 3, y como 3 es el dominio de/, es posible escribir/(g(l))=/(3) = 
3 2 = 9. En efecto, para estas dos funciones particulares resulta que es posible evaluar/en cual- 
quier valor funcional g(x); es decir, 

f(g(x)) = f(x + 2) = (x + 2) 2 . 

A continuacion se define la funcion resultante, denominada composicion defyg. 


Definicion 1.2.2 Composicion de funciones 

Si/y g son dos funciones, la composicion de/y g, denotada por f° g , es la funcion definida 

por 


(f°g)(x) = f(g(x)). 

(8) 

La composicion de g y /, denotada por g °f, es la funcion definida por 


(g °f )(x) = g(f(x)). 

(9) 


Dos composiciones 


EJEMPLO 3 


Si f{x) = x 2 + 3x y g(x) = 2x 2 + 1, encuentre 
«) ( f°g)(x ) y b) (g°f)(x). 


Solucion 

a) Para hacer enfasis se sustituye v por el conjunto de parentesis ( ) y / se escribe en la 
forma fix) = ( ) 2 + 3( ). Entonces, para evaluar (/° g)(x), cada conjunto de paren¬ 
tesis se llena con g(v). Se encuentra 

(f° g)(x) =f{g{x)) =/( lx 1 + 1) 

= (2x 2 + l) 2 + 3(2x 2 + 1) 

= 4x 4 + 4x 2 + 1 + 3 • lx 2 + 3 • 1 
= 4x 4 + 10x 2 + 4. 

b) En este caso, g se escribe en la forma g(x) = 2( ) 2 + 1. Asf, 

(g °f)(x) = g(f(x)) = g(x 2 + 3x) 

— 2(x 2 + 3x) 2 + 1 
= 2(x 4 + 6x 3 + 9x 2 ) + 1 

= 2x 4 + 12x 3 + 18x 2 +1. ■ 


Los incisos a) y b) del ejemplo 3 ilustran que la composicion de funciones no es conmu- 
tativa. Es decir, en general 


f°g * g °f- 


EJEMPLO 4 


Escritura de una funcion como una composicion 


Exprese Fix) = \/6x 3 + 8 como la composicion de dos funciones fyg. 
Solucion Si / y g se definen como f(x) = Vjc y g(v) = 6x 3 + 8, entonces 
Fix) = (f°g)(x) = f(g(x)) =/( 6x 3 + 8) = Vbx 3 + 8. 
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Hay otras dos soluciones para el ejemplo 4. Por ejemplo, si las funciones / y g se defi- 
nen por fix) = V6x + 8 y g(x) = x 3 , observe entonces que (/°g)(x) = fix 3 ) = \/6x 3 + 8. 

■ Dominio de una composicion Para evaluar la composicion ( f°g)(x ) = figix)) el numero 
g(x) debe estar en el dominio de/. Por ejemplo, el dominio de/(x) = Vx es [0, oo) y el domi¬ 
nio de g(x) = x — 2 es el conjunto de numeros reales (—oo, oo). Observe que no es posible 
evaluar/(^(l)) porque g(l) = —1 y —1 no esta en el dominio de/. Para poder sustituir g(x) 
en f{x), g(x) debe satisfacer la desigualdad que define al dominio de / a saber: g(x) > 0. Esta 
ultima desigualdad es la misma que x — 2 > 0 o x > 2. El dominio de la composicion 
f(g(x)) = Vg(x) = Vx - 2 es [2, oo), que solo es una portion del dominio original (—oo, oo) 
de g. En general, el dominio de la composicion / ° g es el conjunto de numeros x en el domi¬ 
nio de g tales que g(x) esta en el dominio de /. 

Para una constante c > 0, las funciones definidas por y = f(x) + c y y = fix) - c son la 
suma y la diferencia de la funcion fix) y la funcion constante g(x) = c. La funcion y = cf(x) 
es el producto de fix) y la funcion constante gix) = c. Las funciones definidas por y = fix + c), 
y = fix — c) y y = f(cx) son las composiciones de fix) con las funciones polinomiales g(x) 
= v + c, g(x) = x — c y gix) = cx, respectivamente. Como veremos dentro de poco, la gra- 
fica de cada una de estas no es una transformacion rigida ni una transformacion no rigida 
de la grafica de y = fix). 

■ Transformaciones rigidas Una transformacion rigida de una grafica es una transformacion 
que cambia solo la position de la grafica en el piano xy, pero no su forma. Para la grafica de una 
funcion y = fix) se analizan cuatro tipos de desplazamientos o traslaciones. 


Traslaciones 


Suponga que y = fix) es una funcion y c es una constante positiva. Entonces la 
grafica de 



FIGURA 1.2.2 Grafica de y = f{x) 



a) Desplazamiento vertical hacia arriba 


• y = fix) + c es la grafica de / desplazada verticalmente hacia arriba c unidades, 

• y = fix) — c es la grafica de / desplazada verticalmente hacia abajo c unidades, 

• y = fix + c) es la grafica de / desplazada horizontalmente hacia la izquierda c 

unidades, 

• y = fix — c) es la grafica de / desplazada horizontalmente hacia la derecha c 
unidades. 


Considere la grafica de una funcion y = fix) dada en la FIGURA 1.2.2. Desplazamientos ver¬ 
tical y horizontal de esta grafica son las graficas en rojo en los incisos a)-d) de la FIGURA 1.2.3. 
Si (x, y) es un punto sobre la grafica de y = fix) y la grafica de / esta desplazada, por ejem¬ 
plo, hacia arriba por c > 0 unidades, entonces (x, y + c) es un punto sobre la nueva grafica. 
En general, las coordenadas x no cambian como resultado de un desplazamiento vertical. Vea 
las figuras 1.2.3a) y 1.2.3 b). En forma semejante, en un desplazamiento horizontal las coor¬ 
denadas y de puntos sobre la grafica desplazada son las mismas que sobre la grafica original. 
Vea las figuras 1.2.3c) y 1.2.3 d). 


(x,y) 



b ) Desplazamiento vertical hacia abajo 

FIGURA 1.2.3 Desplazamientos 
vertical y horizontal de y = fix) 
por una cantidad c > 0 


y. 


y=f(x+ c ) 
(■x ~ c, y\ 


y=f(x) 



X 


y. 


y=f(x ) y=f(x-c) 



c) Desplazamiento horizontal 
hacia la izquierda 


d) Desplazamiento horizontal 
hacia la derecha 


EJEMPLO 5 


Graficas desplazadas 


Las graficas de y = x 2 + 1, y = x 2 — 1, y = (x + l) 2 y y = (x — l) 2 se obtienen a partir de la 
grafica de/(x) = x 2 en la FIGURA 1.2.4a) al desplazar esta grafica, a la vez, 1 unidad hacia arriba 
(figura 1.2.4Z?)), 1 unidad hacia abajo (figura 1.2.4c)), 1 unidad hacia la izquierda (figura 
1.2Ad)) y 1 unidad hacia la derecha (figura 1.2.4c)). 
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, = * * 2 





y = x 2 + l 





abajo d ) Desplazamiento hacia la izquierda e ) Desplazamiento hacia la derecha 


FIGURA 1.2.4 Graficas desplazadas en el ejemplo 5 


■ Combinacion de desplazamientos En general, la grafica de una funcion 


y =f(x ± t'i) ± c 2 , (10) 

donde c 1 y c 2 son constantes positivas, combina un desplazamiento horizontal (a la izquierda 
o a la derecha) con un desplazamiento vertical (hacia arriba o hacia abajo). Por ejemplo, la 
grafica y = (x + l) 2 — 1 es la grafica de fix) = x 2 desplazada 1 unidad hacia la izquierda 
seguida por un desplazamiento vertical 1 unidad hacia abajo. La grafica se proporciona en la 
FIGURA 1.2.5. 

Otra forma de transformar rfgidamente la grafica de una funcion es por medio de una 
reflexion en un eje de coordenadas. 


4 HI orden en que se hacen los 
desplazamientos es irrelevante. 



FIGURA 1.2.5 Grafica obtenida 

ReflexioneS por desplazamientos horizontal y 

vertical 

Suponga que y = f(x ) es una funcion. Entonces la grafica de 


• y = —fix) es la grafica de/reflejada en el eje x, 

• y = f(—x) es la grafica de/reflejada en el eje y. 


En la FIGURA 1.2.6a) se ha reproducido la grafica de una funcion y = f(x) dada en la figura 
1.2.2. Las reflexiones de esta grafica en los ejes v y y se ilustran en las figuras 1.2.6 b) y 1.2.6c). 
Cada una de estas reflexiones es una imagen especular de la grafica de y = fix) en el eje 
coordenado respectivo. 



Reflexion o imagen especular 


y=f(x) 



a) Punto inicial 



b) Reflexion en el eje x 


FIGURA 1.2.6 Reflexiones con respecto a los ejes coordenados 


y=f(-x) 



X 


c ) Reflexion en el eje y 


EJEMPLO 6 


Reflexiones 


Grafique 


a) y = — \fx 


b) y = V-x. 


Solucion El punto inicial es la grafica d e fix) = Vv dada en la FIGURA 1.2.7a). 

a) La grafica de y = — Vv es la reflexion de la grafica d t fix) = Vv en el eje v. Observe 
en la figura 1.2.1b) que como (1, 1) esta en la grafica de/, el punto (1, —1) esta en 
la grafica de y = — \fx. 

b) La grafica de y = V—v es la reflexion de la grafica de/(v) = Vi en el eje y. Observe 
en la figura 1.2.7c) que como (1, 1) esta en la grafica de/, el punto (—1, 1) esta en 
la grafica de y = V— x. La funcion y = V— x parece algo extrana, pero no olvide 
que su dominio esta determinado por el requerimiento de que — x > 0, o, de manera 
equivalente, x < 0, y asi la grafica reflejada esta definida en el intervalo (—oo, 0]. 
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FIGURA 1.2.7 Graficas en el ejemplo 6 



b) Reflexion en el eje x 



c ) Reflexion en el eje y 


■ Transformaciones no rigidas Si una funcion/se multiplica por una constante c > 0, la forma 
de la grafica cambia pero retiene, aproximadamente , su forma original. La grafica de y = cf(x ) 
es la grafica de y = fix) distorsionada verticalmente; la grafica de/se estira (o elonga) vertical- 
mente o se comprime (o aplana) verticalmente, dependiendo del valor de c. En otros terminos, 
un estiramiento vertical es un estiramiento de la grafica de y = f(x) alejandose del eje x, mien- 
tras que una compresion vertical es una compresion de la grafica de y = f(x) hacia el eje v. La 
grafica de la funcion y = f(cx ) esta distorsionada horizontalmente, ya sea por un estiramiento de 
la grafica de y = fix) alejandose del eje y o por una compresion de la grafica de y = fix) hacia 
el eje y. El estiramiento o la compresion de una grafica constituyen ejemplos de transformacio¬ 
nes no rigidas. 


Estiramientos y compresiones 

Suponga que y = fix) es una funcion y que c es una constante positiva. Entonces 
la grafica de 

• y = cf(x ) es la grafica de/estirada verticalmente por un factor de c si c > 1, 

• y = cf(x ) es la grafica de / comprimida verticalmente por un factor de 1/c si 
0 < c < 1, 

• y = f(cx ) es la grafica de / estirada horizontalmente por un factor de 1/c si 0 < 

c < 1, 

• y = f(cx ) es la grafica de / comprimida horizontalmente por un factor de c si 
c > 1. 


EJEMPLO 7 


Dos compresiones 


Dada f(x) = x 2 — x, compare las graficas de 
a) y = \f(x) y b) y = /( 2x). 


Solucion La grafica de la funcion polinomial dada/se muestra en la FIGURA 1.2.8. 

a) Con la identificacion c = la grafica de y = \f(x) es la grafica de / comprimida ver¬ 
ticalmente por un factor de 2. De los tres puntos mostrados sobre la grafica de la 
figura 1.2.8a), observe en la figura 1.2.8 b) que las coordenadas y de los tres puntos 
correspondientes miden la mitad. La grafica original esta girada hacia el eje v. 

b ) Con la identificacion c = 2, la grafica de y = /( 2x) es la grafica de / comprimida 
horizontalmente por un factor de 2. De los tres puntos mostrados sobre la grafica de 
la figura 1.2.8a), en la figura 1.2.8c) las coordenadas v de los tres puntos correspon¬ 
dientes estan divididos entre 2. La grafica original esta girada hacia el eje y. 
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El siguiente ejemplo ilustra el desplazamiento, la reflexion y el estiramiento de una grafica. 


EJEMPLO 8 


Combinacion de transformaciones 


Grafique y = 2 — 2 Vx — 3. 


Solucion Usted debe reconocer que la funcion dada consta de cuatro transformaciones de la 
funcion basica fix ) = Vr: 

desplazamiento vertical hacia arriba desplazamiento horizontal hacia la derecha 

i i 

y = 2 — 2Vx T7 X 

t t 

reflexion en el eje x estiramiento vertical 

Empezaremos con la grafica de/(x) = Vx en la FIGURA 1.2.9a). Las cuatro transformaciones se 
ilustran en las figuras 1.2.9 b)-e). 



FIGURA 1.2.9 Grafica de la funcion en el ejemplo 8 



c ) Reflexion en el eje x 


d) Desplazamiento hacia la derecha 


e) Desplazamiento hacia arriba 


■ Simetria Si la grafica de una funcion es simetrica con respecto al eje y, decimos que/es 
una funcion par. Se dice que una funcion cuya grafica es simetrica con respecto al origen es una 
funcion impar. Contamos con las siguientes pruebas para simetria. 


Pruebas para simetria de la grafica de una funcion 


La grafica de una funcion / con dominio X es simetrica con respecto al 

• eje y si /(—x) = fix) para toda x en X, o bien, 

• origen si/(— x) = —fix) para toda x en X. 

En la FIGURA 1.2.10, observe que si/es una funcion par y 

fix) f{-x) 

i i 

(x, y) es un punto en su grafica, entonces necesariamente (—x, y) 



FIGURA 1.2.10 Funcion par; la 
grafica tiene simetria con respecto 
al eje y 


tambien es un punto sobre su grafica. De manera semejante, en la FIGURA 1.2.11 se observa que 
si / es una funcion impar y 

fix) fi~x) = -f(x) 

i i 

(x, y) es un punto en su grafica, entonces necesariamente (—x, —y) 

es un punto sobre su grafica. 


EJEMPLO 9 


Funciones pares e impares 


a ) f(x) = x 3 es una funcion impar, ya que por (12), 



FIGURA 1.2.11 Funcion impar; la 
grafica tiene simetria con respecto 
al origen 


f(-x) = (-X) 3 = (-1) 3 x 3 = -X 3 = -fix). 


Una inspeccion de la figura 1.1.2c) muestra que la grafica de/es simetrica con respec¬ 
to al origen. Por ejemplo, puesto que/(l) = 1,(1, 1) es un punto sobre la grafica de 
y = x 3 . Debido a que/es una funcion impar,/(—l) = —/(l) implica que (—1, — 1) 
esta sobre la misma grafica. 
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b) f{x) = x 2 / 3 es una funcion par, ya que por (11) y las leyes de los exponentes, 

la raiz cubica de -1 es -1 

I 

fi-X) = (-x) 2 / 3 = (-1) 2 /V/ 3 - (V^T) 2 x 2 / 3 = (-l) 2 x 2 / 3 = X 2 / 3 = fix). 

En la figura 1.2.If) observamos que la grafica de/es simetrica con respecto al eje y. 
Por ejemplo, (8, 4) y ( — 8, 4) son puntos sobre la grafica de y = x 2//3 . 

c) fix) = x 3 + 1 no es par ni impar. Con base en 

/(—x) = (—x) 3 + 1 = —X 3 + 1 

se observa que/(—x) ^/(x) y/(—x) ^ —fix). ■ 

Las graficas en la figura 1.2.1, con el inciso g) como unica exception, presenta simetria 
con respecto al eje y o al origen. Las funciones en las figuras 1.2.lb), d), f) e i) son pares, 
mientras que las funciones en las figuras 1.2.1a), c), e) y h) son impares. 


Ejercicios 1.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-2. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre/ + g,/ — g,fg y f/g. 

1. fix) = 2x + 5, g(x) = —4x + 8 

2. fix) = 5x 2 , gix) = lx-9 

3 - /(x) = Vr* (x) V 

4 ^ 

5. fix) = x 2 + 2x — 3, g(x) = x 2 + 3x — 4 

6. fix) = x 2 , gix) = Vx 

En los problemas 7-10, sean fix) = Vx — 1 y gix) = 
V2 — x. Encuentre el dominio de la funcion dada. 

7 . f+g 8 .fg 9.f/g 10. g/f 

En los problemas 11-16, encuentre/ 0 g y g °f 


11. 

fix) 

= 3x — 2, g(x) = x + 6 

12. 

fix) 

= 4x + 1, gix) = x 2 

13. 

fix) 

= x 2 , gix) = x 3 + x 2 

14. 

fix) 

= 2x + 4, g(x) = 2 X + 4 

15. 

fix) 

3 x 

= x * W= x+ 1 

16. 

fix) 

= x 2 + Vx, g(x) = x 2 

En 

los problemas 17 y 18, sean/(x) 


x 2 + 2. Encuentre el dominio de la funcion dada. 

17. fo g 18. g of 

En los problemas 19 y 20, sean/(x) = 5 — x 2 y gix) = 2 — 
Vx. Encuentre el dominio de la funcion dada. 

19. g of 20. fog 


En los problemas 21 y 22, encuentre/ 0 (2/) y/° (1//). 

21. m = 2x 3 22. m = x ( 

La composicion de tres funciones / g y h es la funcion 
(/° g ° h)(x) = f(g(h(x))). 

En los problemas 23 y 24, encuentre/ 0 g ° h. 

23. fix) = x 2 + 6, g(x) = 2x + 1, A(x) = 3x — 2 

24. fix) = Vx — 5, g(x) = x 2 + 2, A(x) = V2x + 1 
En los problemas 25 y 26, encuentre una funcion de g. 

25. fix) = 2x ! 5, (/° g)(x) = -4x + 13 

26. /(x) = V^+6, (/o g)(x) = 4x 2 

En los problemas 27 y 28, exprese la funcion F como una 
composicion/ 0 g de dos funciones/y g. 

27. F(x) = 2x A - x 2 28. Fix) = ^ ^ g 

En los problemas 29-36, los puntos (—2, 1) y (3, —4) estan 
sobre la grafica de la funcion y = fix). Encuentre los pun¬ 
tos correspondientes sobre la grafica, obtenidos por las trans- 
formaciones dadas. 

29. La grafica de / desplazada 2 unidades hacia arriba. 

30. La grafica de / desplazada 5 unidades hacia abajo. 

31. La grafica de/desplazada 6 unidades hacia la izquierda. 

32. La grafica de / desplazada 1 unidad hacia la derecha. 

33. La grafica de / desplazada 1 unidad hacia arriba y 4 uni¬ 
dades hacia la izquierda. 

34. La grafica de / desplazada 3 unidades hacia abajo y 5 
unidades hacia la derecha. 

35. La grafica de/reflejada en el eje y. 

36. La grafica de/reflejada en el eje x. 

















1.2 Combinacion de funciones 19 


En los problemas 37-40, use la grafica de la funcion y = fix) 
dada en la figura para graficar las siguientes funciones: 


a) y = fix) + 2 
c) y = fix + 2) 
e) y = -fix) 


b) y 
d) y 

f) y 


-fix) ~ 2 
-fix ~5) 
-fi~x) 




FIGURA 1.2.12 Grafica 
para el problema 37 


FIGURA 1.2.13 Grafica para 
el problema 38 


39. 




FIGURA 1.2.14 Grafica 
para el problema 39 

FIGURA 1.2.15 Grafica 
para el problema 40 

En los problemas 41 y 42, use la grafica de la funcion y = 
fix) dada en la figura para graficar las siguientes funciones: 

a) y = fix) +1 b) y = fix) - 1 

c) y = fix +77) d) y = fix - 77/2) 

e) y = -fix) f)y = fi~x) 

g) y = 3 fix) h) y = -\fix) 




FIGURA 1.2.16 Grafica para 
el problema 41 


FIGURA 1.2.17 Grafica para 
el problema 42 


En los problemas 43-46, encuentre la ecuacion de la grafica 
final despues que las transformaciones dadas se aplican a la 
grafica de y = fix). 

43. La grafica de fix) = x 3 desplazada 5 unidades hacia 
arriba y 1 unidad a la derecha. 

44. La grafica de fix) = x 1 ^ estirada verticalmente por un 
factor de 3 unidades y luego desplazada 2 unidades a la 
derecha. 

45. La grafica de/(x) = x 4 reflejada en el eje x y luego des¬ 
plazada 7 unidades hacia la izquierda. 

46. La grafica de fix) = ^ reflejada en el eje y, luego des¬ 
plazada 5 unidades hacia la izquierda y 10 unidades 
hacia abajo. 

En los problemas 47 y 48, complete la grafica de la funcion 
dada y = fix) si 

a) f es una funcion par y b) f es una funcion impar. 




FIGURA 1.2.18 Grafica 
para el problema 47 


para el problema 48 


49. Complete la tabla, donde / es una funcion par. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

fix) 

-1 

2 

10 

8 

0 

gix) 

2 

-3 

0 

1 

-4 

if° g)ix) 







50. Complete la tabla, donde g es una funcion impar. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

fix) 

-2 

-3 

0 

-1 

-4 

gix) 

9 

7 

-6 

-5 

13 

ig °f)ix) 







Un clasico matematico En el analisis matematico de cir- 
cuitos o senales, resulta conveniente definir una funcion espe¬ 
cial que es 0 (apagado) hasta cierto numero y luego es 1 
(encendido) despues de lo anterior. La funcion de Heaviside 


Uix — a) 


JO, x < a 
\ 1, x > a, 


recibe su nombre en honor al brillante y controvertido inge- 
niero electrico y matematico ingles Oliver Heaviside (1850- 
1925). La funcion U tambien se denomina funcion escalon 
unitario. 

En los problemas 51 y 52, trace la funcion dada. La funcion 
en el problema 52 algunas veces se denomina funcion vagon 
o ventana. 

51. y = 2 Uix - 1) + Uix - 2) 

52. y=U{x+ l i)~ U(x ~ 1) 

53. Encuentre la ecuacion para la funcion / ilustrada en la 
FIGURA 1.2.20 en terminos de t/(x — a). 


y> 


y-m 

i 


i 

i | i i i ^ 


FIGURA 1.2.20 Grafica para 
el problema 53 

54. La funcion de Heaviside Uix — a) suele combinarse con 
otras funciones por adicion y multiplicacion. Dado que 
fix) = x 2 , compare las graficas de y = fix — 3) y 
y = fix ~ 3)Uix — 3). 
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En los problemas 55 y 56, trace la funcion dada. 

55. y = (2x — 5 )U(x — 1) 56. y = x — xU(x — 3) 

= Piense en ello 

57. Determine si f°(g + h) = f° g + f° h es falsa o ver- 
dadera. 

58. Suponga que [ — 1, 1] es el dominio de/(x) = x 2 . ^Cual 
es el dominio de y = fix — 2)? 

59. Explique por que la grafica de una funcion no puede ser 
simetrica con respecto al eje x. 

60. ^Cuales puntos, en caso de haber, sobre la grafica de 
y = fix) permanecen fijos; es decir, los mismos sobre la 
grafica resultante despues de un estiramiento o compre- 
sion vertical? /Despues de una reflexion en el eje x? 
^Despues de una reflexion en el eje y? 


61. Suponga que el dominio de/es (—oo, oo). ^Cual es la 
relation entre la grafica de y = fix) y y = /(|x|)? 

62. Revise las graficas de y = x y y = 1/x en la figura 1.2.1. 
Luego analice como obtener la grafica de y = 1 /fix) a 
partir de la grafica de y = fix). Trace la grafica de y = 
1 /fix) para la funcion / cuya grafica se proporciona en 
la figura 1.2.15. 

63. Suponga que fix) = x y gix) = [x\ es la funcion redon- 
deo hacia el entero inferior anterior. La diferencia de / 
y g es la funcion frac(x) = x — [xj denominada parte 
fraccionaria de x. Explique el nombre y luego grafique 
frac(x). 

64. Use la notation de la reflexion de una grafica en un eje 
para expresar la funcion redondeo hacia el entero supe¬ 
rior siguiente g(x) = [x] en terminos de la funcion 
redondeo hacia el entero inferior anterior fix) = [xj 
(consulte las paginas 7 y 15). 


1.3 Funciones polinomiales y racionales 


■ Introduce ion En esta section continua el repaso de las funciones polinomiales y de las fun¬ 
ciones racionales. Funciones como y = 2x — 1, y = 5x 2 — 2x + 4 y y = x 3 , donde la variable x 
se eleva a una potencia entera no negativa , son ejemplos de funciones polinomiales. En la sec¬ 
cion precedente se vio que una funcion polinomial general y = fix) tiene la forma 


fix) = a n x n + a n -]X n 1 + ••• + a 2 x 2 + a x x + a 0 , 

donde n es un entero no negativo. Una funcion racional es el cociente 


fix) = 


pix) 

qixf 


( 1 ) 

( 2 ) 


donde p y q son funciones polinomiales. 


■ Funciones polinomiales Las constantes a n ,a n - U ...,a h a 0 en (1) se denominan coeficien- 
tes; el numero a n se llama coeficiente principal y a 0 se denomina termino constante del poli- 
nomio. Se dice que la mayor potencia de x en un polinomio es el grado de este. De modo que si 
a n ± 0, entonces se dice que/(x) en (1) es de grado n. Por ejemplo, 

grado 5^ 

fix) = 3x 5 — 4x 3 — 3x + 8 

t t 

coeficiente principal termino constante 

es una funcion polinomial de grado 5. 

Los polinomios de grados n = 0, n = 1, n = 2yn = 3 son, respectivamente, 

fix) = a , funcion constante, 

fix) = ax + b, funcion lineal, 

fix) = ax 2 + bx + c, funcion cuadratica, 

fix) = ax 3 + bx 2 + cx + d, funcion cubica. 

La funcion constante fix) = 0 se denomina polinomio cero. 


■ Rectas Sin duda, usted esta familiarizado con el hecho de que las graficas de una funcion 
constante y una funcion lineal son rectas. Puesto que el concepto de recta juega un papel impor- 
tante en el estudio del calculo diferencial, resulta conveniente revisar las ecuaciones de las rec¬ 
tas. En el piano xy hay tres tipos de rectas; rectas horizontales, rectas verticales y rectas inclina- 
das u oblicuas. 
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■ Pendiente Se empezara con la recoleccion de geometria plana de que por dos puntos distin- 
tos (x 1? yi ) y (x 2 , y 2 ) en el piano pasa una sola recta L. Si x\ ^ x 2 , entonces el numero 

3^2 - yi 

m =- (3) 

x 2 ~ x 1 

se denomina pendiente de la recta determinada por estos dos puntos. Suele acostumbrarse 
denotar el cambio en y o ascenso vertical de la recta por Ay = y 2 — y\ y el cambio en x o 
recorrido horizontal de la recta por Ax = x 2 — x 1? de modo que (3) se escribe m = Ay/Ax. 
Vea la FIGURA 1.3.1. Como se indica en la FIGURA 1.3.2, cualquier par de puntos distintos sobre una 
recta con pendiente, por ejemplo, por (x l9 y^, (x 2 , y 2 ) y (jc 3 , 3 ^ 3 ), (jc 4 , 3 ^ 4 ), determina la misma 
pendiente. En otras palabras, la pendiente de una recta es independiente de la eleccion de los 
puntos sobre la recta. 

En la FIGURA 1.3.3 se comparan las graficas de rectas con pendientes positiva, negativa, cero 
e indefinida. En la figura 1.3.3a) vemos, al leer la grafica de izquierda a derecha, que una recta 
con pendiente positiva (m > 0) asciende cuando x crece. La figura 1.3.3Z?) muestra que una 
recta con pendiente negativa ( m < 0) cae cuando x crece. Si (x 1? yi) y (x 2 , y 2 ) son puntos sobre 
una recta horizontal, entonces yi = y 2 y asi su ascenso vertical es Ay = y 2 — yi = 0. Por 
tanto, con base en (3) la pendiente es cero ( m = 0). Vea la figura 1.3.3c). Si (x l9 y x ) y (x 2 , y 2 ) 
son puntos sobre una recta vertical, entonces x 1 = x 2 y asi su recorrido horizontal es 
Ax = x 2 — x 1 = 0. En este caso se dice que la pendiente de la recta esta indefinida o que la 
recta no tiene pendiente. Vea la figura 1.3.3 d). Solo rectas con pendiente son graficas de fun¬ 
ciones. 



FIGURA 1.3.1 Pendiente de una 
recta 



FIGURA 1.3.2 Triangulos seme- 
j antes 




FIGURA 1.3.3 Rectas con pendiente a)-c); recta sin pendiente d) 


(x v y l ) 

C* 2 ’Ai) 

y> 


<x v y 2 ) 

Ax = 0 


Ay = 0 




- ^ A 




c)m = 0 


d) m indefinida 


■ Ecuaciones de rectas Para encontrar la ecuacion de una recta L con pendiente m, se supone 
que (x 1? yi) esta sobre la recta. Si (x, y) representa cualquier otro punto sobre L, entonces (3) pro- 
porciona 


x — Xi 

Al multiplicar ambos miembros de la ultima igualdad por x — x x se obtiene una ecuacion impor- 
tante. La ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por (x 1? y x ) con pendiente m es 

y - y x = m{x - x x ). (4) 

Cualquier recta que no sea vertical debe cruzar el eje y. Si la interseccion y es (0, b ), enton¬ 
ces con x x = 0, y x = b , (4) proporciona y — b = m(x — 0). La ultima ecuacion se reduce a la 

ecuacion pendiente-intercepto de la recta 

y = mx + b. (5) 


EJEMPLO 1 


Ecuacion de una recta dadas su pendiente y su ordenada en el origen 

Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4, 3) y (—2, 5). 

Solucion Primero se calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos. Con base en (3), 


m = 


5-3 

-2-4 



1 

3' 


Luego, la ecuacion (4) de una recta dadas su pendiente y su ordenada en el origen proporciona 
y - 3 = -\(x - 4) o y = -JX + y. ■ 
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Una ecuacion de cualquier recta en el piano es un caso especial de la ecuacion lineal 
general 

Ax + By + C = 0, (6) 

donde A, B y C son constantes reales. La caracterfstica que proporciona a (6) su nombre lineal 
es que las variables xy y solo aparecen a la primera potencia. Los casos de interes especial son 

A = 0, B ± 0, da y = -£, (7) 

A ± 0, B = 0, da x = -£ (8) 

A + 0, B 0, da y = -L - £. (9) 

B B 

De estas ecuaciones, la primera y la tercera definen funciones. A1 volver a identificar a — C/B 
en (7) como a se obtiene una funcion constante y = a. A1 reidentificar a — A/B y — C/B en (9) 
como a y /?, respectivamente, se obtiene la forma de una funcion lineal fix) = ax + b que, 

excepto por algunos simbolos, es la misma que (5). A1 volver a identificar —C/A en (8) como 

a se obtiene la ecuacion de una recta vertical x = a, que no es una funcion. 

■ Funciones crecientes-decrecientes Recien acabamos de ver en las figuras 1.3.3a) y 1.3.3b) 
que si a > 0 (lo cual, desempena la parte de ra), los valores de una funcion lineal fix) = ax + b 
crecen cuando x crece, mientras que para a < 0, los valores d q fix) disminuyen cuando x crece. 
Los conceptos creciente y decreciente pueden extenderse a cualquier funcion. Se dice que una 
funcion/es 

• creciente sobre un intervalo si fix/) < /(x 2 ), y (10) 

• decreciente sobre un intervalo si fix/) > f(x 2 ). (11) 

En la FIGURA 1.3.4a) la funcion/es creciente sobre el intervalo [a, b], mientras/es decreciente 
sobre el intervalo [a, b] en la figura 1.3.4/?). Una funcion lineal fix) = ax + b crece sobre el 
intervalo (—oo, oo) para a > 0 y decrece sobre el intervalo (—oo, oo) para a < 0. 




FIGURA 1.3.4 Funcion creciente en a); funcion decreciente en b) 


Esta suposicion significa que L x 
y L 2 son rectas no verticales. 


► ■ Rectas paralelas y perpendiculares Si L x y L 2 son dos rectas distintas conpendiente , enton- 
ces necesariamente L x y L 2 son paralelas o se cortan. Si las rectas se cortan formando un angu- 
lo recto, se dice que son perpendiculares. Es posible determinar si dos rectas son paralelas o per¬ 
pendiculares al examinar sus pendientes. 


Rectas paralelas y perpendiculares 



FIGURA 1.3.5 Rectas paralelas en 
el ejemplo 2 


Suponga que L x y L 2 son rectas con pendientes m x y ra 2 , respectivamente. Entonces 

• Li es paralela a L 2 si y solo si m x = ra 2 , y 

• Li es perpendicular a L 2 si y solo si mim 2 = ml. 


EJEMPLO 2 


Rectas paralelas 


Las ecuaciones lineales 3x + y = 2 y 6x + 2y = 15 pueden volver a escribirse en las formas 
de la ecuacion de la recta dadas su pendiente y su ordenada en el origen y = —3x + 2 y 
y = — 3x + y, respectivamente. Como se anoto en azul y rojo, la pendiente de cada recta es 
—3. En consecuencia, las rectas son paralelas. Las graficas de estas ecuaciones se muestran en 
la FIGURA 1.3.5. ■ 
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EJEMPLO 3 


Rectas perpendiculares 


Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por (0, —3) y es perpendicular a la grafica de 
4x - 3y + 6 = 0. 


Solucion A1 despejar y, la ecuacion lineal dada produce la forma de la ecuacion de la recta 
dadas su pendiente y su ordenada en el origen y = \x + 2. Esta recta, cuya grafica se propor- 
ciona en azul en la FIGURA 1.3.6, tiene pendiente f. La pendiente de cualquier recta perpendicu¬ 
lar a esta es el reciproco negativo de f, a saber: —f. Puesto que (0, —3) es la interseccion y de 
la recta requerida, por (5) se concluye que su ecuacion es y = — fx — 3. La grafica de la ultima 
ecuacion es la recta roja en la figura 1.3.6. ■ 


■ Funciones cuadraticas La funcion elevar al cuadrado y = x 2 que se abordo en las secciones 
1.1 y 1.2 es un elemento de una familia de funciones denominadas funciones cuadraticas; es 
decir, funciones polinomiales de la forma/(x) = ax 2 + bx + c, donde a ¥= 0, b y c son constan- 
tes. Las graficas de funciones cuadraticas, denominadas parabolas, simplemente son transfor- 
maciones rigidas y no rigidas de la grafica de y = x 2 mostrada en la FIGURA 1.3.7. 


■ Vert ice y eje Si la grafica de una funcion cuadratica se abre hacia arriba a > 0 (o hacia abajo 
a < 0), el punto mas bajo (mas alto) (h, k) sobre la parabola se denomina vertice. Todas las pa¬ 
rabolas son simetricas con respecto a una recta vertical que pasa por el vertice (h, k). La recta 
x = h se denomina eje de la parabola. Yea la FIGURA 1.3.8. 


■ Forma normal El vertice (h, k) de una parabola puede determinarse al volver a plantear la 
ecuacion/(x) = ax 2 + Z?x + c en forma normal 

fix) = a(x — h) 2 + k. (12) 

La forma (12) se obtiene a partir de/(x) = ax 2 + bx + c al completar el cuadrado en x. Con 
la ayuda del calculo diferencial es posible encontrar el vertice de la parabola sin completar el 
cuadrado. 

Como se muestra con el siguiente ejemplo, al trazar las intersecciones y el vertice puede 
obtenerse un bosquejo razonable de la parabola. La forma en (12) indica que su grafica es la 
grafica de y = ax 2 desplazada horizontalmente \h\ unidades y desplazada verticalmente \k\ uni- 
dades. 


EJEMPLO 4 


Grafica usando las intersecciones y el vertice 


Grafique fix) = x 2 — 2x — 3. 


Solucion Puesto que a = 1 > 0, se sabe que la parabola se abre hacia arriba. A partir de /( 0) 
= — 3 obtenemos la interseccion (0, —3). Para averiguar si hay alguna interseccion x, resol- 
vemos la ecuacion x 2 — 2x — 3 = 0 por factorizacion o aplicando la formula cuadratica. Con 
base en (x + l)(x — 3) = 0 encontramos las soluciones x = —1 y x = 3. Las intersecciones x 
son (—1, 0) y (3, 0). Para localizar el vertice, se completa el cuadrado: 

fix) = ix 2 - 2x + 1) - 1 - 3 = (x 2 - 2x + 1) - 4. 

Asi, la forma estandar es fix) = (x — l) 2 — 4. Al comparar la ultima ecuacion con (12) se 
identifica h = 1 y k = —4. Podemos concluir que el vertice se encuentra en el punto (1, —4). 
Al usar esta informacion se traza una parabola que pasa por estos cuatro puntos como se mues¬ 
tra en la FIGURA 1.3.9. 

Al encontrar el vertice de una parabola, de manera automatica se determina el rango de 
la funcion cuadratica. Como se muestra claramente en la figura 1.3.9, el rango de/es el inter- 
valo [—4, oo) sobre el eje y. En la figura 1.3.9 tambien se muestra que/es decreciente sobre 
el intervalo ( — oo, 1], pero creciente sobre [1, oo). ■ 



FIGURA 1.3.6 Rectas perpendicu¬ 
lares en el ejemplo 3 



FIGURA 1.3.7 Grafica de la 
parabola mas simple 



FIGURA 1.3.8 Vertice y eje de 
una parabola 


■ Funciones polinomiales de orden superior La grafica de toda funcion lineal/(x) = ax + b 
es una recta y la grafica de toda funcion cuadratica/(x) = ax 2 + Z?x + c es una parabola. Estas 
declaraciones descriptivas definitivas no pueden hacerse con respecto a la grafica de una funcion 
polinomial de orden superior. ^Cual es la forma de la grafica de una funcion polinomial de quin- 
to grado? Resulta que la grafica de una funcion polinomial de grado n > 3 puede tener varias 
formas posibles. En general, graficar una funcion polinomial / de grado n> 3 demanda el uso 
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y, 


y = x 2 -2x-3 



( 1 , - 4 ) 


FIGURA 1.3.9 Parabola en el 
ejemplo 4 



FIGURA 1.3.11 Graficas de y = x 2 
(azul), y = x 4 (rojo) y y = x 6 
(verde), y = x 8 (dorado) 



FIGURA 1.3.12 Graficas de y = x 
(azul), y = x 3 (rojo) y y = x 5 
(verde), y = x 1 (dorado) 


de un instrumento de calculo o graficado. No obstante, al tener en cuenta el desplazamiento, el 
comportamiento extremo, las intersecciones y la simetria, es posible en muchos casos trazar rapi- 
damente una grafica razonable de una funcion polinomial de orden superior a la vez que el tra- 
zado de puntos se mantiene en un minimo. 

■ Comportamiento final En terminos aproximados, el comportamiento final de cualquier 
funcion/es simplemente la forma en que/se comporta para valores muy grandes de |x|. En el 
caso de una funcion polinomial/de grado n, su grafica semeja la grafica de y = a n x n para valo¬ 
res grandes de \x\. Para ver por que la grafica de una funcion polinomial com o fix) = —2x 3 + 
4x 2 + 5 se parece a la grafica de la funcion polinomial con un solo termino y = —2x 3 cuando \x\ 
es grande, se factorizara la potencia mas alta de x; es decir, x 3 : 

estos dos terminos se vuelven 

despreciables cuando |jc| es grande 

fix ) = x 3 (—2 + \ + £). (13) 

Al dejar que |x| crezca sin limite, tanto 4/x como 5/x 3 pueden aproximarse a cero tanto como 
se quiera. Asi, cuando |x| es grande, los valores de la funcion/en (13) son muy bien aproxi¬ 
mados por los valores de y = — 2x 3 . En general, solo puede haber cuatro tipos de comporta¬ 
miento extremo para funciones polinomiales. Para interpretar las flechas en la FIGURA 1.3.10 se 
analizaran las flechas en, por ejemplo, la figura 1.3.10c), donde se supone que n es impar y 
que a n > 0. La posicion y la direccion de la flecha izquierda (la flecha izquierda apunta hacia 
abajo) indica que cuando x se vuelve no acotada en la direccion negativa, los valores de fix) 
son decrecientes. Planteado en otros terminos, la grafica esta apuntando hacia abajo. En forma 
semejante, la posicion y la direccion de la flecha derecha (la flecha derecha apunta hacia arriba) 
indica que cuando x se vuelve no acotada en la direccion positiva, los valores de /(x) son cre- 
cientes (la grafica apunta hacia arriba). El comportamiento extremo ilustrado en las figuras 
1.3.10a) y 1.3.10c) puede verse en las graficas que se muestran en la FIGURA 1.3.11 y FIGURA 
1.3.12, respectivamente. Las graficas de las funciones y = — x, y = — x 2 , y = — x 3 , . . . , y = 
— x 8 son las graficas en las figuras 1.3.11 y 1.3.12 reflejadas en el eje x, de modo que su com¬ 
portamiento extremo es como se muestra en las figuras 1.3.10 b) y 1.3.10 d). 



a n < 0 


/ \ 




a n <0 


X 


\ 


a) n par b) n par c ) n impar d) n impar 

FIGURA 1.3.10 El comportamiento extremo de una funcion polinomial/depende de su grado n y el signo de su 
coeficiente principal 


■ Simetria de las funciones polinomiales Resulta facil identificar por inspeccion las funcio¬ 
nes polinomiales cuyas graficas poseen simetria con respecto al eje y o al origen. La palabras 
par e impar tienen un significado especial para las funciones polinomiales. Las condiciones 
/(—x) = fix) y /(—x) = —fix) se cumplen para funciones polinomiales donde todas las poten- 
cias de x son enteros pares y enteros impares, respectivamente. Por ejemplo, 

potencias pares _ potencias impares^-^^ potencias mixtas ^^^^ 

A v) & = 10 < + 7 * 3 + i* #) = ~ 3 * 7 + + E 2 

funcion par funcion impar ni par ni impar 

Una funcion como /(x) = 3x 6 — x 4 + 6 es una funcion par porque todas las potencias son 
enteros pares; el termino constante 6 es en realidad 6x°, y 0 es un entero no negativo par. 

■ Intersecciones de las funciones polinomiales La grafica de toda funcion polinomial/pasa 
por el eje y puesto que x = 0 esta en el dominio de la funcion. La interseccion y es el punto 
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(0,/(0)). Los ceros reales de una funcion polinomial son las coordenadas x de las interseccio- 
nes x de su grafica. Un numero c es un cero de una funcion polinomial/de grado n si y solo si 
x-ce s un factor de/; es decir ,/(x) = (x — c)q(x), donde q(x) es un polinomio de grado n- 1. 
Si (x — c) m es un factor de/, donde m > 1 es un entero positivo, y (x — c) m+1 no es un factor de 
/ entonces se dice que c es un cero repetido o cero de multiplicidad m. Cuando m = 1, c se 
denomina cero simple. Por ejemplo, — \ y \ son ceros simples de/(x) = 6x 2 — x — 1 puesto que 
/puede escribirse como f(x) = 6(x + |)(x — ^), mientras que 5 es un cero repetido o un cero de 
multiplicidad 2 para f(x) = x 2 — lOx + 25 = (x — 5) 2 . El comportamiento de la grafica de/en 
una interseccion x (c, 0) depende de si c es un cero simple o un cero de multiplicidad m > 1, 
donde m es un entero impar o par. Vea la FIGURA 1.3.13. 

Intersecciones x de polinomios 

• Si c es un cero simple, entonces la grafica de/pasa directamente por el eje x en 
(c, 0). Vea la figura 1.3.13a). 

• Si c es un cero de multiplicidad impar m = 3, 5, ... , entonces la grafica de/ 
pasa directamente por el eje x pero se achata en (c, 0). Vea la figura 1.3.13Z?). 

• Si c es un cero de multiplicidad par m = 2, 4, ... , entonces la grafica de / no 
pasa por el eje x, sino que es tangente a este, o lo toca, el eje x en (c, 0). Vea la 
figura 1.3.13c). 


En el caso en que c es un cero simple o un cero de multiplicidad impar, /(x) cambia de 
signo en (c, 0), mientras que si c es un cero de multiplicidad par, /(x) no cambia de signo en 
(c, 0). Observamos que dependiendo del signo del coeficiente principal del polinomio, las gra- 
ficas en la figura 1.3.13 pueden estar reflejadas en el eje x. 


EJEMPLO 5 


Grafique 


Graficas de funciones polinomiales 


a ) fix) = x 3 - 9x b) g(x) = (1 - x)(x + l) 2 


c) h(x) = -(x + 4)(x - 2) 3 . 


Solucion 

a) A1 ignorar todos los terminos menos el primero observamos que la grafica de/semeja 
la grafica de y = x 3 para |x| grande. Este comportamiento final de/se muestra en la 
figura 1.3.10c). Puesto que todas las potencias son enteros impares,/es una funcion 
impar y su grafica es simetrica con respecto al origen. A1 hacer /(x) = 0, a partir de 


diferencia de dos cuadrados 

I 

x(x 2 - 9) = 0 o bien x(x - 3)(x + 3) = 0 

notamos que los ceros de/son x = Oyx = ±3. Puesto que estos numeros son ceros 
simples, la grafica pasa directamente por las intersecciones x en (0, 0), (—3, 0) y 
(3, 0) como se muestra en la FIGURA 1.3.14. 

b) Al distribuir la multiplicacion de los factores, g es la misma que g(x) = —x 3 — x 2 + 
x + 1 de modo que se observa que la grafica de g semeja la grafica de y = — x 3 para 
|x| grande, justo lo opuesto del comportamiento final de la funcion en el inciso a). 
Debido a que hay potencias pares e impares de x, g no es par ni impar; su grafica no 
posee simetria con respecto al eje y o al origen. En virtud de que — 1 es un cero de 
multiplicidad 2, la grafica es tangente al eje x en (— 1, 0). Puesto que 1 es un cero 
simple, la grafica pasa directamente por el eje x en (1, 0). Vea la FIGURA 1.3.15. 

c) Al inspeccionar h se observa que su grafica semeja la grafica de y = — x 4 para |x| 

grande. Este comportamiento final de h se muestra en la figura 1.3.10 b). La funcion 
h no es par ni impar. A partir de la forma factorizada de h(x ), se ve que —4 es un 
cero simple y asi la grafica de h pasa directamente por el eje x en (—4, 0). Puesto 
que 2 es un cero de multiplicidad 3, su grafica se achata cuando pasa por la intersec¬ 
cion x (2, 0). Vea la FIGURA 1.3.16. ■ 



b ) Cero de multiplicidad 
impar m = 3, 5, ... 



(c, 0) 


c ) Cero de multiplicidad 
par m = 2,4, ... 

FIGURA 1.3.13 Intersecciones x 
de una funcion polinomial / 



FIGURA 1.3.14 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 5a) 



FIGURA 1.3.15 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 5b) 



FIGURA 1.3.16 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 5c) 
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FIGURA 1.3.17 Grafica de la fun- 
cion en el ejemplo 6a) 


■ Funciones racionales Graficar una funcion racional/(x) = p(x)/q(x ) es un poco mas com- 
plicado que graficar una funcion polinomial porque ademas de estar atento a las intersecciones, 
simetria y desplazamiento/reflexion/estiramiento de graficas conocidas, tambien es necesario 
prestar atencion al dominio de/y los grados de p(x ) y q{x). Estas dos ultimas cuestiones son 
importantes para determinar si la grafica de una funcion racional posee asintotas. 

■ Intersecciones de funciones racionales La intersection y de la grafica de/(x) = p{x)/q{x) 

es el punto (0,/(0)) en el supuesto de que 0 esta en el dominio de/. Por ejemplo, la grafica de la 
funcion racional/(x) = (1 — x)/x no cruza el eje y puesto que/(0) no esta definido. Si los poli- 
nomios pix) y q{x) no tienen factores comunes, entonces las intersecciones x de la grafica de la 
funcion racional/(x) = p(x)/q(x) son los puntos cuyas coordenadas x son los ceros reales del 
numerador pix). En otras palabras, la unica forma en que es posible que/(x) = p(x)/q(x) = 0 es 
cuando pix) = 0. Asi, para fix) = (1 — x)/x, 1 — x = 0 se obtiene x = 1 y entonces (1, 0) es una 
interseccion x de la grafica de/ 


■ Asintotas La grafica de una funcion racional/(x) = p(x)/q(x) puede tener asintotas. Para los 
objetivos de este libro, las asintotas pueden ser una recta horizontal, una recta vertical o una recta 
inclinada. En un nivel practico, las asintotas vertical y horizontal de la grafica de una funcion 
racional/pueden determinarse por inspection. Asi, por el bien del analisis se supondra que 


fix) = 


Pix) 

q(x) 


a n x n + a n - X x n 1 


b m x m + b m —\X 


m— 1 


+ ' ' ' + d\X + CLq 
+ • •• + bpc + bo 


, a n ¥= 0, b m ^ 0, 


(14) 


representa una funcion racional general. El grado de p(x) es n y el grado de q{x) es m. 


Asintotas de graficas de funciones racionales 

Suponga que las funciones polinomiales p{x) y q(x) en (14) no tienen factores 

comunes. 

• Si a es un cero real de q(x ), entonces x = a es una asmtota vertical para la 
grafica de /. 

• Si n = m, entonces y = a n /b m (el cociente de los coeficientes principales) es una 
asmtota horizontal para la grafica de /. 

• Si n < m, entonces y = 0 es una asmtota horizontal para la grafica de /. 

• Si n > m, entonces la grafica de / no tiene asmtota horizontal. 

• Si n = m + 1, entonces el cociente y = mx + b de p(x) y q{x) es una asmtota 
inclinada para la grafica de /. 


Con base en la lista anterior observamos que las asintotas horizontal e inclinada son mutua- 
mente excluyentes. En otras palabras, la grafica de una funcion racional / no puede tener una 
asmtota inclinada y una asmtota horizontal. 


EJEMPLO 6 


Graficas de funciones racionales 


Grafique 

a) fix) = ~ 2 b ) g(x) = - * 6 

Solution 

a) Se empieza con la observation de que el numerador p(x) = x y el denominador q(x) 
= 1 — x 2 no tienen factores comunes. Tambien, puesto que/(—x) = ~f(x), la funcion 
/ es impar. En consecuencia, su grafica es simetrica con respecto al origen. Debido a 
que /(0) = 0, la interseccion y es (0, 0). Ademas, pix) = x = 0 implica x = 0, de 
modo que la unica interseccion es (0, 0). Los ceros del denominador qix) = 1 — x 2 
son ±1. Asi, las rectas x = — 1 yx = 1 son asintotas verticales. Puesto que el grado 
del numerador x es 1 y el grado del denominador 1 — x 2 es 2 (y 1 < 2), se concluye 
que y = 0 es una asmtota horizontal para la grafica de /. La grafica consta de tres 
ramas distintas: una a la izquierda de la recta x = — 1, una entre las rectas x = — 1 y 
x = 1 y una a la derecha de la recta x = 1. Yea la FIGURA 1.3.17. 
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b) De nuevo, observe que el numerador p{x) = x 2 — x — 6 y el denominador q{x) = 
x — 5 de g no tienen factores comunes. Asimismo, / no es impar ni par. A partir de 
/(0) = f se obtiene la interseccion y (0, f). Con base en p{x) = x 2 — x — 6 = 0 o 
{x + 2)(x — 3) = 0 observamos que —2 y 3 son ceros de p(x). Las intersecciones x 
son (—2, 0) y (3, 0). Resulta evidente que el cero de q(x) = x — 5 es 5, de modo que 
la recta x = 5 es una asmtota vertical. Por ultimo, a partir del hecho de que el grado 
de p(x) = x 2 — x — 6 (que es 2) es exactamente mayor por uno que el grado de q(x) 
= x — 5 (que es 1), la grafica de f(x) tiene una asmtota inclinada. Para encontrarla, 
p(x) se divide entre q(x). Ya sea por division larga o division sintetica, el resultado 


y = x + 4 es la asmtota inclinada 
k 2 - X - 6 . , , 14 


= x + 4 + 


x — 5 x — 5 

muestra que la asmtota inclinada es y = x + 4. La grafica consta de dos ramas: una 
a la izquierda de la recta x = 5 y otra a la derecha de la recta x = 5. Vea la 
FIGURA 1.3.18. ■ 



FIGURA 1.3.18 Grafica de la fun- 
cion en el ejemplo 6b) 


■ Posdata: Grafica con un hueco En todo el analisis de las asmtotas se supuso que las funcio¬ 
nes polinomiales p(x) y q(x) en (14) no teman factores comunes. Se sabe que si q(a) = 0 y p(x) ^ 

y q(x) no tienen factores comunes, entonces la recta x = a necesariamente es una asmtota verti- p0 r el teorema de factorization 
cal para la grafica de/. Sin embargo, cuando p(a) = 0 y q(a) = 0, entonces x = a puede no ser del algebra, x - a es un factor 
una asmtota; en la grafica puede haber simplemente un hueco. tanto de p como de q. 


EJEMPLO 7 


Grafica con un hueco 


2x 


Grafique la funcion f(x) = : 

x 2 - 1 

Solucion Aunque los ceros de v 2 — 1 = 0 son ±1, solo i = 1 es una asmtota vertical. 
Observe que el numerador p(x) y el denominador q(x) tienen el factor comun x + 1, que puede 
cancelarse en el supuesto de que x A — 1 : 


f(x) = 


f(x) 


la igualdad se cumple para x # — 1 

(x + 1)(* - 3) _ x — 3 
(x + i)(v — i) x — r 



(15) 


JC= 1 


FIGURA 1.3.19 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 7 


x — 3 

Graficamos y = _ x ± — 1, al observar que la interseccion y es (0, 3), una interseccion x 

es (3, 0), una asmtota vertical es x = 1 y una asmtota horizontal es y = 1. Aunque x — —\ 
no es una asmtota vertical, el hecho de que / no esta definida en ese numero se representa al 

dibujar un circulo o hueco abierto en la grafica en el punto correspondiente a (—1, 2). Vea la <4 La coordenada y del hueco es el 
FIGURA 1.3.19. ■ valor de la fraccion reducida 

(15) en x = — 1. 


f(x ) NOTAS DESDE EL AULA 

En las dos ultimas secciones hemos trabajado principalmente con funciones polinomiales. 
Las funciones polinomiales constituyen los objetos fundamentales de una clase conocida como 
funciones algebraicas. En esta seccion vimos que una funcion racional es el cociente de 
dos funciones polinomiales. En general, una funcion algebraica implica un numero finito 
de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y raices cuadradas de funciones polinomiales. Asi, 

y = 2x 2 — 5x, y = Vx 2 , y = x 4 + Vx 2 + 5 y y = — — - 

v — 2x + 7 

son funciones algebraicas. Empezando con la siguiente seccion consideraremos funciones 
que pertenecen a una clase diferente conocida como funciones trascendentes. Una funcion 
trascendente / se define como una funcion que no es algebraica. Las seis funciones 
trigonometricas y las funciones exponencial y logarftmica son ejemplos de funciones trascen¬ 
dentes. 
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Ejercicios 1.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-3. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre una ecuacion de la recta que 
pasa por (1,2) con la pendiente indicada. 

1 2 J_ 

’ 3 * 10 

3. 0 4. -2 

5. —1 6. indefinida 


En los problemas 7-10, encuentre la pendiente y las intersec- 
ciones x y y de la recta dada. Grafique la recta. 

7. 3x - 4y + 12 = 0 8. |x - 3y = 3 

9. 2x - 3y = 9 10. -4x - 2y + 6 = 0 

En los problemas 11-16, encuentre una ecuacion de la recta 
que satisface las condiciones dadas. 

11. Pasa por (2, 3) y (6, -5) 

12. Pasa por (5, -6) y (4, 0) 

13. Pasa por (—2, 4) y es paralela a3x + y — 5 = 0 

14. Pasa por (5, — 7) y es paralela al eje y. 

15. Pasa por (2, 3) y es perpendicular ax — 4y+l=0 

16. Pasa por (—5, — 4) y es perpendicular a la recta que pasa 
por (1, 1) y (3, 11). 

En los problemas 17 y 18, encuentre una funcion lineal 
fix) = ax + b que cumpla las dos condiciones dadas. 

17. /(-1) = 5,/(l) = 6 

18. /(-l) = 1 + /(2),/(3) = 4/(1) 


En los problemas 19 y 20, encuentre una ecuacion de la recta 
roja L que se muestra en la figura dada. 



FIGURA 1.3.20 Grafica 
para el problema 19 



FIGURA 1.3.21 Grafica 
para el problema 20 


En los problemas 21-26, considere la funcion cuadratica /. 

a) Encuentre todas las intersecciones de la grafica de /. 

b) Exprese la funcion / en forma normal. 

c ) Encuentre el vertice y el eje de simetria. 

d) Trace la grafica de /. 

e) ^Cual es el rango de/? 

/) ^En que intervalo es creciente/? decreciente? 
21. fix) = x(x + 5) 22. fix) = —x 2 + 4x 

23. fix) = (3 - x)(x +1) 24. fix) = (x - 2)(x - 6) 

25. fix) = x 2 — 3x + 2 26. fix) = — x 2 + 6x — 5 


En los problemas 27-32, describa con palabras la forma en 
que es posible obtener la grafica de la funcion dada a partir 
de y = x 2 por medio de transformaciones rfgidas o no rfgidas. 

27. fix) = (x — 10) 2 28. fix) = (x + 6) 2 

29. /(,) = -f(, + 4)* + 9 30. m * 10<-v -2)^-1 

31. fix) = (~x - 6) 2 - 4 32. fix) = -(1 - x) 2 + 1 

En los problemas 33-42, proceda como en el ejemplo 5 y 

trace la grafica de la funcion polinomial dada/. 

33. fix) = x 3 — 4x 34. fix) = 9x — x 3 

35. fix) = — x 3 + x 2 + 6x 36. fix) = x 3 + lx 2 + 12x 

37. fix) = (x + l)(x - 2)(x - 4) 

38. fix) = (2 — x)(x + 2)(x +1) 

39. fix) = x 4 - 4x 3 + 3x 2 40. fix) = x 2 (x - 2) 2 

41. fix) = -x 4 + 2x 2 - 1 42. fix) = x 5 - 4x 3 


En los problemas 43-48, relacione la grafica dada con una 
de las funciones polinomiales en a)-f). 

a) fix) = x 2 (x - l) 2 b ) fix) = -x 3 (x - 1) 

c) fix) = x 3 (x - l) 3 d) fix) = ~xix - l) 3 

e) fix) = ~x\x - 1) /) fix) = x 3 (x - l) 2 



FIGURA 1.3.22 Grafica 
para el problema 43 



FIGURA 1.3.23 Grafica 
para el problema 44 



FIGURA 1.3.24 Grafica 
para el problema 45 



FIGURA 1.3.25 Grafica 
para el problema 46 



FIGURA 1.3.26 Grafica 
para el problema 47 



FIGURA 1.3.27 Grafica 
para el problema 48 

























1.3 Funciones polinomiales y racionales 29 


En los problemas 49-62, encuentre todas las asmtotas para 
la grafica de la funcion racional dada. Encuentre las inter- 
secciones x y y de la grafica. Trace la grafica de /. 


49. f(x ) 

50. f{x) 


4x - 9 
2x + 3 
2x + 4 
x — 2 


51. fix) 


1 

(x - 1 ) 2 


52. /(x) 


4 

(x + 2) 3 


53. /(x) 

54. /(x) 

55. /(x) 

56. /(x) 

57. f(x ) 

58. /(x) 

59. /(x) 

60. /(x) 

61. /(x) 

62. fix) 


X 



x(x — 5) 

x 2 - 9 
x 2 - 9 

X 

x 2 - 3x - 10 

X 


x + 2 

x 2 - 2x 
x + 2 

x 2 — 2x — 3 
x — 1 
-(X - l) 2 
x + 2 


63. 


Determine si los numeros 
la funcion racional fix) = 


— 1 y 2 estan en el rango de 
2x — 1 
x + 4 ’ 


64. Determine los puntos donde la grafica de/(x) 
corta su asmtota horizontal. 


(x ~ 3) 2 
x 2 — 5x 


Fahrenheit (F) Celsius (C) Kelvin (K) 


5j Agua—100° (| 

-—Hierve- ? 


Se 

:-Agua-0° | 

--congela-- 273 ; 


-0 ; 

I 



FIGURA 1.3.28 Termometros para los problemas 65 y 66 

67. Interes simple En interes simple la cantidad A deven- 
gada con el paso del tiempo es la funcion lineal A = P 
+ Prt , donde P es el capital, t se mide en anos y r es 
la tasa de interes anual (expresada como un decimal). 
Calcule A al cabo de 20 anos si el capital es P = 1 000 
y la tasa de interes anual es 3.4%. ^En que instante se 
cumple que A = 2 200? 

68. Depreciacion lineal La depreciacion de linea recta, o 
depreciacion lineal, consta de un articulo que pierde toda 
su utilidad inicial de A dolares a lo largo de un periodo 
de n anos por una cantidad Ain anual. Si un articulo que 
cuesta $20 000 cuando esta nuevo se deprecia lineal- 
mente a lo largo de 25 anos, determine la funcion lineal 
que proporciona el valor V despues de x anos, donde 
0 < x < 25. ^Cual es el valor del articulo al cabo de 10 
anos? 

69. Una pelota se lanza hacia arriba desde el nivel del piso 
con una velocidad inicial de 96 pies/s. La altura que 
alcanza la pelota con respecto al suelo esta dada por la 
funcion cuadratica sit) = —16 1 2 + 96 1. ^En que instante 
la pelota esta en el suelo? Grafique s sobre el intervalo 
de tiempo para el cual sit) > 0. 

70. En el problema 69, ^en que instante la pelota esta a 80 
pies por arriba del piso? ^Cuan alto asciende la pelota? 

= Piense en ello 


= Modelos matematicos 

65. Temperaturas relacionadas La relacion funcional 
entre grados Celsius T c y grados Fahrenheit T F es lineal. 
Exprese T F como una funcion de T c si (0 °C, 32 °F) y 
(60 °C, 140 °F) estan en la grafica de T F . Muestre que 
100 °C es equivalente al punto de ebullicion Fahrenheit 
212 °F. Vea la FIGURA 1.3.28. 

66. Temperaturas relacionadas La relacion funcional 
entre grados Celsius T c y unidades kelvin T K es lineal. 
Exprese T K como una funcion de T c dado que (0 °C, 
273 K) y (27 °C, 300 K) estan en la grafica de T K . 
Exprese el punto de ebullicion 100 °C en unidades kel¬ 
vin. El cero absoluto se define como 0 K. que es 
igual esto en grados Celsius? Exprese T K como una fun¬ 
cion lineal de T F . que es igual 0 K en grados 
Fahrenheit? Vea la figura 1.3.28. 


71. Considere la funcion lineal/(x) = |x — 4. Si x se cam- 
bia por 1 unidad, ^cuantas unidades cambia y? ^Si x se 
cambia por 2 unidades? ^Si x se cambia por n unidades 
in un entero positivo)? 

72. Considere el intervalo [x l9 x 2 ] y la funcion lineal 
fix) = ax + b, a 0. Demuestre que 

*1 + \ = fix l) + /(x 2 ) 

2 ) 2 

e interprete este resultado geometricamente para a > 0. 

73. ^Como encontrarfa una ecuacion de la recta que es per¬ 
pendicular a la bisectriz del segmento de recta que pasa 
por(i 10) y (|,4)? 

74. Usando solo los conceptos presentados en esta seccion, 
^como demostraria o refutaria que el triangulo con ver¬ 
tices (2, 3), (-1, -3) y (4, 2) es rectangulo? 
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1.4 Funciones trascendentes 


Para un repaso de las bases de la 
circunferencia unitaria y trigono- 
metrfa de triangulos rectangulos, 
vea las Paginas de recursos al 
final del texto. 


■ Introduccion En las dos primeras secciones de este capitulo analizamos varias propiedades 
y graficas de funciones algebraicas. En las tres secciones siguientes estudiaremos las funcio¬ 
nes trascendentes. Basicamente, una funcion trascendente/es una funcion que no es algebrai- 
ca. Una funcion trascendente puede ser tan simple como la funcion potencia y = x n , donde la 
potencia es un numero irracional, pero las conocidas funciones trascendentes de precalculo en 
matematicas son las funciones trigonometricas, las funciones trigonometricas inversas y las fun- 

► ciones exponencial y logaritmica. En esta seccion se analizan las seis funciones trigonometricas 
y sus graficas. En la seccion 1.5 se consideraran las funciones trigonometricas inversas y en la 
seccion 1.6, las funciones exponencial y logaritmica. 

■ Graficas del seno y coseno Recuerde de precalculo en matematicas que las funciones trigo¬ 
nometricas seno y coseno tienen periodo 2tt: 


sen(x + 27r) = sen x y cos(x + 2tt) = cos x. (1) 

Se dice que la grafica de cualquier funcion periodica sobre un intervalo de longitud igual a 
su periodo es un ciclo de su grafica. La grafica de una funcion periodica se obtiene facilmente 
al trazar de manera repetida un ciclo de su grafica. En la FIGURA 1.4.1 se muestra un ciclo de la 
grafica de/(x) = sen x (en rojo); la grafica de/sobre, por ejemplo, el intervalo [—27r, 0] y 
[27r, 47 t ] (en azul) es exactamente la misma que la grafica sobre [0, 27r] . Debido a que/(—x) 
= sen (—x) = —sen x = —fix), la funcion seno es una funcion impar y su grafica es simetrica 
con respecto al origen. 



FIGURA 1.4.1 Grafica de y = sen x 


La FIGURA 1.4.2 muestra un ciclo (en rojo) de g(x) = cos x sobre [0, 2tt] junto con la exten¬ 
sion de ese ciclo (en azul) hacia los intervalos adyacentes [ — 277, 0] y [277, Att] . En contraste 
con la grafica de /(x) = sen x donde /(0) = fi2ir) = 0, para la funcion coseno se tiene 
g(0) = gi2ir) = 1. La funcion coseno es una funcion par: g(—x) = cos (—x) = cos x = g(x), de 
modo que en la figura 1.4.2 puede verse que su grafica es simetrica con respecto al eje y. 



FIGURA 1.4.2 Grafica de y = cos x 


Las funciones seno y coseno estan definidas para todos los numeros reales x. Tambien, 
resulta evidente en las figuras 1.4.1 y 1.4.2 que 

— 1 < senx <1 y — 1 < cosx < 1 , 

o bien, de manera equivalente, |senx| < 1 y |cosx| < 1. En otras palabras, 

• el dominio de sen x y cos x es ( — oo, oo), y el rango de sen x y cos x es [ — 1,1]. 


( 2 ) 
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■ Intersecciones En este curso y en cursos subsecuentes de matematicas es importante cono- 
cer las coordenadas y de las intersecciones y de las graficas seno y coseno; en otras palabras, los 
ceros de/(y) = sen y y g(y) = cos y. A partir de la grafica seno de la figura 1.4.1 observamos 
que los ceros de la funcion seno, o los numeros para los cuales sen y = 0, son x = 0, ±7r, ±277, 
±377, . . . Estos numeros son multiplos enteros de 77. A partir de la grafica coseno de la figura 
1.4.2 notamos que cos x = 0 cuando x = ±77/2, ±377/2, ±577/2, . . . Estos numeros son multi¬ 
plos enteros impares de 77/2. 

Si n representa un entero, entonces 2n -F 1 es un entero impar. En consecuencia, los ceros 
de f{x) = sen x y g(y) = cos x pueden escribirse en forma breve como: 

• sen x = 0 para x = htt , n un entero, (3) 

77 

• cos x = 0 para x = (2n + 1)—, n un entero. (4) 

Valores numericos adicionales importantes de las funciones seno y coseno sobre el inter- 
valo [0, 77 ] se proporcionan en la tabla siguiente. 



0 

77 

77 

77 

77 

277 

377 

577 


y 

6 

4 

3 

2 

T 

T 

~6~ 

77 

sen y 

0 

1 

V2 

V3 

1 

V3 

V2 

1 

0 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

cos y 

1 

V3 

V2 

1 

0 

1 

V2 

V3 

-1 

2 

2 

2 

2 

2 

2 


Usted debe poder discernir los valores sen x y cos x sobre [77, 277] a partir de esta tabla usando 
el concepto de circunferencia unitaria y un angulo de referencia. Por supuesto, fuera del inter¬ 
val [0, 277 ] es posible determinar valores funcionales correspondientes usando periodicidad. 


■ Otras funciones trigonometricas Cuatro funciones trigonometricas adicionales se definen en 
terminos de cocientes o reciprocos de las funciones seno y coseno. La tangente, cotangente, 
secante y cosecante se definen, respectivamente, por 


Vdnx = 


sen v 
cos v ’ 


cotv = 


cosv 
sen v ’ 


( 6 ) 


1 

secy =- , 

cosv 


1 

cscy =- . 

seny 


(7) 


El dominio de cada funcion en (6) y (7) es el conjunto de numeros reales excepto aquellos 
numeros para los cuales el denominador es cero. A partir de (4) se observa que 

• el dominio de tan y y de sec y es {x \x ¥= (2 n + 1 ) 77 / 2 , n = 0, ±1, ±2,...}. 


De manera semejante, a partir de (3) se concluye que 

• el dominio de cot y y de esc y es {y|y ¥= mr , n = 0, ± 1 , ±2,...}. 


Ademas, a partir de (2), 


secy = 

1 

= | 1 , > 1 

(8) 


cosy 

cosy 


cscy = 

1 

= , 1 , 3= 1. 

(9) 


seny 

seny 



Recuerde que una desigualdad con valor absoluto como (8) significa secy > 1 o secy < — 1. 
Por tanto, el rango de las funciones secante y cosecante es (— 00 , — 1] U [1, 00 ). Las funcio¬ 
nes tangente y cotangente tienen el mismo rango: (— 00 , 00 ). A1 usar (5) pueden determinarse 
algunos valores numericos de tan y, cot y, sec y y esc y. Por ejemplo, 


277 sen(277/3) V3/2 

tan 3 cos (277/3) —1/2 


— V3. 
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■ Graficas Los numeros que hacen cero los denominadores de tan v, cot jc, sec x y esc x corres- 
ponden a asmtotas verticales de sus graficas. En virtud de (4), las asmtotas verticales de las gra¬ 
ficas de y = tan x y y = sec x son x= ±tt/ 2, ±37r/2, ±57 t/ 2, . . . Por otra parte, a partir de (3), 
las asmtotas verticales de las graficas de y = cot x y y = esc x son x = 0, ±77, ±277, ±377, . . . 
Estas asmtotas son las rectas discontinuas rojas en las FIGURAS 1.4.3-1.4.6. 



FIGURA 1.4.3 Grafica de y = tan x 



FIGURA 1.4.4 Grafica de y = cot x 




Porque las funciones seno y coseno son periodicas con periodo 277, sec x y esc x tambien son 
periodicas con periodo 277. Pero a partir de las figuras 1.4.3 y 1.4.4 debe resultar evidente que 
el periodo de las funciones tangente y cotangente es 77: 

tan(x + 77) = tan x y cot(x + 77) = cot x. (10) 

Tambien, tan x, cot x y esc x son funciones impares; sec x es una funcion par. 

■ Transformacion y graficas Es posible obtener variaciones de las graficas de las funciones tri- 
gonometricas por medio de transformaciones rigidas y no rfgidas. Graficas de funciones de la 
forma 


y = D + A sen (Bx + C) o bien, y = D + A cos {Bx + C), (11) 

donde A, B > 0, C y D son constantes reales, representan desplazamientos, compresiones y 
estiramientos de las graficas seno y coseno basicas. Por ejemplo, 

desplazamiento vertical estiramiento/compresion/reflexion vertical 

y = D + A sen (Bx + C). 

t t 

estiramiento/compresion desplazamiento horizontal 

horizontal al cambiar el periodo 

El numero \A\ se denomina amplitud de las funciones o de sus graficas. La amplitud de las 
funciones basicas y = sen x y y = cos x es \A\ = 1. El periodo de cada funcion en (11) es 
277/5, B > 0, y la porcion de la grafica de cada funcion en (11) sobre el intervalo [0, 2it/B] 
se denomina un ciclo. 


















































1.4 Funciones trascendentes 33 


EJEMPLO 1 


Periodos 


a) El periodo de y = sen 2x es 2tt/2 = 77, y en consecuencia un ciclo de la grafica se 
completa en el intervalo [0, tt] . 

b ) Antes de determinar el periodo de sen(— \x) primero es necesario que volvamos a 

escribir la funcion como sen (—= — senQx) (el seno es una funcion impar). Ahora, 
el periodo es 2i t/\ = 4i r, y por consiguiente un ciclo de la grafica se completa en el 
intervalo [0, 477 ]. ■ 


EJEMPLO 2 


Grafique 


Graficas de transformaciones verticales 


a) 


y = — cos x 
2 


b) y = 1 + 2 sen x. 



FI G U RA 1.4.7 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 2a) 


Solucion 

a) La grafica de y = — \ cos x es la grafica de y = cos x comprimida verticalmente por 
un factor de 2, y el signo menos indica que luego la grafica es reflejada en el eje x. 
Con la identificacion A = — \ se observa que la amplitud de la funcion es 
|A| = | —^| = La grafica de y = — \ cos x sobre el intervalo [0, 277] se muestra en 
rojo en la FIGURA 1.4.7. 

b) La grafica de y = 2 sen x es la grafica de y = sen x estirada verticalmente por un fac¬ 

tor de 2. La amplitud de la grafica es \A\ = \2\ = 2. La grafica de y = 1 + 2 sen x es 
la grafica de y = 2 sen x desplazada una unidad hacia arriba. Yea la FIGURA 1.4.8. ■ 


EJEMPLO 3 


Grafica coseno comprimida horizontalmente 


Encuentre el periodo de y = cos 4x y grafique la funcion. 


Solucion Con la identificacion de que B = 4, se ve que el periodo de y = cos 4x es 
277/4 = 77 / 2 . Se concluye que la grafica de y = cos 4x es la grafica de y = cos x comprimida 
horizontalmente. Para graficar la funcion, se traza un ciclo de la grafica coseno con amplitud 
1 sobre el intervalo [0, 77/2 ] y luego se usa la periodicidad para extender la grafica. La FIGURA 
1.4.9 muestra cuatro ciclos completos de y = cos 4x (el ciclo basico en rojo y la grafica exten- 
dida en azul) y un ciclo de y = cos x (mostrado en verde) sobre [0, 277 ]. Observe que y = cos 
4x alcanza su minimo en x = tt/4 puesto que cos4(7r/4) = cos 77 = — 1 y su maximo en 
x = 77/2 puesto que cos 4(77/2) = cos 277 = 1. ■ 




FIGURA 1.4.9 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 3 


Por la seccion 1.2 se sabe que la grafica de y = cos(x — 77 / 2 ) es la grafica coseno basica 
desplazada hacia la derecha. En la FIGURA 1.4.10 la grafica de y = cos(x — tt/2) (en rojo) sobre 
el intervalo [0, 277 ] es un ciclo de y = cos x sobre el intervalo [ — 77 / 2 , 377/2] (en azul) des¬ 
plazada horizontalmente 77/2 unidades a la derecha. En forma semejante, las graficas de y = 
sen(x + 77 / 2 ) y y = sen(x — it/2) son las graficas seno basicas desplazadas horizontalmente tt/2 
unidades a la izquierda y a la derecha, respectivamente. Yea la FIGURA 1.4.11 y la FIGURA 1.4.12. 




FIGURA 1.4.11 Grafica seno desplazada 
horizontalmente 



FIGURA 1.4.10 Grafica coseno 
desplazada horizontalmente 

A1 comparar las graficas rojas en las figuras 1.4.10-1.4.12 con las graficas en las figuras 
1.4.1 y 1.4.2 se observa que 


FIGURA 1.4.12 

horizontalmente 


Grafica seno desplazada 


• la grafica coseno desplazada tt/2 unidades a la derecha es la grafica seno, 

• la grafica seno desplazada tt/2 unidades a la izquierda es la grafica coseno, y 

• la grafica seno desplazada tt/2 unidades a la derecha es la grafica coseno reflejada en 
el eje x. 
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y — 3 sen 2x 

FIGURA 1.4.13 Grafica de la fun- 
cion en el ejemplo 5 a) 



FIGURA 1.4.14 Grafica de la fun- 
cion en el ejemplo 5b) 


En otras palabras, se han comprobado graficamente las siguientes identidades 


c ° s (* - f) = 


= sen*, 


sen 


\ + ~i) = cosx y 

Suponga que f(x) = A sen Bx. Entonces 

f[x + ^ = A sen^^x + ^ = A sen(#r + C). 


sen(x — -J = —cosx. (12) 


(13) 


El resultado en (13) muestra que la grafica de y = A sen (Bx + C) puede obtenerse al desplazar 
la grafica d z fix) = A sen Bx horizontalmente una distancia \C\/B. Si C < 0, el desplazamiento 
es hacia la derecha, mientras que si C > 0, el desplazamiento es hacia la izquierda. El numero 
|C|/B se denomina desplazamiento de fase de las graficas de las funciones en (3). 


Grafica coseno desplazada horizontalmente 


EJEMPLO 4 


La grafica de y = 10 cos 4x esta desplazada tt/12 unidades a la derecha. Encuentre su ecua- 
cion. 

Solucion Al escribir f(x) = 10 cos 4x y usar (13) encontramos 




— — ) = 10 cos 4( x — — 


o bien, y = 10 cos^4x — 


En la ultima ecuacion se identifica C = — tt/3. El desplazamiento de fase es ir/12. ■ 

Nota: Como cuestion practica, el desplazamiento de fase para y = A sen (Bx + C) o y = A 
cos (Bx + C) puede obtenerse al factorizar el numero B a partir de Bx + C. Por ejemplo, 


y = A sen (Bx + C) = A senZ?(x + — j. 


EJEMPLO 5 


Grafique 


Graficas desplazadas horizontalmente 


a ) y = 3 sen(2x — tt/ 3) b) y = 2cos(7tx + tt). 


Solucion 

a) Para efectos de comparacion, primero graficaremos y = 3 sen 2x. La amplitud de y = 3 
sen 2x es \A\ = 3 y su periodo es 2tt/2 = tt. Asi, un ciclo de y = 3 sen 2x se com- 
pleta sobre el intervalo [0, tt] . Luego, extendemos esta grafica hacia al intervalo adya- 
cente [tt, 2tt ] como se muestra en azul en la FIGURA 1.4.13. A continuacion, volvemos 
a escribir y = 3 sen(2x — tt/ 3) al factorizar 2 de 2x — tt/3\ 

y = 3sen^2x — ^ = 3sen2^r — 


A partir de la forma de la ultima expresion vemos que el desplazamiento de fase es 
tt/6. La grafica de la funcion dada, mostrada en rojo en la figura 1.4.13, se obtiene 
al desplazar la grafica de y = 3 sen 2x (en azul) tt/6 unidades a la derecha. 
b) La amplitud de y = 2 cos 7 tx es \A\ = 2 y el periodo es 2tt/tt = 2. Asi, un ciclo de 
y = 2cos7tx se completa sobre el intervalo [0, 2]. En la FIGURA 1.4.14 se muestran (en 
azul) dos ciclos de la grafica de y = 2cos7tx. Las intersecciones x de esta grafica 
corresponden a los valores de x para los que cos i tx = 0. Por (4), esto implica i tx = 
(2 n + 1)77/2 o x = (2 n + 1)/ 2, con n un entero. En otras palabras, para n = 0,-1, 
1, —2, 2, — 3, . . . obtenemos x = ±\, ±|, ±|, y asi sucesivamente. Luego, al volver 
a escribir la funcion dada como 

y = 2 cos 7 t(x + 1) 

observamos que el desplazamiento de fase es 1. La grafica de y = 2cos(7tv + 77 ) 
mostrada en rojo en la figura 1.4.14 se obtiene al desplazar 1 unidad a la izquierda 
la grafica de y = 2cos77X (en azul). Esto significa que las intersecciones x son las 
mismas para ambas graficas. ■ 










1.4 Funciones trascendentes 35 


En matematicas aplicadas, las funciones trigonometricas sirven como modelos matemati- 
cos para muchos fenomenos periodicos. 


EJEMPLO 6 


Corriente alterna 


Un modelo matematico para la corriente I (en amperes) en un alambre de un circuito de 
corriente alterna esta dado por I(t) = 30 sen 1207rt, donde t es el tiempo medido en segun- 
dos. Trace un ciclo de la grafica. ^Cual es el valor maximo de la corriente? 

Solucion La grafica tiene una amplitud 30 y periodo Itt/IIQtt = En consecuencia, tra- 
zamos un ciclo de la curva seno basica sobre el intervalo [0, ^], como se muestra en la FIGURA 
1.4.15. A partir de la figura, resulta evidente que el valor maximo de la corriente es I = 30 ampe¬ 
res y ocurre en el intervalo [0, en t = ^ puesto que 

'(23o) =30s “( 12to '23o) =30sc "f = 30 - ■ 



FIGURA 1.4.15 La grafica de la 
corriente en el ejemplo 6, muestra 
que hay 60 ciclos en un segundo 


■ Para referenda futura Las identidades trigonometricas se usan en todo el calculo, especial- 
mente en el estudio del calculo integral. Para facilitar las referencias, a continuacion se enume- 
ran algunas identidades que revisten particular importancia. 


Identidades pitagoricas 


sen 2 x + cos 2 x = 1 

(14) 

1 + tan 2 x = sec 2 x 

(15) 

1 + cot 2 x = csc 2 x 

(16) 

Formulas de suma y diferencia 


sen(v! ± x 2 ) = sen x x cosx 2 ± cos x\ sen x 2 

(17) 

cos(xi ± x 2 ) = cos X\ cos v 2 + senx!senv 2 

(18) 

Formulas para el doble de un angulo 


sen2v = 2 sen v cos v 

(19) 

cos2v = cos 2 v — sen 2 v 

(20) 

Formulas para la mitad de un angulo 


2* 1/! x 

sen - = - (1 — cos x) 

(21) 

2 x 1/! , x 

COS - = -(1 + COS X) 

(22) 

Identidades adicionales pueden encontrarse en las Paginas de recursos 

al final de este texto. 


Ejerddos 1.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-5. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, use tecnicas de desplazamiento, esti- 
ramiento, compresion y reflexion para dibujar por lo menos 

En los problemas 7-14, encuentre la amplitud y el periodo 
de la funcion dada. Trace por lo menos un ciclo de la gra¬ 
fica. 

un ciclo de la grafica de la funcion dada. 

7. y = 4sen7rx 

8. 

_ X 

y = -5 sen - 

1. y = ^ + cosx 

2. y = — 1 + cos x 

9. y — —3 cos 2ttx 

10. 

5 

y = ^ cos 4x 

3. y = 2 — sen* 

4. y = 3 + 3senx 

11. y = 2 — 4 senx 

12. 

y = 2 — 2 sen ttx 

5. y = — 2 + 4 cosx 

6. y = 1 — 2 senx 

13. y = 1 + cos^jr 

14. 

TTX 

y = — 1 + sen — 
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En los problemas 15-18, la figura dada muestra un ciclo de 
una grafica seno o coseno. A partir de la figura, determine 
A y D y escriba una ecuacion de la forma y = D + A sen x 
o y = D + A cos x para la grafica. 



FIGURA 1.4.16 Grafica para el problema 15 



FIGURA 1.4.17 Grafica para el problema 16 



FIGURA 1.4.18 Grafica para el problema 17 



FIGURA 1.4.19 Grafica para el problema 18 

En los problemas 19-24, la figura dada muestra un ciclo de 
una grafica seno o coseno. A partir de la figura, determine 
A y B y escriba una ecuacion de la forma y = A sen Bx o 
y = A cos Bx para la grafica. 



FIGURA 1.4.20 Grafica para 
el problema 19 



FIGURA 1.4.22 Grafica para 
el problema 21 



FIGURA 1.4.21 Grafica para 
el problema 20 



FIGURA 1.4.23 Grafica para 
el problema 22 




FIGURA 1.4.24 Grafica para 
el problema 23 


FIGURA 1.4.25 Grafica para 
el problema 24 


En los problemas 25-34, encuentre la amplitud, el periodo y 
el desplazamiento de fase de la funcion dada. Trace por lo 
menos un ciclo de la grafica. 


25. y = sen(x — — 


77 


26. y = sen( 3x — — 


77 


27. 


C °s(x + l) 


-2 cos 


(*-!) 


29. y = 4cos(2x - 


31. y = 3sen(J - j 


28. y 


30. y = 3sen(2x + — 


32. y = — cos^- — 77 


33. y = —4 sen^yx — 34. y = 2cos^—27rx — 


477 

T 


En los problemas 35 y 36, escriba una ecuacion de la fun¬ 
cion cuya grafica se describe con palabras. 

35. La grafica de y = sen 7rx esta estirada verticalmente 
hacia arriba por un factor de 5 y esta desplazada \ uni- 
dad hacia la derecha. 

x 

36. La grafica de y = 4 cos - esta desplazada 8 unidades hacia 
abajo y esta desplazada 277 /3 unidades hacia la izquierda. 

En los problemas 37 y 38, encuentre las intersecciones x de la 
grafica de la funcion dada sobre el intervalo [0, 277 ]. Luego, 
use periodicidad para encontrar todas las intersecciones. 

37. y ~ — 1 + senx 38. y = 1 — 2 cos x 

En los problemas 39-44, encuentre las intersecciones x de la 
grafica de la funcion dada. No grafique. 

39. y = sen77X 40. y = —cos 2x 


41. y = 10cos| 


43. y 


sen(x - |) 


42. y = 3 sen(—5x) 
44. y = cos(2x — 77 ) 


En los problemas 45-52, encuentre el periodo, las intersec¬ 
ciones x y las asmtotas verticales de la funcion dada. Trace 
por lo menos un ciclo de la grafica. 


45. 

y = tan itx 

46. 

47. 

y = cot2x 

48. 

49. 

>' = tan (f “ f) 

50. 

51. 

y = — 1 + COt 77X 

52. 


x 


77X 
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En los problemas 53-56, encuentre el periodo y las asmtotas 
verticales de la funcion dada. Trace por lo menos un ciclo 
de la grafica. 


53. y = 3csc7tx 


55. y = sec( 3x — — 


54. y = -2csc| 


56. y = csc(4x + tt) 


= Modelos matematicos 

57. Profundidad del agua La profundidad del agua d a la 
entrada de un puerto pequeno en el instante t es mode- 
lada por una funcion de la forma 

d(t) = D + AsenZ?^f - 

donde A es la mitad de la diferencia entre las profundi- 
dades de la marea alta y la marea baja, 2tt/B, B > 0 es 
el periodo de mareas y D es la profundidad media. 
Suponga que el periodo de mareas es 12 horas, la pro¬ 
fundidad media en la marea alta es 18 pies y que la 
profundidad en la marea baja es 6 pies. Dibuje dos ciclos 
de la grafica de d. 

58. Temperatura Fahrenheit Suponga que 

T(t) = 50 + 10seny^(f - 8), 0 < t < 24 

es un modelo matematico de la temperatura Fahrenheit 
a las t horas despues de medianoche durante un cierto 
dia de la semana. 

a) /,Cual es la temperatura a las 8 a.m.? 

b) iA que hora(s) se cumple T(t) = 60? 

c) Trace la grafica de T. 

d) Encuentre las temperaturas maxima y minima, asi 
como las horas a que ocurren. 


= Problemas con calculadora/SAC 

59. Aceleracion debida a la gravedad Debido al movi- 
miento de rotacion de la Tierra, la forma de esta no es 
esferica, sino que se elonga en el ecuador y se achata en 
los polos. Como resultado, la aceleracion debida a la 
gravedad no es la constante 980 cm/s 2 , sino que varia 
con la latitud 6. Estudios satelitales han sugerido que la 
aceleracion debida a la gravedad g es aproximada por el 
modelo matematico 

g = 978.0309 + 5.18552 sen 2 6 - 0.00570 sen 2 26. 
Encuentre g 

a) en el ecuador (9 = 0°), 

b) en el polo norte y 

c) a 45° latitud norte. 


60. Lanzamiento de bala El alcance de una bala soltada 
desde una altura h por arriba del nivel del piso con una 
velocidad inicial v 0 a un angulo <fi con respecto a la hori¬ 
zontal puede aproximarse por el modelo matematico 

R = V ° CQS ^ [v 0 sen cj) + A/uo sen 2 <f> + 2 gh\, 

$ 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Vea la 
FIGURA 1.4.26. 

a) Si v 0 = 13.7 m/s, cj) = 40° y g = 9.8 m/s 2 , compare 
los alcances que se obtienen para las alturas h = 2.0 m 
y h = 2.4 m. 

b) Explique por que un incremento en h produce un 
incremento en el alcance R si los otros parametros se 
mantienen fijos. 

c) ^Que implica lo anterior respecto a la ventaja que la 
altura otorga a un lanzador de bala? 


y 



= Piense en ello 

61. La funcion/(v) = sen^r + sen 2x es periodica. ^Cual es 
el periodo de / ? 

62. Analice y luego dibuje las graficas de y = |sen x\ 
y y = |cos x\. 

63. Analice y luego dibuje las graficas de y = |sec x\ 
y y = |csc x\. 

64. ^Es posible que la solucion de la ecuacion dada sea un 
numero real? 

a) 9 esc v = 1 b) 7 + 10 sec x = 0 

c) sec v = —10.5 

En los problemas 65 y 66, use las graficas de y = tan x y 
y = sec v para encontrar numeros A y C para los que se cum- 
pla la igualdad dada. 

65. cot x = A tan(v + C) 66 . esc x = A sec(x + C) 


1.5 Funciones inversas 

■ Introduccion En la seccion 1.1 vimos que una funcion/es una regia de correspondencia que 
a cada valor x en su dominio X asigna un solo valor o un valor unico y en su rango. Esta regia no 
excluye el hecho de que el mismo numero y se asocie con varios valores diferentes de x. Por ejem- 
plo, para f(x) = —x 1 + 2x + 4, el valor y = 4 en el rango de/ocurre en x = 0 o en x = 2 en el 
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dominio de /. Por otra parte, para la funcion f(x) = 2x -F 3, el valor y = 4 solo ocurre en x = En 
efecto, para cada valor y en el rango de/(x) = 2x -F 3, corresponde solo un valor de x en el domi¬ 
nio. A las funciones de este ultimo tipo se ha asignado el nombre especial de uno a uno. 


y = x 2 + 1 



b) Uno a uno 

FI GURA 1.5.1 Dos tipos de fun¬ 
ciones en el ejemplo 1 


Definicion 1.5.1 Funcion uno a uno 

Se dice que una funcion es uno a uno si cada numero en el rango de / se asocia con exacta- 
mente un numero en su dominio X. 


■ Prueba de la recta horizontal Cuando la definicion 1.5.1 se interpreta geometricamente, sig- 
nifica que una recta horizontal (y = constante) puede cortar la grafica de una funcion uno a uno 
en cuanto mucho un punto. Ademas, si toda recta horizontal que corta la grafica de una funcion 
lo hace en cuanto mucho un punto, entonces la funcion necesariamente es uno a uno. Una fun¬ 
cion no es uno a uno si alguna recta horizontal corta su grafica mas de una vez. 


EJEMPLO 1 


Prueba de la recta horizontal 


a ) En la FIGURA 1.5.1a) se muestra la grafica de la funcion/(x) = x 2 + 1 y una recta hori¬ 
zontal y = c que corta la grafica. La figura indica claramente que hay dos numeros 
Xi y x 2 en el dominio de / para los cuales f{x x ) = f(x 2 ) = c. Por tanto, la funcion / 
no es uno a uno. 

b) A1 analizar la figura 1.5. lb) se encuentra que para toda recta horizontal y — c que 

corta la grafica de f(x) = x 3 , solo hay un numero x x en el dominio de / tal que f{x x ) 
= c. La funcion / es uno a uno. ■ 


Dominio de f Rango de f 


8 


Rango de g Dominio de g 
FIGURA 1.5.2 Una funcion/y su 
funcion inversa g 




■ Inversa de una funcion uno a uno Suponga que/es una funcion uno a uno con dominio X y 
rango Y. Puesto que todo numero y en Y corresponde a precisamente un numero x en X , la fun¬ 
cion/debe realmente determinar una funcion “reversa” g cuyo dominio es Y y cuyo rango es X. 
Como se muestra en la FIGURA 1.5.2, /y g deben satisfacer 

fix) = y y £(>’) = X. (1) 

Las ecuaciones en (1) son en realidad composiciones de las funciones/y g: 

= y y <?(/(*)) = x. (2) 

La funcion g se denomina inversa de / o funcion inversa de /. A1 seguir la convencion de que 
cada elemento del dominio se denota por el simbolo x, la primera ecuacion en (2) vuelve a 
escribirse como f(g(x)) = x. A continuacion se resumen los resultados proporcionados en (2). 


Definicion 1.5.2 Funcion inversa 

Sea / una funcion uno a uno con dominio X y rango Y. La inversa de / es la funcion g con 
dominio Y y rango X para la cual 

/OK*)) = * P ara l°d a * en ^ (^) 

y 

#(/(*)) = * P ara t°da v en X. (4) 


Por supuesto, si una funcion no es uno a uno, entonces no tiene funcion inversa. 


En (3) y (4), el simbolo g de- 
sempena la parte del simbolo 

r 1 - 


■ Notacion La inversa de una funcion/suele escribirse como/ -1 y se lee “/inversa”. Esta ulti¬ 
ma notacion, aunque es estandar, es algo desafortunada. De inmediato se senala que en el sim¬ 
bolo/ -1 (x) el “—1” no es un exponente. En terminos de la nueva notacion, (3) y (4) se vuelven, 
respectivamente, 

* fif~\x)) = X y r\f(x)) = X. (5) 
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■ Propiedades Antes de analizar un metodo para encontrar la inversa de una funcion uno a uno 
/ se enumeran algunas propiedades importantes sobre/y su inversa/ -1 . 


Teorema 1.5.1 Propiedades de la funcion inversa 

i) Dominio de f ~ 1 = rango de /. 

ii) Rango de/ -1 = dominio de/. 

iii) Una funcion inversa / -1 es uno a uno. 

iv) La inversa de f ~ 1 es /. 

v) La inversa de / es unica. 


■ Metodo para encontrar f 1 Si/ 1 es la inversa de una funcion uno a uno y = fix ), entonces 
por (1), x = / -1 (y). Por tanto, basta hacer las dos cosas siguientes para encontrar/ -1 . 


Directrices para encontrar la funcion inversa_ 

Suponga que y = fix) es una funcion uno a uno. Entonces para encontrar/ -1 : 

• Se resuelve y = fix) para el simbolo x en terminos de y (en caso de ser posible). 
Asf se obtiene x = / -1 (y). 

• La variable x vuelve a etiquetarse como y y la variable y como x. Asf se obtiene 

y=r\x). 


Nota: Algunas veces resulta conveniente intercambiar los pasos en las directrices anteriores: 

• Volver a etiquetar x y y en la ecuacion y = fix) y despejar (de ser posible) x = fiy) 
para y. Asf se obtiene y = / -1 (x). 


Inversa de una funcion 


EJEMPLO 2 


Encuentre la inversa de/(x) = x 3 . 


Solucion En el ejemplo 1 se vio que esta funcion es uno a uno. Para empezar, la funcion 
se vuelve a escribir como y = x 3 . A1 despejar x se obtiene x = y ^ 3 . Luego las variables vuel- 
ven a etiquetarse para obtener y = x 1 / 3 . Asf / -1 (x) = x 1 ^ o, de manera equivalente, 

f-\x) = Vx. ■ 


Encontrar la inversa de una funcion uno a uno y = fix) algunas veces es dificil y otras 
imposible. Por ejemplo, la FIGURA 1.5.3 sugiere (y es posible demostrar) que la funcion 
fix) = x 3 + x + 3 es uno a uno, por lo que tiene una inversa/ -1 . Pero al despejar x en la 
ecuacion y = x 3 + x + 3 es dificil para todo mundo (incluyendo su profesor). Puesto que / 
es una funcion polinomial, su dominio es (— oo, oo) y, debido a que su comportamiento extremo 
es el de y = x 3 , el rango de/es ( — oo, oo). En consecuencia, el dominio y el rango de/ -1 son 
( — 00 , 00 ). Aun cuando/ -1 no se conoce explfcitamente, tiene perfecto sentido hablar sobre 
los valores como/ -1 (3) y/ -1 (5). En el caso de/ -1 (3), observe que/(0) = 3. Esto significa 
que/ -1 (3) = 0. ^Puede imaginar el valor de/ -1 (5)? 

■ Graficas de f y / -1 Suponga que ia , b) representa cualquier punto sobre la grafica de una 
funcion uno a uno /. Entonces fia) = by 



FIGURA 1.5.3 La grafica sugiere 
que / es uno a uno 


r\b) =r\m) = a 

implica que ib , a) es un punto sobre la grafica de/ -1 . Como se muestra en la FIGURA 1.5.4a), 
los puntos ia , b) y ib, a) son reflexiones uno del otro en la recta y = x. Esto significa que la 
recta y = x es la bisectriz perpendicular del segmento de recta que va de ia, b) a (b, a). Debido 
a que cada punto sobre una grafica es la reflexion de un punto correspondiente sobre la otra 
grafica, en la figura 1.5.4Z?) se observa que las graficas de/ -1 y/son reflexiones entre si con 
respecto a la recta y = x. Ademas se dice que las graficas de f ~ 1 y / son simetricas con res- 
pecto a la recta y = x. 
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FIGURA 1.5.6 Graficas de/y/ 1 
en el ejemplo 4 



Graficas de f y f~ 


EJEMPLO 3 


En el ejemplo 2 vimos que la inversa de y = x 3 es y = x 1 ^. En las FIGURAS 1.5.5a) y 1.5.5 b) se 
muestran las graficas de estas funciones; en la figura 1.5.5c), las graficas estan superpuestas 
en el mismo sistema de coordenadas para ilustrar que las graficas son reflexiones entre si en 
la recta y = x. 





FIGURA 1.5.5 Graficas de/y/ 1 en el ejemplo 3 ■ 


Toda funcion lineal fix) = ax + b, a =£ 0, es uno a uno. 


EJEMPLO 4 


Inversa de una funcion 


Encuentre la inversa de la funcion lineal/(x) = 5x — 7. 


Solucion Puesto que la grafica de y = 5x — 7 es una recta no horizontal, por la prueba de 
la recta horizontal se concluye que/es una funcion uno a uno. Para encontrar / -1 , x se des- 
peja en y = 5x — 7: 

1 7 

5x = y + 7 implica x = -y + - 

A1 reetiquetar las variables en la ultima ecuacion se obtiene y = \x + En consecuen- 
cia, f~\x) = j-x + l. Las graficas de/y se comparan en la FIGURA 1.5.6. ■ 


Ninguna funcion cuadratica fix) = ax 2 + bx + c, a ¥= 0, no es uno a uno. 


■ Dominios restringidos Para una funcion/que no es uno a uno, puede ser posible restringir 
su dominio de modo que la nueva funcion que consta de/definida sobre este dominio restringi- 
do sea uno a uno y asi tenga una inversa. En la mayor parte de los casos es aconsejable restrin¬ 
gir el dominio de modo que la nueva funcion retenga su rango original. El siguiente ejemplo ilus- 
tra este concepto. 


EJEMPLO 5 


Dominio restringido 


En el ejemplo 1 se demostro graficamente que la funcion cuadratica/(x) = x 2 + 1 no es uno 
a uno. El dominio de/es (— oo, oo), y como se observa en la FIGURA 1.5.7a), el rango de/es 
fl,oo). Luego, al definir /(x) = x 2 + 1 solo en el intervalo [0, oo), vemos dos cosas en la 
figura 1.5.7/?): el rango de/se preserva y fix) = x 2 + 1 confinada al dominio [0, oo) pasa la 
prueba de la recta horizontal; en otras palabras, es uno a uno. La inversa de esta nueva fun¬ 
cion uno a uno se obtiene como de costumbre. Al despejar x de y = x 2 + 1 y volviendo a eti- 
quetar las variables se obtiene 

x = ± Vy — 1 y asi 


y = ±Vx - 1. 






















El signo algebraico idoneo en la ultima ecuacion se determina a partir del hecho de que el 
dominio y rango de f~ l son [l,oo) y [0, oo), respectivamente. Esto obliga a escoger 
f~ l (x) = Vjc — 1 como la inversa de / Yea la figura 1.5.7c). 
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y = x 2 + 1 
sobre oc) 



y = x 2 + 1 
sobre [0, oo) 



a) No es una funcion uno a uno b) Funcion uno a uno 

FIGURA 1.5.7 Funcion inversa en el ejemplo 5 



c) Inversa de la funcion en el inciso b) 


■ Funciones trigonometricas inversas Aunque ninguna de las funciones trigonometricas es uno 
a uno, al restringir convenientemente cada uno de sus dominios es posible definir seis funciones 
trigonometricas inversas. 


■ Funcion seno inverso A partir de la FIGURA 1.5.8a) se observa que la funcion y = sen x sobre 
el intervalo cerrado [—7r/2, it/2] asume todos los valores en su rango [—1,1]. Observe que cual- 
quier recta horizontal trazada para cortar la porcion roja de la grafica puede hacerlo cuanto 
mucho una vez. Por tanto, la funcion seno sobre este dominio restringido es uno a uno y tiene 
una inversa. Entre los matematicos hay dos notaciones de uso comun para denotar la inversa de 
la funcion que se muestra en la figura 1.5.8Z?): 

sen -1 v o arcsen x, 

que se leen seno inverso de x y arcseno de x , respectivamente. 




a) No es una funcion uno a uno b) Funcion uno a uno 

FIGURA 1.5.8 Restriccion del dominio de y = sen x para obtener una funcion uno a uno 

En la FIGURA 1.5.9a) se ha reflejado la porcion de la grafica de y = sen x sobre el intervalo 
[—7r/2,7r/2] (la grafica roja en la figura 1.5.8 b) en la recta y = x para obtener la grafica de 
y = sen -1 x (en azul). Por razones de claridad, esta grafica azul se ha reproducido en la figura 
1.5.%). Como se muestra en esta grafica, el dominio de la funcion seno inverso es [—1, 1] y 
el rango es [— 77 / 2 , 77 / 2 ]. 




FIGURA 1.5.9 La grafica de la funcion seno inverso es la curva azul 


4 El sistema algebraico compu- 
tacional Mathematica usa la 
notacion arcseno. 
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Lea este parrafo varias veces. 



FIGURA 1.5.10 El angulo t = 
sen -1 \ en el ejemplo 7 


Definicion 1.5.3 Funcion seno inverso 

La funcion seno inverso, o funcion arcseno, se define por 

y = sen -1 x si y solo si x = seny, (6) 

donde —1 ^ x < 1 y — 7r/2 < y < 7 t/2 . 


En palabras: 

• El seno inverso del numero x es el numero y (o angulo medido en radianes) entre 
—7 t/ 2 y 7 t/ 2 cuyo seno es x. 

Los simbolos y = arcsen x y y = sen -1 x son sinonimos en matematicas y sus aplicacio- 
nes, de modo que se alternara su uso para que usted se sienta comodo con ambas notaciones. 


EJEMPLO 6 


Evaluacion de la funcion seno inverso 


Encuentre 

a) arcsen ^ 


b ) sen "‘(4) 


y c ) sen *(—1). 


Solucion 

a) Si se hace y = arcsen entonces por (6) es necesario encontrar el numero y (o angulo 
medido en radianes) que satisface sen y = \ y — 77/2 < y < 77 / 2 . Puesto que sen(7r/6) 
= | y 7r/6 satisface la desigualdad — 7r/2 < y < 7 t/2 , se concluye que 

77 

y= 6 - 

b) Si se hace y = sen _1 (—|), entonces sen y = — Puesto que es necesario escoger y tal 
que — 7t/2 < y < 77 / 2 , encontramos que y = — 77 / 6 . 

c) A1 hacer y = sen _1 (—1), tenemos que sen y = —1 y — 77/2 ^ y ^ tt/2. Por tanto, 

y = - 77 / 2 . ■ 


► En los incisos b) y c) del ejemplo 6 se tuvo cuidado para escoger y de modo que 
— 77/2 < y < 77 / 2 . Por ejemplo, un error comun suele ser pensar que como sen(37r/2) = —1, 
entonces necesariamente sen _1 (— 1) puede tomarse como 377/2. Recuerde: si y = sen -1 x, enton¬ 
ces y esta sujeto a la restriccion — 77/2 < y < 77 / 2 , y 377/2 no satisface esta desigualdad. 


EJEMPLO 7 


Evaluacion de una composicion 


Sin usar calculadora, encuentre tan(sen 1 0. 

Solucion Es necesario encontrar la tangente del angulo de t radianes con seno igual a es 

decir, tan t donde t = sen _1 |. El angulo t se muestra en la FIGURA 1.5.10. Puesto que 

sen t 1/4 

tan t = -= - 1 —, 

cos t cos t 


queremos determinar el valor de cos t. A partir de la figura 1.5.10 y la identidad pitagorica 
sen 2 t + cos 2 t = 1, vemos que 


Por tanto, 


y asi 


(i) + cos2 ? = 1 


o bien, 


cos t = 


VT5 

4 


tan t = 


1/4 

VT5/4 


tan l 


sen 


!) 


_ _\_ 

VT5 

tan t = 


_ Vl5 
15 ’ 

VI5 

15 ' ■ 


El procedimiento que se ilustra en el ejemplo 10 constituye un metodo alterno para resol¬ 
ver el ejemplo 7. 
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■ Funcion coseno inverso Si el dominio de la funcion coseno se restringe al intervalo cerrado 
[0, tt] , la funcion resultante es uno a uno y entonces tiene una inversa. Esta inversa se denota 
por 

cos _1 x obien, arccosx, 
lo cual proporciona la siguiente definicion. 


Definicion 1.5.4 Funcion coseno inverso 

La funcion coseno inverso, o funcion arccoseno, se define por 

y = cos _1 x si y solo si x = cosy, (7) 

donde —1 < x < lyO < y < tt. 


La grafica mostrada en la FIGURA 1.5.11 ilustra la forma en que la funcion y = cos x res- 
tringida al intervalo [0, tt] se vuelve una funcion uno a uno. 




a) No es una funcion uno a uno b) Funcion uno a uno 

FIGURA 1.5.11 Restriccion del dominio de y = cos x para obtener una funcion uno a uno 



FIGURA 1.5.12 Grafica de 
la funcion coseno inverso 


Al reflejar la grafica de la funcion uno a uno en la figura 1.5.11/?) en la recta y = x se obtiene 
la grafica de y = cos -1 x mostrada en la FIGURA 1.5.12. La figura muestra con toda claridad que 
el dominio y el rango de y = cos -1 x son [—1,1] y [0, 7r], respectivamente. 


EJEMPLO 8 


Evaluacion de la funcion coseno inverso 


Evalue arccos(- V3/2). 


Solucion Si y = arccos(—V3/2), entonces cos y = — V3/2. El unico numero en [0, tt] para 
el cual se cumple esto es y = 5tt/6. Es decir, 


arccos 



57 T 

6 ' m 


EJEMPLO 9 


Escriba sen(cos 


Evaluacion de composicion de funciones 

-1 x) como una expresion algebraica en v. 


Solucion En la FIGURA 1.5.13 se ha construido un angulo de t radianes cuyo coseno es igual a 
v. Asi, t = cos -1 x, o x = cos t, donde 0 < t < 7r. Luego, para encontrar sen(cos -1 x) = sen t, 
usamos la identidad sen 2 f + cos 2 t = 1. Asi 


sen 2 t + x 2 = 1 

sen 2 t = 1 — x 2 
sen t = Vl - x 2 
sen(cos _1 x) = \/l — x 2 . 

Se usa la raiz cuadrada positiva de 1 - x 2 , puesto que el rango de cos 
del angulo t en los cuadrantes primero o segundo es positivo. 


x es [0, 7r], y el seno 



FIGURA 1.5.13 El angulo t = 
cos -1 x en el ejemplo 9 
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■ Funcion tangente in versa Si el dominio de tan v se restringe al intervalo abierto 
(— 77 / 2 , 7t/ 2), entonces la funcion resultante es uno a uno y, por tanto, tiene una inversa. Esta se 
denota por 

tan~ l x obien, arctanv. 


Definicion 1.5.5 Funcion arctangente 

La funcion tangente inversa, o funcion arctangente, se define por 

y = tan -1 x si y solo si x = tan y, (8) 

donde —00 < x < 00 y — 7t/2 < y < tt/2. 


Las graficas mostradas en la FI GURA 1.5.14 ilustran como la funcion y = tan x restringida al 
intervalo abierto (—tt/2, tt/2) se vuelve una funcion uno a uno. Al reflejar la grafica de la 
funcion uno a uno en la figura 1.5.14/?) en la recta y = x se obtiene la grafica de y = tan -1 x 
mostrada en la FIGURA 1.5.15. En la figura se observa que el dominio y el rango de y = tan -1 x 
son, respectivamente, los intervalos (— 00 , 00 ) y ( — 7t/2, tt/2). Por ejemplo, y = tan _1 (—1) = 
—7 t/ 4 puesto que —7r/4 es el unico numero en el intervalo (— 77 / 2 , 77 / 2 ) para el cual 
tan ( — 77/4) = -1. 


y = tanx 



a) No es una funcion uno a uno b) Funcion uno a uno 

FIGURA 1.5.14 Restriccion del dominio de _y = tan x para obtener una funcion uno a uno 


y. 


7 T 



2 


FIGURA 1.5.15 Grafica de la 
funcion tangente inversa 



2 


3 

FIGURA 1.5.16 Triangulo en el 
ejemplo 10 


EJEMPLO 10 


Evaluacion de composiciones de funciones 


Sin usar calculadora, encuentre cos (arctan f). 


Solucion Si se hace y = arctan |, entonces tan y = f. Al usar el triangulo rectangulo en la 
FIGURA 1.5.16 como ayuda, se ve que 


cosl arctan - I = cosy = 


Vl3 


■ Propiedades de las inversas Recuerde por (5) que/ -1 (/(x)) = x y/(/ -1 (x)) = ise cum- 
plen para cualquier funcion/y su inversa si hay restricciones idoneas sobre v. Por tanto, para las 
funciones trigonometricas inversas tenemos las siguientes propiedades. 


Teorema 1.5.2 Propiedades de las funciones trigonometricas inversas 

i ) sen -1 (senv) = arcsen(senv) = v si — 77/2 < x < 77/2 

ii) sen(sen _1 v) = sen(arcsenv) = x si — 1 1 

iii) cos -1 (cosv) = arccos(cosv) = x si 0 < x < 77 

iv) cos(cos _1 v) = cos(arccosv) = v si — 1 1 

v) tan -1 (tanv) = arctan(tanv) = x si — 77/2 < x < 77/2 

vi) tan(tan -1 v) = tan(arctanv) = v si — 00 <x< 00 
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EJEMPLO 11 


Aplicacion de las propiedades inversas 


Sin usar calculadora, evalue 


a) 



b ) tan -1 



Solucion 

a ) Por el teorema 1.5.2/v), cos(cos _1 |) = 

b) En este caso no es posible aplicar la propiedad v), puesto que 377-/4 no esta en el 
intervalo (—77-/2, 77-/2). Si primero se evalua tan(3 77-/4) = — 1, entonces se tiene 

_i/ 3ir\ _i, _ 77 

tan ^tan—J = tan ‘(-1) = B 


■ Inversas de otras funciones trigonometricas Con los dominios restringidos de manera con- 
veniente, las funciones trigonometricas restantes y = cot x, y = sec x y y = esc x tambien tie- 
nen inversas. 


Definicion 1.5.6 Otras funciones trigonometricas inversas 

/) y = cot -1 x si y solo si x = cot y, — oo<x<ooy0<y<77 

ii) y = sec -1 x si y solo si x = sec y, |x| > 1 y 0 < y < 77, y ¥= 77/2 

in) y = csc _1 x si y solo si v = esc y, |x| > 1 y — 77/2 < y < 77 / 2 , y =£ 0 


Las graficas de y = cot 1 x, y = sec 1 x y y = esc 1 x, asi como sus dominios y rangos, 
se resumen en la FIGURA 1.5.17. 





a) y = cotT 1 x 

dominio: (—00 s 00) 
rango: (0, 77) 


b)y = sec x 

dominio: (—°°, —1] U[l, °°) 
rango: [0, tt!2) U(7t/2, 7t] 


c) _y = esc x 

dominio: (— 00 , -1]U[1,°°) 
rango: [—7 t/ 2, 0) U(0, 7r/2] 


FI GURA 1.5.17 Graficas de las funciones cotangente inversa, secante inversa y cosecante inversa 


f(x ) NOTAS DESDE EL AULA 

Los rangos especificados en las definiciones 1.5.3, 1.5.4, 1.5.5 y 1.5.6/) son reconocidos inter- 
nacionalmente y surgieron de la limitacion mas logica y conveniente de la funcion original. 
Asi, cuando vemos arccos x o tan -1 x en cualquier contexto, sabemos que 0 < arccosx < 77 
y — 77/2 < tan _1 x < 77 / 2 . Estas convenciones son las mismas que las usadas en calcu- 
ladoras cuando se usan las teclas |sen -1 [ Icos -1 ! y Itan"! Sin embargo, no existe ningun acuer- 
do universal sobre los rangos de y = sec -1 x o y = esc -1 x. Los rangos especificados en ii) y 
iii) en la definicion 1.5.6 son cada vez mas populares porque se trata de los rangos emplea- 
dos en sistemas algebraicos computacionales como Mathematica y Maple. Sin embargo, es 
necesario tener en cuenta que hay textos conocidos de calculo que definen el dominio y el 
rango de y = sec -1 x como 

dominio: (- 00 , -1] U [1, 00 ), rango: [0, tt/2) U [ 77 , 377/2), 
y el dominio y el rango de y = esc -1 x como 

dominio: ( — 00 , —1] U [1, 00 ), 


rango: (0, 77 / 2 ] U (77, 377/2]. 























46 CAPfrULO 1 Funciones 


Ejercicios 1.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-6. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, vuelva a leer la introduccion de esta 
seccion. Luego explique por que la funcion / dada no es uno 
a uno. 

1. f{x) = 1 + x(x — 5) 2. f(x) = x 4 + 2x 2 

En los problemas 3-8, determine si la funcion dada es uno a 
uno al analizar su grafica. 

3. fix) = 5 4. fix) = 6x- 9 

5. fix) = \x +3 6. f(x)=\x+l\ 

7. fix) = x 3 — 8 8. fix) = x 3 — 3x 


En los problemas 23 y 24, trace la grafica de / 1 a partir de 
la grafica de /. 



FIGURA 1.5.18 Grafica para 
el problema 23 



FIGURA 1.5.19 Grafica para 
el problema 24 


En los problemas 9-12, la funcion / dada es uno a uno. 
Encuentre f ] . 

9. fix) = 3x 3 + 7 
10. f(x) = V 2x - 4 

n. m - 

12. f(x ) = 5- - x 

En los problemas 13 y 14, compruebe que/(/ _1 (x)) = x y 
f~\f(x)) = x. 

13. fix) = 5x - 10 ,f~\x) = |x + 2 

14. m = TTT.r'w = ^ 

En los problemas 15-18, la funcion/dada es uno a uno. Sin 
determinar la inversa, encuentre el dominio y el rango de/ -1 . 

15. fix) = VxT2 

16. fix) = 3 + V2x - 1 

17 . M = ^ 

1*. /w - 


En los problemas 25 y 26, trace la grafica de / a partir de la 
grafica de/ -1 . 



FIGURA 1.5.20 Grafica 
para el problema 25 



para el problema 26 


En los problemas 27-30, encuentre una funcion inversa f~ 
cuyo rango sea el mismo que el de la funcion dada al res- 
tringir de manera conveniente el dominio de /. 

27. fix) = (5 - 2x) 2 28. fix) = 3x 2 + 9 

29. fix) = x 2 + 2x + 4 30. fix) = — x 2 + 8x 

31. Si las funciones/y g tienen inversas, puede demostrarse 
que 

( f°g)~ l = g~ l °r l - 

Compruebe esto para fix) = x 3 y g(x) = 4x + 5. 

32. La ecuacion y = ^Vx — ^/y define una funcion uno a 
uno y = fix). Encuentre/ -1 (x). 


En los problemas 19 y 20, la funcion/dada es uno a uno. 
Sin determinar la inversa, encuentre el punto sobre la grafica 
de / -1 correspondiente al valor indicado de x en el 
dominio de/ 

19. fix) = 2x 3 + 2x; x = 2 

20. fix) = 8x — 3; x = 5 

En los problemas 21 y 22, la funcion/dada es uno a uno. 
Sin determinar la inversa, encuentre x en el dominio de f ~ 1 
que satisface la ecuacion indicada. 

21. fix) = x + Vi; / -1 (x) = 9 


En los problemas 33-34, obtenga el valor exacto de la expre- 
sion dada. No use calculadora. 

^ 34. cos -1 1 


33. arccos^— 

35. arctan(l) 

37. cot _1 (-l) 

39. arcsen^—— J 
41. sen(arctan ^ 


43. tan( cot 1 


36. tan l \/3 
38. sec -1 (—1) 

40. arccot(-V3) 
42. cos(sen _1 |^ 


44. esc (tan 
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En los problemas 45-48, evalue la expresion dada por medio 
de una identidad trigonometrica idonea. 

45. sen^2sen -1 ^ 46. cos^2cos -1 ^j 

/ ^3 2\ 

47. sen(^arcsen ——F arccos-J 48. cos (tan -1 4 — tan -1 3) 

En los problemas 49-52, escriba la expresion dada como una 
cantidad algebraica en x. 

49. cos (sen 1 x) 50. tan (sen 1 x) 

51. sec (tan 1 x) 52. sen(sec 1 x), x > 1 

En los problemas 53 y 54, compruebe graficamente las iden- 
tidades por una reflexion y un desplazamiento vertical. 

53. sen -1 x + cos -1 x = ^ 

77 

54. arccot x + arctan x = — 

55. Demuestre que sec -1 x = cos -1 (l/x) para |x| > 1. 

56. Demuestre que esc -1 x = sen -1 (l/x) para |x| > 1. 

57. Si t = sen -1 (—2/V5), encuentre los valores exactos de 
cos t , tan t , cot t , sec t y esc t. 

58. Si 6 = arctan^, encuentre los valores exactos de sen 6 , 
cos 6 , cot 6 , sec 6 y esc 6. 

= Problemas con calculadora/SAC 

La mayorfa de las calculadoras carece de teclas para esc -1 x 
y sec -1 x. En los problemas 59 y 60, use una calculadora y 
las identidades en los problemas 55 y 56 para calcular la can¬ 
tidad dada. 

59. a) sec -1 (-V2) b) esc -1 2 

60. a) sec -1 (3.5) b) csc -1 (-1.25) 

61. Use una calculadora para comprobar: 

a) tan(tan -1 1.3) =1.3 y tan -1 (tanl.3) =1.3 

b) tan (tan -1 5) = 5 y tan -1 (tan5) = -1.2832 

Explique por que tan -1 (tan5) =f= 5. 

62. Sea x = 1.7 radianes. Compare, de ser posible, los valores 
de sen -1 (sen x) y sen(sen -1 x). Explique las diferencias. 

= Aplicaciones 

63. Considere una escalera de longitud L apoyada en un 
muro con una carga en el punto P como se muestra en 
la FIGURA 1.5.22. El angulo /3, al que la escalera esta al 
borde de deslizarse, esta definido por 

Z = TT?( C + 

donde c es el coeficiente de friccion entre la escalera y 
el piso. 

a) Encuentre /3 cuando c = 1 y la carga esta en la parte 
superior de la escalera. 


b ) Encuentre /3 cuando c = 0.5 y la carga esta a \ de la 
longitud de la escalera empezando desde el piso. 



FIGURA 1.5.22 Escalera en el problema 63 


64. Un avion se desplaza hacia el oeste a velocidad cons- 
tante iq cuando sopla viento desde el norte a velocidad 
constante v 2 . El rumbo del avion al sur del oeste esta 
dado por 6 = tan -1 (u 2 / iq). Vea la FIGURA 1.5.23. Encuentre 
el rumbo de un avion que se desplaza hacia el oeste a 
300 km/h si sopla viento desde el norte a 60 km/h. 



FIGURA 1.5.23 Avion en el problema 64 

= Piense en ello 

En los problemas 65 y 66, use calculadora o un sistema alge- 
braico computacional para obtener la grafica de la funcion 
dada donde x es cualquier numero real. Explique por que las 
graficas no violan los teoremas 1.5.2/) y 1.5.2///). 

65. fix) = sen -1 (sen x) 66. fix) = cos -1 (cosx) 

67. Analice: ^es posible que una funcion uno a uno sea 
periodica? 

68. ^Como estan relacionadas las funciones uno a uno y = 
fix) en las FIGURAS 1.5.24a) y 1.5.24/?) con las funciones 
inversas y = / _1 (x)? Encuentre por lo menos tres fun¬ 
ciones explicitas con esta propiedad. 




FIGURA 1.5.24 Grafica para el problema 68 
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En (1), la base b se restringe a 
numeros positivos para garanti- 
zar que b x sea un numero real. 
Tambien, b = 1 carece de interes 
puesto que/(x) = l x = 1. 


Una definicion de b x , para x irra- 
cional, esta dada por 

b x = lim b\ 

t->x 

donde t es racional. Esto se lee 
“b x es el limite de b* cuando t 
tiende a x”. Los llmites se es- 
tudiaran en detalle en el ca- 
pitulo 2. 


1.6 Funciones exponencial y logaritmica 

■ Introduce ion En las secciones precedentes se consideraron funciones como fix) = x 2 ; es 
decir, una funcion con una base variable x y una potencia o exponente constante 2. A continua- 
cion abordaremos funciones como fix) = 2 X con una base constante 2 y exponente variable x. 


► 


Definicion 1.6.1 Funcion exponencial 

Si b > 0 y b 1, entonces una funcion exponencial y = /(x) es una funcion de la forma 

m = b x . (i) 

El numero b se denomina base y x se denomina exponente. 


El dominio de una funcion exponencial / definida en (1) es el conjunto de numeros rea¬ 
les (—oo, oo). 


■ Exponentes Debido a que el dominio de una funcion exponencial (1) es el conjunto de 
numeros reales, el exponente x puede ser un numero racional o irracional. Por ejemplo, si la base 
b = 3 y el exponente x es un numero racional , x = | y x = 1.4, entonces 
3 l /5 = ^3 y 3 1.4 = 3 14/10 = 37/5 = ^7 

La funcion (1) tambien esta definida para todo numero irracional x. El siguiente procedimiento 
ilustra una forma para definir un numero como 3^. A partir de la representacion decimal V2 
= 1.414213562 . . . se observa que los numeros racionales 


1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, ... 

► son sucesivamente mejores aproximaciones a V2. A1 usar estos numeros racionales como 
exponentes, es de esperar que los numeros 

gl gl.4 ^ 1.41 gl.414 gl.4142 gl.41421 

sean sucesivamente mejores aproximaciones a 3^. De hecho, puede demostrarse que esto 
es cierto con una definicion precisa de b x para un valor irracional de x. Pero a nivel practico es 
posible usar la tecla [y*j de una calculadora para obtener la aproximacion 4.728804388 para 


,V2 


■ Leyes de los exponentes Puesto que b x esta definido para todos los numeros reales x cuan¬ 
do b> 0, puede demostrarse que las leyes de los exponentes se cumplen para todos los exponen¬ 
tes que sean numeros reales. Si a > 0, b > 0 y x, x x y x 2 denotan numeros reales, entonces 


0 b Xl • b x2 = b x14 

«v) ^ = b-- 


b x ‘ 

a ) 


v) (,aby = a x b x 


Hi) ( b x ') x2 = 


aY a •* 

v;) U = v 


■ Graficas Para (1) se distinguen dos tipos de graficas, dependiendo de si la base b satisface 
b>loO<b<l.El siguiente ejemplo ilustra las graficas de/(x) = 3 X y fix) = (|) A . Antes de 
graficar es posible hacer algunas observaciones intuitivas sobre ambas funciones. Puesto que las 
bases b = 3 y b = \ son positivas, los valores de 3 X y (j)* son positivos para todo numero real x. 
Ademas, ni 3 X ni (j)* pueden ser 0 para ninguna x, de modo que las graficas de fix) = 3 X y 
fix) = (j)* no tienen intersecciones x. Tambien, 3° = 1 y (j)° = 1 significan que las graficas 
d Q fix) = 3 X y fix) = (!)* tienen la misma interseccion y (0, 1). 


EJEMPLO 1 


Graficas de funciones exponenciales 


Grafique las funciones 
a) f(x ) = 3* 


b ) fix) 
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Solucion 

a) Primero se elabora una tabla de algunos valores funcionales correspondientes a valo- 
res de x seleccionados de antemano. Como se muestra en la FIGURA 1.6.1a), se trazan los 
puntos correspondientes obtenidos a partir de la tabla 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

fix) 

1 

27 

1 

9 

1 

3 

1 

3 

9 


y se unen con una curva continua. La grafica muestra que / es una funcion creciente 
sobre el intervalo (— oo, oo). 

b) Procediendo como en el inciso a ), se elabora una tabla de algunos valores 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

fix) 

27 

9 

3 

1 

1 

3 

1 

9 


de la funcion correspondientes a valores de x seleccionados de antemano. Observe, 
por ejemplo, por las leyes de los exponentes /(—2) = (j) -2 = (3 -1 ) -2 = 3 2 = 9. 
Como se muestra en la figura 1.6.1 b), se trazan los puntos correspondientes obteni¬ 
dos a partir de la tabla y se unen con una curva continua. En este caso, la grafica 
muestra que/es una funcion decreciente sobre el intervalo (— 00 , 00 ). ■ 

Nota: Las funciones exponenciales con bases que satisfacen 0 < b < 1, como b = \, a 
menudo se escriben en forma alterna. A1 escribir y = (|)* como y = (3 -1 ) 1 y usando iii) de las 
leyes de los exponentes se observa que y = (|)* es lo mismo que y = 3~ x . 

■ Asmtota horizontal La FIGURA 1.6.2 ilustra las dos formas generales que puede tener la grafica 
de una funcion exponencial/(x) = b x . Pero hay un aspecto mas importante de todas estas graficas. 
Observe en la figura 1.6.2 que para 0 < b < 1, los valores de la funcion/(x) tienden a 0 cuando x 
crece sin cota en la direccion positiva (la grafica roja), y para b > 1 los valores funcionales/(x) 
tienden a 0 cuando x se crece sin cota en la direccion negativa (la grafica azul). En otras palabras, 
la recta y = 0 (el eje x) es una asmtota horizontal para ambos tipos de graficas exponenciales. 

■ Propiedades de una funcion exponencial La lista siguiente resume algunas de las propieda- 
des importantes de la funcion exponencial/con base b. Vuelva a analizar las graficas en la figu¬ 
ra 1.6.2 mientras lee la lista. 

• El dominio de/es el conjunto de numeros reales; es decir, ( — 00 , 00 ). 

• El rango de/es el conjunto de numeros reales positivos; es decir, (0, 00 ). 

• La interseccion y de/es (0, 1). La grafica no tiene interseccion x. 

• La funcion/es creciente sobre el intervalo ( — 00 , 00 ) para b > 1 y decreciente sobre 
el intervalo ( — 00 , 00 ) para 0 < b < 1. 

• El eje x, es decir y = 0, es una asmtota horizontal para la grafica de /. 

• La funcion / es uno a uno. 

Aunque todas las graficas de y = b x cuando b > 1 comparten la misma forma basica y 
todas pasan por el mismo punto (0, 1), hay algunas diferencias sutiles. Mientras mas grande 
es la base b , el ascenso de la grafica es mas pronunciado cuando x crece. En la FIGURA 1.6.3 se 
comparan las graficas de y = 5 x ,y = 3*, y = 2 X y y = (1.2)* en verde, azul, dorado y rojo, 
respectivamente, sobre los mismos ejes de coordenadas. A partir de esta grafica observamos 
que los valores de y = (1.2)* crecen lentamente cuando x crece. 

El hecho de que (1) es una funcion uno a uno se concluye a partir de la prueba de la recta 
horizontal que se analizo en la seccion 1.5. 

■ El numero e La mayorfa de los estudiantes de matematicas ha escuchado acerca del famoso 
numero irracional 7 t = 3.141592654. . . , y quizas haya trabajado con el. En calculo y matema¬ 
ticas aplicadas, podria decirse que el numero irracional 



b) 

FIGURA 1.6.1 Grafica de las fun¬ 
ciones en el ejemplo 1 


y. 



y =0 y =0 

asmtota asmtota 


horizontal horizontal 
FIGURA 1.6.2 / creciente para 
b > 1; / decreciente para 0 < 
b < 1 



FIGURA 1.6.3 Graficas d e y = b x 
para b = 1.2, 2, 3, 5 


e = 2.718281828459. . . 


( 2 ) 
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FIGURA 1.6.4 y = e es una asm- 
tota horizontal de la grafica de / 



H-1-1- \—*-X 

a) 



—\ - 1 - 1 - 1 — 

b) 

FIGURA 1.6.5 Funcion exponen¬ 
tial natural en a) 


desempena un papel mas importante que el numero tt. La definicion usual del numero e es 
que se trata del numero al que se acerca la funcion/(x) = (1 + l/x) x cuando se deja que x 
crezca sin cota en la direccion positiva. Si el shnbolo de flecha —» representa la expresion se 
acerca , entonces el hecho de que /(x) —> e cuando x —> oo es evidente en la tabla de valores 
numericos de/ 


X 

100 

1 000 

10 000 

100 000 

1 000 000 

(1 + 1 fxf 

2.704814 

2.716924 

2.718146 

2.718268 

2.718280 


y a partir de la grafica en la FIGURA 1.6.4. En la figura, la recta horizontal discontinua roja y = e 
es un asmtota horizontal de la grafica de /. Tambien se dice que e es el Umite de f(x) = 
(1 + l/x) x cuando x ^ oo y se escribe 


e = 


lfm(l + IT. 

x —^oo V xJ 


( 3 ) 


A menudo observara una definicion alterna del numero e. Si en (3) se hace h= 1/x, entonces 
cuando x —» oo tendremos simultaneamente 0. Por tanto, una forma equivalente de (3) es 


e = lim(l + h) 1/h . 

/z—> 0 


( 4 ) 


■ La funcion exponencial natural Cuando la base en (1) se escoge como b = e, la funcion fix) 
= e x se denomina funcion exponencial natural. Puesto que b = e> \ y b = \/e <\,\as grafi- 
cas de y = e x y y = e~ x se proporcionan en la FIGURA 1.6.5. A la vista de ello, f(x) = e x no 
cuenta con ninguna caracteristica observable que la distinga, por ejemplo, de la funcion f(x) 
= 3 X , y no tiene ninguna propiedad especial diferente a las que se proporcionaron en la lista 
de la pagina 49. Preguntas de por qu 6f(x) = e x es una funcion “natural” y francamente la fun¬ 
cion exponencial mas importante, se responderan en los siguientes capitulos y en sus cursos 
mas alia de calculo. 


■ Inversa de la funcion exponencial Puesto que una funcion exponencial y = b x es uno a uno, 
se sabe que tiene una funcion inversa. Para encontrar su inversa, se intercambian las variables x 
y y para obtener x = b y . Esta ultima formula define a y como una funcion de x: 

• y es el exponente de la base b que produce x. 

Al sustituir la palabra exponente por la palabra logaritmo , la linea precedente puede volver a 
escribirse como: 

• y es el logaritmo de la base b que produce x. 

La ultima linea se abrevia usando la notacion y = \og b x y se denomina funcion logaritmica. 


Definicion 1.6.2 Funcion logaritmica 

La funcion logaritmica con base b > 0, b A 1 , se define por 

y = \og b x si y solo si x = b y . (5) 


Para b > 0 no hay ningun numero real y para el cual b y sea 0 o negativo. Asi, a partir de 
x = b y se concluye que x > 0. En otras palabras, el dominio de una funcion logaritmica 
y = \og b x es el conjunto de numeros reales positivos (0, oo). 

Para enfatizar, todo lo que se ha dicho en las frases precedentes es: 

• La expresion logaritmica y = \og b x y la expresion exponencial x = h? son equivalentes. 

es decir, significan lo mismo. Como una consecuencia, dentro de un contexto especifico como 
al resolver un problema, es posible usar cualquier forma que sea la mas conveniente. La lista 
siguiente ilustra varios ejemplos de declaraciones logaritmicas y exponenciales equivalentes: 
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Forma logaritmica 

Forma exponencial 

logs 9 = 2 

9 = 3 2 

logs 2 = 5 

CO 

’oo 

II 

<N 

log 1G 0.001 = -3 

0.001 = 10“ 3 

log,,5 = -1 

5 = b~ l 


■ Graficas Debido a que una funcion logaritmica es la inversa de una funcion exponencial, es 
posible obtener la grafica de la primera al reflejar la grafica de la segunda en la recta y = x. A 
medida que inspeccione las dos graficas en la FIGURA 1.6.6, recuerde que el dominio (— oo, oo) y 
el rango (0, oo) de y = b x se vuelven, a su vez, el rango ( — oo, oo) y el dominio (0, oo) de 
y = \og b x. Observe que la interseccion y (0, 1) de la funcion exponencial (grafica azul) se vuel- 
ve la interseccion x (1, 0) de la funcion logaritmica (grafica roja). Tambien, cuando la funcion 
exponencial se refleja en la recta y = x, la asmtota horizontal y = 0 para la grafica de y = b x se 
vuelve una asmtota vertical para la grafica de y = log^ x. En la figura 1.6.6 se observa que para 
b > 1, x = 0, que es la ecuacion del eje y, es una asmtota vertical para la grafica de y = \og b x. 

■ Propiedades de la funcion logaritmica En la lista siguiente se resumen algunas de las pro- 
piedades importantes de la funcion logaritmica /(x) = log^x: 

• El dominio de/es el conjunto de numeros reales positivos; es decir, (0, oo). 

• El rango de/es el conjunto de numeros reales; es decir, (— oo, oo). 

• La interseccion x de/es (1, 0). La grafica de/no tiene interseccion y. 

• La funcion / es creciente sobre el intervalo (0, oo) para b > 1 y decreciente sobre el 
intervalo (0, oo) para 0 < b < 1. 

• El eje y, es decir, x = 0, es una asmtota vertical para la grafica de /. 

• La funcion / es uno a uno. 

Se pide su atencion especial para el tercer elemento de la lista anterior 

log£ 1=0 puesto que b° = 1. (6) 

Tambien, log^ b = 1 puesto que b l = b. (7) 

El resultado en (7) significa que ademas de (1, 0), la grafica de cualquier funcion logaritmica 
(5) con base b tambien contiene al punto ( b , 1). La equivalencia de y = log^x y x = b y tam¬ 
bien produce dos identidades utiles algunas veces. Al sustituir y = log^ x en x = b y , y luego 
x = b y en y = log^ x, se obtiene 


x = b lo ^ x y y= log,,//. (8) 

Por ejemplo, a partir de 2 log2l ° = 10 y log 3 3 7 = 7. 

■ Logaritmo natural Los logaritmos con base b = 10 se denominan logaritmos comunes y los 
logaritmos con base b = e se llaman logaritmos naturales. Ademas, suele ser costumbre escri- 
bir el logaritmo natural log^ x como In x. Puesto que b = e > 1, la grafica de y = In x tiene la 
forma logaritmica caracteristica que se muestra en rojo en la figura 1.6.6. Para la base b = e, (5) 
se vuelve 


y = In x si y solo si 

x = e y . 

(9) 

Los analogos de (6) y (7) para el logaritmo natural son 


In 1 = 0 puesto que 

e°=l. 

(10) 

In e = 1 puesto que 

Las identidades en (8) se vuelven 

e ] = e. 

(11) 

x = e lwc y y = 

Por ejemplo, a partir de (12), e ln25 = 25. 

In e y . 

(12) 



x = 0 
asmtota 
vertical 


FIGURA 1.6.6 Grafica de la fun¬ 
cion logaritmica con base b > 1 
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■ Leyes de los logaritmos Las leyes de los exponentes pueden volver a plantearse de manera 
equivalente como las leyes de los logaritmos. Por ejemplo, si M = b Xl y N = b x \ entonces por 
(5), Xi = lo g b M y x 2 = log b N. Por i) de las leyes de los exponentes, MN = b Xl+Xl . Esto, expre- 
sado como un logaritmo, es x x + x 2 = \og b MN. A1 sustituir x x y x 2 se obtiene log^ M + log^ N 
= log^ MN. Las partes restantes del siguiente teorema pueden demostrarse de la misma manera. 


Teorema 1.6.1 Leyes de los logaritmos 

Para cualquier base b > 0, b A 1, y numeros enteros positivos M y N: 
i ) \og b MN = lo g b M + \og b N 

a ) = lo S bM - log,,A/ 

Hi) lo g b M c = c\og b M , para cualquier numero real c. 


Leyes de los logaritmos 


EJEMPLO 2 


Simplifique y escriba ^ln36 + 2 In 4 como un logaritmo unico. 
Solucion Por Hi) de las leyes de los logaritmos, puede escribirse 


^ln36 + 2 In 4 = ln(36) 1/2 + ln4 2 = ln6 + In 16. 


Entonces, por i) de las leyes de los logaritmos, 
1 


^-ln36 + 21n4 - In6 + In 16 = In(6 • 16) = ln96. 


EJEMPLO 3 


Reescribir expresiones logantmicas 


Use las leyes de los logaritmos para volver a escribir cada expresion y evalue. 


a) In \Te 


b) \n5e 


c) ln- 

e 


Solucion 

a) Puesto que \Te = e por Hi) de las leyes de los logaritmos se tiene: 


In Vc = Inc 1 / 2 = ^ Inc = ^ 


a partir de (11), In e = 1 


b) Por i) de las leyes de los logaritmos y con una calculadora: 

In5c — In5 + Inc = In5 + 1 ~ 2.6094. a partir de (11), In e = 1 

c ) Por ii) de las leyes de los logaritmos: 


In- = lnl — Inc = 0 — 1 = —1. 

c 


a partir de (10) y (11) 


Observe que Hi) de las leyes de los logaritmos tambien puede usarse aqui: 


lnl = lne -i = 
c 


(-l)lnc = -1. 


EJEMPLO 4 


Solucion de ecuaciones 


a) Resuelva la ecuacion logaritmica In 2 + ln(4v — 1) = ln(2v + 5) para x. 

b) Resuelva la ecuacion exponencial c m = 7 para k. 
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Solucion 

a) Por i) de las leyes de los logaritmos, el miembro izquierdo de la ecuacion puede escri- 
birse 


In2 + In(4x - 1) = ln2(4x - 1) - In(8* - 2). 

Entonces, la ecuacion original es 

_ o 

ln(8x ~ 2) — ln(2x + 5) = 0 o bien In-——- = 0. 

2x + 5 

Por (9) se concluye que 

\ — e° = 1 o bien 8x - 2 = 2x 4- 5. 

2x 4- 5 

A partir de la ultima ecuacion encontramos que x = 
b) Se usa (9) para volver a escribir la expresion exponencial e l0k = 1 como la expresion 
logaritmica 10& = In 7. En consecuencia, con ayuda de una calculadora 

k = Trlii 7 « 0.1946. ■ 


■ Cambio de base La grafica de y = 2 X — 5 es la grafica de y = 2 X desplazada 5 unidades hacia 
abajo. Como se observa en la FIGURA 1.6.7, la grafica tiene una interseccion x. A1 hacer y = 0 vemos 
que x es la solucion de la ecuacion 2 X — 5 = 0 o 2 X = 5. Asi, una solucion perfectamente valida 
es x = log 2 5. Pero desde un punto de vista computacional (es decir, el hecho de expresar x como 
un numero), la ultima respuesta no es aconsejable porque ninguna calculadora tiene una funcion 
logaritmica con base 2. Podemos calcular la respuesta al cambiar log 2 5 al logaritmo natural al 
tomar simplemente el log natural de ambos miembros de la ecuacion exponencial 2 X = 5: 

ln2 x = In 5 
xln2 = In 5 

Nota : En realidad dividimos 

los logaritmos aqui— » X = -— ~ ~ 2.3219. 



FIGURA 1.6.7 Interseccion x de y 
= 2 X -5 


Por cierto, puesto que se empezo con x = log 2 5, el ultimo resultado tambien demuestra la igualdad 
log 2 5 = |^. Entonces, la interseccion x de la grafica es (log 2 5, 0) = (In5/ln2, 0) ~ (2.32, 0). 

En general, para convertir un logaritmo con cualquier base b > 0 en logaritmo natural, 
primero reescribimos la expresion logaritmica x = log^TV como una expresion exponencial 
equivalente b x = N. Luego se toma el logaritmo natural a ambos miembros de la ultima igual¬ 
dad xlnZ? = In A y se despeja x. Esto produce la formula general de cambio de base: 


log b N = 


In N 
In b' 


(13) 


Ejercicios 1.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-6. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, trace la grafica de la funcion dada. 
Encuentre la interseccion y y la asmtota horizontal de la gra¬ 
fica. 

i. m - (0“ 2 . m - (f)' 

3. /(x) = ~2 X 4. /(x) = —2~ x 

5. f(x) = -5 + e x 6. fix) = 2 + e~ x 


En los problemas 7-10, encuentre una funcion exponencial 
fix) = b x tal que la grafica de/pase por el punto dado. 

7. (3,216) 8. (-1,5) 

9. (—1, e 2 ) 10. (2, e) 

En los problemas 11-14, use una grafica para resolver la des- 
igualdad dada para x. 


11 . 2* > 16 


12. e* < 1 
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13. < 1 


14. 



8 


En los problemas 15 y 16, use/(— x) = fix) para demostrar 
que la funcion dada es par. Trace la grafica de /. 

15. f(x ) = e* 2 16. f(x ) = e"W 


En los problemas 17 y 18, use la grafica obtenida en los pro¬ 
blemas 15 y 16 como ayuda para trazar la grafica de la fun¬ 
cion / dada. 

17. fix) = 1 - e* 2 18. fix) = 2 + 3<T W 

19. Demuestre que f(x) = 2 X + 2~ x es una funcion par. 
Trace la grafica de /. 

20. Demuestre que fix ) = 2 X — 2~ x es una funcion impar. 
Trace la grafica de /. 


En los problemas 21 y 22, trace la grafica de la funcion / 
dada definida por partes. 


21. fix) 



x < 0 
x > 0 


22. fix) 



x < 0 
x > 0 


En los problemas 23-26, vuelva a escribir la expresion expo- 
nencial dada como una expresion logaritmica equivalente. 

23. 4 -1 / 2 = | 24. 9° = 1 

25. 10 4 = 10 000 26. 10 a3010 = 2 

En los problemas 27-30, vuelva a escribir la expresion loga¬ 
ritmica dada como una expresion exponencial equivalente. 

27. log 2 128 = 7 28. log 5 ^ = -2 

29. logvjBl = 8 30. log 16 2 = ± 

En los problemas 31 y 32, encuentre una funcion logaritmica 
fix) = 1 og b x tal que la grafica de/pase por el punto dado. 

31. (49,2) 32. (4,|) 


En los problemas 33-38, encuentre el valor exacto de la 
expresion dada. 

33. lne e 34. ln(<?V) 

35. 10 logl ° 62 36. 25 log5 8 

37. e~ ln7 38. <^ ln77 

En los problemas 39-42, encuentre el dominio de la funcion 
/ dada. Encuentre la interseccion x y la asmtota vertical de 
la grafica. Trace la grafica de /. 

39. fix) = -lnx 40. fix) = — 1 + lnx 

41. f(x) = —In(x + 1) 42. fix) = 1 + ln(x - 2) 

En los problemas 43 y 44, encuentre el dominio de la fun¬ 
cion / dada. 

43. fix) = In(9 - x 2 ) 44. fix) = In(x 2 - 2x) 

45. Demuestre que/(x) = In |x| es una funcion par. Trace la 
grafica de /. Encuentre las intersecciones x y la asmtota 
vertical de la grafica. 


46. Use la grafica obtenida en el problema 45 para trazar la 
grafica de y = In |x — 21. Encuentre las intersecciones x 
y la asmtota vertical de la grafica. 

En los problemas 47-50, use las leyes de los logaritmos para 
volver a escribir la expresion dada como un logaritmo. 

47. ln(x 4 - 4) - In(x 2 + 2) 48. ln^ - 21nx 3 - 41ny 
49. In5 + ln5 2 + ln5 3 - ln5 6 50. 51n2 + 21n3 - 31n4 


En los problemas 51-54, use las leyes de los logaritmos de 
modo que In y no contenga productos, cocientes ni potencias. 


51. >- = 


53. y = 


x 10 Vx 2 + 5 


i/8x- 


3 + 2 

(x 3 - 3) 5 (x 4 + 3x 2 + 1) : 


52. y = 


(2x + l)(3x + 2) 


4x + 3 


Vx(7x + 5) 9 
54. y = 64x 6 Vx + l^Kx 2 + 2 

En los problemas 55 y 56, use el logaritmo natural para 
encontrar x en el dominio de la funcion dada para el que / 
asume el valor indicado. 


55. fix) = 6 X ; fix) = 51 


56. fix) = [ | 


fix) = 7 


En los problemas 57-60, use el logaritmo natural para des- 
pejar x. 

57. 2 X+5 = 9 58. 4 • l 2x = 9 

59. 5* = 2e x+l 60. 3 2( * -1) = 2*“ 3 

En los problemas 61 y 62, despeje x. 

61. lnx + ln(x — 2) = ln3 

62. In3 + ln(2x - 1) = In4 + ln(x + 1) 

= Modelos matematicos 

63. Crecimiento exponencial Un modelo exponencial 
para el numero de bacterias en un cultivo en el instante 
t esta dado por Pf) = P Q e kt , donde P 0 es la poblacion 
inicial y k > 0 es la constante de crecimiento. 

a) Despues de 2 horas, se observa que el numero ini¬ 
cial de bacterias en un cultivo se ha duplicado. 
Encuentre un modelo de crecimiento exponencial 

Pitf 

b) Segun el modelo del inciso a), ^cual es el numero de 
bacterias presentes en el cultivo al cabo de 5 horas? 

c) Encuentre el tiempo necesario para que el cultivo 
crezca hasta 20 veces su tamano inicial. 

64. Desintegracion exponencial Un modelo exponencial 
para la cantidad de sustancia radiactiva remanente en el 
instante t esta dado por Ait) = A 0 e kt , donde A 0 es la can¬ 
tidad inicial y k < 0 es la constante de desintegracion. 

a) Al inicio estaban presentes 200 mg de una sustancia 
radiactiva. Despues de 6 horas, la masa habia decre- 
cido 3%. Elabore un modelo exponencial para la can¬ 
tidad de la sustancia en desintegracion remanente 
despues de t horas. 
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b ) Encuentre la cantidad remanente despues de 24 horas. 

c) Encuentre el instante en que A(t) = |A 0 se denomina 
vida media de la sustancia. ^Cual es la vida media 
de la sustancia en el inciso a)l 

65. Crecimiento logistico Un estudiante contagiado con el 
vims de influenza vuelve a un campus aislado de una uni- 
versidad donde hay 2 000 estudiantes. El numero de estu- 
diantes infectados despues de t dias del regreso del estu¬ 
diante se pronostica por medio de la funcion logistica 

P(t) = _ 2 000 

nt) 1 + 1 999e~ om5t 

a) Segun este modelo matematico, ^cuantos estudiantes 
estaran contagiados por la influenza despues de 5 dias? 

b) ^En cuanto tiempo estara infectada la mitad de la 
poblacion de estudiantes? 

c ) ^Cuantos estudiantes pronostica el modelo que esta¬ 
ran infectados al cabo de un muy largo periodo? 

d) Trace la grafica de P(t). 

66. Ley de enfriamiento de Newton Si un objeto o 
cuerpo se coloca en un medio (como aire, agua, etc.) que 
se mantiene a temperatura constante T m , y si la tempera- 
tura inicial del objeto es T 0 , entonces la ley de enfria¬ 


miento de Newton pronostica que la temperatura del 
objeto en el instante t esta dada por 

m = T m + (T 0 - TJe b , k < 0. 

a) Un pastel se retira de un horno donde la temperatura 
era 350 °F y se coloca en una cocina donde la tem¬ 
peratura es constante a 75 °F. Un minuto despues se 
mide que la temperatura del pastel es 300 °F. i Cual 
es la temperatura del pastel despues de 6 minutos? 

b) ^En que instante la temperatura del pastel es 80 °F? 

= Piense en ello 

67. Analice: /,como es posible obtener las graficas de las 
funciones dadas a partir de la grafica de /(x) = In x por 
medio de una transformacion rigida (desplazamiento o 
reflexion)? 

a) y = \n5x b) y = ln^ 

c) y = lnx -1 d) y = ln(— x) 

68. a) Use un instrumento de graficado pa ra obten er la gra¬ 

fica de la funcion/(x) = ln(x + Vx 2 + 1). 

b) Demuestre que f es una funcion impar; es decir, 
/(-*) = -/«. 


1.7 De las palabras a las funciones 

■ Introduce ion En los capitulos 4 y 6 hay varias instancias en las que se espera que usted tra- 
duzca las palabras que describen una funcion o una ecuacion en simbolos matematicos. 

En esta seccion el centro de atencion lo constituyen problemas que implican funciones. 
Se empieza con una descripcion verbal sobre el producto de dos numeros. 


EJEMPLO 1 


Producto de dos numeros 


La suma de dos numeros no negativos es 5. Exprese el producto de uno y el cuadrado del otro 
como una funcion de uno de los numeros. 


Solucion Primero, los numeros se representan por los simbolos x y y y se recuerda que no 
negativos significa que x > 0 y y > 0. Al usar estos simbolos, las palabras “la suma. . . es 5” 
se traduce en la ecuacion x + y = 5; esta no es la funcion que se busca. La palabra producto 
en la segunda oracion sugiere el uso del shnbolo P para denotar la funcion que se quiere. Asi, 
P es el producto de uno de los numeros; por ejemplo, x y el cuadrado del otro, por ejemplo, y 2 : 

P = xy 2 . (1) 

No, aun no hemos terminado porque se supone que P “es una funcion de uno de los nume¬ 
ros”. Ahora usamos el hecho de que los numeros x y y estan relacionados por x + y = 5. A 
partir de esta ultima ecuacion, sustituimos y = 5—xen(l) para obtener el resultado deseado: 

P(x) = x(5 — x) 2 . (2) ■ 

A continuacion se muestra un diagrama simbolico del analisis del problema dado en el 
ejemplo 1: 

x + y = 15 

/"- A --\ 

sean los numeros i > 0 y _y > 0 P 

La suma de dos numeros no negativos es 15. Exprese el producto de 

x y use x 

^- A -N z'- A -N 

uno y el cuadrado del otro como una funcion de uno de los numeros. 
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Si se permite x > 5, entonces 
V = 5 - x < 0, lo cual contradice 
la hipotesis de que j>0. 


Valla 

\ 


y y my 


X 

FIGURA 1.7.1 Terreno rectangular 
en el ejemplo 3 


*+ y = Jl5^? 



b ) 

FIGURA 1.7.2 Rectangulo en el 
ejemplo 4 


Observe que la segunda oracion es vaga respecto a cual numero se eleva al cuadrado. Esto 
implica que en realidad no importa: (1) tambien podria escribirse como P = yx 2 . Tambien hubie- 
ramos podido usar x = 5 — y en (1) para llegar a P(y) = (5 — y)y 2 . En un entorno de calculo 
no importaria si trabajamos con P(x) o P(y) porque al encontrar uno de los numeros automati- 
camente hallamos el otro a partir de la ecuacion x + y = 5. Esta ultima ecuacion se denomina 
restriccion. Una restriccion no solo define una relacion entre las variables x y y, sino que a 
menudo impone una limitacion sobre la forma en que pueden variar x y y. Como veremos en 
el siguiente ejemplo, las restricciones ayudan a determinar el dominio de la funcion. 


EJEMPLO 2 


Continuacion del ejemplo 1 


ual es el dominio de la funcion P(x) en (2)1 


Solucion Tornado fuera del contexto del planteamiento del problema en el ejemplo 1, podria 
concluirse que puesto que 

P(x) = x(5 — x) 2 = 25x — 10x 2 + x 3 

es una funcion polinomial, su dominio es el conjunto de numeros reales (—oo, oo). Pero en el 
contexto del problema original, los numeros eran no negativos. A partir del requerimiento de 
^ que x>0yy = 5— x > 0 se obtiene x > 0 y i < 5, lo cual significa que x debe satisfacer 
la desigualdad simultanea 0 < x < 5. Al usar notacion de intervalos, el dominio de la funcion 
producto P en (2) es el intervalo cerrado [0, 5]. ■ 

A menudo en problemas que requieren la traduccion de palabras en una funcion, una buena 
idea es trazar una curva o imagen e identificar cantidades dadas en el dibujo. Este debe ser 
sencillo. 


EJEMPLO 3 


Cantidad de valla 


Un ranchero desea cercar un terreno rectangular cuya area es de 1 000 m 2 . El terreno sera cer- 
cado y dividido en porciones iguales mediante una cerca paralela a dos lados del terreno. Exprese 
la cantidad de valla usada como una funcion de la longitud de uno de los lados del terreno. 


Solucion El dibujo debe ser un rectangulo con una recta trazada en su parte media, seme- 
jante a la FIGURA 1.7.1. Como se muestra en la figura, sea x > 0 la longitud del terreno rectan¬ 
gular y sea y > 0 su ancho. La funcion que se busca es la “cantidad de valla”. Si el simbolo 
F representa esta cantidad, entonces la suma de las longitudes de las cinco porciones —dos 
horizontales y tres verticales— de la valla es 


F = 2x + 3y. 


(4) 


Pero el area del terreno cercado debe ser de 1 000 m 2 , de modo que x y y deben estar rela- 
cionados por la restriccion xy = l 000. A partir de la ultima ecuacion se obtiene y = 1 000/x, 
que puede usarse para eliminar y en (4). Asi, la cantidad de valla F como una funcion de la 
longitud x es F(x) = 2x + 3(1 000/x), o bien, 


F(x) = 2x + 


3 000 

x 


(5) 


Puesto que x representa una dimension fisica que satisface xy = l 000, se concluye que es 
positiva. Pero ademas de esta restriccion, sobre x no hay ninguna otra. Entonces, a diferencia 
del ejemplo previo, la funcion (5) no esta definida sobre un intervalo cerrado. El dominio de 
F(x) es el intervalo (0, oo). ■ 


EJEMPLO 4 


Area de un rectangulo 


Un rectangulo tiene dos vertices sobre el eje x y dos vertices sobre el semicirculo cuya ecua¬ 
cion es y = V25 — x 2 . Vea la FIGURA 1.7.2a). Exprese el area del rectangulo como una funcion 
de x. 


Solucion Si (x, y), x > 0, y > 0, denota el vertice de un rectangulo sobre el circulo en el pri¬ 
mer cuadrante, entonces como se muestra en la figura 1.7.2&), el area A es longitud X ancho, 
o bien, 

A = (2x) X y = 2xy. (6) 
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La ecuacion del semicirculo y = a/25 — x 2 es la restriccion en este problema. Esta ecuacion 
se usa para eliminar y en (6) y obtener el area del rectangulo como una funcion de x, 

A(x) = 2xV25 - x 2 . (7) 

El dominio implicito de (7) es el intervalo cerrado [ — 5, 5], pero debido a que asumimos que 
(x, y) era un punto sobre el semicirculo en el primer cuadrante, debemos tener x > 0. Asi, el 
dominio de (7) es el intervalo (0, 5). ■ 


EJEMPLO 5 


Distancia 


Exprese la distancia de un punto (x, y ) en el primer cuadrante sobre el circulo x 2 + y 2 = 1 
hasta el punto (2, 4) como una funcion de x. 


Solucion Sea (x, y) un punto en el primer cuadrante sobre el circulo y sea d la distancia de 
(x, y) a (2, 4). Vea la FIGURA 1.7.3. Entonces, a partir de la formula de la distancia, 

d = V(x - 2) 2 + (y - 4) 2 = Vx 2 + y 2 - 4x - 8y + 20. (8) 

La restriccion en este problema es la ecuacion del circulo x 2 + y 2 = 1.A partir de esta ecua¬ 
cion es posible sustituir de inmediato x 2 + y 2 en (8) por el numero 1. Ademas, al usar la res¬ 
triccion para escribir y = \/T — x 2 es posible eliminar el simbolo y en (8). Asi, la distancia 
d como una funcion de x es: 

d(x) = V21 - 4x - s Vl - x 2 . (9) 


Puesto que (x, y) es un punto sobre el circulo en el primer cuadrante, la variable x puede variar 
entre 0 y 1; es decir, el dominio de la funcion en (9) es el intervalo abierto (0, 1). ■ 


Si un problema en lenguaje coloquial implica triangulos, es necesario estudiar el problema 
con cuidado y determinar que es aplicable: el teorema de Pitagoras, triangulos semej antes o 
trigonometria con triangulos rectangulos. 


EJEMPLO 6 


Longitud de una sombra 


Un arbol se planta a 30 pies de la base de un poste que mide 25 pies de altura. Exprese la 
longitud de la sombra del arbol como una funcion de su altura. 


Solucion Como se muestra en la FIGURA 1.7.4a), h y s denotan la altura del arbol y la longitud 
de su sombra, respectivamente. Debido a que los triangulos mostrados en la figura 1.1 Ab) son 
rectangulos, podria pensarse en utilizar el teorema de Pitagoras. Para este problema, no obs¬ 
tante, el teorema de Pitagoras llevaria por mal camino. La cuestion importante que debe obser- 
varse aqui es que los triangulos ABC y AB'C' son semejantes. Luego aplicamos el hecho de 
que las razones de lados correspondientes de triangulos semejantes son iguales para escribir 


h = 25 

s s + 30 


o bien (s + 30 )h = 25 s. 



a) 

FIGURA 1.7.4 Poste y arbol en el ejemplo 6 


b) 


yi 

(2, 4) 

p 



FIGURA 1.7.3 Distancia d en el 
ejemplo 5 

if Se considera que un punto en el 
eje x o en el eje y no esta en 
ningun cuadrante. 
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A1 despejar s en la ultima ecuacion en terminos de h se obtiene la funcion racional 

30 h 


m = 


25 - K 


( 10 ) 


Tiene sentido fisico tomar el dominio de la funcion (10) definido por 0 < h < 25. Si h > 25, 
entonces s{h) es negativo, lo cual no tiene sentido en el contexto fisico del problema. ■ 



FIGURA 1.7.5 Escalera en el 
ejemplo 7 


EJEMPLO 7 


Longitud de una escalera 


Una pared de 10 pies de altura esta a 5 pies de un edificio. Una escalera, sostenida por la 
pared, se coloca en el piso como se muestra en la FIGURA 1.7.5. Exprese la longitud de la esca¬ 
lera en terminos de la distancia x entre la base de la pared y la base de la escalera. 


Solucion Sea L la longitud de la escalera. Con las variables xy y definidas en la figura 1.7.5, 
de nuevo se observa que hay dos triangulos rectangulos; el mayor tiene tres lados con longi¬ 
tudes L, y y x + 5, y el menor tiene dos lados de longitudes x y 10. La escalera es la hipo- 
tenusa del triangulo rectangulo mayor, de modo que por el teorema de Pitagoras, 

L 2 = (x + 5) 2 + y 2 . (11) 


Los triangulos rectangulos en la figura 1.7.5 son semejantes porque ambos contienen un angulo 
recto y comparten el angulo agudo cornun que la escalera forma con el piso. De nuevo se usa 
el hecho de que las razones de lados correspondientes de triangulos semejantes son iguales. 
Esto permite escribir lo siguiente: 


y = 10 
v + 5 v 


, , 10(jc + 5) 

de modo que y = - 


A1 usar el ultimo resultado, (11) se vuelve 

L 2 = (x + 5) 2 + 

= (x + 5) 2 


10(x + 5) 


1 + 1 ? 

x 


= (x + 5y 


X 2 + 100 


A1 tomar la raiz cuadrada se obtiene L como una funcion de x, 

L(x) = + 100. 


( 12 ) ■ 


EJEMPLO 8 


Distancia 



3 000 pies 



FIGURA 1.7.6 Avion en el ejem¬ 
plo 8 


Un avion vuela a una altura constante de 3 000 pies sobre el nivel del suelo alejandose de un 
observador que esta en tierra. Exprese la distancia horizontal entre el avion y el observador 
como una funcion del angulo de elevacion del piano medido por el observador. 

Solucion Como se muestra en la FIGURA 1.7.6, sea x la distancia horizontal entre el avion y el 
observador, y sea 6 el angulo de elevacion. El triangulo en la figura es rectangulo. Asi, por 
trigonometria de triangulos rectos, el cateto opuesto a 6 esta relacionado con el cateto adya- 
cente a 6 por tan 6 = op/ady. En consecuencia, 

tan 6 = ^ 000 o bien x(6) = 3 000 cot 6 , (13) 


dondeO < 6 < tt/2. 
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Ejercicios 1.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-7. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-32, traduzca las palabras en una funcion 
idonea. Proporcione el dominio de la funcion. 

1. El producto de dos numeros positivos es 50. Exprese su 
suma como una funcion de uno de los numeros. 

2. Exprese la suma de dos numeros diferentes de cero y su 
reciproco como una funcion del numero. 

3. La suma de dos numeros no negativos es 1. Exprese la 
suma del cuadrado de uno y el doble del cuadrado del 
otro como una funcion de uno de los numeros. 

4. Sean my n enteros positivos. La suma de dos numeros 
no negativos es S. Exprese el producto de la ra-esima 
potencia de uno y la n-esima potencia del otro como una 
funcion de uno de los numeros. 

5. El perfmetro de un rectangulo es 200 pulg. Exprese el 
area del rectangulo como una funcion de la longitud de 
uno de sus lados. 

6. El area de un rectangulo es 400 pulg 2 . Exprese el peri- 
metro del rectangulo como una funcion de la longitud 
de uno de sus lados. 

7. Exprese el area del rectangulo sombreado en la FIGURA 
1.7.7 como una funcion de x. 



FIGURA 1.7.7 Rectangulo en el 
problema 7 


8. Exprese la longitud del segmento de recta que contiene 
al punto (2, 4) mostrado en la FIGURA 1.7.8 como una fun¬ 
cion de x. 



FIGURA 1.7.8 Segmento de 
recta en el problema 8 


9. Exprese como una funcion de x la distancia de un punto 
(x, y) sobre la grafica de x + y = 1 al punto (2, 3). 

10. Exprese como una funcion de x la distancia de un punto 
(x, y) sobre la grafica de y = 4 — x 2 al punto (0, 1). 

11. Exprese el perimetro de un cuadrado como una funcion 
de su area A. 

12. Exprese el area de un circulo como una funcion de su 
diametro d. 

13. Exprese el diametro de un circulo como una funcion de 
su circunferencia C. 


14. Exprese el volumen de un cubo como una funcion del 
area A de su base. 

15. Exprese el area de un triangulo equilatero como una fun¬ 
cion de su altura h. 

16. Exprese el area de un triangulo equilatero como una fun¬ 
cion de la longitud s de uno de sus lados. 

17. Un alambre de longitud x se dobla en forma de circulo. 
Exprese el area del circulo como una funcion de x. 

18. A un alambre de longitud L se cortan x unidades desde 
un extremo. Una parte del alambre se dobla en forma de 
cuadrado y la otra parte se dobla en forma de circulo. 
Exprese la suma de las areas como una funcion de x. 

19. Un ranchero desea cercar un corral rectangular cuya area 
es de 1 000 pies 2 usando dos tipos de valla distintos. A 
lo largo de dos lados paralelos, la valla cuesta $4 por 
pie. Para los otros dos lados paralelos, la valla cuesta 
$1.60 por pie. Exprese el costo total para cercar el corral 
como una funcion de la longitud de uno de los lados con 
valla que cuesta $4 por pie. 

20. El marco de un cometa consta de seis partes de plastico 
ligero. El marco extemo del cometa consta de cuatro par¬ 
tes cortadas de antemano; dos partes de longitud 2 pies y 
dos partes de longitud 3 pies. Exprese el area del cometa 
como una funcion de x, donde 2x es la longitud de la barra 
transversal horizontal mostrada en la FIGURA 1.7.9. 



FIGURA 1.7.9 Cometa 
en el problema 20 


21. Una empresa desea construir una caja rectangular abierta 
con un volumen de 450 pulg 3 , de modo que la longitud 
de su base sea tres veces su ancho. Exprese el area 
superficial de la caja como una funcion de su ancho. 

22. Un tanque conico, con el vertice hacia abajo, tiene un 
radio de 5 pies y una altura de 15 pies. Vea la FIGURA 
1.7.10. Hacia el tanque se bombea agua. Exprese el volu¬ 
men del agua como una funcion de su profundidad. 
[Sugerencia: El volumen de un cono es V = \irr 2 h.\ 



FIGURA 1.7.10 Tanque 
conico en el problema 22 
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23. El automovil A pasa por el punto O en direccion al este 
a velocidad constante de 40 mi/h; el automovil B pasa 
por el mismo punto 1 hora despues en direccion al norte 
a velocidad constante de 60 mi/h. Exprese la distancia 
entre los automoviles como una funcion del tiempo t, 
donde t se mide empezando cuando el automovil B pasa 
por el punto O. Yea la FIGURA 1.7.11. 



FIGURA 1.7.11 Automoviles en el problema 23 

24. En el instante t = 0 (medido en horas), dos aviones con 
una separacion vertical de 1 mi pasan uno encima del 
otro, volando en direcciones opuestas. Vea la FIGURA 
1.7.12. Los aviones vuelan horizontalmente a velocidades 
de 500 mi/h y 550 mi/h. 

a) Exprese la distancia horizontal entre los aviones 
como una funcion de t. [Sugerencia : Distancia = 
velocidad X tiempo.] 

b) Exprese la distancia diagonal entre los aviones como 
una funcion de t. 



a) t = 0 b)t> 0 

FIGURA 1.7.12 Aviones en el problema 24 


25. La piscina que se muestra en la FIGURA 1.7.13 mide 3 pies 
de profundidad en la parte poco profunda, 8 pies en la 
profunda, 40 pies de largo, 30 pies de ancho y el fondo 
es un piano inclinado. Hacia la piscina se bombea agua. 
Exprese el volumen del agua en la piscina como una 
funcion de la altura h del agua por arriba del extremo 
profundo. [ Sugerencia : El volumen es una funcion defi- 
nida por partes con dominio definido por 0 < h < 8.] 



FIGURA 1.7.13 Piscina en el problema 25 

26. Las regulaciones del Servicio Postal de Estados Unidos 
de America para el envio de paquetes postales estipulan 
que la longitud mas la circunferencia (el perfmetro de 
un extremo) de un paquete no debe exceder 108 pulg. 


Exprese el volumen del paquete como una funcion del 
ancho v mostrado en la FIGURA 1.7.14. 



FIGURA 1.7.14 Paquete en el problema 26 


27. Exprese la altura del globo mostrado en la FIGURA 1.7.15 
como una funcion de su angulo de elevacion. 



de elevacion 



FIGURA 1.7.15 Globo en el problema 27 


28. A una gran plancha metalica de 40 pulg de ancho se da 
forma de V al doblarla por la mitad a lo largo de su lon¬ 
gitud. Exprese el area de la seccion transversal triangu¬ 
lar del canal como una funcion del angulo 6 en el ver- 
tice de la V. Vea la FIGURA 1.7.16. 



FIGURA 1.7.16 Seccion transversal 
triangular en el problema 28 

29. Como se muestra en la FIGURA 1.7.17, un tablon esta apo- 
yado en un burro, de modo que un extremo esta 
apoyado en el suelo y el otro contra una construction. 
Exprese la longitud L del tablon como una funcion del 
angulo 6 indicado. [Sugerencia: Use dos triangulos rec- 
tangulos.] 



FIGURA 1.7.17 Tablon en el problema 29 
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30. Un ranchero desea cercar un terreno de pasto en forma 
de triangulo rectangulo usando 2 000 pies de valla a la 
mano. Vea la FIGURA 1.7.18. Exprese el area de ese terreno 
como una funcion del angulo 9. [Sugerencia : Use los 
shnbolos en la figura para formar cot 6 y esc 6.] 



X 

FIGURA 1.7.18 Terreno de pasto en el problema 30 

31. Una estatua se coloca en un pedestal como se muestra 
en la FIGURA 1.7.19. Exprese el angulo de vision 6 como 
una funcion de la distancia x desde el pedestal. 



FIGURA 1.7.19 Estatua en el problema 31 


32. Una mujer en una isla desea llegar a un punto R en una 
costa recta desde un punto P en la isla. El punto P esta a 
9 mi de la costa y a 15 mi del punto R. Vea la FIGURA 1.7.20. 
Si la mujer rema en un bote a una velocidad de 3 mi/h 
hacia un punto Q en tierra, y luego camina el resto del 
camino a una velocidad de 5 mi/h, exprese el tiempo total 


necesario para que la mujer llegue al punto R como una 
funcion del angulo 6 indicado. [Sugerencia: Distancia = 
velocidad X tiempo.] 



FIGURA 1.7.20 Mujer remando hacia la costa en el problema 32 


= Piense en ello 

33. Suponga que la altura en el ejemplo 7 es 60 pies. ^Cual 
es el dominio de la funcion L(x) dada en (12)? 

34. En un texto de ingenieria, el area del octagono mostrado 
en la FIGURA 1.7.21 esta dada por A = 3.31r 2 . Demuestre 
que esta formula es en realidad una aproximacion al 
area; es decir, encuentre el area exacta A del octagono 
como una funcion de r. 



FIGURA 1.7.21 Octagono en el problema 34 


Revision del capitulo 1 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-7. 

A. Falso/Verdadero_ 

En los problemas 1-20, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 

1. Si / es una funcion y f(a) = fib), entonces a = b. _ 

2. La funcion/(x) = x 5 — 4x 3 + 2es una funcion impar._ 

3. La grafica de la funcion fix) = 5x 2 cos x es simetrica con respecto al eje y. _ 

4. La grafica de la funcion y = fix + 3) es la grafica de y = fix) desplazada 3 unidades a 

la derecha._ 

5. La grafica de la funcion fix) = x \ ^ + x — 2 n ° ^ ene ^ ntersecc ^ n _ 

6. Una asmtota es una recta a la que tiende la grafica de una funcion pero sin cruzarla 

jamas._ 

7. La grafica de una funcion puede tener cuanto mucho dos asmtotas horizontales._ 

8. Si fix) = pix)/qix) es una funcion racional y qia) = 0, entonces la recta x = a es una 

asmtota vertical para la grafica de /._ 

9. La funcion y = —10 sec x tiene amplitud 10._ 

10. El rango de la funcion/(x) = 2 + cos x es [1, 3]._ 
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11. Si f{x) = 1 + x + 2e x es uno a uno, entonces/ _1 (3) = 0._ 

12. Si tan(577-/4) = -1, entonces tan _1 (-1) = 577-/4._ 

13. Ninguna funcion par puede ser uno a uno._ 

14. Un punto de intersection de las graficas de / y / _ 1 debe estar sobre la recta y = x._ 

15. La grafica de y = sec x no corta el eje x._ 

16. La funcion/(x) = sen -1 x no es periodica._ 

17. y = 10“* y y = (0.1)* son la misma funcion._ 

18. ln(e + e) = 1 + In 2_ 

19. In - a = b- a 

e 

20. El punto (b, 1) esta sobre la grafica de/(x) = log^x._ 

B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-20, llene los espacios en bianco. 

1. El dominio de la funcion/(x) = Vx + 2/x es_. 

2. Si/(x) = 4x 2 + 7 y g(x) = 2x + 3, entonces (/° g)(l) =_, (g °/)(1) =_ 

y (/°/)(1) =_• 

3. El vertice de la grafica de la funcion cuadratica/(x) = x 2 + 16x + 70es_. 

4. Las intersecciones x de la grafica de/(x) = x 2 + 2x — 35 son_. 

5. La grafica de la funcion polinomial /(x) = x 3 (x — l) 2 (x — 5) es tangente al eje x en 

_y pasa por el eje x en_. 

6. El rango de la funcion/(x) = 10/(x 2 + 1) es_. 

7. La interseccion y de la grafica de/(x) = (2x — 4)/(5 — x) es_. 

8. Una funcion racional cuya grafica tiene la asmtota horizontal y = 1 e interseccion x (3, 0) 

es /(x) =_. 

9. El periodo de la funcion y = 2sen^-x es_. 

10. La grafica de la funcion y = sen(3x — 77-/4) es la grafica de /(x) = sen 3x desplazada 

_unidades a la_. 

11. sen _1 (sen77-) =_. 

12. Si/es una funcion uno a uno tal que/ _1 (3) = 1, entonces un punto sobre la grafica de/ 

es_. 

13. Por transformaciones rigidas, el punto (0, 1) sobre la grafica de y = e x se mueve hacia el 

punto_sobre la grafica dey = 4 + e* -3 . 

14. £ ^ In 10 = _. 

15. Si 3 X = 5, entonces x =_. 

16. Si 3e x = 4e~ 3x , entonces x =_. 

17. Si log 3 x = — 2, entonces x =_. 

18. Al escribir log 9 27 = 1.5 como declaracion exponencial, se encuentra que es equivalente 

a_. 

19. La inversa de y = e x es_. 

20. Si f{x) = e x — 3, entonces/(-In 2) =_. 

C. Ejercicios_ 

1. Estime el valor funcional haciendo uso de la grafica de la funcion y = f(x) en la FIGURA 


I.R. 

i. 



a) 

/(— 4) 

b) 

/(- 3 ) 

c) 

/(-2) 

d) 

/(-l) 

e) 

m 

f) 

/(l) 

g) 

/(1.5) 

h) 

/(2) 

i ) 

/(3.5) 

j ) 

m 
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FIGURA 1.R.1 Grafica para el problema 1 


2. Dado que 


[t\ -1 < r < 1 

8W \lt, t < -1 obien, t > 1 


Encuentre para 0 < a < 1: 

a) g(l + a) 
c) g(1.5 - a) 
e ) g(~a) 


b) g(l - a) 
d) g(a) 

/) g(2a) 


3. Determine si los numeros 1, 5 y 8 estan en el rango de la funcion 



4. Suponga que/(x) = Vx + 4, g(x) = V5 — x y h(x) = x 2 . Encuentre el dominio de cada 
una de las funciones dadas. 


a) foh 
c) f°f 
e) f+ g 


b) g ° h 
d) g° g 

/) fig 


fix + h) - fix) 

En los problemas 5 y 6, calcule- - -, h ± 0, y simplifique. 


5. fix) = —x 5 + 2x z — x + 5 


h 

6. fix) = 1 + 2x - - 


En los problemas 7-16, relacione la funcion racional dada con una de las graficas a)-j). 
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7. fix) 
9. fix) 

11 . fix) 

13. fix) 
15. fix) 


2x 

x 2 + \ 
2x 

x — 2 


ix ~ 2) 2 
x 2 - 10 
2x - 4 
2x 

x 3 + 1 


8. fix) 
10 . fix) 
12. fix) 


x 2 - 1 
x 2 + 1 



(x - l ) 2 


X ~ 2 


14. fix) 
16. fix) 


—x 2 + 5x — 5 
x — 2 
3 

x 2 + 1 


En los problemas 17 y 18, encuentre la pendiente de la recta roja L en cada figura. 



FIGURA 1.R.12 Grafica 
para el problema 17 



FIGURA 1.R.13 Grafica para el 
problema 18 


En los problemas 19 y 20, suponga que 2' = a y 6' = b. Use las leyes de los exponentes dadas 

en la seccion 1.6 para encontrar el valor de la cantidad dada. 

19. a) 12 ' b) y c) 

20. a) 6 3t b) 2 -3 '2 7 ' c) 18' 

21. Encuentre una funcion fix) = ae kx si (0, 5) y (6, 1) son puntos sobre la grafica de/. 

22. Encuentre una funcion fix) = a 10** si/(3) = 8 y/(0) = 

23. Encuentre una funcion fix) = a + b x , 0 < b < 1, si/(l) = 5.5yla grafica de/tiene una 
asmtota horizontal y = 5. 

24. Encuentre una funcion fix) = a + log 3 (x — c) si fill) = 10 y la grafica de/tiene una 
asmtota vertical x —2. 


En los problemas 25-30, relacione las siguientes funciones con las graficas dadas. 


a) y = ln(v — 2) b) 

c) y = 2 + ln(v + 2) d) 

e) y = — ln(2v) /) 



FIGURA 1.R.14 Grafica 
para el problema 25 


y = 2 — In v 
y = —2 — ln(x + 2) 
y = 2 + ln (—x + 2) 



FIGURA 1.R.15 Grafica 
para el problema 26 


27. 


FIGURA 1.R.16 Grafica 
para el problema 27 



28. y 



-4- 

FIGURA 1.R.17 Grafica para 
el problema 28 
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FIGURA 1.R.18 Grafica para el 
problema 29 



FIGURA 1.R.19 Grafica para el 
problema 30 


31. El ancho de una caja rectangular es tres veces su longitud, y su altura es dos veces su lon- 
gitud. 

a) Exprese el volumen V de la caja como una funcion de su longitud /. 

b ) Como una funcion de su ancho w. 

c ) Como una funcion de su altura h. 

32. Se piensa construir una caja cerrada en forma de cubo usando dos materiales distintos. El 
material para los lados cuesta 1 centavo por centimetro cuadrado y el material para las 
caras superior e inferior cuesta 2.5 centavos por centimetro cuadrado. Exprese el costo 
total C de construccion como una funcion de la longitud v de un lado. 

33. Exprese el volumen V de la caja que se muestra en la FIGURA 1.R.20 como una funcion del 
angulo 6 indicado. 

T 

5 pies 


FIGURA 1.R.20 Caja en el problema 33 



34. Considere el circulo de radio h con centro ( h , h) mostrado en la FIGURA 1.R.21. Exprese el 
area de la region sombreada A como una funcion de h. 

y l 



FIGURA 1.R.21 Circulo en el problema 34 

35. Se construira un canalon con una lamina metalica de 30 cm de ancho al doblar los bor- 
des de ancho 10 cm a lo largo de cada lado, de modo que los lados formen angulos cj) 
con la vertical. Vea la FIGURA 1.R.22. Exprese el area de la seccion transversal del canalon 
como una funcion del angulo 0. 



10 cm 

FIGURA 1.R.22 Canalon en el problema 35 

36. Un tubo metalico se instalara horizontalmente alrededor de una esquina en forma de angulo 
recto desde un vestibulo de 8 pies de ancho hacia un vestfbulo de 6 pies de ancho. Vea la 
FIGURA 1.R.23. Exprese la longitud L del tubo como una funcion del angulo 9 que se mues¬ 
tra en la figura. 



FIGURA l.R.23 Tubo en el problema 36 
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37. En la FIGURA 1.R.24 se muestra un prisma cuyas caras paralelas son triangulos equilateros. 
La base rectangular del prisma es perpendicular al eje x y esta inscrita en el circulo 
x 2 + y 2 = 1. Exprese el volumen V del prisma como una funcion de x. 



FIGURA 1.R.24 Prisma en el problema 37 

38. El contenedor que se muestra en la FIGURA 1.R.25 consta de un cono invertido (abierto en su 
parte superior) sujeto a la parte inferior de un cilindro circular recto (abierto en sus par¬ 
tes superior e inferior) de radio fijo R. El volumen V del contenedor es fijo. Exprese el 
area superficial total S del contenedor como una funcion del angulo 9 indicado. [ Sugeren- 
cia : El area superficial lateral de un cono esta dada por ttR\/r 2 + h 2 .] 



FIGURA 1.R.25 Contenedor en el problema 38 











Capitulo 2 


Limite de una funcion 



En este capitulo En un curso tipico de calculo se incluyen muchos temas. Sin embargo, los 
tres temas mas importantes en este estudio son los conceptos de limite, derivada e integral. 
Cada uno de estos conceptos esta relacionado con las funciones, razon por la cual 
empezamos con una revision de algunos hechos importantes sobre funciones y sus graficas. 

Historicamente, para introducir los enunciados fundamentales del calculo se han usado dos 
problemas: el problema de la recta tangente y el problema del area. En este capitulo y en 
capitulos posteriores veremos que la solucion de ambos problemas implica el concepto de 
limite. 

2.1 Limites: un enfoque informal 

2.2 Teoremas sobre limites 

2.3 Continuidad 

2.4 Limites trigonometricos 

2.5 Limites que involucran el infinito 

2.6 Limites: un enfoque formal 

2.7 El problema de la recta tangente 
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2.1 Limites: un enfoque informal 


■ Introduce ion Las dos grandes areas del calculo, denominadas calculo diferencial y calculo 
integral , se basan en el concepto fundamental de limite. En esta seccion, el enfoque que haremos 
a este importante concepto sera intuitivo, centrado en la comprension de que es un limite mediante 
el uso de ejemplos numericos y graficos. En la siguiente seccion nuestro enfoque sera analitico; 
es decir, usaremos metodos algebraicos para calcular el valor del limite de una funcion. 


■ Limite de una funcion: enfoque informal Considere la funcion 

16 - x 2 

/(x) = 7T7 (1) 

cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros reales excepto —4. Aunque no es posible 
evaluar f en — 4 porque al sustituir —4 por x se obtiene la cantidad indefmida 0/0,/(x) puede 
calcularse en cualquier numero x que este muy proximo a —4. Las dos tablas 



FI GURA 2.1.1 Cuando x esta pro- 
xima a —4 ,f(x) esta cerca de 8 


X 

-4.1 

-4.01 

-4.001 

fix) 

8.1 

8.01 

8.001 


X 

-3.9 

-3.99 

-3.999 

fix) 

7.9 

7.99 

7.999 


muestran que cuando x tiende a —4 por la izquierda o por la derecha, parece que los valores 
de la funcion fix) tienden a 8; en otras palabras, cuando x esta proxima a — 4, fix) esta cerca 
de 8. Para interpretar de manera grafica la informacion numerica en (1), observe que para todo 
numero x ^ —4, la funcion / puede simplificarse por cancelacion: 


fix) = 


16 - x 2 = (4 + x)(4 - x) 
4 + v 4 + v 


Como se ve en la FI GURA 2 .1.1, la grafica de/es esencialmente la grafica de y = 4 — x con la 
excepcion de que la grafica de/tiene un hueco en el punto que corresponde a x = —4. Para 
x suficientemente cerca de —4, representado por las dos puntas de flecha sobre el eje x, las 
dos puntas de flecha sobre el eje y, que representan los valores de la funcion/(x), simultanea- 
mente se aproximan cada vez mas al numero 8. En efecto, en vista de los resultados numeri¬ 
cos en (2), las puntas de flecha pueden hacerse tan proximas como se quiera al numero 8. Se 
dice que 8 es el limite de/(x) cuando x tiende a —4. 


■ Definicion informal Suponga que L denota un numero finito. El concepto de/(x) que tiende 
a L a medida que x tiende a un numero a puede definirse informalmente de la siguiente manera. 


• Si /(x) puede hacerse arbitrariamente proximo al numero L al tomar x suficientemente 
cerca de, pero diferente de un numero a , por la izquierda y por la derecha de a , enton- 
ces el limite de fix) cuando x tiende a a es L. 


■ Notacion El analisis del concepto de limite se facilita al usar una notacion especial. Si el 
sfmbolo de flecha —» representa la palabra tiende , entonces el simbolismo 

x— >a~ indica que x tiende al numero a por la izquierda , 

es decir, a traves de los numeros que son menores que a , y 

x—significa que x tiende a a por la derecha , 

es decir, a traves de los numeros que son mayores que a. Finalmente, la notacion 

x — ¥ a significa que x tiende a a desde ambos lados , 

en otras palabras, por la izquierda y por la derecha de a sobre una recta numerica. En la tabla 
izquierda en (2) se hace x^ — 4~ (por ejemplo, —4.001 esta a la izquierda de —4 sobre la 
recta numerica), mientras en la tabla derecha x^ — 4 + . 


■ Limites laterales En general, una funcion/(x) puede hacerse arbitrariamente proxima a un 
numero L x al tomar x suficientemente cerca, pero sin que sea igual, a un numero a por la 
izquierda ; entonces se escribe 


fix) 




cuando x 


UmJix) = L,. 


o bien, 


(3) 
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Se dice que el numero L x es el limite por la izquierda de fix) cuando x tiende a a. De 
manera semejante, si fix) puede hacerse arbitrariamente proxima a un numero L 2 al tomar x 
suficientemente cerca a, pero diferente de, un numero a por la derecha , entonces L 2 es el limite 
por la derecha de fix) cuando x tiende a a y se escribe 

fix) —^ L 2 cuando x^a + o bien, lim f(x) = L 2 . (4) 

x—»a + 

Las cantidades en (3) y (4) tambien se denominan limites laterales. 


■ Limites por dos lados Si tanto el limite por la izquierda Km fix) como el limite por la 
derecha KmJ(i) existen y tienen un valor comun L, 

x—»a + 

Km_/(x) = L y lim/(x) = L, 

x—»a x—»a + 

entonces se dice que L es el limite de f(x) cuando ,v tiende a a y se escribe 

lim f(x) = L. (5) 

x^a 

Se dice que un limite como (5) es por los dos lados. Vea la FIGURA 2.1.2. Puesto que las tablas 
numericas en (2) sugieren que 

fix) —» 8 cuando x —> —4~ y fix) —> 8 cuando x —> —4 + , (6) 

es posible sustituir las dos declaraciones simbolicas en (6) por la declaracion 

16 x 2 

fix) —> 8 cuando x —> —4 o, en forma equivalente, Krn^ ^ + =8. (7) 

■ Existencia o no existencia Por supuesto, un limite (por un lado o por dos lados) no tiene 
por que existir. Pero es importante no olvidar lo siguiente: 

• La existencia de un limite de una funcion / cuando x tiende a a (desde un lado o desde 
ambos lados) no depende de si / esta definida en a , sino solo de si esta definida para 
x cerca del numero a. 


Por ejemplo, si la funcion en (1) se modifica de la siguiente manera 

16 - x 2 


/(*)= 5 4+ X ’ 


x ¥= -4 
x = —4, 


16 - x 2 

entonces /(—4) esta definida y/(—4) = 5, pero lim^ ^ + = 8. Vea la FIGURA 2.1.3. En gene¬ 

ral, el limite por los dos lados lim/(x) no existe 

x—>a 

• si alguno de los dos limites laterales, lim fix) o lim fix) no existe, o 

x^a x—»a 

• si Km fix) = Li y Km fix) = L 2 , pero L x ^ L 2 . 

r — x — ±n + 


EJEMPLO 1 


Un limite que existe 


La grafica de la funcion/(x) = —x + 2x + 2 se muestra en la FIGURA 2.1.4. Como se observa 
en la grafica y en las tablas acompanantes, parece valido que 

lim fix) = -6 y lim fix) = -6 

x—>4 x—»4 + 


y, en consecuencia, lim fix) = —6. 

x—>4 


1 

t 

X 

3.9 

3.99 

3.999 

m 

-5.41000 

-5.94010 

-5.99400 


+ 

t 

X 

4.1 

4.01 

4.001 

m 

-6.61000 

-6.06010 

-6.00600 


Observe que en el ejemplo 1 la funcion dada ciertamente esta definida en 4, pero en nin- 
gun momento se sustituye x = 4 en la funcion para encontrar el valor de Km fix). 



FI GURA 2.1.2 f{x) —» L cuando 
x —> a si y solo si fix) —» L 
cuando x —>• a ~ y fix) —> L 
cuando x— 



FIGURA 2.1.3 El hecho de que/ 
este definida o no en a es irrele- 
vante con respecto a la existencia 
del limite de fix) cuando x^a 


y\ y=-x 2 + 2x + 2 



FIGURA 2.1.4 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 1 
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y 



2 


FIGURA 2.1.5 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 2 



FIGURA 2.1.6 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 3 


La funcion entero mayor se 
analizo en la seccion 1.1. 



—I 1 o—0 I I I h 

-2 -1 1 2 3 4 5 



FIGURA 2.1.7 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 4 



FIGURA 2.1.8 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 5 


EJEMPLO 2 


Un limite que existe 


La grafica de la funcion definida por partes 


fix) = 


-x + 6, 


x < 2 
x > 2 


se muestra en la FIGURA 2.1.5. Observe que/(2) no esta definido, aunque esto no tiene ninguna 
consecuencia cuando se considera lfm/(x). A partir de la grafica y de las tablas acompanantes, 

x —>2 


1 

<N 

t 

X 

1.9 

1.99 

1.999 

fix ) 

3.61000 

3.96010 

3.99600 


x->2 + 

2.1 

2.01 

2.001 

fix) 

3.90000 

3.99000 

3.99900 


observamos que cuando x se hace proxima a 2, f(x) puede hacerse arbitrariamente proxima a 
4, y asf 

lfm f(x) =4 y hrn/(x) = 4. 

x—>2 x->2 + 

Es decir, lfm/(x) =4. ■ 


EJEMPLO 3 


Un limite que no existe 


La grafica de la funcion definida por partes 


fix) = 


fx + 2, 

\ —x + 10, 


x < 5 
x > 5 


se muestra en la FIGURA 2.1.6. A partir de la grafica y de las tablas acompanantes, parece que 
cuando x se hace proxima a 5 a traves de numeros menores que 5, lfm _f(x) = 7. Luego, cuando 

x—>5 

x tiende a 5 a traves de numeros mayores que 5 parece que lfm J(x) = 5. Pero puesto que 


lfm fix) # Km f(x), 

X-+5 ^^-5 


se concluye que lfm fix) no existe. 


x-^5 

4.9 

4.99 

4.999 

fix) 

6.90000 

6.99000 

6.99900 


x-^5 + 

5.1 

5.01 

5.001 

fix) 

4.90000 

4.99000 

4.99900 


EJEMPLO 4 


Un limite que no existe 


► Recuerde que la funcion entero mayor o parte entera fix) = [x\ se define como el mayor 
entero que es menor o igual que x El dominio de/es el conjunto de numeros reales ( — 00 , 00 ). 
A partir de la grafica en la FIGURA 2.1.7 vemos que fin) esta definida para todo entero n\ a pesar 
de ello, para cada entero n , lfm/(x) no existe. Por ejemplo, cuando x tiende, por ejemplo, al 
numero 3, los dos lfmites laterales existen pero sus valores son diferentes: 


lfm fix) = 2 

x—>3 

x En general, para un entero n, 

lim fix) — n — 1 


mientras que lfm fix) = 3. 

x—»3 + 

mientras que lun /Yx) = n. 


( 8 ) 


EJEMPLO 5 


Un limite por la derecha 


A partir de la FIGURA 2.1.8 debe resultar evidente qu e fix) 


Vr—>0 cuando x—»0 + , es decir, 


lfm Vi = 0. 


Serfa incorrecto escribir XimVx = 0 puesto que esta notacion implica la connotacion de que 
los lfmites por la izquierda y por la derecha existen y son iguales a 0. En este caso lfm Vx 

y— X ->0 

no existe puesto que fix) = Vx no esta definida para x < 0. ■ 
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Si x = a es una asmtota vertical para la grafica de y = f{x ), entonces lim f(x ) nunca existe 

x —»a 

porque los valores de la funcion /(*) deben volverse sin limite desde por lo menos un lado de 
la recta x = a. 


EJEMPLO 6 


Un limite que no existe 


Una asmtota vertical siempre corresponde a una ruptura infinita en la grafica de la funcion /. 
En la FIGURA 2.1.9 observamos que el eje y o v = 0 es una asmtota vertical para la grafica de 
fix) = l/x. Las tablas 


x —>■ 0 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

fix) 

-10 

-100 

-1 000 


+ 

o 

t 

X 

0.1 

0.01 

0.001 

fix) 

10 

100 

1 000 


muestran claramente que los valores de la funcion/(v) se vuelven sin limite en valor absoluto 
cuando se tiende a 0. En otras palabras, fix) no tiende a un numero real cuando x^0~ ni 
cuando x^0 + . En consecuencia, ni el limite por la izquierda ni el limite por la derecha exis- 
ten cuando x tiende a 0. Por tanto, es posible concluir que lfm/(jc) no existe. ■ 

jc—> o 



FIGURA 2.1.9 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 6 


EJEMPLO 7 


Un limite trigonometrico importante 


Para calcular las funciones trigonometricas sen x, cos x, tan x, etc., es importante darse cuenta 
de que la variable x es un numero real o un angulo medido en radianes. Con eso en mente, 
considere los valores numericos d ef(x) = (sen x)/x cuando x —> 0 + dados en la tabla siguiente. 


x—»0 + 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

fix ) 

0.99833416 

0.99998333 

0.99999983 

0.99999999 


Resulta facil ver que se cumplen los mismos resultados proporcionados en la tabla cuando 
v—»0 - . Debido a que sen x es una funcion impar, para r > 0 y -x < 0, se tiene sen(— x) = 
— sen v y en consecuencia, 


fi~x) 


sen ( —x) 
—x 


senx 

v 


= /(*). 


Como puede verse en la FIGURA 2.1.10, /es una funcion par. La tabla de valores numericos, asi 
como la grafica de/sugieren fuertemente el siguiente resultado: 



M senx 



_ 

^ x 


— 7T 77 


FI GU RA 2.1.10 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 7 


(9) ■ 

>0 X 

El limite en (9) es un resultado muy importante que se usara en la seccion 3.4. Otro limite 
trigonometrico que se le pedira comprobar como ejercicio esta dado por 

lfm 1 ~ C0S * = 0, (10) 

x-»0 X 

Vea el problema 43 en los ejercicios 2.1. Debido a su importancia, tanto (9) como (10) se 
demostraran en la seccion 2.4. 


■ Una forma indeterminada Se dice que el limite de un cociente f(x)/g(x ), donde tanto el 
numerador como el denominador tienden a 0 cuando x —» a, tiene una forma indeterminada 
0/0. El limite (7) en el analisis inicial tenia esta forma indeterminada. Muchos limites impor- 
tantes, como (9) y (10), y el limite 


Km 

h-+ 0 


fix+ h)-fix) 
h 


que constituye la columna vertebral del calculo diferencial, tambien tienen la forma indeter¬ 
minada 0/0. 
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y t 

1 c 



-c 

-ll 

) 


EJEMPLO 8 


Una forma indeterminada 


El limite lim \x\/x tiene la forma indeterminada 0/0, pero, a diferencia de (7), (9) y (10), este 

x —^0 

limite no existe. Para ver por que, analizaremos la grafica de la funcion/(x) = \x\/x. Para 
f x x 0 

0, \x\ = \ f_ y asi reconocemos a/como la funcion definida por partes 

I X, X \ u 


x A 


fix) = — = 


1, 

- 1 , 


x > 0 

x < 0. 


(ID 


FI GURA 2.1.11 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 8 


A partir de (11) y de la grafica de/de la FI GURA 2.1.11 debe resultar evidente que los dos limi- 
tes de f izquierdo y derecho, existen y 


Km — = -1 

*->0“ X 


lim — = 1. 

x 


Debido a que estos limites laterales son diferentes, se concluye que Km |x|/x no existe. 


lim notas desde el aula 

x^a . 

Aunque las graficas y tablas de valores funcionales pueden ser convincentes para determinar 

si un limite existe o no, usted ciertamente esta enterado de que todas las calculadoras y 
computadoras funcionan solo con aproximaciones, y que las graficas pueden trazarse de 
manera inexacta. Un uso ciego de las calculadoras tambien puede conducir a una conclusion 
falsa. Por ejemplo, se sabe que Km sen(7r/x) no existe, pero a partir de los valores tabulares 


x —> 0 

±0.1 

±0.01 

±0.001 

fix) 

0 

0 

0 


podria concluirse en forma natural que Km sen(7r/x) = 0. Por otra parte, puede demos- 
trarse que el limite 


Km 

x^0 


Vx 2 + 4 - 2 


existe y es igual a Vea el ejemplo 11 en la seccion 2.2. Con calculadora se obtiene 


( 12 ) 


x —^ 0 

±0.00001 

±0.000001 

±0.0000001 

fix) 

0.200000 

0.000000 

0.000000 


El problema al calcular (12) para toda x proxima a 0 es que en forma correspondiente, 
v±± 4 esta muy proximo a 2. Cuando se restan dos numeros casi iguales en una calcu¬ 
ladora, es posible que ocurra una perdida de cifras significativas debido al error por redondeo. 


Ejercicios 2.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-8. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-14, trace la grafica de la funcion para 
encontrar el limite dado, o concluya que no existe. 


L lim(3x + 2) 
3. Kmfl + -) 

x —>0 \ X/ 


X - 1 

5. Km-— 

x —>1 X 1 


2. lim(x 2 - 1) 


4. Km Vx 

x—>5 


6. lfm- 

jc-»0 


— 3x 


x 3 

9. lim — 

>0 X 

11 . lim f{x) donde/(x) 

x —^0 

12. lim f{x) donde/(x) 

x^2 

13. lim f(x) donde/(x) 


x 4 - 1 

10. Km 1 

X 2 - 1 


fx + 3, x < 0 
\ -x + 3, x > 0 

fx, x < 2 

\x + 1, x > 2 

f x 2 — 2x, x < 2 

1, x = 2 

x 2 — 6x + 8, x > 2 
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14. lim fix) donde fix) = 

x—>0 


x 2 , 

x < 0 

2, 

x = 0 

Vx - 1, 

x > 0 


En los problemas 15-18, use la grafica dada para encontrar 
el valor de cada cantidad, o concluya que no existe. 


a)fi 1) b) lim fix) 

x^l + 



FI GURA 2.1.12 Grafica 
para el problema 15 



FI GURA 2.1.14 Grafica 
para el problema 17 


c) lim fix) d) lim fix) 

x^l~ x—> 1 



FIGURA 2.1.13 Grafica 
para el problema 16 



FI G U RA 2.1.15 Grafica para 
el problema 18 


En los problemas 19-28, cada limite tiene el valor 0, pero 
alguna notacion es incorrecta. Si la notacion es incorrecta, 
escriba la declaracion correcta. 


19. limVx = 0 

*->0 

21. limVWt = 0 
mi 

23. lim |x|=0 

m0“ l j 

25. lim senx = 0 

X—> 7 T 

27. lim V9 - X 2 = 0 

m3 + 


20. limVx = 0 

m0 

22. lim Vx + 2 — 0 

m-2 + 

24. lim^xj = 0 

x ~*k 

26. lim cos -1 x = 0 

Ml 

28. lim lnx = 0 

x—>\ 


En los problemas 29 y 30, use la grafica dada para encon¬ 
trar cada limite, o concluya que no existe. 


29. a) 
c) 


lim fix) 

x^>-4+ 

lim f(x) 


X— >0 


b) lim / (x) 

x—> — 2 

d) lim fix) 

x —> 1 


e) lim fix) 

x^3 



FIGURA 2.1.16 Grafica para el problema 29 


30. a) 
c ) 
e) 


h'm fix) 
lfm fix) 
lim fix) 


X— >0 


b ) Km fix) 

x —> 3 


d) lim fix) 

x —> 3 



FIGURA 2.1.17 Grafica para el problema 30 


En los problemas 31-34, trace una grafica de la funcion/con 
las propiedades dadas. 

31. /(-1) = 3,/(0) = -1,/(1) = 0, lim fix) no existe 

x—>0 

32. /(—2) = 3, Km fix) = 2, Km fix) = -1,/(1) = -2 

x^0 x^-0 + 

33. /(0) = 1, lim fix) = 3, lim fix) = 3,/(l) esta inde- 

x—>1“ x—> 1 + 

finido, /(3) = 0 

34. /(—2) = 2, fix) = 1, — 1 ^ x ^ 1, lim /(x) = 1, 
lim /(x) no existe, /(2) = 3 

x—> 1 


= Problemas con calculadora/SAC 


En los problemas 35-40, use una calculadora o un SAC para 
obtener la grafica de la funcion dada / sobre el intervalo 
[—0.5, 0.5]. Use la grafica para conjeturar el valor de lim fix), 
o concluya que el limite no existe. 

35. fix) = cos ~ 36. fix) = * cos ~ 


37. fix) = 


2 - V4Tx 

x 


38. fix) = ^[V9 - a- - 

e~ 2x - 1 

39. fix) = 


V9T^] 


40. fix) = 


In |x| 

X 


En los problemas 41-50, proceda como en los ejemplos 3, 6 
y 7 y use una calculadora para construir tablas de valores 
funcionales. Conjeture el valor de cada limite o concluya que 
no existe. 


6 Vx — 6V2x — 1 
41. lim--- 

mi x — 1 

sg/j is 1 - cosx 
43. lim- 

x—>0 X 


45. lim 


x 


mo sen 3x 

.. Vx 2 

47. lim 


49. lim 


m 4 X — 4 
x 4 + x - 2 


1 X - 1 


42. lim 

x—> 1 

44. lim 


lnx 


i x - 1 
1 — cosx 

x—>0 


46. lim 


x 

tanx 


>o x 


48. lim 

x—>3 


50. lim 


6 _ 6Vx — 2 

Lx 2 — 9 x 2 — 9 
x 3 + 8 


-2 x + 2 
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2.2 Teoremas sobre limites 

■ Introduccion La intencion del analisis informal en la seccion 2.1 fue proporcionarle una 
comprension intuitiva de cuando un limite existe o no. Sin embargo, no es aconsejable ni prac- 
tico, en ninguna instancia, llegar a una conclusion respecto a la existencia de un limite con 
base en una grafica o tabla de valores numericos. Debe ser posible evaluar un limite, o con- 
cluir su no existencia, de alguna forma mecanica. Los teoremas que se consideraran en esta 
seccion establecen tales mecanismos. Las demostraciones de algunos de estos resultados se 
muestran en el apendice. 

El primer teorema proporciona dos resultados basicos que se usaran en todo el analisis de 
esta seccion. 


Teorema 2.2.1 Dos limites fundamentales 


/) lime = c , donde c es una constante. 
ii) limx = a 

x-^a 


Aunque ambas partes del teorema 2.2.1 requieren una demostracion formal, el teorema 2.2. Hi) 
es casi tautologico cuando se plantea verbalmente: 

• El limite de x cuando x tiende a a es a. 

En el apendice se proporciona una demostracion del teorema 2.2.1/). 


EJEMPLO 1 


Uso del teorema 2.2.1 


a) A partir del teorema 2.2.1/), 


lim 10 = 10 

x—>2 


b ) A partir del teorema 2.2.1//), 
11m x = 2 


y 11m 77 — 77. 

J >6 


y 


limx = 0. ■ 

*->0 


El limite de una constante por una funcion / es la constante por el limite de / cuando x 
tiende a un numero a. 


Teorema 2.2.2 Limite de una funcion multiplicada por una constante 

Si c es una constante, entonces 

lim cf(x) = clim f{x). 


Ahora es posible empezar a usar los teoremas combinados. 


EJEMPLO 2 


Uso de los teoremas 2.2.1 y 2.2.2 


A partir de los teoremas 2.2.1//) y 2.2.2, 


a) lim 5x — 5 limx = 5 • 8 = 40 

x —>8 >8 

b ) lim (—§x) = -\ lfm x = (-|) • (-2) = 3. ■ 

x^—2 N ' x-^—2 ' ' 


El siguiente teorema es particularmente importante porque constituye un medio para calcu- 
lar limites de manera algebraica. 
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Teorema 2.2.3 Limites de una suma, un producto y un cociente 

Suponga que a es un numero real y que limf(x) y lim g(x) existen. Si lim/(r) = L x y 

^ x T , x^-a x—x— 

lim g(x) = L 2 , entonces 

x— 


0 

K) 

m) 


li'm[/(x) ± g(x)] = lira f{x) ± li'mg(x) =U± L 2 , 

x—»a x—>a x— 

\\m[f{x)g{x)] = (ifm/(x)j(li'm g(x)\ = L t L 2 , y 

x—\x—»a / \x—>a / 

/(x) lim/Cx) Li 

x™g(x) lfmg(x) 2 

x— >a 


El teorema 2.2.3 puede plantearse coloquialmente como 

• Si ambos limites existen, entonces 

0 el limite de una suma es la suma de los limites, 
ii) el limite de un producto es el producto de los limites y 
Hi) el limite de un cociente es el cociente de los limites, en el supuesto que el 
limite del denominador no es cero. 

Nota: Si todos los limites existen, entonces el teorema 2.2.3 tambien es valido para limites 
laterales; es decir, la notacion x—>a en el teorema 2.2.3 puede sustituirse por x^a~ o por 
x— >a + . Ademas, el teorema 2.2.3 puede extenderse a diferencias, sumas, productos y cocien- 
tes que implican mas de dos funciones. Consulte el apendice para ver una demostracion del 
teorema 2.2.3. 


EJEMPLO 3 


Uso del teorema 2.2.3 


Evalue Km (l(k + 7). 

x—>5 


Solucion Por los teoremas 2.2.1 y 2.2.2, sabemos que Km 7 y Km lOx existen. Por tanto, a 

• . - _ _ _ ,\ x—>5 x—>5 

partir del teorema 2.2.30, 

lim(l(k + 7) = KmKk + Km 7 

x—>5 x—>5 x—>5 

= lOKmx + Km 7 

x—>5 x—>5 

= 10-5 + 7 = 57. ■ 


■ Limite de una potencia El teorema 2.2.3 ii) puede usarse para calcular el limite de una 
potencia entera positiva de una funcion. Por ejemplo, si Km f{x) = L, entonces por el teo¬ 
rema 2.23ii) con g(x) = f(x), 

lim [/(a) ] 2 = lim [fix) -fix)] = (I I'm f(x)\( Ifm f(x)\ = L 2 . 

x—>a x—»a \x—»a / \x—»a / 

Por el mismo razonamiento es posible aplicar el teorema 2.2.3 ii) al caso general en que f(x) 
es un factor n veces. Este resultado se plantea en el siguiente teorema. 


Teorema 2.2.4 Limites de una potencia 

Sean Km/(x) = L y n un entero positivo. Entonces 

x— 

lim [/(x)]" = [ Ifm f(x)]" = L n . 

x—»a Lx —>a J 


Para el caso especial f{x) = x n , el resultado proporcionado en el teorema 2.2.4 produce 

\imx n = a n . 

x—>a 


( 1 ) 
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EJEMPLO 4 


Uso de (1) y el teorema 2.2.3 


Evalue 


a) limx 3 

x—>10 

Solucion 

a) Por (1), 


*) lim 4. 


4 X 2 ' 


lfm x 3 = 10 3 = 1 000. 


b) Por el teorema 2.2.1 y (1) sabemos que Km 5 = 5 y Km x 2 = 16 A 0. En conse- 
cuencia, por el teorema 2.23Hi), 

c Km 5 c c 

5 x^4 5 5 _ 

lim — = ,7—2 _ 


X ^ 4 x 2 Kmx 2 4 2 16’ 

x—>4 


EJEMPLO 5 


Uso del teorema 2.2.3 


Evalue Km (x 2 — 5x + 6). 

x —>3 

Solucion Debido a los teoremas 2.2.1, 2.2.2 y (1), todos los limites existen. En consecuen- 
cia, por el teorema 2.2.3/), 

lim(i 2 - 5x + 6) = Kmx 2 - Km5x + Km6 = 3 2 - 5- 3 + 6 = 0. ■ 

x —>3 ;t—>3 >3 x—>3 


EJEMPLO 6 


Uso de los teoremas 2.2.3 y 2.2.4 


Evalue lfm fix - l) 10 . 

x —> 1 

Solucion Primero, por el teorema 2.2.3/) se observa que 

Km (3x - 1) = Km 3x - lfm 1 = 2. 

x—>1 x —^ 1 x— >1 

Luego, por el teorema 2.2.4 se concluye que 

\io _ rum — iMio _ oio - i Q24 


Km (3x - 1) 1U = f Km (3x - 1)1 1U = 2 1U = 1 

x—>1 Lx—»l J 


■ Limite de funciones polinomiales Algunos limites pueden evaluarse por sustitucion directa. 
Para calcular el limite de una funcion polinomial general pueden usarse (1) y el teorema 2.2.3/). 
Si 


fix) = c n x n + c n 


-iX"" 1 + 


' + C\X + Co 


es una funcion polinomial, entonces 

11m f{x) = Km(c n x" + c n - X x n ~ x + • • • + c x x + c 0 ) 

x—»a x—»a v 

= Kmc/" + limc n _ 1 x n_1 + • • • + Km^x + limc 0 

x—»a x^a x—»a x—»a 

= c n a n + C n - X a n ~ l + • • • + c x a + C 0 . ^/ esta definida enx = ay 

este limite es f(a) 

En otras palabras, para evaluar el limite de una funcion polinomial / cuando x tiende a un 
numero real a , solo es necesario evaluar la funcion en x = a: 


lfm fix) = fid). (2) 


A1 revisar el ejemplo 5 observamos que lfm f(x), donde fix) = x 2 — 5x + 6 esta dada por 

/(3) = 0. 

Debido a que una funcion racional / es el cociente de dos polinomios pix) y qix), por (2) 
y por el teorema 2.2.3///) se concluye que el limite de una funcion racional/(x) = pix)/qix) 
tambien puede encontrarse al evaluar/en x = a: 


pix) pia) 
lim fix) = Km —- = —- . 
x—»a x qix) qia) 


( 3 ) 









Por supuesto, es necesario agregar a (3) el siempre importante requisito de que el limite del 
denominador no sea cero; es decir, q(a ) =£ 0. 


EJEMPLO 7 


Evalue lim 


Uso de (2) y (3) 


3x 


8x z + 2x - 2 


Solucion f{x) 


3x - 4 


8x + 2x - 2 


es una funcion racional, de modo que si se identifican los 


polinomios p(x ) = 3x — 4 y q(x) = 8x 2 + 2x — 2, entonces por (2) 

Km p(x) = p(— 1) = -7 y Km g(x) = c/(— 1) = 4. 

x—»-l x—>-l 

Puesto que #(—1) ¥= 0, por (3) se concluye que 

3x — 4 P(~ 1) -7 


Km , 1 . 

8x 2 + 2x - 2 ^(-1) 


7 

V 


Usted no debe quedarse con la impresion de que siempre es posible encontrar el limite de 
una funcion al sustituir el numero a directamente en la funcion. 


EJEMPLO 8 


Uso del teorema 2.2.3 


Evalue lim- 


1 


X‘ + X 


Solucion En este limite la funcion es racional, pero si en la funcion sustituimos x = 1, se 
observa que el limite tiene la forma indeterminada 0/0. No obstante, si primero se simplifica, 
despues puede aplicarse el teorema 2.2.3iii): 


,, x ~ 1 
lim —- 

x -> x x 2 + x - 


2 


x - 1 

x™ (x - l)(x + 2) 


Km 


1 


i x + 2 

liml 

x—^ 1 

lim(x + 2) 

x—>1 


1 

3' 


cancelar es valido en el 
supuesto que x # 1 


Algunas veces es posible afirmar a primera vista cuando no existe un limite. 



DEMOSTRACION Se proporcionara una demostracion indirecta de este resultado, basada en 
el teorema 2.2.3. Suponga que lim/(x) = L x =£ 0 y Km g(x) = 0, y tambien que Km (/(x)/g(x)) 

x^a x— x^a 

existe y que es igual a L 2 . Entonces 


L\ = li'm fix) = lfm(g(x) 


g(x) # 0, 



0 . 
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4k Si un limite de una funcion 
racional tiene la forma indeter¬ 
minada 0/0 cuando x —> a, 
entonces por el teorema del fac¬ 
tor del algebra x — a debe ser un 
factor tanto del numerador como 
del denominador. Estas cantida- 
des se factorizan y se cancela el 
factor x — a. 


El teorema se ha demostrado por contradiccion de la hipotesis L x =f= 0. 
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EJEMPLO 9 


Evalue 


Uso de los teoremas 2.2.3 y 2.2.5 


a) 


lim—— 

*->5X — 


5 


b ) Km 

>5 


x 2 — lOx — 25 
x 2 - 4x - 5 


c ) lun-i- 

JC—>5 JC 


lOx + 25' 


Solucion Cada funcion en los tres incisos del ejemplo es racional. 

a) Puesto que el limite del denominador i es 5, pero el limite del denominador x — 5 
es 0, concluimos del teorema 2.2.5 que el limite no existe. 

b ) A1 sustituir x = 5, tanto el denominador como el numerador se Kacen iguales a 0, de 
modo que el limite tiene la forma indeterminada 0/0. Por el teorema del factor del 
algebra, i - 5 es un factor tanto del numerador como del denominador. Asi, 


Km 

x—>5 


x 2 — lOx — 25 
x 2 - 4x- 5 


Km 


(x - 5) 2 


Km 


5 (x — 5)(x 4- 1) 
x — 5 


5 1+1 


se cancela el factor x — 5 


— 0 el limite existe 

6 


c) De nuevo, el limite tiene la forma indeterminada 0/0. Despues de factorizar el deno¬ 
minador y cancelar los factores, por la manipulacion algebraica 


lfm- 


x — 5 


* x - IOjc + 25 


lim^ 2 — 
(jc - 


5) 2 


lim-- 

x—>5 X — 5 


se ve que el limite no existe puesto que el limite del numerador en la ultima expre- 
sion aKora es 1, pero el limite del denominador es 0. ■ 


■ Limite de una raiz El limite de la raiz n-6 sima de una funcion es la raiz zz-esima del limite 
siempre que el limite exista y tenga una raiz zz-esima real. El siguiente teorema resume este 
KecKo. 


Teorema 2.2.6 Limite de una raiz 


Sean Km /(x) = L y zz un entero positivo. Entonces 

lim S/f(x) = X/lim/(x) = S/l, 

x—>a x— 

en el supuesto que L > 0 cuando zz es par. 


Un caso especial inmediato del teorema 2.2.6 es 

Km Vx = S/a, (4) 

x—»a 

en el supuesto que a > 0 cuando zz es par. Por ejemplo, KmVx = [limxl 1 / 2 = 9^ 2 = 3. 

x—>9 U—>9 J 


EJEMPLO 10 


Uso de (4) y del teorema 2.2.3 


Evalue Km 

x —> 2 


X - S/x 
2x + 10 


Solucion 

que 


testo que Km (2x + 10) = —6 A 0, por el teorema 2.23iii) y (4) observamos 

jc—> — 8 


,+y ~ [+ n s -+ /3 ~8 — (~ 8) 1 / 3 -6 

i m 8 2x + 10 lun (2x + 10) -6 




Cuando el limite de una funcion algebraica que implica radicales tiene la forma indeter¬ 
minada 0/0, algo que puede intentarse es racionalizar el numerador o el denominador. 
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EJEMPLO 11 


Racionalizacion de un numerador 


Evalue lim + A ' 2 + 4 -- 


Solucion Puesto que lim \/x 2 + 4 = \/lim(x 2 + 4) = 2 por inspeccion vemos que el limite 


x^O 


dado tiene la forma indeterminada 0/0. Sin embargo, al racionalizar el numerador obtenemos 

„ V* 2 + 4 - 2 „ V* 2 + 4 - 2 Vjc 2 + 4 + 2 

lim---= lim--— 


x^O 


x^O 


Vx 2 + 4 + 2 


= lim 


(x 2 + 4) - 4 
0 x 2 (Vx 2 + 4 + 2) 


= lim 


0 x 2 (Vx 2 + 4 + 2) 

1 


= lim —t- 

Vx 2 + 4 + 2 


lim 

x^O 


Vx 2 + 4 - 2 


= lim 

x^O 


1 




4 + 2 


liml 

x— »o 


Vlfm(x 2 + 4) + Inn 2 

x^O x->0 

1 = 1 
2 + 2 4' 


- se cancelan las x 


el limite ya 
no es 0/0 


Ahora ya es posible que apliquemos los teoremas 2.2.3 y 2.2.6: 


En caso de que alguien se pregunte si puede haber mas de un limite de una funcion /(x) 
cuando x —» a, para que quede registro se plantea el ultimo teorema. 


Teorema 2.2.7 Existencia implica unicidad 

Si lim/(x) existe, entonces es unico. 

x—>a 


lim NOTAS DESDE EL AULA 

x^a . 

En matematicas es tan importante saber lo que un teorema o una definicion no dice, asi como 
saber lo que dice. 

i) La propiedad i) del teorema 2.2.3 no dice que el limite de una suma siempre es la suma 
de los limites. Por ejemplo, lim (1/x) no existe, de modo que 

x —>0 


lim 

x —>0 


l _l 

X X 


± lim - - lim-. 

x—>0 X x—>0 X 


A pesar de ello, puesto que 1/x — 1/x = 0 para x + 0, el limite de la diferencia existe. 


lim 

x—>0 


11 

X X 


= lim 0 = 0. 

x—>0 


ii) En forma semejante, el limite de un producto puede existir y no obstante no ser igual al 
producto de los limites. Por ejemplo, x/x = 1, para x + 0, y asi 


pero 


limfx • —) = lim 1 = 1 

x—>0 \ X/ x—>0 

• —) A flimx) film —) 

X/ Vx— >0 / \x— >0 X/ 


lim (x • — ] 


puesto que lim (1/x) no existe. 


<4| En la seccion “Notas desde el 
aula”, al final de la seccion 2.1, 
vimos este limite en la ecuacion 
( 12 ). 
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iii) El teorema 2.2.5 no afirma que el limite de un cociente no existe cuando el limite del 
denominador es cero. El ejemplo 8 es un contraejemplo de esa interpretacion. No obs¬ 
tante, el teorema 2.2.5 establece que el limite de un cociente no existe cuando el limite 
del denominador es cero y el limite del numerador no es cero. 


Ejercicios 2.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-8. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-52, encuentre el limite dado, o concluya 


que no existe. 


1 . 

Km 15 

x—>—4 

2 . 

3. 

lim(-4)x 

x—>3 

4. 

5. 

lim x 2 

x —>—2 

6 . 

7. 

lim (x 3 — 4x 4- 1) 

x—> — 1 

8 . 

9. 

2x 4- 4 
lim - 

x—>2 X — 7 

10 . 

11 . 

lnu(3f - l)(5f 2 + 2) 

12 . 

13. 

,, s 2 - 21 

lim . O 

14. 

15. 

lim (x + x 2 + x 3 ) 135 

x —> 1 

16. 

17. HmV 2 x - 5 

x —>6 

18. 

19. 

lim s ^ 

>^t 2 + t -2 

20 . 

21 . 

y 2 - 25 
y^-5 y + 5 

22 . 

23. 

h'n/- ' 

-t->l x — 1 

24. 

25. 

(x - 2)(x + 5) 
x^io (x — 8 ) 

26. 

27. 

„ x 3 + 3x 2 - lOx 

lin J o 

x^2 X — 2 

28. 

29. 

t 3 — 2t + 1 
lim , 

t 3 + t 2 - 2 

30. 

31. 

(x + 2 )(x 5 - l ) 3 

lim 

32. 


33. lim 

x->0 


34. Km 

x—>2 


3x — 1 , 1 


+ — 


1 


x->0 


x—>6 


x + 5 
m—i— 
>o 3x 


x 2 — 6x 

m —- 

>6 x 2 - lx + 6 

(3x - 4) 40 


(x 2 - 2) 
lim(l + $ 

x ^8 


,36 


x—>2 

„ u 2 — 5u — 24 

Km--- 

8 u — 8 

y t 3 + 1 

lim —- 

t^-i t 2 - i 

2x + 6 

lim —-- 

x^- 3 4x 2 _ 36 

„ lx 2 + 3x — 9 

Km-—- 

x —>1.5 X 1.5 

limx 3 (i 4 + 2 x 3 ) -1 


35. Km 


x 2 x 2 + 2x — 
(x + 3) 2 


*^ 3+ Vx - 3 


37. lim 


lOx 


x— >10 \ 2x + 5 


39. Km 


h 


h^4\l h + 5 V - 4 


h 2 - 16 


41. Km 

x— >o - 


5 * 


64x 


x + 2x 

2 la2 


40. lima + 2) 3/2 (2 1 + 4) 1/3 

42. lim ( 8 x + — 

x^l + V Xj 


43. Km(ar — bt ) 


45. Km 

/ z —>0 


(8 + h) 2 - 64 


h 


44. Km \/u 2 x 2 4- 2xw 4- 1 

x->-i 

46. Ifm |[(1 + h) 3 - 1] 

h^oh 


47. Km -f 


1 / 1 


0 A V X + h 


AQ w Vx 4- h - Vx 

48. Km- - - 

h-+ 0 A 

v? - 1 

49. Km-— 

f-n f - 1 


(x > 0) 


51. Km 


V25 + v - 5 


Vl + v - 1 


50. Km 

w—>5 


52. Km 

x->i 


VmT4 - 3 
u — 5 

4 - Vx + 15 
x 2 - 1 


En los problemas 53-60, suponga que lim/(x) = 4 y Km g(x) 

x—>a x—>a 

= 2. Encuentre el limite dado, o concluya que no existe. 
53. Hm[5/(x) + 6 g(x)] 54. Hm[/(x )] 3 


55. Ifm— 7 — 

x^ag(x) 


fix ) 


57. Ifm- 

^f(x) ~ 2g(x) 

59. \imxf{x)g{x) 

x—>a 

= Piense en ello 


56. Ifm 

x—>a 

58. Ifm 


m 

g(x) 

[fix)] 2 - 4[g(x)] 2 


60. Km 


x^a f(x) ~ 2g(x) 
6x 4- 3 


x->a xf(x) + g(x) 




En los problemas 61 y 62, use el primer resultado para 
encontrar los limites en los incisos a)-c). Justifique cada paso 
de su trabajo citando la propiedad idonea de los limites. 

v ioo _ ] 


61. Km 


i x — l 
x 


= 100 


a) Km 


ioo _ y 


v-50 


jU - 1 


b) Km 


- 1 


(x 100 - l) 2 


i x — l 


c ) Km 


(jc - i y 


62 . Ifm^ = 1 


x—>0 X 


a) Km 


2x 


x^o senx 


_ 1 — cos 2 x . „ 8 x 2 — senx 

b ) Km--- c) Km - 


x ^0 


x—>0 


36. 

lfm(x - 4)"(x 2 - 7) 10 

x^3 

63. 


V(r 2 + 3r - 2) 3 


38. 

Km ,- 

V(5r - 3) 2 

64. 


63. Use Km 


senx 


x—>0 X 

... 2/(x)-5 
i lim-—— 

x—>2 X + 3 


= 1, para mostrar que Km senx = 0. 

x—>0 


= 4, encuentre limf(x). 

x—>2 
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2.3 Continuidad 

■ Introduccion En el analisis de la seccion 1.1 sobre funciones y graficas se uso la frase 
“estos puntos se unen con una curva suave”. Esta frase invoca la imagen que es una curva con- 
tinua agradable; en otras palabras, una curva sin rupturas, saltos o huecos. En efecto, una fun- 
cion continua a menudo se describe como una cuya grafica puede trazarse sin levantar el lapiz 
del papel. 

En la seccion 2.2 vimos que el valor funcional fia) no desempenaba ningun papel en la 
determinacion de la existencia de lim fix). Pero en la seccion 2.2 observamos que los limites 

x— 

cuando x—>a de funciones polinomiales y ciertas funciones racionales pueden encontrarse sim- 
plemente al evaluar la funcion en v = a. La razon por la que puede hacerse lo anterior en algu- 
nas instancias es el hecho de que la funcion es continua en un numero a. En esta seccion vere- 
mos que tanto el valor de f(a ) como el limite de / cuando v tiende a un numero a desempenan 
papeles primordiales al definir el concepto de continuidad. Antes de proporcionar la defini¬ 
tion, en la FIGURA 2.3.1 se ilustran algunos ejemplos intuitivos de funciones que no son conti- 
nuas en a. 



y f(a ) no esta pero f(a) esta 

definida definida 


FIGURA 2.3.1 Cuatro ejemplos d efno continua en a 



c ) Km f(x) existe 

x—>a 

pero f(a ) no esta 
definida 



d ) Km f(x) existe, 

x—>a 

f(a) esta definida, 
pero Km f(x ) =£ f(a ) 


■ Continuidad en un numero La figura 2.3.1 sugiere la siguiente condicion tripartita de con¬ 
tinuidad de una funcion / en un numero a. 


Definicion 2.3.1 Continuidad en a 

Se dice que una funcion / es continua en un numero a si 

i) fia) esta definido, ii) lim fix) existe y 

iii) \imfix) = fia). 

x— 

x— 


Si alguna de las condiciones en la definicion 2.3.1 no se cumple, entonces se dice que/ 
es discontinua en el numero a. 


EJEMPLO 1 


Tres funciones 


Determine si cada una de las siguientes funciones es continua en 1. 


a) fix) = 


x 3 - 1 

X — \ 


- 1 


*) g(x) = { X - 1 ’ 


x =£ 1 
x = 1 


- 1 


c) h(x) = { x — 1 ’ 

3, 


x =f= 1 

X = 1 


Solucion 

a) /es discontinua en 1 puesto que al sustituir x = 1 en la funcion se obtiene 0/0. Se 
afirma que/(l) no esta definida, de modo que se viola la primera condicion de con¬ 
tinuidad en la definicion 2.3.1. 

b) Debido a que g esta definida en 1, es decir, g(l) = 2, a continuacion se determina si 
lim g(x) existe. Por 

x—> 1 


lim — 

x—>1 X 


(x — 1 )ix 2 + V + 1) 

lim- - - 

x—>1 X 1 


lim(x 2 + x + 1) = 3 

x —>1 


( 1 ) 


<4 Recuerde de sus conocimientos 
de algebra que 

a 3 — b 3 = ia - b) 
ia 2 + ab + b 2 ) 
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concluimos que lim g(x) existe y es igual a 3. Puesto que este valor no es el mismo 

x —^ 1 

que g(l) =2, se viola la segunda condicion de la definicion 2.3.1. La funcion g es 
discontinua en 1. 

c) Primero, h( 1) esta definida; en este caso, h( 1) = 3. Segundo, Km h(x) = 3 por (1) 

x —^ 1 

del inciso b). Tercero, se tiene Km h{x) = h{ 1) = 3. Por tanto, se cumplen las tres 

x —> 1 

condiciones en la definicion 2.3.1 y asi la funcion h es continua en 1. 

Las graficas de las tres funciones se comparan en la FIGURA 2.3.2. 




cion en el ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Funcion definida por partes 


Determine si la funcion definida por partes es continua en 2. 


I * 2 , 


x < 2 

f(x) = \ 5, x = 2 

—x + 6, x > 2. 


Solucion Primero, observe que/(2) esta definida y es igual a 5. Luego, por 


lim fix) = lim x 2 = 4 

x —>2 x —>2 

lum/(x) = lfm (~x + 6) = 4 

X—»2 + X—>2 + 


implica lim/(x) = 4 

x—>2 


observamos que el limite de / existe cuando x —> 2. Por ultimo, debido a que Km /(x) 

x ^>2 

/(2) = 5, por iii) de la definicion 2.3.1 se concluye que/es discontinua en 2. La grafica de/ 
se muestra en la FIGURA 2.3.3. ■ 


■ Continuidad sobre un intervalo A continuacion veremos que el concepto de continuidad en 
un numero a se extiende a continuidad sobre un intervalo. 


Definicion 2.3.2 Continuidad sobre un intervalo 
Una funcion / es continua 

i) sobre un intervalo abierto (,a , b) si es continua en todo numero en el intervalo; y 

ii) sobre un intervalo cerrado [a , b ] si es continua en (,a , b) y, ademas, 

lfm fix) = fid) y lfm fix) = fib). 

X—»a + X—»£> 


Si se cumple la condicion limite por la derecha Km fix) = f(a) dada por ii) de la defi- 

x—»a + 

nicion 2.3.1, se dice que / es continua por la derecha en a; si Km fix) =f(b), entonces / 

x—>■&“ 

es continua por la izquierda en b. 

Extensiones de estos conceptos a intervalos como [ a , b ), ia , b], ia , oo), ( —oo, &), 
(—oo, oo), [a, oo) y (—oo, &] se hacen como se espera. Por ejemplo,/es continua en [1, 5) si 
es continua en el intervalo abierto (1, 5) y es continua por la derecha en 1. 
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EJEMPLO 3 


Continuidad sobre un intervalo 


a) Como observamos en la FIGURA 2.3.4a), /(x) = l/V^l — x 2 es continua sobre el inter¬ 
valo abierto (— 1 , 1 ) pero no es continua sobre el intervalo cerrado [— 1 , 1 ], ya que ni 
/(— 1 ) ni/(l) estan definidos. 

b) Ax) = Vl -X 2 es continua sobre [—1, 1]. Observe por la figura 2.2 Ab) que 


lim/Y.v) =/(-l) = 0 y Hm/(x) =/(l) = 0. 

»-l JC— >1 


c) f{x) = Vx - 1 es continua sobre el intervalo no acotado [ 1 , oo), ya que 


1 fm f(x) = Vlim(x — 1) = Va — 1 = f(a), 

x-^a x-^-a 


para cualquier numero real a que cumpla a > 1 , y / es continua por la derecha en 1 
puesto que 

lfm =/(l) = 0 . 

x —>1 


Vea la figura 2.3.4c). ■ 

Una revision de las graficas en las figuras 1.4.1 y 1.4.2 muestra que y = sen x y y = cos 
x son continuas en (—oo, oo). Las figuras 1.4.3 y 1.4.5 muestran que y = tan x y y = sec x 
son discontinuas en x = (2n + 1 ) 7 t/ 2 , n = 0, ±1, ±2, , mientras las figuras 1.4.4 y 

1.4.6 muestran que y = cot x y y = esc x son discontinuas en x = mr , n = 0, ±1, ±2, . . . 
Las funciones trigonometricas inversas y = sen -1 x y y = cos -1 x son continuas sobre el inter¬ 
valo cerrado [ — 1, 1]. Vea las figuras 1.5.9 y 1.5.12. La funcion exponencial natural y = e x 
es continua sobre el intervalo (—oo, oo), mientras que la funcion logaritmo natural y = In x es 
continua sobre (0, oo). Vea las figuras 1.6.5 y 1.6.6. 

■ Continuidad de una suma r producto y cociente Cuando dos funciones/y g son continuas 
en un numero a , entonces la combinacion de las funciones formadas por suma, multiplicacion 
y division tambien es continua en a. En el caso de la division // g es necesario, por supuesto, 
requerir que g(a) ¥= 0 . 


Teorema 2.3.1 Continuidad de una suma, un producto y un cociente 

Si las funciones fyg son continuas en un numero a , entonces la suma / + g, el producto 
fg y el cociente f/g ( g(a ) ¥= 0 ) son continuos en x = a. 


DEM0STRACI0M DE LA CONTINUIDAD DEL PRODUCTO fg Como una consecuencia de la hipo- 
tesis de que las funciones fyg son continuas en un numero a , podemos decir que ambas fun¬ 
ciones estan definidas en x = a, los limites de las dos funciones existen cuando x tiende a a y 

Ifm/Tx) =f(a) y lung(x) = g(a). 

»a x—»a 

Debido a que el limite existe, sabemos que el limite de un producto es el producto de los limites: 
Hm(/(x)g(x)) = (Hm/(x))(Hmg(x)) = f(d)g(a). 

x—»a \x^a / \x^a / 

Las demostraciones de las partes restantes del teorema 2.3.1 se obtienen de manera semejante. ■ 

Puesto que la definicion 2.3.1 implica que/(x) = x es continua en cualquier numero real 
x, a partir de aplicaciones sucesivas del teorema 2.3.1 se observa que las funciones 
x, x 2 , x 3 , . . . , x n tambien son continuas para cualquier x en el intervalo (—oo, oo). Debido a 
que una funcion polinomial es justo una suma de potencias de x, otra aplicacion del teorema 
2.3.1 muestra lo siguiente: 

• Una funcion polinomial / es continua en (—oo, oo). 

Se dice que las funciones, como las polinomiales, el seno y el coseno, que son continuas para 
todos los numeros reales, es decir, sobre el intervalo (—oo, oo), son continuas en todas par¬ 
tes. De una funcion que es continua en todas partes tambien se dice que es continua. Luego, 



-l l 

a) 



-l l 

b) 



c) 

FIGURA 2.3.4 Graficas de las 
funciones en el ejemplo 3 
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si p(x ) y q(x) son funciones polinomiales, por el teorema 2.3.1 tambien se concluye directa- 
mente que 



FIGURA 2.3.5 Discontinuidad tipo 
salto en x = 0 



a) No es continua en 1 



b ) Continua en 1 
FIGURA 2.3.6 Discontinuidad 
removible eni = 1 


• Una funcion racional fix) = p(x)/q(x ) es continua excepto en numeros en los que el 
denominador q(x) es cero. 

■ Terminologia Una discontinuidad de una funcion/a menudo se denomina de manera especial. 

• Si x = a es una asmtota vertical para la grafica de y = fix ), entonces se dice que / 
tiene una discontinuidad infinita en a. 

La figura 2.3.1 a) ilustra una funcion con una discontinuidad infinita en a. 

• Si lim f{x) = Li y 11m f(x) = L 2 y L x ¥= L 2 , entonces se dice que / tiene una dis- 

x—x—»a + 

continuidad finita o una discontinuidad de tipo salto en a. 

La funcion y = fix) dada en la FIGURA 2.3.5 tiene una discontinuidad de tipo salto en 0, puesto 
que 11m f(x)=— 1 y Km fix) = 1. La funcion entero mayor fix) = lx I tiene una disconti- 

x—»0 _ x—>0 + 

nuidad de tipo salto en todo valor entero de x. 

• Si Km f(x) existe pero / no esta definida en x = a o fia) Km fix), entonces se dice 

x—x— 

que / tiene una discontinuidad removible en a. 

Por ejemplo, la funcion/(x) = (x 2 — l)/(x — 1) no esta definida en x = 1 pero lim/(x) = 2. 

x—y 1 

A1 definirfil) = 2, la nueva funcion 



[2, x = 1 

es continua en todas partes. Yea la FIGURA 2.3.6. 


■ Continuidad de / 1 La validez del siguiente teorema se concluye del hecho de que la gra¬ 
fica de la funcion inversa/ -1 es una reflexion de la grafica de/en la recta y = x. 


Teorema 2.3.2 Continuidad de una funcion inversa 

Si / es una funcion continua uno a uno sobre un intervalo [a, b\, entonces/ -1 es continua 
ya sea sobre [fia),fib)] o sobre [fib),fia)]. 


La funcion seno,/(x) = sen x, es continua sobre [ — 7 t/2, tt/2] , y como ya se observo, la 
inversa de/, y = sen -1 x, es continua sobre el intervalo cerrado [/( — tt/ 2), f( tt/2)] = [ — 1,1]. 

■ Limite de una funcion compuesta El siguiente teorema establece que si una funcion es con¬ 
tinua, entonces el limite de esa funcion es la funcion del limite. La demostracion del teorema 
2.3.3 se proporciona en el apendice. 


Teorema 2.3.3 Limite de una funcion compuesta 

Si Km g(x) = L y/es continua en L, entonces 

x— 

\mf(g(x)) =/(Kmg(x)) = f(L). 


El teorema 2.3.3 es util en la demostracion de otros teoremas. Si la funcion g es continua 
en a y / es continua en gia), entonces vemos que 















2.3 Continuidad 85 


\\mf(g(x)) = f(\mg(x)\ = f(g(a)). 

x—»a \x—/ 

Acabamos de demostrar que la composicion de dos funciones continuas es continua. 


Teorema 2.3.4 Continuidad de una funcion compuesta 

Si g es continua en un numero a y / es continua en g{a ), entonces la funcion compuesta 
(/ ° #)(* *) = figi*)) es continua en a. 


EJEMPLO 4 


Continuidad de una funcion compuesta 


fix) = Vr es continua sobre el intervalo [0, oo) y g(x) = x 2 + 2 es continua sobre (—oo, oo). 
Pero, puesto que g(x) > 0 para toda x 9 la funcion compuesta 


(/ ° g')(x) =f(g(x )) = Vx 2 + 2 


es continua en todas partes. 


Si una funcion/es continua sobre un intervalo cerrado [a, b], entonces, como se ilustra 
en la FIGURA 2.3.7, /asume todos los valores entr z fia) y fib). Dicho de otra manera, una fun¬ 
cion continua/no omite ningun valor. 



FIGURA 2.3.7 Una funcion conti¬ 
nua / asume todos los valores 
entre/(a) y fib) 


Teorema 2.3.5 Teorema del valor intermedio 

Si / denota una funcion continua sobre un intervalo cerrado [a, b] para el cual f{a) f(b ), 
y si N es cualquier numero entre f(a) y fib), entonces existe por lo menos un numero c entre 
a y b tal que /(c) = N. 


EJEMPLO 5 


Consecuencia de la continuidad 


La funcion polinomial fix) = x 2 — x — 5 es continua sobre el intervalo [ — 1, 4] y/(— 1) = — 3, 
/(4) = 7. Para cualquier numero N para el cual — 3 < N < 7, el teorema 2.3.5 garantiza que 
hay una solucion para la ecuacion/(c) = N, es decir, c 2 — c — 5 = 7Ven [ —1,4]. Especifi- 
camente, si se escoge N = 1, entonces c 2 — c — 5 = 1 es equivalente a 


c 2 — c — 6 = 0 o bien, (c - 3)(c + 2) = 0. 


Aunque la ultima ecuacion tiene dos soluciones, solo el valor c = 3 esta entre — 1 y 4. ■ 


El ejemplo anterior sugiere un corolario al teorema del valor intermedio. 

• Si / satisface las hipotesis del teorema 2.3.5 y f{a) y fib) tienen signos algebraicos 
opuestos, entonces existe un numero x entre ay b para el que fix) = 0. 

Este hecho se usa a menudo para localizar ceros reales de una funcion continua /. Si los valo¬ 
res fia) y fib) tienen signos opuestos, entonces al identificar N = 0 podemos afirmar que hay 
por lo menos un numero c en ( a , b) para el cual /(c) = 0. En otras palabras, si fia) > 0, f(b) 
< 0 o fia) < 0, fib) > 0, entonces fix) tiene por lo menos un cero c en el intervalo (< a , b). La 
validez de esta conclusion se ilustra en la FIGURA 2.3.8. 




a) Un cero c en {a, b ) b "> Tres ceros en e r c 2’ c 3 en ^ » 

FIGURA 2.3.8 Localizacion de ceros de funciones usando el teorema del valor intermedio 
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■ Metodo de biseccion Como una consecuencia directa del teorema del valor intermedio, es 
posible concebir un medio para aproximar los ceros de una funcion continua hasta cualquier 
grado de precision. Suponga que y = f(x) es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] tal que 
f(a) y f{b) tienen signos algebraicos opuestos. Luego, como acabamos de ver, / tiene un cero 
en [a, b]. Suponga que el intervalo [a, b] se biseca encontrando el punto medio 
mi = (a + b)/ 2. Si f(m x ) = 0, entonces m x es un cero de / y ya no se continua, pero si 
f(mi) ¥= 0, entonces puede afirmarse lo siguiente: 


el punto medio es 
una aproximacion 
cero de f al cero 

i l 

H- • -1- 

a c m l 

FIGURA 2.3.9 El numero mi es 
una aproximacion al numero c 


• Si f(a) y f(mi) tienen signos algebraicos opuestos, entonces / tiene un cero c en [ a , mj. 

• Si f(mi) y f(b) tienen signos algebraicos opuestos, entonces / tiene un cero c en [m l9 b]. 

Es decir, si f(m x ) ± 0, entonces / tiene un cero en un intervalo que mide la mitad del inter¬ 
valo original. Vea la FIGURA 2.3.9. A continuation se repite el proceso al bisecar este nuevo in¬ 
tervalo al encontrar su punto medio m 2 . Si m 2 es un cero de f entonces detenemos el proceso, 
pero si f(m 2 ) ± 0, hemos localizado un cero en un intervalo que mide la cuarta parte del inter¬ 
valo \a , b]. Continuamos este proceso de localizar un cero en/de manera indefinida en in- 
tervalos cada vez mas cortos. Este metodo de aproximar un cero de una funcion continua por 
medio de una sucesion de puntos medios se denomina metodo de biseccion. Al volver a ins- 
peccionar la figura 2.3.9 se observa que el error en una aproximacion a un cero en un inter¬ 
valo es menos de la mitad de la longitud del intervalo. 


EJEMPLO 6 


Ceros de una funcion polinomial 


a) Demuestre que los ceros de la funcion polinomial f(x) = x 6 — 3x — 1 tiene un cero 
real en [-1,0] y en [1, 2]. 

b) Aproxime el cero en [1, 2] hasta dos cifras decimales. 


Solution 

a) Observe que/(—1) = 3 > 0 y/(0) = — 1 < 0. Este cambio de signo indica que la 
grafica de/debe cruzar el eje x por lo menos una vez en el intervalo [ — 1,0]. En 
otras palabras, hay por lo menos un cero en [ — 1,0]. 

De manera semejante,/(l) = — 3 < 0 y/(2) = 57 > 0 implican que hay por lo 
menos un cero de/en el intervalo [1, 2]. 

b) Una primera aproximacion al cero en [1, 2] es el punto medio del intervalo: 



FIGURA 2.3.10 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 6 


m l = = | = 1.5, error < |(2 - 1) = 0.5. 

Luego, puesto qu ef(mi) = /(§) > 0 y /(l) < 0, se sabe que el cero esta en el inter¬ 
valo [l, §]. 

La segunda aproximacion al cero es el punto medio de [l, §]: 

1 + | 5 1/3 \ 

m 2 = 2 =- = 1.25, error < - lj = 0.25. 

Puesto que/(m 2 ) = /(f) < 0, el cero esta en el intervalo [f, §]. 

La tercera aproximacion al cero es el punto medio de [f, §]: 

^ 11 ^ 1(3 5 ) ni ._ 

m 3 = —— = — = 1.375, error < 2\2 ~ 4/ = °' 125 ' 


Si se desea que la aproximacion ^ 
sea precisa hasta tres cifras 
decimales, continuamos hasta 
que el error se vuelva menor 
que 0.0005, y asf sucesivamente. 


Despues de ocho calculos, encontramos que ra 8 = 1.300781 con error menor que 
0.005. Por tanto, 1.30 es una aproximacion al cero de/en [1, 2] que es precisa hasta 
dos cifras decimales. La grafica de/se proporciona en la FIGURA 2.3.10. ■ 


Ejercicios 2.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-8. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-12, encuentre los numeros, en caso de 
haberlos, en que la funcion / dada es discontinua. 


3. fix) = (x 2 - 9x+ 18)“ 1 4. fix) = 

1 


x 


1 


1. fix) = x 3 - 4x 2 + 7 


2. fix) = 


5 - fix) = 


6. fix) 


x 2 + 4 


x 4 - 1 

tanv 
x + 3 


sen2x 
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lx, x < 0 

7. /(x) = lx 2 , 0 ^ x < 2 8. /(x) = 


[x, X > 2 

[ x 2 — 25 


9. /(x) = { x - 5 ’ 

10 , 


10 . /(x) 


11 . f(x ) = 


X — 1 

Vi - I’ 
J. 

k 2’ 

1 

2 + In x 


x ^ 5 
x = 5 

x =/= 1 

x = 1 



12 . /(x) = 


En los problemas 13-24, determine si la funcion/es conti- 
nua en el intervalo indicado. 


13. fix) = x 2 + 1 

a) [-1,4] 

14. fix ) = t 

a) (-oo, oo) 


ft) [5,oo) 


ft) (0, oo) 


FIGURA 2.3.12 Grafica para el problema 24 

«) [2, 4] ft) [1, 5] 

En los problemas 25-28, encuentre los valores de m y n de 
tal manera que la funcion / sea continua. 


25. fix) 


f mx, 

\x\ 


X < 4 
x > 4 


26. /(x) = < x 
m , 


2’ 


x ^ 2 
x = 2 


I mx, x < 3 

27. /(x) = x = 3 

-2x + 9, x > 3 

( mx — n, x < 1 

5, x = 1 

2mx + ?z, x > 1 


is -«- 4 

«) (0, 4] _ 

16. /(x) = Vx 2 - 9 
«) [-3,3] 

17. f{x) = tan x 
a) [0,7r] 

18. fix) = esc x 
a) (0, 7r) 

19 - = ~rr/7 

x + 8 
a) [-4,-3] 

2 «. m = ^ 

a) (-oo, -1] 
x 


2L **> = 2T sec 
a) (-oo, oo) 

22 . fix) = sen — 

a) [ 1 / 77 , oo) 


ft) [1, 9] 

ft) [3,oo) 
b) [- 77 / 2 , 77 / 2 ] 
ft) (277, 377) 


ft) (-00, 00) 


ft) [1, 6] 


ft) [ 77 / 2 , 377 / 2 ] 

ft) [- 2 / 77 , 2 / 77 ] 



FIGURA 2.3.11 Grafica para el problema 23 

a) [-1,3] b) (2,4] 


En los problemas 29 y 30, [xj denota el mayor entero que 
no excede a x. Trace una grafica para determinar los puntos 
en que la funcion dada es discontinua. 

29. fix) = [2x — 1J 30. fix) = LxJ - x 

En los problemas 31 y 32, determine si la funcion dada tiene 
una discontinuidad removible en el numero dado a. Si la dis¬ 
continued es removible, defina una nueva funcion que sea 
continua en a. 

31. fix) = ~t=——, a = 9 32. fix) = --, a = 1 

Vx - 3 x 2 -l 

En los problemas 33-42, use el teorema 2.3.3 para encontrar 
el limite dado. 

33. lim sen(2x + tt/3) 34. 

x^-tt/6 

35. 11m sen(cos x) 36. 

X —^77/2 

37. 11m cos (--—] 38. 

t —>7T \ t - 7T J 

39. KmVV - 77 + cos 2 f 40. 

t—> 77 

41. Km sen -1 ) X + ^ -) 42. 

^-3 Vx 2 + 4x + 3/ 

En los problemas 43 y 44, determine el (los) intervalo(s) 
donde / ° g es continua. 

43. fix) = ^L=, ,(?(x) = x + 4 

44. fix) = g(x) = (x - 2) 2 


KmcosVx 

X^-TT 2 

lim (1 + cos(cos x)) 

x^-ir/2 

i' ( 7Tt \ 

lim tan —- 

*->o \t 2 + 3 tj 

lim(4f + sen 2irtf 

t-> i 

lim£ cos3 * 
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En los problemas 45-48, compruebe el teorema del valor 

intermedio para/en el intervalo dado. Encuentre un numero 

c en el intervalo para el valor indicado de N. 

45. f{x) = x 2 - 2x, [ 1, 5]; N = 8 

46. f(x) = x 2 + x + 1, [ -2, 3]; N = 6 

47. fix) = x 3 - 2x + 1, [ -2, 2] ; N = l 

48. fix) = [0, 1]; N = 8 

49. Dado que f(x ) = x 5 + 2x — 7, demuestre que hay un 
numero c tal que /(c) = 50. 

50. Dado que fyg son continuas sobre [a, b ] de modo que 
f(a) > g(a) y f(b) < gib), demuestre que hay un 
numero c en (< a , Z?) tal que /(c) = g(c). [ Sugerencia : 
Considere la funcion f — g.] 


En los problemas 51-54, muestre que la ecuacion dada tiene 
una solucion en el intervalo indicado. 


x, (0, 1) 
x 4 + 1 


= o, 


51. 2x 7 = 1 
x 2 + 1 

52 ‘ X + 3 + ~x 4 

53. e -JC = In x, (1, 2) 

54. W 2. T ) 


(-3,4) 


= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 55 y 56, use una calculadora o un SAC para 
obtener la grafica de la funcion dada. Use el metodo de bisec- 
cion para aproximar, con precision de dos cifras decimales, 
los ceros reales de / que descubra a partir de la grafica. 

55. f{x) = 3x 5 — 5v 3 — 1 56. fix) = x 5 + v — 1 

57. Use el metodo de biseccion para aproximar el valor de 
c en el problema 49 hasta una precision de dos cifras 
decimales. 

58. Use el metodo de biseccion para aproximar la solucion 
en el problema 51 hasta una precision de dos cifras deci¬ 
males. 

59. Use el metodo de biseccion para aproximar la solucion 
en el problema 52 hasta una precision de dos cifras deci¬ 
males. 


60. Suponga que un cilindro circular recto cerrado tiene un 
volumen V y un area superficial S (lado lateral, tapa y 
base). 

a) Demuestre que el radio r del cilindro debe satisfacer 
la ecuacion lirr 3 — Sr + 2V = 0. 

b) Suponga que V = 3 000 pies 3 y S = 1 800 pies 2 . Use 
una calculadora o un SAC para obtener la grafica de 

fir) = 27 tv 3 — 1 800r + 6 000. 

c) Use la grafica en el inciso b) y el metodo de biseccion 
para encontrar las dimensiones del cilindro corres- 
pondientes al volumen y area superficial dadas en el 
inciso b). Use una precision de dos cifras decimales. 


= Piense en ello 


61. Dado que fyg son continuas en un numero a , demues¬ 
tre que / + g es continua en a. 

62. Dado que fyg son continuas en un numero a y 
gia) ¥= 0, demuestre que//g es continua en a. 

63. Sean fix) = [x\ la funcion entero mayor y gix) = cos x. 
Determine los puntos en que / ° g es discontinua. 

64. Considere las funciones 

/(x)=|x| y 8ix)={ X x l I; *> 0 ° 


Trace las graficas de / ° g y g °f Determine si / ° g y 
g °f son continuas en 0. 

65. Un clasico matematico La funcion de Dirichlet 


fix) = 



x racional 
v irracional 


recibe su nombre en honor del matematico aleman 
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). A 
Dirichlet se debe la definicion de una funcion como se 
conoce actualmente. 

a) Demuestre que / es discontinua en todo numero real 
a. En otras palabras,//i<9 es una funcion continua en 
ninguna parte. 

b) ^Como se ve la grafica de/? 

c) Si r es un numero racional positivo, demuestre que 
/es r-periodica; es decir, fix + r) = fix). 


2.4 Limites trigonometricos 

■ Introduce ion En esta seccion se analizan limites que implican funciones trigonometricas. 
Como se ilustrara con los ejemplos de esta seccion, el calculo de limites trigonometricos supone 
manipulaciones algebraicas y conocimiento de algunas identidades trigonometricas basicas. Empe- 
zaremos con algunos resultados simples sobre limites que son consecuencia de la continuidad. 

■ Uso de la continuidad En la seccion precedente vimos que las funciones seno y coseno son 
continuas en todas partes. Por la definicion 2.3.1 se concluye que para cualquier numero real a , 

lim sen v = sen a , (1) 

x— 

lim cos x = cos a. 


x— 


( 2 ) 
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En forma semejante, para un numero a en el dominio de la funcion trigonometrica dada 


Km tan x = tan a. 

Km cot x = cot a, 

(3) 

x—»a 

x—»a 

lim sec x = sec a, 

lim esc x = esc a. 

(4) 


x—>a x—»a 


EJEMPLO 1 


Uso de (1) y (2) 


A partir de (1) y (2) se tiene 


Km sen x = sen 0 = 0 y lim cos x = cos 0 = 1. 

x^O J x^O 


(5) ■ 


Los resultados en (5) se obtendran en el siguiente analisis sobre el calculo de otros limi- 
tes trigonometricos. Pero primero se considera un teorema que reviste una utilidad particular 
cuando se trabaja con limites trigonometricos. 

■ Teorema de compresion El siguiente teorema posee muchos nombres, algunos de estos son: 
teorema de compresion, teorema del pellizco, teorema del emparedado, teorema del juego 
de compresion y teorema de Flyswatter. Como se muestra en la FIGURA 2.4.1, si la grafica de/(x) 
se “comprime” entre las graficas de otras dos funciones g(x) y h(x) para toda x proxima a a, y si 
las funciones g y h tienen un limite comun L cuando x —» a, tiene sentido afirmar que / tambien 
tiende a L cuando x—>a. La demostracion del teorema 2.4.1 se proporciona en el apendice. 



FIGURA 2.4.1 Grafica de / opri- 
mida entre las graficas de g y h 


Teorema 2.4.1 Teorema de compresion 

Suponga que/, g y h son funciones para las cuales g(x) < f{x) < h{x) para toda x en un inter- 
valo abierto que contiene a un numero a , excepto posiblemente al mismo a. Si 

11m g(x) = L y 11m h(x) = L, 

x—x— 

entonces 11m f{x) = L. 

x— 


Un colega ruso dijo que este 
resultado se denominaba teore¬ 
ma de los dos soldados cuando 
estaba en la escuela. Piense en 
ello. 


Antes de aplicar el teorema 2.4.1 se considerara un limite trigonometrico que no existe. 


Un limite que no existe 


EJEMPLO 2 


El limite 11m sen(l/x) no existe. La funcion/(x) = sen(l/x) es impar pero no es periodica. 


La grafica oscila entre — 1 y 1 cuando x —> 0: 


sen— = ±1 para 


1 77 _L 

- = — + U7T, 

x 2 


n = 0, ±1, ±2,... 


Por ejemplo, sen(l/x) = 1 para n = 500 o x ~ 0.00064, y sen(l/x) = — 1 para n = 501 o 
x ~ 0.00063. Esto significa que cerca del origen la grafica de/se vuelve tan comprimida que 
parece ser una mancha continua de color. Yea la FIGURA 2.4.2. ■ 



FIGURA 2.4.2 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 2 


EJEMPLO 3 


Uso del teorema de compresion 


Encuentre el limite 11m x 2 sen — . 

x—>0 X 


Solucion Primero observe que 


11m x sen — 

x—>0 X 


- ¥= ( limx 2 Y 11m sen- 

x \i^0 Ax->0 x 


porque en el ejemplo 2 acabamos de ver que 11m sen(l/x) no existe. Pero para x =f= 0 tenemos 
—1 ^ sen(l/x) ^ 1. En consecuencia, 


9 9 1 9 

-x < x sen— < x . 
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Luego, si hacemos las identificaciones g(x) = —x 2 y h(x) = x 2 , por (1) de la seccion 2.2 se 
sigue que Km g(x) = 0 y lim h(x) = 0. Asi, por el teorema de compresion concluimos que 

jc—>0 jc—>0 


lim x 2 sen— = 0. 

X 


En la FIGURA 2.4.3 observe la pequena escala en los ejes x y y. 



FIGURA 2.4.3 Grafica de la funcion en el ejemplo 3 ■ 



FIGURA 2.4.4 Grafica d z fix) = 
(sen x)/x 


■ Un limite trigonometrico importante Aunque la funcion /(x) = (sen x)/x no esta definida 
en x = 0, la tabla numerica en el ejemplo 7 de la seccion 2.1 y la grafica en la FIGURA 2.4.4 
sugieren que Km (sen x)/x existe. Ahora ya es posible demostrar esta conjetura usando el teo- 
rema de compresion. 

Considere un circulo con centro en el origen O y radio 1. Como se muestra en la FIGURA 
2.4.5a), sea la region sombreada OPR un sector del circulo con angulo central t tal que 
0 < t < 7t/ 2. A partir de los incisos b), c) y d) de la figura 2.4.5 se observa que 

area de A OPR < area del sector OPR < area de A OQR. (6) 


Por la figura 2.4. 5b), la altura de A OPR es OP sen t = 1 • sen t = sen t, y asi 


area de AO PR = ^ OR • (altura) = ^ • 1 • sen t = ^ sen t. 


(7) 


Por la figura 2.4.5 J), QR/OR = tan to QR = tan t, de modo que 


area de A OQR = \oR • QR = \ • 1 • tan t = \ tan t. 


( 8 ) 




a) Circunferencia unitaria b) Triangulo OPR c ) Sector OPR d ) Triangulo rectangulo OQR 

FIGURA 2.4.5 Circunferencia unitaria junto con dos triangulos y un sector circular 
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Por ultimo, el area de un sector del circulo es \r 2 0, donde r es el radio y 6 es el angulo cen¬ 
tral medido en radianes. Asi, 


1 9 1 

area del sector OPR = — • 1 • t = —t. 


(9) 


A1 usar (7), (8) y (9) en la desigualdad (6) se obtiene 

o bien, 


1 MM 
— sen t < — t < — tan? 


1 < 


< 


1 


sen? cos? 

Por las propiedades de las desigualdades, la ultima desigualdad puede escribirse como 

. sen ? . , 

cos ? < -< 1. 

? 

Ahora se hace ?^0 + en el ultimo resultado. Puesto que (sen ?)/? esta “comprimida” entre 1 
y cos ? (del cual se sabe por (5) que tiende a (1), a partir del teorema 2.4.1 se concluye que 
(sen ?)/?—> 1. Aunque se ha supuesto 0 < ? < tt/2, el mismo resultado se cumple para ? —» 0“ 
cuando — 7r/2 < ? < 0. A1 usar el shnbolo x en lugar de ?, el resultado se resume como sigue: 


.. senx 
lim-= 1. 

x->0 X 


( 10 ) 


Como se ilustra con los siguientes ejemplos, los resultados en (1), (2), (3) y (10) se usan a 
menudo para calcular otros limites. Observe que el limite (10) es de la forma indeterminada 0/0. 


EJEMPLO 4 


Uso de (10) 


Encuentre el limite lim 

»o 


lOx — 3 senx 


Solucion La expresion fraccionaria vuelve a escribirse como dos fracciones con el mismo 
denominador x: 


_ lOx — 3 senx 
lim -= lim 

>0 X x—>0 


lOx 


3 senx 


_ lOx „ ,, senx 
= lim-3 lim- 

x >0 x 


= lim 10 — 3 lim 

jc ->0 x ^0 

= 10-3-1 
= 7. 


senx 


puesto que ambos limites existen, 
las x tambien se cancelan en la 
primera expresion 

ahora se usa (10) 


EJEMPLO 5 


Uso de la formula del angulo doble 


Encuentre el limite lim 


sen2x 


Solucion Para evaluar el limite dado se usan la formula del angulo doble sen 2x = 2 sen x 
cos x de la seccion 1.4, y el hecho de que el limite existe: 

^ sen2x 2cosxsenx 

lim-= lim- 

X *—>0 X 

senx 


= 2 lim cos x 

x^0 


X 


Por (5) y (10) se sabe que cos x 
precedente se vuelve 


lim 

x^0 


= 2 (Hmcosxq lim 
1 y (sen x)/x 


senx 


x->0 X 

1 cuando x —» 0, de modo que la linea 


sen 2x 


= 21-1=2. 
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EJEMPLO 6 


Uso de (5) y (10) 


Encuentre el limite lim 


tan* 


>0 X 

Solucion A1 usar tan x = (sen x)/cos x y el hecho de que el limite existe, puede escribirse 

„ tanx „ (sen x)/cos x 

lim-= lim- 

x—>0 X x—>0 X 


= lim 


1 


senx 


»o cos X 

1 


= lim 


.*-»0 COS X/ Vt->0 X 


lim 


senx 


= r 1 = 1 - 


por (5) y (10) 


■ Uso de una sustitucion A menudo se tiene interes en limites semejantes a los considera- 

sen 5 x 

dos en el ejemplo 5. Pero si queremos encontrar, por ejemplo, lim———, el procedimiento 

empleado en el ejemplo 5 deja de funcionar a nivel practico puesto que no se cuenta con una 
identidad trigonometrica a la mano para sen 5x. Hay un procedimiento alterno que permite 

sen kx 

encontrar rapidamente lim ———, donde k A 0 es cualquier constante real, al simplemente 

cambiar la variable por medio de una sustitucion. Si se hace t = kx , entonces x = t/k. Observe 
que cuando x —» 0 entonces necesariamente t—> 0. Asi, es posible escribir 


., sen kx 

lim- 

jc—>0 X 


lim 

t->o 


sen t 
t/k 



por (10) 

, ;; sen t 
k lim- 

?->o t 


= k. 


Por tanto, se ha demostrado el resultado general 


,. sen kx , 
lim -= k. 

x^0 X 


( 11 ) 


Por (11), con k — 2, 
plo 5. 


se obtiene el mismo resultado lim 

x —^0 


sen 2x 
x 


= 2 que se obtuvo en el ejem- 


EJEMPLO 7 


Una sustitucion 


Encuentre el limite lim 


sen(x — 1) 


x 2 + 2x - 3 

Solucion Antes de empezar, observe que el limite tiene la forma indeterminada 0/0 cuando 
x —^ 1. Al factorizar x 2 + 2x — 3 = (x + 3)(x — 1) el limite dado puede expresarse como un 
limite de un producto: 


sen(x — 1) sen(x — 1) 

lim —-= lim 


X 2 + 2x - 3 
Luego, si se hace t — x 


*-►1 (x + 3)(x — 1) x->i 


1 sen(x — 1) 


x + 3 


x — 1 


1, veremos que x—» 1 implica t—> 0. En consecuencia, 

por (10) 


sen(x - 1) _ sen t , 

lim--— = lim-= 1. 

x —>1 X 1 t —^0 t 


Al volver a (12) es posible escribir 


sen(x — 1) 

lim —-= lim 

X ^ 1 x 2 + 2x — 3 


1 sen(x — 1) 
x - 1 
sen(x 


x + 3 

1 


= film— 

\x-*i x + 3/ \. 


= lim 


i x + 3 

1 


lim 

JC-H 


1 ) 


i x + 3 / \t —>o t 


lim 


x - 1 
senO 


( 12 ) 
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puesto que ambos limites existen. Asi, 
sen(x — 1 ) 


lim 


1 r 2 + 2X 


= lim 


ix + 3 


Km 

►o 


sen t 


4 4 


EJEMPLO 8 


Uso de una identidad pitagorica 


Encuentre el limite Km 

x->0 


1 — cosx 


Solucion Para calcular este limite empezamos con un poco de ingenio algebraico al multi- 
plicar el numerador y el denominador por el factor conjugado del numerador. Luego usamos 
la identidad pitagorica fundamental sen 2 x + cos 2 x = 1 en la forma 1 — cos 2 x = sen 2 x: 

_ 1 — cosx ^ 1 — cosx 1 + cosx 

Km-= Km- -—-- 

X X^O x 1 + cosx 

1 — cos 2 X 


= Km . . 

*->o x(l + cosx) 

= Km 


sen 2 x 


x^O x(l +- cosx) ’ 

Para el siguiente paso de nuevo se acude al algebra para volver a escribir la expresion frac- 
cionaria como un producto, y luego se usan los resultados en (5): 


_ 1 — COS X _ 

Km-= Km —7 

x^O X x^O X(1 


sen 2 x 


= Km 

x^O 


cos x) 
sen x sen x 


x 


;) 


1 + COSX/ 

senx 


\x->0 X / \jc-»0 1 + COSX/ 


Debido a que Km (sen x)/(l + cos x) = 0/2 = 0 se tiene 

x —>0 

_ 1 — cosx 

Km-= 0. 

x —>0 x 

Puesto que el limite en (13) es igual a 0, puede escribirse 

„ 1 — cosx „ ~ (cosx — 1 ) cosx — 1 

Km-= Km-= (— l)lim- 

x—>0 X x—>0 X x—>0 X 


= 0. 


Luego, al dividir entre — 1 se obtiene otro importante limite trigonometrico: 

^ cos x — 1 
Km-= 0. 

x—>0 X 

En la FIGURA 2.4.6 se muestra la grafica d c fix) = (cos x — l)/x. Los resultados en (10) y (14) FIGURA 2.4.6 Graflca de 
se usaran en los ejercicios 2.7 y tambien en la section 3.4. /CO = ( cos x _1 )/* 



Ejercicios 2.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-8. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-36, encuentre el limite dado, o concluya 
que no existe. 


1. Km 

t -+0 


sen 3 1 
2 t 


sen (-40 
2. Km---- 

?->o t 


3. Km 


senx 


0 4 + cosx 


4. 


_ 1 + senx 

Km -—■- 

x^O 1 + cos X 


., cos 2 x 

Km-— 

->o cos 3x 


6 . 


Km 

x^0 


tanx 

3x 


7. Km-— 

*->0 t sec t esc At 


9. lim 


2 sen 2 1 


t cos t 


11 . 


13. 


Km 

t->0 


Km 

x—> 1 


sen 2 6 1 
t 2 

sen(x — 1 ) 
2 x - 2 


8 . 


10 . 


12 . 


Km 5 1 cot 2 1 
0 


sen 2 (r/2) 

Km- 

t->o sen t 


Km--— 

t -> 0 sen 2 31 


14. 


X — 277 

lim- 

x >277 senx 
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15. lim 


cosx 


17. lim 

x^O 


x—>0 X 

cos(3x — 7 t/2) 


19. lim 


sen3f 


o sen7£ 
sen t 


21 . lim r 

•-> o + Vt 


23. lim 

f->0 


r - 5f sen f 
; 2 


(x + 2 Vsenx ) 2 

25. lim- 

*^o + x 


27. lim 

x->0 

29. lim 


cosx 


1 


x ^° cos 2 x — 1 
sen 5x 2 

*-»0 y 2 


31. lim 


sen(x — 2 ) 


33. lim 

x^O 


35. lim 


2 x 2 + 2 x - 8 
2sen4x + 1 — cosx 


x 

1 — tanx 


*-> 77/4 cosx — senx 


16. lim 

0—> 77 / 

18. lim 


1 + sen# 


0 ^ 77/2 cos 0 

sen(5x +10) 
4x + 8 


20. lim sen2r csc3t 

?-> 0 


22 . lim 

t-> 0 + 


24. lim _ 

f->0 cosSr 


1 — cosV^ 

Vr 

cos4r 


26. lim 

*^0 


28. lim 

*->o 


(1 - cosx ) 2 

X 

senx + tanx 


30. lim -- 

?->o 1 — cos t 


32. lim 


x 2 - 9 


sen(x — 3) 
4x 2 — 2 senx 


34. lim 

*—>0 


36. lim 


x 

cos 2 x 


*^ 77/4 cosx — senx 


37. Suponga que/(x) = sen x. Use (10) y (14) de esta sec- 
cion junto con (17) de la seccion 1.4 para encontrar el 
limite: 


lim 

h-+ 0 


/ T + * -/ T 


h 


38. Suponga que/(x) = cos x. Use (10) y (14) de esta sec¬ 
cion junto con (18) de la seccion 1.4 para encontrar el 
limite: 


lim 

h-+ 0 


77 


'if + *Mf) 


En los problemas 39 y 40, use el teorema de compresion para 
establecer el limite dado. 

1 9 77 

39. lim x sen — = 0 40. lim x cos — = 0 

x^O x *— >0 X 

41. Use las propiedades de los limites dadas en el teorema 
2.2.3 para demostrar que 

a) limx 3 sen— = 0 b) limx 2 sen 2 — = 0. 

*—>0 x *—>0 x 

42. Si |/(x)| < B para toda x en un intervalo que contiene 
a 0, demuestre que lim x 2 f(x) = 0. 

x —>0 

En los problemas 43 y 44, use el teorema de compresion para 
establecer el limite dado. 

43. lim fix) donde 2x — 1 < fix) < x 2 — 2x + 3, x + 2 

44. lim fix) donde | fix) — 11 < x 2 , x + 0 

x —>0 


= Piense en ello 

En los problemas 45-48, use una sustitucion idonea para 
encontrar el limite dado. 


45. lim 


senx — cosx 


x > 77/4 x — 77/4 

sen ( 77 /x) 

47. lim- 

x—>1 X 1 

49. Analice: ;La funcion 


46. lim 


x — 77 


48. lim 


77 tan 2 x 

COS(77 / x) 


2 X - 2 


fix) = 


sen x 


1, 


x + 0 
x = 0 


es continua en 0? 


senx 


50. La existencia de lim 

x—>0 X 


no implica la existencia de 


sen | x | 

lim —Explique por que el segundo limite no existe. 


2.5 Limites que involucran el infinito 


En algunos textos se usa el 
sfmbolo +00 y las palabras 
mas infinito en lugar de 00 e 
infinito. 


■ Introduccion En las secciones 1.2 y 1.3 se consideraron algunas funciones cuyas graficas 
poseian asmtotas. En esta seccion se vera que las asmtotas vertical y horizontal de una gra- 
fica estan definidas en terminos de limites que implican el concepto de infinito. Recuerde, los 
simbolos de infinito, —00 (“menos infinito”) y 00 (“mas infinito”) son herramientas de nota- 
cion usadas para indicar, a su vez, que una cantidad decrece o crece sin limite en la direccion 
negativa (en el piano cartesiano esto significa a la izquierda para x y hacia abajo para y) y en 
la direccion positiva (a la derecha para x y hacia arriba para y). 

Aunque la terminologia y notacion usadas cuando se trabaja con ±00 son estandar, lamen- 
tablemente son ligeramente desafortunadas y pueden ser confusas. Asi, desde el principio se 
advierte que se consideraran dos tipos de limites. Primero se analizaran 


• limites infinitos. 


La expresion limites infinitos siempre se refiere a un limite que no existe porque la funcion / 
exhibe un comportamiento no acotado: fix) -^>—00 o fix) —» 00 . Luego se consideraran 


limites en el infinito. 
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La expresion en el infinito significa que se esta intentando determinar si una funcion / posee 
un limite cuando se deja que el valor de la variable x disminuya o aumente sin limite: x —» — oo 
ox^cxd. Estos limites pueden o no existir. 

■ Limites infinitos El limite de una funcion/no existe cuando x tiende a un numero a siem- 
pre que los valores de la funcion crecen o decrecen sin limite. El hecho de que los valores de 
la funcion /(x) crecen sin limite cuando x tiende a a se expresa simbolicamente por 


<4 A lo largo de todo el analisis, no 
olvide que — oo y oo no repre- 
sentan numeros reales y nunca 
deben manipularse aritmetica- 
mente como se hace con los 
numeros. 


fix) —» oo cuando x-^a o bien, lim fix) = oo. 

x—>a 

Si los valores de la funcion decrecen sin limite cuando x tiende aa, se escribe 


( 1 ) 


fix) —» — oo cuando x^a o bien, lim fix) = -oo. (2) 

x—>a 

Recuerde que el uso del simbolo x —> a significa que / muestra el mismo comportamiento 
—en este caso, sin limite— a ambos lados del numero a sobre el eje x. Por ejemplo, la nota- 
cion en (1) indica que 


fix) —» oo cuando x —» a y 

Yea la FIGURA 2.5.1. 


fix) —> oo cuando x-^cf 




a) Km fix) = 00 

x— 


b) Km f{x) = — oo 


FIGURA 2.5.1 Dos tipos de limites infinitos 


En forma semejante, la FIGURA 2.5.2 muestra el comportamiento sin limite de una funcion/ 
cuando x tiende a a por un lado. Observe en la figura 2.5.2c) que no es posible describir el 
comportamiento de / cerca de a usando un solo simbolo de limite. 



En general, cualquier limite de los seis tipos 


lim/(x) = — oo, 

x—»a 

lfm/(x) = -oo, 

x—»a 

1 fm f{x) = — oo, 


x—»a 


lim fix) = oo, 

x—>a 

lim/(x) = oo, 

x—>a + 

lim fix) = oo, 


(3) 


se denomina limite infinito. De nuevo, en cada caso de (3) simplemente se esta describiendo 
de manera simbolica el comportamiento de una funcion / cerca del numero a. Ninguno de los 
limites en (3) existe. 

En la seccion 1.3 se repaso como identificar una asmtota vertical para la grafica de una 
funcion racional/(x) = p(x)/qix). Ahora ya podemos definir una asmtota vertical de cualquier 
funcion en terminos del concepto de limite. 






















96 CAPfTULO 2 Limite de una funcion 


Yea la figura 1.2.1. 



x = a 

b) 

FIGURA 2.5.3 Grafica de las 
funciones en (4) 


y. 


x + 2 

y = ^ - 

x 2 (x + 4 ) 



x=—4 x = 0 


FIGURA 2.5.4 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 1 


Definicion 2.5.1 Asmtota vertical 

Se dice que una recta x = a es una asmtota vertical para la grafica de una funcion / si por 
lo menos una de las seis afirmaciones en (3) es verdadera. 


En el repaso de las funciones en el capitulo 1 se vio que las graficas de funciones racio- 
nales a menudo poseen asmtotas. Se vio que las graficas de las funciones racionales y = 1/x 
y y = l/x 2 eran semejantes a las graficas en la figura 2.5.2c) y 2.5.1a), respectivamente. El 
eje y, es decir, x = 0, es una asmtota vertical para cada una de estas funciones. Las graficas de 


y = 



y 



a) 2 


(4) 


se obtienen al desplazar las graficas y = l/x y y = l/x 2 horizontalmente \a\ unidades. Como 
se observa en la FIGURA 2.5.3, x = a es una asmtota vertical para las funciones racionales en (4). 
Se tiene 


Inn- = — oo y lfm -= oo 

x-^a~x — a x^a + x — a 


(5) 


lim- 


1 


= oo. 


x ~> a (x - a) 2 

Los limites infinitos en (5) y (6) son justo casos especiales del siguiente resultado general: 

1 „ 1 


( 6 ) 


lim 

(x — a) 

para n un entero positivo impar y 


-oo 


Km / 

x—»a + (X CL) 


OO, 


(7) 


lim—- 

x-*a (X 


d) n 


= oo. 


( 8 ) 


para n un entero positivo par. Como consecuencia de (7) y (8), la grafica de una funcion racio- 
nal y = l/(x — a) n se asemeja a la grafica en la figura 2.5.3a) para n impar o la de la figura 
2.5.3 b) para n par. 

Para una funcion racional general/(v) = p{x)/q(x\ donde p y q no tienen factores comu- 
nes, por este analisis debe resultar evidente que cuando q contiene un factor (x — d ) n , n un 
entero positivo, entonces la forma de la grafica cerca de la recta vertical x = a debe ser alguna 
de las que se muestran en la figura 2.5.3 o su reflexion en el eje x. 


EJEMPLO 1 


Asmtotas verticales de una funcion racional 


Al inspeccionar la funcion racional 


fix) = 


x + 2 
x\x + 4) 


se observa que x = — 4yx = 0 son asmtotas verticales para la grafica de /. Puesto que el deno- 
minador contiene los factores (x — (—4)) 1 y (x — 0) 2 , es de esperar que la grafica de/cerca 
de la recta x = —4 se asemeje a la figura 2.5.3a) o a su reflexion en el eje x, y la grafica de 
/cerca de x = 0 se asemeje a la figura 2.5.3 b) o a su reflexion en el eje x. 

Para x proxima a 0 por cualquier lado, resulta facil ver que /(x) > 0. Pero para x cerca 
de —4, por ejemplo x = — 4.1 y x = — 3.9, se tiene/(x) > 0 y fix) < 0, respectivamente. Al 
usar la informacion adicional de que solo hay una interseccion x simple (—2, 0), se obtiene la 
grafica de / en la FIGURA 2.5.4. ■ 


EJEMPLO 2 


Limite por un lado 


En la figura 1.6.6 se vio que el eje y, o la recta x = 0, es una asmtota vertical para la funcion 
logaritmica natural /(x) = In x puesto que 


Km lnx — —oo. 

x^0 + 

































2.5 Limites que involucran el infinito 97 


La grafica de la funcion logaritmica y = \n(x + 3) es la grafica de fix) = \nx desplazada 3 
unidades a la izquierda. Por tanto, v = — 3 es una asmtota vertical para la grafica de 
y = \n(x + 3) puesto que lim \n(x + 3) = — oo. ■ 

x^-3 + 


EJEMPLO 3 


Limjte por un lado 


x 

Grafique la funcion fix) = , 

\x + 2 

Solucion A1 inspeccionar / se observa que su dominio es el intervalo (—2, oo) y la intersec- 
cion con el eje y es (0, 0). A partir de la tabla siguiente se concluye que/decrece 


x —» —2 + 

-1.9 

-1.99 

-1.999 

-1.9999 

m 

-6.01 

-19.90 

-63.21 

-199.90 


sin limite cuando x tiende a —2 por la derecha: 

Km fix) = — oo. 

x—» —2 + 

Por tanto, la recta x — — 2 es una asmtota vertical. La grafica de/se proporciona en la FIGURA 
2.5.5. ■ 



FIGURA 2.5.5 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 3 


■ Limites en el infinito Si una funcion / tiende a un valor constante L cuando la variable 
independiente x crece sin limite (x —> oo) o cuando x decrece (x —> — oo) sin limite, entonces 
se escribe 

Km f(x) = L o Km fix) = L (9) 

x—» — oo x—»oo 

y se dice que/posee un limite en el infinito. A continuacion se presentan todas las posibili- 
dades para limites en el infinito Km fix) y Km fix): 

x —^ oo x—»oo 

• Un limite existe pero el otro no. 

• Tanto Km fix) como Km fix) existen y son iguales al mismo numero. 

x—»— oo x—»oo 

• Tanto Km fix) como Km fix) existen pero son numeros diferentes. 

x— >— oo x— >oo 

• Ni Km fix) ni Km fix) existen. 

x—^ oo x—»oo 

Si por lo menos uno de los limites existe, por ejemplo, Km fix) = L, entonces la grafica de/ 

x—»oo 

puede hacerse arbitrariamente proxima a la recta y = L cuando v crece en la direccion positiva. 


Definicion 2.5.2 Asmtota horizontal 


Se dice que la recta y = L es una asmtota horizontal para la grafica de una funcion / si 
por lo menos una de las dos declaraciones en (9) es verdadera. 


En la FIGURA 2.5.6 se han ilustrado algunas asmtotas horizontales tipicas. Se observa, junto 
con la figura 2.5 .6d) que, en general, la grafica de una funcion puede tener como maximo dos 
asmtotas horizontales, aunque la grafica de una funcion racional fix) = pix)/qix) puede tener 
cuando mucho una. Si la grafica de una funcion racional/posee una asmtota horizontal y = L, 
entonces su comportamiento final es como se muestra en la figura 2.5.6c); es decir: 


fix) —> L cuando v —» — oo y fix) —» L cuando x —» oo. 




FIGURA 2.5.6 y = L es una asmtota horizontal en a), b) y c); y = L { y y = L 2 son asmtotas horizontales en d) 
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Estos resultados tambien son 
verdaderos cuando x- a se sus- 
tituye por a - x, en el supuesto 
que (a-x)' este definido. 



y=° + l x = 2 

FIGURA 2.5.7 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 4 


Por ejemplo, si x se vuelve sin limite en la direccion positiva o en la negativa, las funcio- 
nes en (4) tienden a 0 y se escribe 


lim 


1 = 0, Km —— = 0 


Km 


1 - 0, Km 1 = 0. (10) 


x^-ooJC — a ' X^oox — a " x-+-oo(x — a f ’ x->oc — a f 

En general, si r es un numero racional positivo, y si (x — a) r esta definido, entonces 


1 


lim 

*->-oo (x — a) 


= 0 


1 


lim 

*-»oo (x — a) 


= 0 . 


(ID 


EJEMPLO 4 


Asmtotas horizontal y vertical 


El dominio de la funcion/(x) = 
birse 


V2- 


: es el intervalo (—oo, 2). En virtud de (11) puede escri- 


lim 


= 0. 


x->-oo V2 - X 

Observe que no es posible considerar el limite de / cuando x —> oo porque la funcion no esta 
definida para x > 2. No obstante, y = 0 es una asmtota horizontal. Luego, por el limite en 
infinito 


lim— . = oo 

-2-V2 - X 

se concluye que x = 2 es una asmtota vertical para la grafica de/. Yea la FIGURA 2.5.7. ■ 


En general, si F(x) =/(x)/g(x), entonces en la siguiente tabla se resumen los resultados 
para limites de las formas Km F(x), Km F(x) y Km F(x). El simbolo L denota un numero 

, x — x—^-oo x —^ oo 

real. 


forma limite: 

x^a, oo, -oo 

L 

±oo 

+ oo 

L 


el limite es: 

0 

infinito 

infinito 


Se dice que limites de la forma Km F(x) = ±oo o Km F(x) = ±oo son limites infinitos en 

x —^oo x^>— oo 

el infinito. Ademas, las propiedades de los limites dadas en el teorema 2.2.3 se cumplen al 
sustituir el simbolo a por oo o — oo en el supuesto de que los limites existen. Por ejemplo, 




,, fix) 

lim—- 

^ocg(x) 


Km f(x) 


(13) 


Kmg(x) ’ 

x—>oo 

siempre que Km /(x) y Km g(x) existan. En el caso del limite de un cociente, tambien debe 

x—>oo x—>oo 

tenerse Km g(x) =/= 0. 


■ Comportamiento final En la seccion 1.3 vimos que la forma en que una funcion/se com- 
porta cuando |x| es muy grande se denomina comportamiento final. Como ya se analizo, si 
Km f{x) = L, entonces la grafica de / puede hacerse arbitrariamente proxima a la recta y = L 

x—»oo 

para grandes valores positivos de x. La grafica de una funcion polinomial, 
f(x) = a n x n + a n -ix n ~ l + • • • + a 2 x 2 + a x x + a 0 , 


se asemeja a la grafica de y = a n x n para |x| muy grande. En otras palabras, para 
fix) = a n x n 


+ a„ 


^X* 1 - 1 + 


+ CL\X + a 0 


(14) 

Los terminos encerrados en el rectangulo azul en (14) son irrelevantes cuando la grafica de 
una funcion polinomial se observa globalmente; es decir, para |x| muy grande. Asi, se tiene 

Km a n x n = Km (a n x n + a n - X x n ~ x + • • • + a x x + <z 0 ), (15) 


cuando (15) es oo o —oo dependiendo de a n y n. En otras palabras, el limite en (15) consti- 
tuye un ejemplo de limite infinito en el infinito. 
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EJEMPLO 5 


Limite en el infinito 


Evalue lim- 

X—>00 


~6x 4 + x 2 + 1 
2x 4 — x 


Solucion No es posible aplicar la ley del limite de un cociente en (13) a la funcion dada, 
puesto que lim(— 6x 4 + x 2 + \) = — ooy lim(2v 4 — x) = oo. No obstante, al dividir el 

x —^oo . x —^oo 

numerador y el denominador entre x podemos escribir 


„ —6x 4 + x 2 + 1 „ 

lim-:-= lim- 

x—»oo 


' 6 + (?) + & 


2x — x 


x—>oo 


M?) 


lim 

-6 + f+l + I 

{ \)] 

x—^OO 


\x z J ' 

\x 4 )\ 


lim 

2 - 



X—XX) 

Vx 3 /_ 



El lfmite del numerador 
existe, asf como el lfmite 
del denominador, y el 
lfmite del denominador 
no es cero 


-6 + 0 + 0 


= -3. 


2-0 

Esto significa que la recta y = — 3 es una asmtota horizontal para la grafica de la funcion. 


Solucion alterna En virtud de (14) es posible descartar todas las potencias de x, menos la 
mas alta: 


descartar terminos de los recuadros azules 


i 

,. —6x 4 + x 2 + 1 —6x 4 

lim- . — = lim-— 

*->°° 2x 4 1— x | 2x 4 



EJEMPLO 6 


Limite infinito en el infinito 


Evalue lim 


1 


*-*» 3x + 2’ 


Solucion Por (14), 

lim I X = lim-r^ = -^-limx 2 = -oo. 

x—»oo 3X + Z x—»oo JX Jx—xx> 


En otras palabras, el limite no existe. 


EJEMPLO 7 


Grafica de una funcion racional 


Grafique la funcion fix) = 


1 


Solucion Al inspeccionar la funcion / se observa que su grafica es simetrica con respecto al 
eje y, la interseccion con el eje y es (0, 0) y las asmtotas verticales son x = —l y x = 1. Luego, 
a partir del limite 

2 2 

lim f{x) = lim ———- = lim r = - lim 1=1 

x—>00 X—>00 Y — X 2 X—^OO —J^2 x—»oo 

se concluye que la recta y = — 1 es una asmtota horizontal. La grafica de / se muestra en la 
FIGURA 2.5.8. ■ 



X — 1 X = 1 


FIGURA 2.5.8 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 7 


Otra ley de los limites que se cumple para limites en el infinito es que el limite de una 
raiz zz-esima de una funcion es la raiz zz-esima del limite, siempre que el limite exista y la raiz 
zz-esima este definida. En sfmbolos, si lim g(x) = L, entonces 

x —^oo 


lim ^g(x) = ^/lim g(x) = f/L, 

x—>oo x —>oo 


(16) 


en el supuesto de que L > 0 cuando n es par. El resultado tambien se cumple para x—» — oo. 
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EJEMPLO 8 


Limite de una rafz cuadrada 


Evalue lim 

;t—>oo 


2x 3 - 5x 2 + 4x - 6 


6x 3 + 2x 


Solucion Debido a que el limite de la funcion racional en el radical existe y es positivo, 
puede escribirse 


lim 

x—>oo 


2x 3 — 5x 2 + 4x — 6 


6x 3 + 2x 


= a / lim 

X—MX) 


, 2x 3 — 5x 2 + 4x — 6 


6x 3 + 2x 


= a/ 

x ^°° 6x 


1 

V3‘ 



EJEMPLO 9 


Grafica con dos asmtotas horizontales 


Determine si la grafica de f(x) = 


5x 


V.. 


tiene asmtotas horizontales. 


x z + 4 


Solucion Puesto que la funcion no es racional, es necesario investigar el limite de / cuando 
x —> oo y cuando v —> — oo. Primero, recuerde del algebra que Vx 2 es no negativa, o mas al 
punto, 

x > 0 


x = x = 


X, 

—x, x < 0. 


Luego, volvemos a escribir / como 


5x 


fix) = 


5x 

\x\ 


5x 

\x\ 


V: 


x z + 4 


Vi 


x z + 4 


i + 4 

X 


' X VI 

Los limites de / cuando x —» oo yi->- oo son, respectivamente, 

5x 5x 

r 

— lim 


FIGURA 2.5.9 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 9 


lim fix) = lim 

x-Mxr x-MX) 


lim fix) — lim 

x^-oo x^-oo 


lim 5 

*->00 


i + 4 

X 


5x 

\x\ 


1 + ~1. 
X 


= = lim 

4 x^-oo 


■ + 4 

X 


5x 

—x 


= T = 5 ' 


■+4 

X 


lim 1 + 


lim (-5) 

*->-00 


lim ( 1 + — 


-5 


= -5. 


Por tanto, la grafica de/tiene dos asmtotas horizontales y = 5 y y = —5. La grafica de/, que 
es semejante a la figura 2.5.6 d), se proporciona en la FIGURA 2.5.9. ■ 

En el siguiente ejemplo se ve que la forma del limite dado es oo — oo, pero el limite 
existe y no es 0. 


EJEMPLO 10 


Uso de racionalizacion 


Evalue lim(x 2 — Vx 4 + lx 2 + l). 


Solucion Debido a que fix) = x 2 — Vx 4 + lx 2 + 1 es una funcion par (compruebe que 
/(— x) = /(x)) con dominio ( —oo, oo), si lim fix) existe, debe ser el mismo que lim fix). 

• .... . x —>00 X —> OO 

Primero racionalizamos el numerador: 


hm(x 2 _ Vx 4 + 7x 2 + l) = Km + 7x2 + d (x 2 + Vx 4 + 7x 2 + 1 


= lim 


1 Vx 2 + Vx 4 + 7x 2 + 1 

x 4 - (x 4 + 7x 2 + 1) 


*^°°x 2 + Vx 4 + 7x 2 + 1 
-lx 2 - 1 


= lim 


x 2 + Vx 4 + 7x 2 + 1 
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Luego, el numerador y el denominador se dividen entre 


x 4 = x 2 : 


-lx 2 


Km 


—lx 2 - 1 


= Km 


x 2 + Vx 4 + 7x 2 + 1 *- >0 ° x 2 + Vx 4 + 7x 2 + 1 


= lim 

*->00 


- 7 " 


1 + 


1 + 1 + 1 

x 2 x 4 


lim I -7 - A 


liml + \l 

^ Km ( 

3 + 1 - 

+ \) 

x —^oo V 

x->oo \ 

V X 2 

X 4 J 


-7 
1 + 1 



y 


es una asmtota Korizontal. Observe la simetria de la grafica con respecto al eje y. 


Km e x = oo, Km e x = 0, lime * = 0, Km e x = oo. 

x—»oo x — y oo Jt—»00 x —^ oo 


EJEMPLO 11 


Grafica con dos asmtotas horizontales 


Con ayuda de un SAC, la grafica de la funcion/se proporciona en la FIGURA 2.5.10. La recta 


funcion en el ejemplo 10 


Cuando se trabaja con funciones que contienen la funcion exponencial natural, los cuatro 
siguientes limites ameritan una atencion especial: 


(17) 


Como se analizo en la seccion 1.6 y se comprobo por los limites segundo y tercero en (17), 
y = 0 es una asmtota horizontal para la grafica de y = e x y y = e~ x . Yea la FIGURA 2.5.11. 



FIGURA 2.5.11 Graficas de 
funciones exponenciales 


Determine si la grafica de fix) = 


1 + e 


tiene alguna asmtota horizontal. 


Solucion Debido a que / no es una funcion racional, es necesario analizar Km f(x) y 
Km fix). Primero, en virtud del tercer resultado proporcionado en (17) podemos escribir 


Km 


Km 6 

X—K>0 


oo 1 + e~ x lim(l + e~ x ) 1 + 0 


= 6 . 


Asi, y = 6 es una asmtota horizontal. Luego, debido a que Km e ’ 

, x—y ck) 

se concluye que 


oo por la tabla en (12) 


Km 


-oo 1 + e 


= 0. 



En consecuencia, y = 0 es una asmtota horizontal. La grafica de / se muestra en la FIGURA FIGURA 2.5.12 Grafica de la 


2.5.12. 


funcion en el ejemplo 11 


■ Funciones compuestas El teorema 2.3.3, el Kmite de una funcion compuesta, se cumple 
cuando a se sustituye por — oo o oo y el Kmite existe. Por ejemplo, si Km g(x) = L y/es 
continua en L, entonces 

li'm f(g(x)) = /(lim g (x)) = /(L). (18) 

x —>oo \x—>00 / 

El resultado del Kmite en (16) es justo un caso especial de (18) cuando fix) = *\fx. El resul¬ 
tado en (18) tambien se cumple para x —> — oo. El ultimo ejemplo ilustra a (18) cuando implica 
un Kmite en oo. 
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Otro repaso a una funcion trigonometrica 


FIGURA 2.5.13 Grafica de la fun¬ 
cion en el ejemplo 12 


EJEMPLO 12 


En el ejemplo 2 de la seccion 2.4 vimos que Kmsen(l/x) no existe. No obstante, el limite en 

x—»oo 

el infinito, Kmsen(l/x), existe. Por la ecuacion (18), podemos escribir 

x—>oo 

lim sen— = sen( Km — ) = senO = 0. 

x->oo X \*-K» X J 

Como se observa en la FIGURA 2.5.13, y = 0 es una asmtota horizontal para la grafica de/(x) = 
sen(l/x). Compare esta grafica con la mostrada en la figura 2.4.2. ■ 


Ejercicios 2.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-8. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-24, exprese el limite dado como un 
numero, como — oo, o como oo. 


1 


■5~ X 5 
2 


1. Km 

x-»5 

3. Km 

x ~* -4+ (x + 4) 3 

5. Km-'—- 

*^'(x - l) 4 

_ .. 2 + sen* 

7. Km- 

x—»0 + X 

- 2 - 3x 


9. Km 


*-> 00 4x z + 5 


11. Km (5—^7 

X^-OO \ x ‘ 

8 — Vx 


13. Km 


x ^°°l + 4Vx 
3x 


15. Km I 77 - 2 V 
x^ooV x + 2 2x + 6 


3x + 2 


17. lim x/ . _ 

x^oo\l 6x — 8 

19. Km (x - Vx 2 + 1) 


(!) 


21 . limcos( — 

X~>00 

23. Km sen -1 , _ 

x^-o° VV4x 2 +l 


2. Km 


x^ 6 (x - 6) 2 

10 


4. Km 


^ 2 "x 2 - 4 

-1 


6 . Km 

x—»0 + 


8. lim escx 

X—>77 + 

v 2 


10 . lfm- 


*^°°1 + x 


-2 


12. Km I ~f~ + 

„ 1+7 $x 

14. Km -—— 

2Vx 


16 - i^(3fTTA£^J 


2x — 1 


18. Km x/ 

x^-oo V 7 — 1 ox 

20 . lim(Vx 2 + 5x — x) 


22. Km sen 

x->-oo 

24. Km In 


7 TX 


x->-oo \3 — 6x 

X 


x ^oo \ x H - 8 


En los problemas 25-32, encuentre Km fix) y Km fix) para 

, r . , 11 /- x—»—oo x—»oo 

la funcion dada/. 

4x + 1 . V 9x 2 + 6 


25. f{x) = 
27. f(x ) = 


Vx 2 + 1 

2x + 1 
V3x 2 + 1 


26. fix) = 
28. fix) = 


5x - 1 

— 5x 2 + 6x + 3 
Vx 4 + x 2 + 1 


29. fix) = 
31. fix) = 


e x + e~ x 

u- 5| 

x — 5 


30. fix) = 1 + 
32. fix) 


2e 


e x + 

\4x\ + \x — l| 


En los problemas 33-42, encuentre todas las asmtotas verti- 
cales y horizontales para la grafica de la funcion dada /. 
Trace la grafica. 


33. fix) = 
35. fix) = 
37. fix) = 
39. fix) = 
41. fix) = 


1 


x 2 + 1 


X + 1 
1 

x 2 ix — 2) 


x — \ 
x — 2 

Vx 2 + 1 


34. 

fix) = 

36. 

fix) = 

38. 

fix) = 

40. 

fix) = 

42. 

fix) = 


x 2 + 1 


X 2 - 1 


4x 2 


x 2 + 4 
1 — Vx 
V! 

x + 3 


En los problemas 43-46, use la grafica dada para encontrar: 


a) Km fix) 
c) Km fix) 


b) Km fix) 

x—>2 

d) Km fix) 



FIGURA 2.5.14 Grafica para el problema 43 



FIGURA 2.5.15 Grafica para el problema 44 
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FIGURA 2.5.16 Grafica para el problema 45 

46. 


FIGURA 2.5.17 Grafica para el problema 46 

En los problemas 47-50, trace una grafica de una funcion / 
que satisface las condiciones dadas. 

47. lim fix) = -oo, Km fix) = -oo,/(2) = 0, Km fix) = 0 

x-»l + X—X—>00 

48. /(0) = 1, Km fix) = 3, Km fix) = -2 

Jt^-OO x-»oo 

49. lim fix) — oo, Km fix) — oo, Km fix) — 1 

X—>2 X—>-00 X—>00 

50. Km f(x) = 2, Mm f{x) = -oo, /(§) = 0, /(3) = 0, 

X—>1 X—»1 

Km f(x) = 0, Km fix) = 0 

x^-oo J X^-OO J 

51. Use una sustitucion idonea para evaluar 

Km xsen—. 

x->oo X 

52. Segun la teoria de la relatividad de Einstein, la ma- 
sa m de un cuerpo que se mueve con velocidad v es 
m = m 0 /\/l — u 2 /c 2 , donde ra 0 es la masa inicial y c 
es la velocidad de la luz. ^Que ocurre a m cuando 
v —>c~l 



= Problemas con calculadora/SAC 


En los problemas 53 y 54, use una calculadora o SAC para 
investigar el limite dado. Conjeture su valor. 


53. 


Km v sen — 


54. 


Km 

*->•00 


1 


cos- 


55. Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica 
d t fix) = (1 + x) l t x . Use la grafica para conjeturar los 
valores de fix) cuando 

a) x—>—l + , b) x^Oyc) x^oo. 

56. a) Un n-gono regular es un poligono regular de n lados 

inscrito en un circulo; el poligono esta formado por 
n puntos equidistantes sobre el circulo. Suponga que 
el poligono que se muestra en la FIGURA 2.5.18 repre- 


senta un n-gono regular inscrito en un circulo de 
radio r. Use trigonometrfa para demostrar que el area 
Ain) del n-gono esta dada por 

Ain) — — r sen 

b) Tiene sentido afirmar que el area Ain) tiende al area 
del circulo a medida que aumenta el numero de lados 
del n-gono. Use una calculadora para obtener A(100) 
y A(1 000). 

c ) Sea x = lir/n en Ain) y observe que cuando n—> oo 
entonces x^0. Use (10) de la seccion 2.4 para 
demostrar que Km Ain) = ttv 2 . 


X 


FIGURA 2.5.18 n-gono inscrito para 
el problema 56 




= Piense en ello 

57. a) Suponga que fix) = x 2 /(x + 1) y gix) = x — 1. 

Demuestre que 

Km [f(x) - *(*)] = 0. 

x—» ±oo 

b) ^Que indica el resultado del inciso a) respecto a las 
graficas de/y g, donde |x| es grande? 

c) De ser posible, asigne un nombre a la funcion g. 

58. Muy a menudo los estudiantes e incluso los profesores 
trazan incorrectamente graficas desplazadas vertical- 
mente. Por ejemplo, las graficas de y = x 2 y y = x 2 + 1 
estan dibujadas incorrectamente en la FIGURA 2.5.19a) pero 
lo estan correctamente en la figura 2.5.19 b). Demuestre 
que la figura 2.5.19 b) es correcta al mostrar que la dis- 
tancia horizontal entre los dos puntos P y Q en la figura 
tiende a 0 cuando x —» oo. 




a) Incorrecto b) Correcto 

FIGURA 2.5.19 Graficas para el problema 58 


2.6 Limites: un enfoque formal 

■ Introduccion En el analisis que se presenta a continuacion se considerara un enfoque alterno 
a la idea de limite, que se basa en conceptos analiticos mas que en conceptos intuitivos. Una 
demostracion de la existencia de un limite jamas debe estar basada en la habilidad para ela- 
borar graficas o en tablas de valores numericos. Aunque una buena comprension intuitiva de 
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FIGURA 2.6.1 f{x) esta en 
(10 — e, 10 + e) siempre que x 
este en (2 — 8, 2 + 8), x =£ 2 


lim fix) es suficiente para continuar con el estudio del calculo en este texto, en general una 
comprension intuitiva es algo muy vago como para usarlo en la demostracion de teoremas. Para 
presentar una demostracion rigurosa de la existencia de un limite, o para demostrar los impor- 
tantes teoremas de la seccion 2.2, es necesario empezar con una definicion precisa de limite. 

■ Limite de una funcion Se intentara demostrar que Km (2x + 6) = 10 al trabajar la siguiente 
idea: “Si fix) = 2x + 6 puede hacerse arbitrariamente proximo a 10 al tomar x suficientemente 
proximo a 2, por ambos lados pero diferente de 2, entonces lim fix) = 10.” Es necesario pre- 
cisar los conceptos arbitrariamente proximo y suficientemente proximo. Para establecer una 
norma de proximidad arbitraria, se pedira que la distancia entre los numeros fix) y 10 sea 
menor que 0.1; es decir, 

|/(x) - 10| < 0.1 o 9.9 <f{x) < 10.1. (1) 

Asi, ^cuan proximo a 2 debe estar x para satisfacer (1)? Para averiguarlo, es posible usar alge¬ 
bra normal para volver a escribir la desigualdad 

9.9 < 2x + 6 < 10.1 

cuando 1.95 < x < 2.05. Al sumar —2a ambos miembros de esta desigualdad simultanea se 
obtiene 

-0.05 < x - 2 < 0.05. 

Al usar valores absolutos y recordar que x =f= 2, la ultima desigualdad puede escribirse como 
0 < \x — 21 < 0.05. Asi, para una cercania arbitrariamente proximo a 10 de 0.1, suficiente¬ 
mente proximo a 2 significa a menos de 0.05. En otras palabras, si x es un numero diferente 
de 2 tal que su distancia a 2 satisface |x — 2| < 0.05, entonces se garantiza que la distancia de 
fix) a 10 satisface |/(x) — 10| < 0.1. Al expresarlo de otra manera, cuando x es un numero 
diferente de 2, pero que esta en el intervalo abierto (1.95, 2.05) sobre el eje x, entonces/(x) 
esta en el intervalo (9.9, 10.1) sobre el eje y. 

Se intentara generalizar usando el mismo ejemplo. Suponga que s (la letra griega epsilon) 
denota un numero positivo arbitrario que constituye la medida de la proximidad arbitraria al 
numero 10. Si se pide que 

| f(x) — 101 < e o 10 — s < fix) < 10 + s, (2) 

entonces por 10 — s<2x + 6< 10 + sy por algebra, se encuentra que 

2-|<x<2+| o -| < x - 2 < |. (3) 

De nuevo, al usar valores absolutos y al recordar que x =f= 2, la ultima desigualdad en (3) puede 
escribirse como 

0 < I* — 2| < (4) 

Si s/2 se denota por el nuevo sfmbolo 8 (la letra griega delta), (2) y (4) pueden escribirse como 
I fix) ~ 10| < s siempre que 0 < |x — 2| < 8 . 

Asi, para un nuevo valor para e, por ejemplo s = 0.001, 8 = s/2 = 0.0005 establece la pro¬ 
ximidad correspondiente a 2. Para cualquier numero x diferente de 2 en (1.9995, 2.0005),* 
puede tenerse la certeza de que/(x) esta en (9.999, 10.001). Vea la FIGURA 2.6.1. 

■ Una definicion El analisis anterior conduce a la definicion s-8 de limite. 


Definicion 2.6.1 Definicion de limite 

Suponga que una funcion / esta definida en todas partes sobre un intervalo abierto, excepto 
quizas en un numero a en el intervalo. Entonces 

lim f(x) = L 

x— 

significa que para todo s > 0, existe un numero 8 > 0 tal que 

| fix) — L\ < s siempre que 0 < |x — a\ <8. 


* Por esta razon se usa 0 < \x — 2\ < 8 en lugar de \x — 2| < 8. Al considerar Km fix), no olvide que fen 2 carece 
de importancia. 
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Sea lim f{x) = L y suponga que 8 > 0 es el numero que “funciona” en el sentido de la 

x— 

definicion 2.6.1 para un e > 0 dado. Como se muestra en la FIGURA 2.6.2a), toda x en 
(a — 8, a + 8 ), con la posible excepcion de a mismo, tendra entonces una imagen f(x) 
en (L — e, L + e). Ademas, en la figura 2.6.2 b), una eleccion 8 { < 8 para la misma e tam- 
bien “funciona” en el sentido de que toda x diferente a a en (a — 8 h a + 8 X ) proporciona fix) 
en (L — e, L + e). No obstante, la figura 2.6.2c) muestra que al escoger un e 1? 0 < s 1 < e, 
mas pequeno, demanda encontrar un nuevo valor de 8. Observe en la figura 2.6.2c) que x esta 
en (a — 8, a + 8) pero no en (a — 8 x ,a + de modo que fix) no necesariamente esta en 

(L — 8i, L + gj). 



a) Un 8 que funciona para un s dado 



b) Un mas pequeno tambien funciona 
para el mismo s 



c) Un s l mas pequeno requiere un 8. 
Para x en (a — 8, a + 8), f(x ) no 
necesariamente esta en (L — s l L + s{) 


FIGURA 2.6.2 f(x) esta en (L - s, L + s ) siempre que x este en (a — 8, a + 8), x =£ a 


EJEMPLO 1 


Uso de la definicion 2.6.1 


Demuestre que Km (5x + 2) = 17. 

X—>3 


Solucion Para cualquier s > 0, arbitrario sin importar cuan pequeno sea, se quiere encon¬ 
trar un 8 de modo que 

|(5* + 2) - 171 < s siempre que 0 < \x — 3| < 8 . 

Para hacer lo anterior, considere 


|(5* + 2) - 171 = 15* - 151 = 51* - 3|. 

Asi, para hacer |(5* + 2) — 171 = 5|* — 3| < e, solo es necesario hacer 0 < |* — 3| < e/5; 
es decir, se escoge 8 = e/5. 

Verificacion Si 0 < |* — 3| < e/5, entonces 5|* — 3| < e implica 

15* — 151 < e obien, |(5* + 2) - 17| < e obien, |/(*) - 17| < e. ■ 


Uso de la definicion 2.6.1 


EJEMPLO 2 


^ 16 — v 2 

Demuestre que Km ——-— 8. 

M x^-4 4 + * 

Solucion Para x ¥= —4, 

16 - * 2 


4 + * 


- 8 


Asi, 


= |4 - * - 8| = |-* - 4| = |* + 4| = |* - (-4)| 
16 - * 2 


4 + x 


- 8 


= |x - (-4)| < e 


siempre que se tiene 0 < |x — (—4) | < e; es decir, se escoge 8 = e. 

Un limite que no existe 


EJEMPLO 3 


4| Este limite se analizo en (1) y 
(2) de la seccion 2.1. 


Considere la funcion 


Jo, x — 1 

/W \2, *>1. 
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y i 


1 

FIGURA 2.6.3 El limite de/ no 
existe cuando x tiende a 1 en el 
ejemplo 3 


Este limite se analizo en el 
ejemplo 1 de la section 2.1. 


En la FIGURA 2.6.3 se reconoce que/tiene una discontinuidad de tipo salto en 1, de modo que 
lim fix) no existe. No obstante, para demostrar este ultimo hecho, se procedera indirectamente. 

x —> 1 

Suponga que el limite existe; a saber, Km fix) = L. Luego, por la definicion 2.6.1 sabemos 
que para la election s = \ debe existir un 8 > 0 tal que 

1 


I m n l\ < - 


siempre que 0 < \x — 1| <8. 
Luego, a la derecha de 1 se escoge x = 1 + <5/2. Puesto que 


0 < 


1 + 1-1 


8 

2 


2 


debe tenerse 


/( 1 + 2>~ L 


< 8 


- 12 - i| < j. 


( 5 ) 


A la izquierda de 1, se escoge x = 1 — 8/2. Pero 
0 < 

implica 




8 


— 

2 


/i'-f 


|0 


< s 


L\ = \L\ < 


( 6 ) 


A1 resolver las desigualdades en valor absoluto (5) y (6) se obtiene, respectivamente, 

y 


3 < l <5 

2 ^ L ^ 2 


-1 < L < I 

2 T 


Puesto que ningun numero L puede satisfacer estas dos desigualdades, concluimos que 
Km fix) no debe existir. ■ 

En el siguiente ejemplo se considera el limite de una funcion cuadratica. Veremos que en 
este caso encontrar la 8 requiere un poco mas de ingenio que en los ejemplos 1 y 2. 


EJEMPLO 4 


Uso de la definicion 2.6.1 


► Demuestre que lim (—x 2 + 2x + 2) = —6. 

Solucion Para un s > 0 arbitrario es necesario encontrar un 8 > 0 tal que 

|—x 2 + 2x + 2 - (-6)| < s siempre que 0 < |x - 4| < 8. 

Luego, 

|-x 2 + 2x + 2 - (-6)| = |(-l)(x 2 - 2x - 8)| 

= \(x + 2)(x - 4)| 

= lx + 2||x - 41. 


( 7 ) 


En otras palabras, se quiere hacer |x + 2||x — 4| < s. Pero puesto que hemos acordado exa- 
minar valores de x cerca de 4, solo se consideran aquellos valores para los cuales |x — 4| < 1. 
Esta ultima desigualdad da 3 < x < 5 o, de manera equivalente, 5<x + 2<7. En conse- 
cuencia, podemos escribir |x + 2| <7. Entonces, por (7), 

0 < |x — 4| < 1 implica |-x 2 + 2x + 2 - ( —6)| < 7|x - 4|. 

Si ahora 8 se escoge como el mmimo de los dos numeros 1 y s/7, escrito 8 = mm{l, s/7} 
se tiene 


0 < lx — 41 <5 


implica 


|-x 2 + 2x + 2 - (-6)1 < l\x — A\ <7-^ = 


El razonamiento en el ejemplo 4 es sutil. En consecuencia, merece la pena dedicar unos 
minutos para volver a leer el analisis que esta inmediatamente despues de la definicion 2.6.1, 
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volver a examinar la figura 23.2b) y luego volver a pensar en por que 8 = mm{l, s/7} es el 
8 que “funciona” en el ejemplo. Recuerde que el valor de s puede escogerse arbitrariamente; 
considere 8 para, por ejemplo, s = 8, s = 6ys = 0.01. 

■ Limites laterales A continuacion se presentan las definiciones de los limites laterales, 
h'm fix) y Km fix). 

x—x—►a" 1 " 


Definicion 2.6.2 Limite por la izquierda 

Suponga que una funcion/esta definida sobre un intervalo abierto (c, a). Entonces 

lim fix) = L 

x— 

significa que para todo s > 0 existe una 8 > 0 tal que 

| fix) — L\ < s siempre que a — 8 < x < a. 


Definicion 2.6.3 Limite por la derecha 

Suponga que una funcion/esta definida sobre un intervalo abierto ia , c). Entonces 

Km fix) = L 

x—»a + 

significa que para todo s > 0 existe una 8 > 0 tal que 

| fix) — L\ < s siempre que a < x < a + 8. 


Uso de la definicion 2.6.3 


EJEMPLO 5 


Demuestre que lim + Vr = 0. 


Solucion Primero, podemos escribir 

|Vv - 0| = |Vx| = Vx. 

Luego, | Vx — 0| < e siempre que 0 < v < 0 + s 2 . En otras palabras, se escoge 8 = s 2 . 
Verificacion Si 0 < v < s 2 , entonces 0 < Vv < £ implica 

| Vv| < s o bien, |Vx — 0| < £. ■ 


■ Limites que implican el infinito Los dos conceptos de limite infmito 

fix) —> oo (o bien, — oo) cuando v —> a 

y limite en el infinito 

fix) —> L cuando x —> oo (o bien, — oo) 

se formalizan en las dos secciones siguientes. 

Recuerde que un limite infinito es un limite que no existe cuando v —» a. 


Definicion 2.6.4 Limites infinitos 

i) Km fix) = oo significa que para todo M > 0 existe un 8 > 0 tal qu e fix) > M siempre 

x— 

que 0 < \x — a\ <8. 

ii) Km fix) = — oo significa que para todo M < 0 existe un 8 > 0 tal qu z fix) < M siem- 

x— 

pre que 0 < \x — a\ <8. 
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Los incisos i) y ii) de la definicion 2.6.4 se ilustran en la FIGURA 2.6.4a) y en la figura 2.6.4A), 
respectivamente. Recuerde, si fix) -^> 00 ( 0 — 00 ) cuando x^a, entonces x = a es una asm- 
tota vertical para la grafica de /. En el caso en que fix ) —> 00 cuando x —> a, entonces /(x) 
puede hacerse mas grande que cualquier numero positivo arbitrario (es decir, /(x) > M) al 
tomar x suficientemente proximo a a (es decir, 0 < |x — a\ < 8). 




a) Para un M dado, siempre que 
a — 8 < x< a + 8, x* a, 
se tiene que f(x ) > M 


b ) Para un M dado, siempre que 
a — 8 < x< a + 8, x* a, 
se tiene que f(x ) < M 


FIGURA 2.6.4 Lfmites infinitos cuando x^a 


Los cuatro lfmites infinitos por un lado 

fix) —> 00 cuando x —> a ~, /(x) —» — 00 cuando x^a~ 
fix) —> 00 cuando x^a + , fix) —> — 00 cuando x^a + 

se definen de forma analoga a la proporcionada en las definiciones 2.6.2 y 2.6.3. 


Definicion 2.6.5 Lfmites en el infinito 

i) lim fix) = L si para todo s > 0, existe un N > 0 tal que |/(x) — L\ < s 

x —>00 

siempre que x > N. 

ii) Km f(x) = L si para todo s > 0, existe un N < 0 tal que |/(x) — L\ < s 

x —^ 00 

siempre que x < N. 


Los incisos i) y ii) de la definicion 2.6.5 se ilustran en la FIGURA 2.6.5a) y en la figura 2.6.5 b), 
respectivamente. Recuerde, si fix)-* L cuando x —» 00 (o — 00 ), entonces y = L es una asm- 
tota horizontal para la grafica de/. En el caso en que/(x)—>L cuando x—> 00 , entonces la 
grafica de/puede hacerse arbitrariamente proxima a la recta y = L (es decir, | fix) — L\ < s) 
al tomar x suficientemente lejos sobre el eje x positivo (es decir, x > AO- 



a) Para un s dado, x> N implica b) Para un s dado, x<N implica 

L - s <f(x) < L + s L - s <f{x) < L + s 

FIGURA 2.6.5 Lfmites en el infinito 
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EJEMPLO 6 


Uso de la definicion 2.6.5/) 


Demuestre que lim t 
+ 1 


= 3. 


Solucion Por la definicion 2.6.5/), para cualquier s > 0 es necesario encontrar un numero 
N > 0 tal que 


3x 


x + 1 

Luego, al considerar x > 0, tenemos 


< s 


siempre que 


x > N. 


3x 0 


-3 

X + 1 


x + 1 


3 ^ 3 ^ 

—77 < - < e 
x + 1 x 


siempre que x > 3/e. Entonces, se escoge N = 3/e. Por ejemplo, si e = 0.01, entonces 
N = 3/(0.01) = 300 garantiza que |/(x) - 3| < 0.01 siempre quex > 300. ■ 


■ Posdata: Un poco de historia Despues de esta seccion tal vez este de acuerdo con el filo- 
sofo, predicador, historiador y cientifico ingles William Whewell (1794-1866), quien escribio 
en 1858 que “Un limite es una concepcion. . . peculiar”. Durante muchos anos despues de la 
invencion del calculo en el siglo xvii, los matematicos discutfan y debatian acerca de la natu- 
raleza de un limite. Habia la percepcion de que la intuicion, las graficas y ejemplos numeri- 
cos de razones de cantidades que desaparecen proporcionan cuando mucho un cimiento ines- 
table para tal concepto fundamental. Como se vera al principio del siguiente capitulo, el 
concepto de limite juega un papel central en calculo. El estudio del calculo paso por varios 
periodos de creciente rigor matematico empezando con el matematico frances Augustin-Louis 
Cauchy y luego con el matematico aleman Karl Wilhelm Weierstrass. 


Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) nacio durante una epoca de convulsion 
en la historia de Francia. Cauchy estaba destinado a iniciar una revolucion por 
si mismo en matematicas. Por muchas contribuciones, pero especialmente 
debido a sus esfuerzos por clarificar cuestiones matematicas oscuras, su 
demanda incesante por contar con definiciones satisfactorias y demostraciones 
rigurosas de teoremas, Cauchy a menudo es denominado “padre del analisis 
moderno”. Escritor prolifico cuyo trabajo solo ha sido superado por unos cuan- 
tos, Cauchy produjo casi 800 articulos sobre astronomia, fisica y matematicas. Sin embargo, 
la misma mentalidad que siempre estaba abierta y preguntaba sobre ciencia y matematicas tam- 
bien era estrecha y no cuestionaba muchas otras areas. Franca y arrogante, la postura apasio- 
nada de Cauchy respecto a asuntos politicos y religiosos a menudo lo alejaron de sus colegas. 



Cauchy 



Karl Wilhelm Weierstrass (1815-1897) jUno de los analistas matematicos 
mas destacados del siglo xix sin haber tenido ningun grado academico! 
Despues de especializarse en leyes en la Universidad de Bonn, aunque con- 
centrado en esgrima y en beber cerveza durante cuatro anos, Weierstrass se 
“graduo” en la vida real sin ningun titulo. Al necesitar trabajo, Weierstrass 
aprobo un examen estatal y recibio un certificado para ensenar en 1841. 

Durante 15 anos como profesor de ensenanza secundaria, su genio matematico 
dormido florecio. Aunque la cantidad de sus investigaciones publicadas era modesta, especial¬ 
mente en comparacion con la de Cauchy, la calidad de estos trabajos impresiono tanto a 
la comunidad matematica alemana que se le otorgo un doctorado, honoris causa , de la 
Universidad de Konigsberg, y finalmente fue contratado como profesor en la Universidad de 
Berlin. Una vez ahi, Weierstrass obtuvo reconocimiento internacional como matematico y como 
maestro de matematicas. Una de sus estudiantes fue Sonja Kowalewski, la mas grande mate¬ 
matica del siglo xix. Fue Karl Weierstrass quien doto de solidos fundamentos al concepto de 
limite con la definicion s-8. 
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Ejercicios 2.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-9. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-24, use las definiciones 2.6.1, 2.6.2 o 
2.6.3 para demostrar el resultado sobre limites dado. 


1. lim 10 = 10 

x—>5 

3. Inn x = 3 
5. Km (x + 6) = 5 

JC—>—1 

7. Km (3x + 7) = 7 

x—>o 


9. Km 


2x - 3 1 


2 4 


2. Km 77 — 77 

x^-2 

4. Km2x = 8 

x->4 

6. Km (x — 4) = —4 

x^O 

8. Km (9 — 6x) = 3 


10. Km 8(2x + 5) = 48 

jc—>1/2 


^ ,, x 2 - 25 ,, x 2 - 7x + 12 1 

11. lim —— = -10 12. lim— - t—= —— 

m-5 x + 5 m3 2x — 6 2 

13. ^ 8*1+1^ = 

M0 x 4 

. . 2x 3 + 5x 2 — 2x — 5 _ 

14. Km ---= 7 

*-►! x 2 - 1 


15. limx 2 = 0 

m0 

17. Km V5x = 0 

v^n+ 


19. lim f{x) = -1, f(x) 

x—>0 


16. Km 8X 3 = 0 

m0 


18. Km V2x - 1 = 0 

m(1/2) + 


[ 2x - 1, 
\2x + 1, 


x < 0 
x > 0 


2o. */w = 3, /« = {“; ;;; 


21. Kmx 2 = 9 

X^>3 


22. Km (2x 2 + 4) = 12 

x—>2 


23. Km (x 2 — 2x + 4) = 3 24. Km (x 2 + 2x) = 35 

x—>1 x—>5 


25. Para a > 0, use la identidad 
| Vx - Va| = | Vx - Va| 


x — a\ 


Vx + V<3 _ __ 

Vx + \fa Vx + \V 


y el KecKo de que Vx > 0 para demostrar que 
lfmVx = \fa. 

x— 

26. Demuestre que lim(l/x) = [Sugerencia : Considere 

x —>2 

solo los numeros x tales que 1 < x < 3.] 

En los problemas 27-30, demuestre que Km /(x) no existe. 

x— 

27 - «={o; Xl ; » =i 

28 - /W={-i, 0 = 3 

29 - /»-{ 2 '-,. lt°0- »-0 

30. fix ) = 4 ; a = 0 

En los problemas 31-34, use la definicion 2.6.5 para demos¬ 
trar el resultado de limites dado. 


31. Km 


5x - 1 


x—»oo 2x +1 2 

33. Km = 10 

M-oo x — 3 

= Piense en ello 


32. lim 


2x 


x^.oo 3x + 8 3 

^2 


34. Km 


^-°° x 2 + 3 


= 1 


35. Demuestre que Km fix) = 0, 

x —>0 

. t x Jx, xracional 
donde /(x) = < A . 

I 0, x irracional. 


2.7 El problema de la recta tangente 



FIGURA 2.7.1 La recta tangente L 
toca un cfrculo en el punto P 


■ Introduccion En un curso de calculo se estudian mucKas cosas diferentes, pero como se 
menciono en la introduccion de la seccion 2.1, el tema “calculo” por lo regular se divide en 
dos amplias areas —relacionadas entre si— denominadas calculo diferencial y calculo inte¬ 
gral. El analisis de cada uno de estos temas suele comenzar con un problema de motivacion 
que implica la grafica de una funcion. El estudio del calculo diferencial se motiva con el 
siguiente problema. 

• Encontrar la recta tangente a la grafica de una funcion f 
mientras el estudio del calculo integral se motiva con el siguiente problema: 

• Encontrar el area bajo la grafica de una funcion /. 

El primer problema se abordara en esta seccion, el segundo se analizara en la seccion 5.3. 

■ Recta tangente a una grafica La palabra tangente surge del verbo latin tangere , que sig- 
nifica “tocar”. Quiza recuerde del estudio de geometrfa plana que una tangente a un cfrculo 
es una recta L que corta, o toca, al cfrculo exactamente en un punto P. Vea la FIGURA 2.7.1. No 
resulta tan facil definir una recta tangente a la grafica de una funcion /. La idea de tocar tras- 
lada del concepto de recta tangente a la grafica de una funcion, pero la idea de cortar la grd- 
fica en un punto no lo hace. 
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Suponga que y = f(x) es una funcion continua. Si, como se muestra en la FIGURA 2.7.2, / 
posee una recta tangente L a su grafica en un punto P, entonces ^cual es la ecuacion de esta 
recta? Para contestar esta pregunta requerimos las coordenadas de P y la pendiente m tan de L. 
Las coordenadas de P no presentan ninguna dificultad, puesto que un punto sobre la grafica 
de una funcion / se obtiene al especificar un valor de x en el dominio de /. Asi, las coordena¬ 
das del punto de tangencia en x = a son (< a , f(a)). En consecuencia, el problema de encontrar 
una recta tangente se vuelve en el problema de encontrar la pendiente m tan de la recta. Como 
medio para aproximar m tan , es facil encontrar las pendientes m sec de rectas secantes (del verbo 
latino secare , que significa “cortar”) que pasan por el punto P y cualquier otro punto Q sobre 
la grafica. Yea la FIGURA 2.7.3. 


■ Pendiente de rectas secantes Si las coordenadas de P son (< a , f(a)) y las coordenadas de 
Q son (a + h,f(a + h)), entonces como se muestra en la FIGURA 2.7.4, la pendiente de la recta 
secante que pasa por P y Q es 

cambio eny f(a + h) — f(a ) 
msec cambio enx (a + h) — a 


o bien, 


f{a + h) - f(a) 
h 


( 1 ) 


La expresion en el miembro derecho de la igualdad en (1) se denomina cociente diferencial. 
Cuando se hace que h asuma valores que cada vez son mas proximos a cero, es decir, cuando 
h —> 0, entonces los puntos Q(a + h,f(a + h)) se mueven en la curva cada vez mas cerca del 
punto P(a,f(a)). Intuitivamente, es de esperar que las rectas secantes tiendan a la recta tan¬ 
gente L, y que m sec —> m tan cuando h —> 0. Es decir, 


^tan = }imm sec 
h —^0 


en el supuesto de que el limite existe. Esta conclusion se resume en una forma equivalente del 
limite usando el cociente diferencial (1). 


Definicion 2.7.1 Recta tangente con pendiente 


Sea y = f(x) continua en el numero a. Si el limite 

f{a + h) - f(a) 


m„ 


= lim 

o 


h 


( 2 ) 


existe, entonces la recta tangente a la grafica de / en ( a , f{a )) es la recta que pasa por el 
punto ( a , f(a)) con pendiente m tan . 



FIGURA 2.7.2 Recta tangente L a 
una grafica en el punto P 



FIGURA 2.7.3 Pendientes de rec¬ 
tas secantes aproximan la 
pendiente m tan de L 


Recta 



FIGURA 2.7.4 Rectas secantes 
giran en la recta tangente L 
cuando /z —>• 0 


Justo como muchos de los problemas analizados antes en este capitulo, observe que el 
limite en (2) tiene la forma indeterminada 0/0 cuando /i —» 0. 

Si el limite en (2) existe, el numero m tan tambien se denomina pendiente de la curva 
y = fix) en 

El calculo de (2) es esencialmente un proceso de cuatro pasos , tres de los cuales implican 
solo precalculo matematico: algebra y trigonometria. Si los tres primeros pasos se llevan a cabo 
con precision, el cuarto, o paso de calculo, puede ser la parte mas sencilla del problema. 

Directrices para calcular (2) 

i) Evaluar f{a) y f{a + h). 

ii) Evaluar la diferencia f(a + h) — f (a). Simplificar. 

Hi) Simplificar el cociente diferencial 

f(a + h) - f(a) 
h 

iv) Calcular el limite del cociente diferencial 

f(a + h)-m 
lim 

h-+ 0 


h 
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En muchas instancias, el calculo de la diferencia f(a + h) — f(a) en el paso ii) es el mas 
importante. Resulta imperativo que usted simplifique este paso cuanto sea posible. Un consejo 
Nota ► de como hacerlo: en muchos problemas que implican el calculo de (2) es posible factorizar h 
de la diferencia f(a + h) — f (a). 


EJEMPLO 1 


El proceso de cuatro pasos 


Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = x 2 + 2 en x = 1. 


Solucion El procedimiento de cuatro pasos presentado antes se usa con el numero 1 en lugar 
del simbolo a. 



i) El paso inicial es el calculo de/(l) y/(I + h). Se tiene/(l) = 1 2 + 2 = 3, y 

/a + h) = a + hf + 2 

= (1 + 2h + h 2 ) + 2 
= 3 + 2 h + /i 2 . 

ii) Luego, por el resultado en el paso precedente, la diferencia es: 

/(I + h) - /(l) = 3 + 2h + h 2 - 3 
= 2 h + h 2 

= h(2 h) °bserve el factor de h 


iii) Ahora, el calculo del cociente diferencial 


/(l +/Q-/(D 

h 


es directo. 


De nuevo, se usan los resultados del paso precedente: 
/(I +*)-/(!) h(2 + h) 


h 


h 


= 2 + h. 


las h se cancelan 


iv) Ahora el ultimo paso es facil. Se observa que el limite en (2) es 

por el paso precedente 

f(l+h)-f(l) ^ 

= lim- - -= lim (2 + h) = 2. 

/z—>0 h h^o 


m u 


La pendiente de la recta tangente a la grafica de y = x + 2 en (1, 3) es 2. 


EJEMPLO 2 


Ecuacion de la recta tangente 


Encuentre una ecuacion de la recta tangente cuya pendiente se hallo en el ejemplo 1. 

Solucion Se conocen el punto de tangencia (1, 3) y la pendiente m tan = 2, de modo que por 
la ecuacion punto-pendiente de una recta se encuentra 

y — 3 = 2(x - 1) o bien, y = 2x + 1. 

Observe que la ultima ecuacion es consistente con las intersecciones x y y de la recta roja en 
la FIGURA 2.7.5. ■ 


EJEMPLO 3 


Ecuacion de la recta tangente 


Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica d q fix) = 2/x en x = 2. 


Solucion Se empieza por usar (2) para encontrar m tan con a identificada como 2. En el 
segundo de los cuatro pasos es necesario combinar dos fracciones simbolicas por medio de un 
comun denominador. 


0 Se tiene /(2) = 2/2 = 1 y/(2 + h) = 2/(2 + h). 


ii) f(2 + h) — f(2) = - 1 


2 

2 + h 


1 2 + h 
l' 2 + h 


un comun denominador es 2 


+ h 


2-2- h 
2 + h 


—h 

2 + K 


<— aqui esta el factor de h 
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Hi) El ultimo resultado debe dividirse entre h o, mas precisamente, entre Se invierte 
y multiplica por —: 

—h 

f(2 + h) f{2) _ 2 + h _ ~h ' j_ _ ~ i <— las h se cancelan 

h h 2 + h h 2 + K 

I 


iv) Por (2), m tan es 


l 

2 ' 


Como/(2) = 1, el punto de tangencia es (2, 1) y la pendiente de la recta tangente en (2, 1) 
es m tan = — \. Con base en la ecuacion punto-pendiente de una recta, la recta tangente es 


y - 1 = -(x - 2) 


? = “2 X + 2 - 


Las graficas de y = 2/x y la recta tangente en (2, 1) se muestran en la FIGURA 2.7.6. ■ 



FIGURA 2.7.6 Recta tangente en 
el ejemplo 3 


EJEMPLO 4 


Pendiente de una recta tangente 


Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de/(x) = Vx — 1 enx = 5. 


Solucion A1 sustituir a por 5 en (2) se tiene: 

0 /(5) = V5^T = V4 = 2, y 

/( 5 + h) = V5 + h — 1 = V4 + h. 


ii) La diferencia es 

/(5 + h) -/(5) = V4 + /j — 2. 


Debido a que se espera encontrar un factor de h en esta diferencia, procedemos a 
racionalizar el numerador: 


iii) 


/(5 + h) -/(5) = 


vm - 2 

i 

(4 + h) ~ 4 
V4 + h + 2 
h 


Asi, el cociente diferencial 


V4 + h + 2 
/(5 + /Q ~/(5) 
h 


V±±h, + 2 

+ 2 


<— este es el factor de h 


es: 


/(5 + h) — /(5) 
h 


_ h _ 

V4T1 + 2 
h 

_ A _ 

h(V4Th + 2 ) 

1 

V4TI + 2' 


«V) El lfmite en (2) es 


„ /(5 + h) /(5) ,, l l 

= lim- 7 -= lim - -= - 

h ^° h h ^° V4 + h + 2 V4 + 2 


1 

4' 


La pendiente de la recta tangente a la grafica de/(x) = Vr — 1 en (5, 2) es 
El resultado obtenido en el siguiente ejemplo no es sorprendente. 
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FIGURA 2.7.7 Tangente vertical 
en el ejemplo 6 



FIGURA 2.7.8 La tangente no 
existe en (a, f{a )) 



FIGURA 2.7.9 Funcion en el 
ejemplo 7 


Recta tangente a una recta 


EJEMPLO 5 


Para cualquier funcion lineal y = mx + b, la recta tangente a su grafica coincide con la recta 
misma. Asi, no de manera inesperada, la pendiente de la recta tangente para cualquier numero 
x = a es 

f(a + h)-f(a) m(a + h) + b - (ma + b) m h 

m tan — lim-;-— lim- - -= lim = lim m = m. ■ 

/z-> 0 h /z->0 h h^O h h^O 


■ Tangentes verticales El limite en (2) puede no existir para una funcion/en x = ay aun asi 
ser una tangente en el punto (a,f(a)). La recta tangente a una grafica puede ser vertical, en cuyo 
caso su pendiente esta indefinida. El concepto de tangente vertical se abordara en la seccion 3.1. 


EJEMPLO 6 


Recta tangente vertical 


Aunque por esta ocasion no se abundara en los detalles, puede demostrarse que la grafica de 
fix) = x 1 / 3 posee una tangente vertical en el origen. En la FIGURA 2.7.7 se observa que el eje y, 
es decir, la recta x = 0, es tangente a la grafica en el punto (0, 0). ■ 


■ Una tangente que puede no existir La grafica de una funcion / que es continua en un 
numero a no tiene por que poseer una recta tangente en el punto (a,f(a)). Una recta tangente 
no existira cuando la grafica de/tenga un pico pronunciado en ( a,f(a )). En la FIGURA 2.7.8 se 
indica que puede ser erroneo cuando la grafica de la funcion tiene un “pico”. En este caso / 
es continua en a , pero las rectas secantes que pasan por P y Q tienden a L 2 cuando Q —> P, 
y las rectas secantes que pasan por P y Q' tienden a una recta diferente L x cuando Q' —> P. 
En otras palabras, el limite en (2) no existe porque los limites laterales del cociente diferen- 
cial son diferentes (cuando h—> 0 + y cuando h—>0~). 


EJEMPLO 7 


Grafica con un 


pico 


Demuestre que la grafica de/(x) = |x| no tiene tangente en (0, 0). 


Solucion La grafica de la funcion valor absoluto en la FIGURA 2.7.9 tiene un pico en el origen. 
Para demostrar que la grafica de / no posee una recta tangente en el origen es necesario exa- 
minar 


lim 

/z-> 0 


/(0 + h) — /(0) 


h 


= lim 

/ z —>0 


|0 + h\ ~ |0| 

h 


\h\ 


Por la definicion de valor absoluto 


observamos que 


\h\ = 


h. 


-h. 


Inn / = limy = 1 

h-+ o + h h^0 + h 


mientras 


= lim A—. 

/z—>o h 


h > 0 
h < 0 

r \h\ v ~h 

lim — = lim—^ = —1. 

/z—»o _ h h^o~ h 


Puesto que los limites por la derecha y por la izquierda no son iguales, se concluye que el 
limite (2) no existe. Aunque la funcion/(x) = |x| es continua en x = 0, la grafica de / no 
posee ninguna tangente en (0, 0). ■ 


■ Razon de cambio media En contextos diferentes el cociente diferencial en (1) y (2), o pen¬ 
diente de la recta secante, se escribe en terminos de simbolos altemos. El simbolo h en (1) y 
(2) a menudo se escribe como Ax y la diferencia f(a + Ax) — f(a) se denota por Ay, es decir, 
el cociente diferencial es 

cambio en y = fja + Ax) - fja) = fja + Ax) - fja) = Ay 
cambio en x {a 4- Ax) — a Ax Ax’ 

Ademas, si x x = a + Ax, x 0 = a , entonces Ax = x x — x 0 y (3) es lo mismo que 

/(xp ~ fix q) = Ay 
x x — x 0 Ax’ 

La pendiente Ay/Ax de la recta secante que pasa por los puntos (x 0 ,/(x 0 )) y (x,,/(x,)) se deno- 
mina razon de cambio media de la funcion/sobre el intervalo [x 0 , x, ]. Asi, el limite lim Ay/ Ax 
se denomina razon de cambio media instantanea de la funcion con respecto a x en x 0 . 

Casi todo mundo tiene una nocion intuitiva de la velocidad como la razon a la cual se 
cubre una distancia en cierto lapso. Cuando, por ejemplo, un autobus recorre 60 mi en 1 h, la 
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velocidad media del autobus debe haber sido 60 mi/h. Por supuesto, resulta dificil mantener 
la razon de 60 mi/h durante todo el recorrido porque el autobus disminuye su velocidad al 
pasar por poblaciones y la aumenta al rebasar a otros vehiculos. En otras palabras, la veloci¬ 
dad cambia con el tiempo. Si el programa de la compania de transportes demanda que el auto¬ 
bus recorra las 60 millas de una poblacion a otra en 1 h, el conductor sabe instintivamente que 
debe compensar velocidades inferiores a 60 mi/h al conducir a velocidades superiores en otros 
puntos del recorrido. Saber que la velocidad media es 60 mi/h no permite, sin embargo, con- 
testar la pregunta: ^cual es la velocidad del autobus en un instante particular? 


■ Velocidad media En general, la velocidad media o rapidez media de un objeto en movi- 
miento esta defmida por 

cambio en distancia 

Upro cambio en tiempo ’ ^ 


Considere un corredor que termina una carrera de 10 km en un tiempo de 1 h 15 min 
(1.25 h). La velocidad media del corredor, o rapidez media de la carrera, fue 


v 


pro 


10-0 
1.25 - 0 


8 km/h. 


Pero suponga ahora que deseamos determinar la velocidad exacta v en el instante en que el 
corredor ya lleva media hora corriendo. Si se mide que la distancia recorrida en el intervalo 
de 0 h a 0.5 h es igual a 5 km, entonces 

v° = ^ = 10 km/h. 

De nuevo, este numero no es una medida, o necesariamente incluso un indicador aceptable, 
de la velocidad instantanea v a que el corredor se ha movido 0.5 h en la carrera. Si determi- 
namos que a 0.6 h el corredor esta a 5.7 km de la linea de salida, entonces la velocidad media 
de 0 h a 0.6 h es u pro = 5.7/0.6 = 9.5 km/h. No obstante, durante el lapso de 0.5 h a 0.6 h, 


Salida , 

r~V 


k 

tOL 


5 km — 
en 0.5 h 


f— 0.7 km 
en 0.1 h 

■ 10 km — 
en 1.25 h 


.-I 


. Meta 


FI GURA 2.7.10 Corredor en una 
carrera de 10 km 


5.7 - 5 
Upro 0.6 - 0.5 


7 km/h. 


El ultimo numero es una medida mas realista de la razon v. Vea la FI GURA 2.7.10. Al “estirar” el 
lapso entre 0.5 h y el tiempo que corresponde a la posicion medida cerca de 5 km, se espera 
obtener incluso una mejor aproximacion a la velocidad del corredor en el instante 0.5 h. 

■ Movimiento rectilineo Para generalizar el analisis precedente, suponga que un objeto, o 
particula, en el punto P se mueve a lo largo de una recta de coordenadas vertical u horizon¬ 
tal como se muestra en la FIGURA 2.7.11. Ademas, considere que la particula se mueve de modo 
que su posicion, o coordenada, sobre la recta esta dada por una funcion s = s{t ), donde t repre- 
senta el tiempo. Los valores de s son distancias dirigidas medidas a partir de O en unidades 
como centimetros, metros, pies o millas. Cuando P esta a la derecha o arriba de O, se consi- 
dera s > 0, mientras s < 0 cuando P esta a la izquierda o abajo de O. El movimiento en linea 
recta se denomina movimiento rectilineo. 

Si un objeto, como un automovil de juguete, se mueve sobre una recta de coordenadas 
horizontal, se trata de un punto P en el instante t 0 y un punto P' en el instante t u y entonces 
las coordenadas de los puntos, que se muestran en la FIGURA 2.7.12, son s(t 0 ) y Por (4), la 
velocidad media del objeto en el intervalo de tiempo [ t 0 , t\ ] es 


p 


o 


-t-t-t-t-t- h«H -t-h 

O P 

FIGURA 2.7.11 Rectas 
coordenadas 



FIGURA 2.7.12 Posicion de un 
automovil de juguete sobre una 
recta coordenada en dos instantes 


cambio en posicion — s(t 0 ) 

cambio en tiempo t x — t 0 


( 6 ) 


EJEMPLO 8 


Velocidad media 


La altura s por arriba del suelo a que se suelta una pelota desde la parte superior del Arco de 
San Luis Missouri esta dada por s(t) = —16 1 2 + 630, donde s se mide en pies y 1 en segun- 
dos. Vea la FIGURA 2.7.13. Encuentre la velocidad media de la pelota que cae entre el instante en 
que se suelta la pelota y el instante en que golpea el suelo. 


Solucion El instante en que se suelta la pelota esta determinado por la ecuacion s(t) = 630 o 
— 16 1 2 + 630 = 630. Asi se obtiene t = 0 s. Cuando la pelota golpea el suelo, entonces 



FIGURA 2.7.13 Pelota que cae en 
el ejemplo 8 
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s(t ) = 0 o — 16t 2 + 630 = 0. Con la ultima ecuacion se obtiene t = V315/8 ~ 6.27 s. Asi, por 
(6) la velocidad media en el intervalo de tiempo [0, V315/8] es 


i(V35l78) - ^(0) 
V35I/8 - 0 


0 - 630 
V35T/8 - 0 


-100.40 pies/s. 


Si se hace t x — t 0 + At, o A t = t x — t 0 , y A 5 = s(t 0 + A t) — s(t 0 ), entonces (6) es equiva- 
lente a 

_ ^ 

y pro Ar' ( 7 ) 

Esto sugiere que el limite de (7) cuando At^O proporciona la razon de cambio instanta- 
nea de s(t) en t = t 0 , o velocidad instantanea. 

Definicion 2.7.2 Velocidad instantanea 

Sea s = s(t) una funcion que proporciona la posicion de un objeto que se mueve en linea 
recta. Entonces la velocidad instantanea en el instante t = t 0 es 

. , ,, s(t<) + A t) - s(t 0 ) As (8) 

v(to) = lim- 7 -= lim -r— 9 

U/ A^O At At—>0 At 

siempre que el limite exista. 


Nota: Excepto por notacion e interpretacion, no hay ninguna diferencia matematica entre (2) 
y (8). Tambien, a menudo se omite la palabra instantanea , de modo que entonces se habla de 
la razon de cambio de una funcion o la velocidad de una particula en movimiento. 


EJEMPLO 9 


Otro repaso al ejemplo 8 


Encuentre la velocidad instantanea de la pelota que cae en el ejemplo 8 en t = 3 s. 


Solucion Se usa el mismo procedimiento de cuatro pasos que en los ejemplos anteriores con 
s = s(t ) dada en el ejemplo 8. 

i) s(3) = -16(9) + 630 = 486. Para cualquier At ^ 0, 

5(3 + At) = -16(3 + At) 2 + 630 = -16(A t) 2 - 96At + 486. 

ii) 5(3 + At) — 5 ( 3 ) = [ —16(Af) 2 — 96Af + 486] — 486 

= -16(A?) 2 - 96A? = Ar(-16Af - 96) 


iii) 


As 

At 


At(-16At - 96) 
At 


-16At - 96 


iv) Por (8), 


As 

v(3) = lim -7— = lim(-16At — 96) = -96pies/s. 
V ' A(—>0 At Af—»(J 7 F 


(9) ■ 


En el ejemplo 9, el numero s(3) = 486 pies es la altura de la pelota por arriba del nivel del 
suelo a 3 s de haber sido soltada. El signo menos en (9) es importante porque la pelota se esta 
moviendo en direccion opuesta a la direccion positiva (hacia arriba), es decir, se mueve hacia abajo. 


Ejercicios 2.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-9. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, trace la grafica de la funcion y la recta 
tangente en el punto dado. Encuentre la pendiente de la 
recta secante que pasa por los puntos que corresponden a los 
valores indicados de v. 

1. f{x) = -x 2 + 9, (2, 5); x = 2, x = 2.5 

2. fix) = x 2 + 4x, (0, 0); x = — x = 0 


3. fix) = x 3 , (-2, —8); x = -2,x = ~l 

4. fix) = 1/jc, (1, 1); jc = 0.9, x = 1 

5. fix) = sen x, iir/2, 1); x = 7 t/2, x = 2it/3 

6. fix) = cos x, (—7t/3, ^); x = — 7t/2, x = —tt/3 

En los problemas 7-18, use (2) para encontrar la pendiente 
de la recta tangente a la grafica de la funcion en el valor 
dado de x. Encuentre una ecuacion de la recta tangente en el 
punto correspondiente. 
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7. 

fix) = 

x 2 — 6, x = 3 






8. 

fix) = 

—3x 2 + 10, v = — 1 






9. 

fix) = 

x 2 — 3x, x = 1 






10. 

fix) = 

—x 2 + 5x — 3, x = 

-2 




1 

2 

11. 

II 

— 2x 3 + x, x = 2 

12. 

M 

- 8.V 3 - 

- 4, x 

13. 

II 

II 

1 

14. 


4 

X — 

v x = 

2 

15. 

fix) = 

9 , x = 0 

16. 

M 

= 4 - 

8 

—,X = 

-1 


ix - 1) 



X 


17. 

II 

II 

X 

¥ 

18. 

fix) = 

1 

Vr’ 

X = 1 



En los problemas 19 y 20, use (2) para encontrar la pendiente 
de la recta tangente a la grafica de la funcion en el valor 
dado de v. Encuentre una ecuacion de la recta tangente en el 
punto correspondiente. Antes de empezar, revise los limites 
en (10) y (14) de la seccion 2.4, asi como las formulas de 
suma (17) y (18) en la seccion 1.4. 

19. f{x) = sen x, x = tt/6 20. fix) = cos x, x = tt/4 

En los problemas 21 y 22, determine si la recta que pasa por 
los puntos rojos es tangente a la grafica de fix) = x 2 en el 
punto azul. 




para el problema 21 FIGU R A 2.7.15 Grafica 

para el problema 22 

23. En la FIGURA 2.7.16, la recta roja es tangente a la grafica 
de y = fix) en el punto indicado. Encuentre una ecua¬ 
cion de la recta tangente. /,Cual es la interseccion y de 
la recta tangente? 



FIGURA 2.7.16 Grafica para el problema 23 

24. En la FIGURA 2.7.17, la recta roja es tangente a la grafica 
de y = fix) en el punto indicado. Encuentre /( — 5). 



FIGURA 2.7.17 Grafica para el problema 24 


En los problemas 25-28, use (2) para encontrar una formula 
para m tan en un punto general (x, fix)) sobre la grafica de /. 
Use la formula m tan para determinar los puntos en que la 
recta tangente a la grafica es horizontal. 

25. fix) = — v 2 + 6x + 1 26. fix) = lx 2 + 24x — 22 

27. fix) = x 3 - 3jc 28. fix) = ~x 3 + x 2 

= Aplicaciones 

29. Un automovil recorre 290 mi entre Los Angeles y Las 
Vegas en 5 h. /,Cual es la velocidad media? 

30. Dos senalizaciones sobre una carretera recta estan a una 
distancia de \ mi entre si. Una patrulla observa que un 
automovil cubre la distancia entre las marcas en 40 s. 
Suponiendo que la velocidad limite es 60 mi/h, /,el auto¬ 
movil sera detenido por exceso de velocidad? 

31. Un avion se desplaza a 920 mi/h para recorrer los 3 500 
km que hay entre Hawaii y San Francisco. /En cuantas 
horas realiza este vuelo? 

32. Una carrera de maraton se lleva a cabo en una pista recta 
de 26 mi. La carrera empieza a mediodia. A la 1:30 p.m., 
un corredor cruza la marca de 10 mi y a las 3:10 p.m. el 
corredor pasa por la marca de 20 mi. /,Cual es la veloci¬ 
dad media del corredor entre la 1:30 p.m. y las 3:10 p.m.? 

En los problemas 33 y 34, la posicion de una particula que 
se mueve sobre una recta horizontal de coordenadas esta 
dada por la funcion. Use (8) para encontrar la velocidad ins¬ 
tantanea de la particula en el instante indicado. 

33. sit) = —41 2 + 10^ + 6, t = 3 34. sit) = t 2 + ^ t = 0 

35. La altura por arriba del suelo a que se suelta una pelota a 
una altura inicial de 122.5 m esta dada por sit) = —4.9 1 2 
+ 122.5, donde s se mide en metros y t en segundos. 

a) /,Cual es la velocidad instantanea en t = 

b) i En que instante la pelota golpea el suelo? 

c) /,Cual es la velocidad de impacto? 

36. A1 ignorar la resistencia del aire, si un objeto se deja 
caer desde una altura inicial h, entonces su altura por 
arriba del nivel del suelo en el instante t > 0 esta dada 
por sit) = —\gt 2 + h , donde g es la aceleracion de la 
gravedad. 

a) i En que instante el objeto choca contra el suelo? 

b) Si h = 100 pies, compare los instantes de impacto 
para la Tierra ig = 32 pies/s 2 ), Marte ig = 12 
pies/s 2 ) y la Luna ig = 5.5 pies/s 2 ). 

c) Use (8) para encontrar una formula para la veloci¬ 
dad instantanea v en el instante general t. 

d) Use los instantes encontrados en el inciso b) y la 
formula encontrada en el inciso c) para calcular las 
velocidades de impacto correspondientes para la 
Tierra, Marte y la Luna. 

37. La altura de un proyectil disparado desde el nivel del 
suelo esta dada por s = —16 1 2 + 256 1, donde s se mide 
en pies y t en segundos. 

a) Determine la altura del proyectil en t = 2, t = 6, 
t = 9 y t = 10. 

b) /,Cual es la velocidad media del proyectil entre t = 2 
y t = 5? 
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c ) Demuestre que la velocidad media entre t = 7 y t = 9 
es cero. Interprete fisicamente. 

d) ^En que instante el proyectil choca contra el suelo? 

e) Use (8) para encontrar una formula para la velocidad 
instantanea v en el instante general t. 

/) Use el resultado del inciso d) y la formula encontrada 
en el inciso e) para aproximar la velocidad de impac- 
to final. 

g) ^Cual es la altura maxima que alcanza el proyectil? 

38. Suponga que la grafica mostrada en la FIGURA 2.7.18 es la 
de la funcion de posicion s = s{t) de una particula que 
se mueve en una linea recta, donde s se mide en metros 
y t en segundos. 



FIGURA 2.7.18 Grafica para el problema 38 


a) Calcule la posicion de la particula zn t = A y t = 6. 

b ) Calcule la velocidad media de la particula entre t = 4 
y t = 6. 

c ) Calcule la velocidad inicial de la particula; es decir, 
su velocidad en t = 0. 

d ) Calcule el instante en que la velocidad de la particula 
es cero. 

e) Determine un intervalo en que la velocidad de la par¬ 
ticula es decreciente. 

/) Determine un intervalo en que la velocidad de la par¬ 
ticula es creciente. 

= Piense en ello 

39. Sea y = fix) una funcion par cuya grafica tiene una recta 

tangente m con pendiente Demuestre que la 

pendiente de la recta tangente en es —m. [ Suge- 

rencia : Explique por que/( —a + h) = f (a — h).] 

40. Sea y = f(x) una funcion impar cuya grafica tiene una 
recta tangente m con pendiente (a,f(a)). Demuestre que 
la pendiente de la recta tangente en (— a , —f(a)) es m. 

41. Proceda como en el ejemplo 7 y demuestre que no hay 
recta tangente a la grafica de f{x) = x 1 + \x\ en (0, 0). 


Revision del capitulo 2 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-9. 

A. Falso/verdadero_ 


En los problemas 1-22, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 
x 3 - 8 


1. lim 


21-2 


= 12 


2. KrnVx — 5 = 0 

x—>5 


3. lim— = 1 

>0 X 


4. 11m e 

x->oo 


= QQ 


5. Km tan 1 

x^0 + 


© 


no existe. 


6. Km 


z 3 + 8z - 2 


z->! z 2 + 9z — 10 


no existe. 


7. Si lim/(x) = 3 y Km g(x) = 0, entonces Km f(x)/g(x) no existe. 


8. Si Km/(x) existe y Km g(x) no existe, entonces Km f(x)g(x) no existe. 

x^a x—x—»a 

9. Si lim/(x) = oo y Km g(x) = oo, entonces Km f(x)/g(x) = 1._ 


10. Si lim/(x) = oo y Km g(x) = oo, entonces Km [/(x) - g(x)] = 0. 


11. Si/es una funcion polinomial, entonces Km fix) = oo._ 

x —too 

12. Toda funcion polinomial es continua sobre (—oo, oo)._ 

13. Para/(x) = x 5 + 3x — 1 existe un numero c en [ — 1,1] tal que/(c) = 0._ 

14. Si / y g son continuas en el numero 2, entonces //g es continua en 2._ 

15. La funcion entero mayor /(x) = [xj no es continua sobre el intervalo [0, 1]._ 

16. Si lim f(x ) y Km fix) existen, entonces Km fix) existe._ 

x—x—»a + x— 

17. Si una funcion/es discontinua en el numero 3, entonces/(3) no esta definido. 

18. Si una funcion / es discontinua en el numero a , entonces Km (x — a)fix) = 0. 


19. Si/es continua y fia)fib) < 0, existe una raiz de/(x) = 0 en el intervalo [ a , b\. 
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20. La funcion fix) = 


x 2 — 6x + 5 
x — 5 


4, 


x =f= 5 

es discontinua en 5. 

x = 5 


21. La funcion /(a) = x + ^ tiene una asmtota vertical en a = — 1._ 

22. Si y = x — 2 es una recta tangente a la grafica de la funcion y = fix) en (3,/(3)), enton- 

ces/(3) = 1._ 


B. Llene los espacios en bianco 


En los problemas 1-22, llene los espacios en bianco. 


1. lim (3a 2 — Ax) = 

x—>2 

, „ 2t - 1 

3. lim-- — = _ 

t~> oo3 — 1 ()/ 


5. lim 

t-> i 


1 - cos 2 (t — 1) 


t - 1 


7. Km e l/x = 

i->0* 

9. Ifm e'A = 

x->oo 

1 


11 . lim 0 

a — 3 

13. Ifm a 3 = —oo 


-00 


2. lim (5 a 2 ) 0 = 

x—>3 


,, Vx 2 + 1 

4. lim 

jc—>- oo 2a + 1 


6 . lim 


sen 3a 


x —5a 
8 . hime l/x = 


10 . lim 


1 + 2e x 


-oo 4 + e x 

12. lim (5 a + 2) = 22 

14. lim - = oo 

X -+—Vx 


15. Si /(a) = 2(a — 4)/|a — 4|, a ^ 4, y/(4) = 9, entonces lim /(a) = _ 

16. Suponga que a 2 — a 4 /3 ^ fix) < a 2 para toda a. Entonces lim /(a)/a 2 = 


17. Si/es continua en un numero a y lim /(a) = 10, entonces /(a) = 


18. Si/es continua en a = 5,/(5) = 2, y lim #(a) = 10, entonces lim [#(a) — /(a)] = 

x->5 *->5 


19. /(x) 


2x — 1 , 

= t- 


0.5, 


r - 1 
A — 2 

,.2 


es 


(continua/discontinua) en el numero 


20. La ecuacion e x = x — 1 tiene precisamente . 

in v 2 — 4 

21. La funcion /(a) =-1- — 

A A - 2 


raices en el intervalo (— oo, oo). 


tiene una discontinuidad removible en a = 2. Para quitar 


la discontinuidad, es necesario definir que /( 2 ) sea . 


22. Si lim g(x) = -9 y fix) = a 2 , entonces lim figix)) = 

x—» — 5 x—>■ — 5 


C. Ejercicios_ 

En los problemas 1-4, trace una grafica de la funcion/que satisface las condiciones dadas. 

1. /(0) = l,/(4) = 0,/(6) = 0, Km/(x) = 2, Km/(x) = oo, Ifm /(x) = 0, lfm/(x) = 2 

x—>3 x^>3 x^-oo x—>oo 

2. Ifm /(x) = 0,/(0) = 1, Km /(x) = oo, lfm/(x) = oo,/(5) = 0, Ifm /(x) = -1 

X^-OO x—>4 x—»4 + x—>oo 

3. Km fix) = 2,/(—1) = 3,/(0) = 0,/(-x) = -fix) 

x—>-oo 

4. lim fix) = 0,/(0) = — 3,/(l) = 0,/( a) =/(a) 


En los problemas 5-10, establezca cuales de las condiciones a)-j) son aplicables a la grafica de y = fix). 

a) fia) no esta definida b) /(a) = L c) f es continua en a = <2 d) f es continua sobre [0, 12 ] e) lim /(a) = L 

jt—»a + 

/) lim /(a) = L g) lim |/(a)| =00 / 1 ) lim fix) = L i) lim fix) = — 00 7 ) lim /(a) = 0 

x—x—x —>00 x —>00 x—»oo 
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5. y 

L - 


y = m 

-9- 


-1-X 

a 

FIGURA 2.R.1 Grafica 
para el problema 5 



FIGURA 2.R.2 Grafica 
para el problema 6 



para el problema 7 



FIGURA 2.R.4 Grafica 
para el problema 8 



FIGURA 2.R.5 Grafica 
para el problema 9 



para el problema 10 


En los problemas 11 y 12, trace la grafica de la funcion dada. Determine los valores (nume- 
ros), en caso de haber alguno, en que / es continua. 


(x + 1 , x < 2 

11. f{x) = |x| + x 12. fix) = l 3, 2 < X < 4 

( -x + 7, x > 4 


En los problemas 13-16, determine intervalos sobre los que la funcion dada es continua. 


13. fix) = 
15. fix) = 


x + 6 
x 3 — x 

X 

Vx 2 - 5 


14. fix) = 
16. fix) = 


VT 3 " 


X 2 - 4x + 3 
cscx 


V7 


17. Encuentre un numero k de modo que 


fix) = 


[ kx + 1 , 
\2 — kx, 


x < 3 
x > 3 


sea continua en el numero 3. 





Encuentre numeros a y b tales que 





| 

\x + 4, 

X 

< 

1 

fix) = 

ax + b, 

1 

< 

x < 3 

\ 

[ 3x - 8 , 

X 

> 

3 


sea continua en todas partes. 


En los problemas 19-22, encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion 
en el valor dado de x. Encuentre una ecuacion de la recta tangente en el punto correspondiente. 

19. f{x) = —3x 2 + 16x + 12, x = 2 20. fix) = x 3 — x 2 , x = — 1 

21. fix) = — x = \ 22. fix) = x + 4Vx, x = 4 

2x 2 2 

23. Encuentre una ecuacion de la recta que es perpendicular a la recta tangente en el punto 
(1, 2) sobre la grafica de fix) = —4x 2 + 6x. 

24. Suponga qu e fix) = 2x + 5 y s = 0.01. Encuentre un 8 > 0 que garantice que 
| fix) — 71 < s cuando 0 < \x — 1| <8. A1 encontrar 8 , ^que limite se ha 
demostrado? 





























Capitulo 3 


La derivada 



En este capitulo La palabra calculus es una forma diminutiva de la palabra calx, que 
significa "piedra". En civilizaciones antiguas, piedras pequenas o guijarros se usaban a 
menudo como medio de reconocimiento. En consecuencia, la palabra calculus se refiere a 
cualquier metodo sistematico de computacion. No obstante, durante los ultimos siglos la 
connotacion de la palabra calculo ha evolucionado para significar esa rama de las 
matematicas relacionada con el calculo y la aplicacion de entidades conocidas como 
derivadas e integrales. Asi, el tema conocido como calculo se ha dividido en dos areas 
amplias pero relacionadas: el calculo diferencial y el calculo integral. 

En este capitulo se inicia el estudio del calculo diferencial. 

3.1 La derivada 

3.2 Reglas de potencias y sumas 

3.3 Reglas de productos y cocientes 

3.4 Funciones trigonometricas 

3.5 Regia de la cadena 

3.6 Diferenciacion impllcita 

3.7 Derivadas de funciones inversas 

3.8 Funciones exponenciales 

3.9 Funciones logaritmicas 

3.10 Funciones hiperbolicas 
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3.1 La derivada 


■ Introduce ion En la ultima seccion del capitulo 2 vimos que la recta tangente a una grafica 
de una funcion y = fix) es la recta que pasa por el punto ( a , fa)) con pendiente dada por 


Recuerde que m tan tambien se 
denomina pendiente de la curva 
en (a,f(a)). 


► 


fa + h)-fa) 
m tan = lim-;- 


siempre que el limite exista. Para muchas funciones suele ser posible obtener una formula 
general que proporcione el valor de la pendiente de la recta tangente. Esto se lleva a cabo al 
calcular 


lim 

h -+0 


fix+ h)-fix) 
h 


( 1 ) 


para cualquier x (para la que existe el limite). Luego sustituimos un valor de v de spues que 
se ha encontrado el limite. 


■ Una definicion El limite del cociente de la diferencia en (1) define una funcion: una fun¬ 
cion que se deriva de la funcion original y = fx). Esta nueva funcion se denomina funcion 
derivada, o simplemente la derivada, de/y se denota por/'. 


Definicion 3.1.1 Derivada 


La derivada de una funcion y = fx) en x esta dada por 


fix) = lim 

/i—» 0 


fix + h) - fix) 
h 


( 2 ) 


siempre que el limite exista. 


A continuacion reconsideraremos los ejemplos 1 y 2 de la seccion 2.7. 

Una derivada 


EJEMPLO 1 


Encuentre la derivada de fx) = x 2 + 2. 

Solucion Asi como en el calculo de m tan en la seccion 2.7, el proceso de encontrar la deri¬ 
vada f'{x) consta de cuatro pasos: 

i) fix 4- h) = (v + h) 2 + 2 = x 2 + 2 xh + h 2 + 2 

ii) f{x + h) — fix) = [x 2 + 2 xh + h 2 + 2 ] — x 2 — 2 = hi2x + h) 
fix + h) — fix) h(2x + h) 


iii) 


h 


h 


= 2x + h 


las h se cancelan 


fix + h) ~ fix) 

iv) lim- 7 -= lim \2x + h\ = 2x. 

7 —>o h /z—> o 

Por el paso iv) vemos que la derivada de fix) = x 2 + 2 es fix) = 2x. ■ 

Observe que el resultado m tan = 2 en el ejemplo 1 de la seccion 2.7 se obtiene al evaluar 
la derivada fix) = 2x en x = 1 , es decir, /'(l) = 2 . 


EJEMPLO 2 


Para fix) = x 2 


Valor de la derivada _ 

+ 2, encuentre/'(-2),/'(O),/'0 y/'(l). Interprete. 


Solucion Por el ejemplo 1 sabemos que la derivada es fix) = 2x. Por tanto, 


en x = — 2 , 
en v = 0 , 


I /(—2) = 6 

\f (~2) = -4 

( m = 2 
l/'(0) = 0 


<r- el punto de tangencia es (—2, 6) 

la pendiente de la recta tangente en (—2, 6) es m = —4 
<— el punto de tangencia es (0, 2) 

<— la pendiente de la recta tangente en (0, 2) es m = 0 
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en x = 


eni = 1, 


/(I) el punto de tangencia es Q, f) 

< /ti) = 1 la pendiente de la recta tangente en (1, f) es m = 1 

(1) = 3 <— el punto de tangencia es (1, 3) 

(1) — 2. 4— la pendiente de la recta tangente en (1, 3) es m = 2 

Recuerde que la pendiente de una recta horizontal es 0. Asi, el hecho de que /'(0) = 0 signi- 
fica que la recta tangente es horizontal en ( 0 , 2 ). ■ 

Por cierto, si regresa al proceso de cuatro pasos en el ejemplo 1, encontrara que la deri¬ 
vada de g(x) = x 2 tambien es g'{x ) = 2x = fix). Esto tiene sentido intuitivo: puesto que la 
grafica de fix) = x 2 + 2 es una traslacion vertical rigida o desplazamiento de la grafica de 
g(x) = x 2 para un valor dado de x, los puntos de tangencia cambian, pero no asi la pendiente 
de la recta tangente en los puntos. Por ejemplo, en x = 3, g'(3) = 6 = /'(3) pero los puntos de 
tangencia son (3, g(3)) = (3, 9) y (3,/(3)) = (3, 11). 

Una derivada 


EJEMPLO 3 


- JC 3 . 


Encuentre la derivada de f(x) 

Solucion Para calcular/(x + /z), usamos el teorema del binomio. 

i) f{x + h) = (x + h ) 3 = x 3 + 3 x 2 h + 3 xh 2 + h 3 

ii) fix + h) — fix) = [x 3 + 3 x 2 h + 3 xh 2 4- h 3 ] — x 3 = h( 3x 2 + 3 xh + h 2 ) 


iii) 


fix + h) - fix) h [3x 2 + 3x/z + /z 2 ] 


zv) lim 

/i^O 


h 

fjx + h)~ fjx) 
h 


h 


= 3x 2 + 3 xh + h 2 


La derivada de/(x) = x 3 es fix) = 3x . 


lim[3x + 3 xh + /z ] 

/i—»o L 
- 


2 l - 


3x 2 . 


EJEMPLO 4 


Recta tangente 


_ x 3 en x 


Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica de fix) 

Solucion Por el ejemplo 3 tenemos dos funciones/(x) = x 3 y fix) = 3x 2 . Como vimos en el 
ejemplo 2 , cuando estas funciones se evaluan en el mismo numero x = \ se obtiene diferente 
informacion: 

fl\ /iy 1 

fy^J = = ^ el punto de tangencia es (j, 

— Jl 1}\ — — <— la pendiente de la recta tangente en (1, |) es \ 

J \2J \2J 4 

Asi, por la ecuacion punto-pendiente de una recta,* una ecuacion de la recta tangente esta dada 
por 


i x - 1 ) 


o bien, 


1 


y — ~x —t. 

4 4 


1 3 I 

y -8 = 4 l 

La grafica de la funcion y la recta tangente se muestran en la FI GURA 3.1.1. 

Una derivada 


EJEMPLO 5 


Encuentre la derivada de fx) = 1/x. 

Solucion En este caso usted debe poder demostrar que la diferencia es 
fix + h) - fix) = 

En consecuencia, 


1 

x + h 


1 

x 


—h 

(x + h)x' 


las fracciones se suman usando 
un comun denominador 


lim 

h-+ 0 


f{x + h) - fix) 
h 


= lim 


-h 


o /z(x + h)x 
-1 


= 11m 


h-+ o (x + h)x 


-1 

• 


La derivada de/(x) = 1/x es fix) = —1/x 2 


*N. del RT. Tambien se le conoce como forma punto-pendiente. 


Recuerde de sus estudios 
de algebra que 
ia + bf = a 3 + 3 a 2 b 
+ 3 ab 2 + b 3 . 

Luego, a se sustituye por xy b 
por h. 



FI GURA 3.1.1 Recta tangente en 
el ejemplo 4 
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■ Notacion A continuacion se presenta una lista de la notacion comun usada en la literatura 
matematica para denotar la derivada de una funcion: 

f'(x), y', Dy, D x y. 

Para una funcion como fix) = x * 1 2 , escribimos fix) = 2x; si la misma funcion se escribe y = x 2 , 
entonces utilizamos dy/dx = 2x, y' = 2x o D x y = 2x. En este texto usaremos las tres prime- 
ras formas. Por supuesto, en varias aplicaciones se usan otros simbolos. Por tanto, si z = t 2 , 
entonces 

= 2t o bien, z! — 2 1. 
dt 

La notacion dy/dx tiene su origen en la forma derivada de (3) de la seccion 2.7. A1 sustituir h por 
Ax y denotar la diferencia f(x + h) — fix) por Ay en (2), a menudo la derivada se define como 


dy fix + Ax) -fix) ^ Ay 

— — lim- t -= lim -t— . 

dx Ax^O Ax A *->0 Ax 


(3) 


EJEMPLO 6 


Una derivada donde se usa (3) 


Use (3) para encontrar la derivada de y = Vx. 


Solucion En el procedimiento de cuatro pasos, la manipulacion algebraica importante tiene 
lugar en el tercer paso: 

i) f{x + Ax) = Vx + Ax 

ii) Ay = f(x + Ax) — fix) = Vv + Ax — Vr 

.. Ay = fix + Ax) - fix) = Vv + Av - Vx 

lll) Ax ~ Ax ~ Ax 

_ Va: ~L Ax — Vx Vx + Ax + Vx racionalizacion del 

Ax ' Vx + Ax + Vx ^ numerador 

_ x + Ax — x 
Ax(Vx + Ax + Vx) 

= _ Ax _ 

Ax(Vx + Ax + Vx) 

= _ 1 _ 

Vx + Ax + Vx 

Ay l ll 

iv) lim - 7 — = lim — . -— = ——-— =- — 

Ax^o Ax Ax^o Vx + Ax + Vx Vx + Vx 2Vx 


La derivada de y = V^ es dy/dx = 1/(2 Vx). 


■ Valor de una derivada El valor de la derivada en un numero a se denota por los simbolos 

/'(«), % , y'(a), D x y 

r=n r=a 


EJEMPLO 7 


Por el ejemplo 6, el valor de la derivada de y = Vx en, por ejemplo, x = 9 se escribe 

1 


dy 

dx 


x = 9 


2 Vx 


x = 9 


l 

6 ' 


En forma alterna, para evitar la torpe barra vertical, simplemente escribimos y '(9) = 


■ Ope rad ores diferenciacion El proceso de encontrar o calcular una derivada se denomina 
diferenciacion. Asi, la diferenciacion es una operacion que se lleva a cabo sobre una funcion 
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y = f{x). La operation de diferenciacion de una funcion con respecto a la variable x se repre- 
senta con los simbolos d/dx y D x . Estos simbolos se denominan operadores diferenciacion. 
Por ejemplo, los resultados en los ejemplos 1, 3 y 6 pueden expresarse, a su vez, como 

f{x 2 + 2) = 2x, fx 3 = 3x 2 , j-\fx = f-=. 

uX uX uX 2 V X 


El simbolo 


dy d 

— entonces significa — y. 


■ Diferenciabilidad Si el limite en (2) existe para un numero x dado en el dominio de/, se 
dice que la funcion es diferenciable en x. Si una funcion / es diferenciable en todo numero x 
en los intervalos abiertos (a, b), (— oo, b) y (a , oo), entonces/es diferenciable sobre el inter- 
valo abierto. Si/es diferenciable sobre (—oo, oo), entonces se dice que/es diferenciable en 
todas partes. Se dice que una funcion / es diferenciable sobre un intervalo cerrado [ a , b ] 
cuando / es diferenciable sobre el intervalo abierto (a, b ), y 


„ f(a + h)-m 
f + (a) b) = ^- h - 

r ,, n v f(.b + h)-m 

f- {b) = A 1 ?- h - 


(4) 


ambos existen. Los limites en (4) se denominan derivadas por la derecha y por la izquierda, 
respectivamente. Una funcion es diferenciable sobre [a, oo) cuando es diferenciable sobre 
0 a , oo) y tiene derivada por la derecha en a. Una definition semejante en terminos de una deri¬ 
vada por la izquierda se cumple para diferenciabilidad sobre (—oo, b ]. Ademas, puede demos- 
trarse que: 

• Una funcion es diferenciable en un numero c en un intervalo ( a , b) si y solo si ^ 
fl(c) = f'Jc). 


■ Tang elites horizontales Si y = f(x) es continua en un numero a y f\a) = 0, entonces la 
recta tangente en ia,fia)) es horizontal. En los ejemplos 1 y 2 vimos que el valor de la deri¬ 
vada f’{x) = 2x de la funcion fix) = x 2 + 2 en x = 0 es/'(0) = 0. Por tanto, la recta tangente 
a la grafica es horizontal en (0, /(0)) o (0, 0). Se deja como ejercicio (vea el problema 7 en 
los ejercicios 3.1) comprobar por la definition 3.1.1 que la derivada de la funcion continua 
fix) = —x 2 + 4x + 1 es f\x) = — 2x + 4. Observe en este ultimo caso que/'(x) = 0 cuando 
—2x + 4 = 0ox = 2. Hay una tangente horizontal en el punto (2,/(2)) = (2, 5). 

■ Donde f no es diferenciable Una funcion no tiene derivada en x = a si 

i) la funcion es discontinua en x = a, o 

ii) la grafica de/tiene un pico en ia,fia)). 

Ademas, puesto que la derivada proporciona la pendiente, / no es diferenciable 

iii) en un punto (a, fia)) en el cual la recta tangente es vertical. 

El dominio de la derivada/', definido por (2), es el conjunto de numeros x para los cuales el 
limite existe. Por tanto, el dominio de /' necesariamente es un subconjunto del dominio de /. 


EJEMPLO 8 


Diferenciabilidad 


a) La funcion fix) = x 2 + 2 es diferenciable para todos los numeros reales x; es decir, 
el dominio de/'(x) = 2x es (-oo, oo). 

b) Debido a que/(x) = 1/x es discontinua en x = 0, / no es diferenciable en x = 0 y 

en consecuencia no es diferenciable sobre cualquier intervalo que contenga 0. ■ 







126 CAPITULO 3 La derivada 



a) Funcion valor absoluto de f 


+ 


yi f(x) = 1 , x > o 

X 

- 6 —- 


1 — 


f'(x)=~ 1, x < 0 
b ) Grafica de la derivada f 


FIGURA 3.1.2 Graficas de/y/' 
en el ejemplo 9 


EJEMPLO 9 


Otro repaso al ejemplo 7 de la seccion 2.7 


En el ejemplo 7 de la seccion 2.7 vimos que la grafica de/(x) = |x| no tiene tangente en el 
origen (0, 0). Asi, fix) = \x\ no es diferenciable en x = 0. Pero fix) = \x\ es diferenciable 
sobre los intervalos abiertos (0, oo) y ( — oo, 0). En el ejemplo 5 de la seccion 2.7 demostra- 
mos que la derivada de una funcion lineal fix) = mx + b es fix) = m. Por tanto, para x > 0 
tenemos fix) = \x\ = x y asi/'(x) = 1. Tambien, para x < 0,/(x) = \x\ = —xy asi/'(x) = 
— 1. Puesto que la derivada de/es una funcion definida por partes, 


fix) 


fl, x > 0 
\-l, x < 0, 


que podemos graficar como cualquier funcion. En la FIGURA 3.1.2b) observamos que/' es dis- 
continua en x = 0. ■ 


Con simbolos diferentes, lo que demostramos en el ejemplo 9 es que/2(0) = —1 y/|(0) 
= 1. Puesto que/2(0) ^/|(0) por (5) se concluye que/no es diferenciable en 0. 

■ Tangentes verticales Sea y = fix) continua en un numero a. Si lim |/'(x)| = oo, entonces 

x —»a 

se dice que la grafica de / tiene una tangente vertical en (a, f(a)). Las graficas de muchas 
funciones con exponentes radicales tienen tangentes verticales. 

En el ejemplo 6 de la seccion 2.7 se menciono que la grafica de y = x 1 ^ tiene una linea 
tangente vertical en (0, 0). Verificamos esta afirmacion en el siguiente ejemplo. 



FIGURA 3.1.3 Rectas tangentes a 
la grafica de la funcion en el 
ejemplo 10 


EJEMPLO 10 


Tangente vertical 


Se deja como ejercicio demostrar que la derivada de/(x) = x 1 ' 3 esta dada por 


fix) 


1 

3x 2 / 3 * 


(Vea el problema 55 en los ejercicios 3.1.) Aunque/es continua en 0, resulta evidente que/' 
no esta definida en ese numero. En otras palabras, / no es diferenciable en x = 0. Ademas, 
debido a que 

lim fix) = oo y lim /'(x) = oo 

x—»0 + x—>0 


tenemos |/'(x)| ^oo cuando x^0. Esto es suficiente para afirmar que en (0, /(0)) o (0, 0) 
hay una recta tangente y que es vertical. En la FIGURA 3.1.3 se muestra que las rectas tangentes a 
la grafica a cualquier lado del origen se vuelven cada vez mas pronunciadas cuando x —> 0. ■ 



FIGURA 3.1.4 Tangente vertical 
en el ejemplo 11 


La grafica de una funcion/tambien puede tener una tangente vertical en un punto ia,fia)) 
si / es diferenciable solo por un lado de a , es continua por la izquierda (derecha) en a , y se 
cumple |/'(x)| —» oo cuando x —» a~ o |/'(x)| —> oo cuando x —> a + . 


EJEMPLO 11 


Tangente vertical por un lado 


La funcion/(x) = Vx no es diferenciable sobre el intervalo [0, oo) porque por la derivada 
fix) = l/(2Vx) observamos que f+i0) no existe. La funcion/(x) = Vx es continua sobre 
[0, oo) pero diferenciable sobre (0, oo). Ademas, debido a que/es continua en 0 y lim fix) 
= oo, en el origen (0, 0) hay una tangente vertical. En la FIGURA 3.1.4 vemos que la tangente 
vertical es el eje y. ■ 


Las funciones/(x) = |x| y/(x) = x 1 / 3 son continuas en todas partes. En particular, ambas 
son continuas en 0 pero ninguna es diferenciable en ese numero. En otras palabras, la conti- 
Importante ► nuidad en un numero a no es suficiente para garantizar que una funcion sea diferenciable en 
a. No obstante, si / es diferenciable en a , entonces / debe ser continua en ese numero. Este 
hecho se resume en el siguiente teorema. 


Teorema 3.1.1 Diferenciabilidad implica continuidad 

Si / es diferenciable en un numero a , entonces / es continua en a. 
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DEMOSTRACION Para demostrar la continuidad de / en un numero a , es suficiente demos- 
trar que lim fix) = f(a) o bien, de manera equivalente, que Km [ fix ) — fa)] = 0. La hipote- 

x—x— 

sis es que 


f'{a) = Km 
J h -+o 


f(a + h) - fja) 
h 


existe. Si se hace x = a + h, entonces cuando h—> 0 tenemos x —» a. Por tanto, el limite ante¬ 
rior equivale a 


f'(a) = lim 


fix) -m 

x — a 


Luego, puede escribirse 

fix) — f(a) 

Ifm [fix) - /(a)] = lim—---— 

x—»a x—»a X — Cl 

,, fix ) - f(a) 

= lim- 

x—>a X Cl 


• (x — a) 

• Km (x — a) 

x— 


multiplicacion por 


x — a 
x — a 


= 1 


ambos limites existen 


= /'(«)• 0 = 0 . 



■ Posdata: Un poco de historia Se sabe que Isaac Newton (1642-1727), matematico y fisico 
ingles, fue el primero en establecer muchos de los principios basicos del calculo en manuscri- 
tos no publicados sobre el metodo de fluxiones, fechado en 1665. La palabra 
fluxion se origino por el concepto de cantidades que “fluyen”; es decir, canti- 
dades que cambian a cierta razon. Newton uso la notacion de punto y para 
representar una fluxion, o como se conoce ahora: la derivada de una funcion. 
El simbolo y nunca fue popular entre los matematicos, de modo que en la actua- 
lidad lo usan esencialmente los fisicos. Debido a razones tipograficas, la asi 
denominada “notacion fly speck” ha sido sustituida por la notacion prima. 
Newton alcanzo fama imperecedera con la publicacion de su ley de la gravitacion universal en 
su tratado monumental Philosophiae Naturalis Principia Mathematica en 1687. Newton tam- 
bien fue el primero en demostrar, usando el calculo y su ley de gravitacion, las tres leyes empi- 
ricas de Johannes Kepler del movimiento planetario, y el primero en demostrar que la luz blanca 
esta compuesta de todos los colores. Newton fue electo al Parlamento, nombrado guardian de 
la Real Casa de Moneda y nombrado caballero en 1705. Sir Isaac Newton dijo acerca de estos 
logros: “Si he visto mas lejos que otros, es porque me apoye en los hombros de gigantes.” 


Newton 


a El matematico, abogado y filosofo aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 
1716) publico una version corta de su calculo en un articulo en un periodico 
aleman en 1684. La notacion dy/dx para la derivada de una funcion se debe 
a Leibniz. De hecho, fue Leibniz quien introdujo la palabra funcion en la lite- 
ratura matematica. Pero, puesto que es bien sabido que los manuscritos de 
Newton sobre el metodo de fluxiones datan de 1665, Leibniz fue acusado 
Leibniz de apropiarse de las ideas de Newton a partir de esta obra no publicada. 

Alimentado por orgullos nacionalistas, durante muchos anos hubo una controversia sobre quien 
de los dos “invento” el calculo. Hoy los historiadores coinciden en que ambos llegaron a 
muchas de las premisas mas importantes del calculo de manera independiente. Leibniz y 
Newton se consideran “coinventores” del tema. 


d 

— NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 

0 En el analisis precedente vimos que la derivada de una funcion es en si misma una fun¬ 
cion que proporciona la pendiente de una recta tangente. La derivada no es , sin embar¬ 
go, una ecuacion de una recta tangente. Tambien, afirmar que y — y 0 = fX x ) ’ (x ~ *o) 
es una ecuacion de la tangente en (x 0 , y 0 ) es incorrecto. Recuerde que/'(■*) debe evaluar- 
se en v 0 antes de usarla en la forma punto-pendiente. Si/es diferenciable en x 0 , enton¬ 
ces una ecuacion de la recta tangente en (v 0 , y 0 ) es J 7 — Jo = fix 0 ) • (x — x 0 ). 
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ii) Aunque en esta seccion se han recalcado las pendientes, no olvide el analisis sobre razo- 
nes de cambio promedio y razones de cambio instantaneas en la seccion 2.7. La deriva¬ 
da f\x) tambien es la razon de cambio instantanea de la funcion y = fix) con respec- 
to a la variable x. En las secciones que siguen se dira mas sobre estas razones. 

Hi) Los matematicos de los siglos xvn al xix creian que una funcion continua solia tener una 
derivada. (En esta seccion hemos observado excepciones.) En 1872, el matematico ale- 
man Karl Weierstrass destruyo de manera contundente este principio al publicar un ejem- 
plo de funcion que es continua en todas partes pero no es diferenciable en ninguna. 


Ejercicios 3.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-10. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-20, use (2) de la definicion 3.1.1 para 
encontrar la derivada de la funcion dada. 


i. m = io 

3. f{x) = — 3x + 5 
5. f(x ) = 3x 2 

7. f(x) = —x 2 + 4x + 1 

9. y = ix + l) 2 
11. fix) = x 3 + X 
13. y = —x 3 + 15x 2 — x 
2 


15. >- = 
17. >■ = 


X + 1 

2x + 3 
x + 4 




2. m - a - i 

4. fix) = 7TX 
6 . fix) = -x 2 + 1 

8. fix) = ~x 2 + 6x — 7 

10. fix) = (2x - 5) 2 
12 . fix) = 2x 3 + x 2 
14. y = 3x 4 


16. y = 


x — 1 


18. fix) = f + 4 


20. fix) = V2v + 1 


En los problemas 21-24, use (2) de la definicion 3.1.1 para 
encontrar la derivada de la funcion dada. Encuentre una 
ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el 
valor indicado de v. 

21. fix) = 4x 2 + 7x; x = -1 

22. fix) = ^v 3 + 2x — 4; x = 0 

23. y = x — —; x = l 24. y = 2x + 1 + —; x = 2 

x x 

En los problemas 25-28, use (2) de la definicion 3.1.1 para 
encontrar la derivada de la funcion dada. Encuentre uno o 
varios puntos sobre la grafica de la funcion dada donde la 
recta tangente es horizontal. 

25. fix) = x 2 + 8v + 10 26. fix) = x(x — 5) 

27. fix) = x 3 - 3x 28. fix) = x 3 - x 2 + 1 


En los problemas 29-32, use (2) de la definicion 3.1.1 para 
encontrar la derivada de la funcion dada. Encuentre uno o 


varios puntos sobre la grafica de la funcion dada donde la 
recta tangente es paralela a la recta dada. 

29. fix) = ^x 2 - 1; 3x — y = 1 

30. fix) = x 2 — x; —2x + y = 0 

31. fix) = —x 3 + 4; 12x + y = 4 

32. fix) = 6Vx + 2; —x + y = 2 


En los problemas 33 y 34, demuestre que la funcion dada no 
es diferenciable en el valor indicado de x. 


33. fix) = 


f -x + 2, 
[2x - 4, 


x < 2 
x > 2’ 


x = 2 


34. fix) = 


3x, 

—4x, 


x < 0 
x > 0’ 


x = 0 


En la demostracion del teorema 3.1.1 vimos que un plantea- 
miento altemo de la derivada de una funcion/en a esta dado 
por 


f'ia) = lim 


fix) -fja) 
x — a 


( 6 ) 


siempre que el limite exista. En los problemas 35-40, use (6) 


para calcular f\a). 


35. fix) = 10x 2 - 3 

36. fix) = x 2 - 3x - 1 

37. fix) = x 3 — 4x 2 

38. fix) = x 4 

39 -f^ = 3-, 

40. fix) = Vx 

41. Encuentre una ecuacion de la recta tangente mostrada 


rojo en la FIGURA 3.1.5. ^Cuales son los valores/( —3) y 

/'(— 3 )? 



FIGURA 3.1.5 Grafica 
del problema 41 
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42. Encuentre una ecuacion de la recta tangente mostrada en 
rojo en la FIGURA 3.1.6. ^Cual es el valor de/'(3)? ^Cual 
es la interseccion con el eje y de la recta tangente? 



FIGURA 3.1.6 Grafica 
del problema 42 


En los problemas 43-48, trace la grafica de /' a partir de la 
grafica de /. 



del problema 43 


44. 




y=f(x) 


->~x 


FIGURA 3.1.8 Grafica 
del problema 44 


u 

46 . y, 

y = fix) 

_ A a i, 

VO 

II 

/ 1 1 

-l 

1 / 

a b 

FIGURA 3.1.9 Grafica ^ 


del problema 45 

FIGURA 3.1.10 Grafica 


del problema 46 



FIGURA 3.1.11 Grafica 
del problema 47 



del problema 48 


En los problemas 49-54, relacione la grafica de / con una 
grafica de /' de a)-f). 







FIGURA 3.1.13 Grafica 

del problema 49 FIGURA 3.1.14 Grafica 

del problema 50 



FIGURA 3.1.16 Grafica 
del problema 52 



FI G URA 3.1.15 Grafica 
del problema 51 




FIGURA 3.1.17 Grafica 
del problema 53 


FIGURA 3.1.18 Grafica 
del problema 54 


= Piense en ello 

55. Use la definicion alterna de la derivada (6) para encon- 
trar la derivada de/(x) = x 1 / 3 . 

[Sugerencia: Observe que x — a = (x 1//3 ) 3 — ( a 1 ^ 3 ) 3 .] 

56. En los ejemplos 10 y 11 vimos, respectivamente, que las 
funciones fix) = x y fix) = Vx tenian tangentes ver¬ 
ticals en el origen (0, 0). Conjeture donde las graficas 
de y = (x — 4) ^ 3 y y = Vx + 2 pueden tener tangen¬ 
tes verticales. 

57. Suponga que / es diferenciable en todas partes y que 
tiene tres propiedades: 

0 f(x i + x 2 ) =f(x 1 )f(x 2 ), ii) /(0) = 1, 

Hi) A 0 ) = 1 . 

Use (2) de la definicion 3.1.1 para demostrar que/'(x) 
= f{x) para toda x. 
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58. a) Suponga que / es una funcion par diferenciable sobre 

(— oo, oo). Use razonamiento geometrico para expli- 
car por que/'(—x) = —fix); es decir, que/' es una 
funcion impar. 

b ) Suponga que / es una funcion impar diferenciable 
sobre (Woo, oo). Use razonamiento geometrico para 
explicar por que /'(—x) = fix); es decir, que/' es 
una funcion par. 

59. Suponga que/es una funcion diferenciable sobre [a, b] 
tal que fa) = 0 y fb) = 0. Experimente con graficas 
para decidir si la siguiente afirmacion es falsa o verda- 
dera: hay un numero c en ( a , b) tal que/'(c) = 0 . 


60. Trace graficas de varias funciones / que tengan la pro- 
piedad fix) > 0 para toda r en [a,b], ^Que tienen en 
comun estas? 

= Problemas con calculadora/SAC 

61. Considere la funcion /(x) = x n + |x|, donde n es un 
entero positivo. Use una calculadora o un SAC para 
obtener la grafica de/para n = 1, 2, 3, 4 y 5. Luego 
use (2) para demostrar que/no es diferenciable en x = 0 
para n = 1,2, 3, 4 y 5. ^Puede demostrar esto para cual- 
quier entero positivo nl ^Cuales son/2(0) y/|(0) para 
n > 1? 


3.2 Reglas de potencias y sumas 

■ Introduce ion La definicion de derivada 


/'(*) = lun 

h —>0 


f(x + h)-f(x) 
h 


( 1 ) 


tiene la desventaja evidente de ser mas bien molesta y cansada de aplicar. Para encontrar la 
derivada de la funcion polinomial f(x) = 6x 100 + 4v 35 usando la definicion anterior solo es 
necesario hacer malabares con 137 terminos en los desarrollos del binomio de (x + h) 100 y 
(x + h) 35 . Hay formas mas eficaces para calcular derivadas de una funcion que usar la defini¬ 
cion cada vez. En esta seccion, y en las secciones que siguen, veremos que hay algunos ata- 
jos o reglas generales a partir de las cuales es posible obtener las derivadas de funciones como 
fix) = 6v 100 + 4v 35 literalmente, con un truco de pluma. 

En la ultima seccion vimos que las derivadas de las funciones potencia 

fix) = x 2 , fix) = x 3 , fix) = -j; = X 1 , fix) = \fx = x 1//2 


eran, a su vez, 


Vea los ejemplos 3, 5 y 6 en la 
seccion 3.1. 


► /'(*) = 2x, fix) = 3x 2 , f'(x) = ~ = -x 2 , fix) = = / 1/2 . 

Si los miembros derechos de estas cuatro derivadas se escriben 



observamos que cada coeficiente (indicado en rojo) corresponde al exponente original de x en 
/ y que el nuevo exponente de x en /' puede obtenerse a partir del exponente anterior (tam- 
bien indicado en rojo) al restarle 1. En otras palabras, el patron para la derivada de la funcion 
potencia general fix) = x n es 


el exponente se escribe como multiplo 

(Vt )_1 - (2) 

el exponente disminuye por uno 

■ Derivada de la funcion potencia En efecto, el patron ilustrado en (2) se cumple para cual- 
quier exponente que sea un numero real n , y este hecho se planteara como un teorema formal, 
pero en este momento del curso no se cuenta con las herramientas matematicas necesarias para 
demostrar su validez completa. Sin embargo, es posible demostrar un caso especial de esta 
regia de potencias; las partes restantes de la demostracion se proporcionaran en las secciones 
idoneas mas adelante. 
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Teorema 3.2.1 Regia de potencias 

Para cualquier numero real n, 


d yi ft — 1 

— x = nx . 
ax 

(3) 


DEMOSTRACION La demostracion solo se presenta para el caso donde n es un entero posi- 
tivo. A fin de calcular (1) para fix) = x n usamos el metodo de cuatro pasos: 

Teorema general del binomio 


i) fix + h) = (x + h) n = x n + nx n h + 


, n(n — 1) 0 0 

n~lu J_-_ L v n ~2 7,2 


ii) f{x + h) — fix) = x n + nx n h + 


2 ! 

n(n - 1) n _ 


x n ~ 2 h 2 + • • • + nxh n ~ l + h n 


2 ! 


x n ~ 2 h 2 + ■ ■ ■ + nxh n ~ l + h n - x n 


nin — 1) 


= nx"- l h + - - x n - 2 h 2 + • • • + nxh+ h n 


iii) 


f(x + h)-f(X) 
h 


= h 

h 


2! 

X 

, n(n - 

l) x' 

+ 2! 


nin — 

+ “ ITT" 

1) 

r 


Un ~2 un~l 


iv ) f'(x) = lfm 

h —MJ 


= lfm 

h^O 


h 

= nx n ~ l + n(W 2 ~ - x n ~ l h + • • • + nxh n ~ 2 + h n ~ l 

f(x + h)-f(x) 
h 

, n(n — 1 ) , , . 

HX + 2! ~ X h + ‘ ‘ ' + nxh + h 


= nx n ~\ 


estos terminos —>■ 0 cuando /z —>• 0 


EJEMPLO 1 


Regia de potencias 


Diferencie 

a) y = x 1 b) y = x 

Solucion Por la regia de potencias (3), 

a) con n = 7: = 7x 7-1 = lx 6 , 

ax 

b) con n = 1: -j- = \x l ~ l = x° = 1, 

ax 


c) y = x 


= r“ 2 /3 


d) con n = V2: -j- = \Z2x^~ l . 

ax 


d) y = x^. 


Observe en el inciso b) del ejemplo 1 que el resultado es consistente con el hecho de que 
la pendiente de la recta y = x es m = 1. Yea la FIGURA 3.2.1. 


Teorema 3.2.2 Regia de la funcion constante 


Si fix) = c es una funcion constante, entonces f\x) = 0. 

(4) 


<4 Yea las Paginas de recursos 
para un repaso del teorema del 
binomio. 



FIGURA 3.2.1 La pendiente de la 
recta m = 1 es consistente con 
dy/dx = 1 
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fix) = C 

(x, c ) 

(x + h, 


t 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

t 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


X 

x + h 


FIGURA 3.2.2 La pendiente de 
una recta horizontal es 0 


DEMOSTRACION Si fix) = c , donde c es cualquier numero real, entonces se concluye que 
la diferencia es fix + h) — fix) = c — c = 0. Asi, por (1), 

fix) = lim C C = limO = 0. ■ 

J v 7 h-+ o h /z—> o 

El teorema 3.2.2 tiene una interpretacion geometrica evidente. Como se muestra en la 
FIGURA 3.2.2, la pendiente de la recta horizontal y = c es, por supuesto, cero. Ademas, el teo¬ 
rema 3.2.2 coincide con (3) en el caso donde x ± 0 y n = 0. 


Teorema 3.2.3 Regia de la multiplicacion por constante 

Si c es cualquier constante y/es diferenciable en x, entonces c/es diferenciable en x, y 


fcf(x) = cf\x). 


(5) 


DEMOSTRACION Sea G(x) = cf(x). Entonces 


Gix + h) - Gix) cfx + h) - cfx) 

G ix) = lim- - -= lim- r - 

0 n h^o h 

fix + h) -fix) 


= lime 

h^O 


h 


^ fix + h) - fix) _ 

= i— h — = c/(x) - 


EJEMPLO 2 


Un multiple) constante 


Diferencie y = 5x 4 . 
Solucion Por (3) y (5), 


Z = 5 /x 4 = 5(4x 3 ) = 20x 3 . 
ax ax 


Teorema 3.2.4 Reglas de suma y diferencia 

Si/y g son diferenciables en x, entonces / + g yf — g son diferenciables en x, y 


flf(x) + g(x)] = f'(x) + g\x), 
flf(x) - g(x)] =f'(x) - g'(x). 


( 6 ) 

(7) 


DEMOSTRACION DE (6) Sea Gix) = fix) + g(x). Entonces 


^ ^ GQc + h) - Gix) ^ [fix + h) + gix + h)] - [fix) + g(x)] 

G ix) = lim- - -= lim- - - 


puesto que los lfmites 
existen, el limite de 
una suma es la suma 
de los lfmites 


f(x + h) - fix ) + gix + h) - gix) 

= lim- - - <— 

h-+ 0 h 

fix + h) - fix) gix + h) - gix) 

= lim- - -F lim- - - 

0 h h^o h 

= fix) + g'ix). 


reordenando terminos 
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El teorema 3.2.4 se cumple para cualquier suma finita de diferenciables. Por ejemplo, si 
f,gyh son diferenciables en x, entonces 

/[/« + g(x) + h(x)] = f'(x) + g'(x) + h'(x). 

Ya que/ — g puede escribirse como una suma, / + (~g), no es necesario demostrar (7) puesto 
que el resultado se concluye de (6) y (5). Por tanto, el teorema 3.2.4 puede plantearse colo- 
quialmente como: 

• La derivada de una suma es la suma de las derivadas. 


■ Derivada de un polinomio Como sabemos como diferenciar potencias de i y multiplos 
constantes de esas potencias, resulta facil diferenciar sumas de estos multiplos constantes. La 
derivada de una funcion polinomial es particularmente facil de obtener. Por ejemplo, ahora 
vemos facilmente que la derivada de la funcion polinomial f(x) = 6x 100 + 4x 35 , mencionada 
en la introduccion de esta seccion, es fix) = 600x" + 140x 34 . 


EJEMPLO 3 


Polinomio con seis terminos 


Diferencie y = Ax 5 — ^x 4 + 9x 3 + 10x 2 - I3x + 6. 
Solucion A1 usar (3), (5) y (6) obtenemos 


dy d 5 \ d ^ ~ d 3 , i A d 2 i q d \ d ^ 

— = 4 —x - — —x + 9—x + 10 —x - 13 —x + —6. 

dx dx 2 dx dx dx dx dx 


Puesto que — 6 = 0 por (4), obtenemos 


/ = 4(5x 4 ) - f (4 jc 3 ) + 9(3x 2 ) + 1 ()(2x) - 13(1) + 0 
dx 2 

= 2(k 4 - 2x 3 + Tlx 1 + 2(k - 13. 


EJEMPLO 4 


Encuentre una ecuacion de una recta tangente a la grafica/(x) = 3x 4 + 2x 3 — 7x en el punto 
correspondiente a v = — 1. 


Solucion Por la regia de la suma, 


fix) = 3(4v 3 ) + 2(3v 2 ) — 7(1) = 12v 3 + 6x 2 — 7. 


Cuando las fyf se evaluan en el mismo numero x = — 1, obtenemos 

f(~ 1) = 8 4r- el punto de tangencia es (-1, 8) 

f'i~ 1) = — 13. <— la pendiente de la tangente en (—1, 8) es —13 

Con la ecuacion punto-pendiente obtenemos una ecuacion de la recta tangente 

y — 8 = — 13(x — (—1)) obien, y = — 13x — 5. ■ 


■ Volver a escribir una funcion En algunas circunstancias, para aplicar una regia de diferen- 4 Vaie la P ena recor dar este 
ciacion de manera eficiente puede ser necesario volver a escribir una expresion en una forma analisis. 
alterna. Esta forma alterna a menudo es resultado de algo de manipulacion algebraica o una 
aplicacion de las leyes de los exponentes. Por ejemplo, es posible usar (3) para diferenciar las 
siguientes expresiones, que primero reescribimos usando las leyes de los exponentes 



las rafces cuadradas se vuelven 
a escribir como potencias 

luego se vuelve a escribir 
usando exponentes negativos 


A_ 10 

x 2 ’ x 1 / 2 ’ 


(X 3 ) 1 / 2 , 


Ax 2 , lOx 1//2 , x 3//2 , 


1 

00 

X 

1 

u> 

—5x -3 / 2 , |x'/ 2 


2 


la derivada de cada termino 
usando (3) 
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Una funcion como/(x) = (5x + 2)/x 2 puede escribirse de nuevo como dos fracciones 


m = 


5x + 2 


5x 2 = 5 2_ 
x 2 x 2 * x 2 


5x 1 + 2x 2 . 


Por la ultima forma de /, ahora resulta evidente que la derivada /' es 

f'(x) = 5(-x~ 2 ) + 2(—2x~ 3 ) = -4 - 4- 

X X 


EJEMPLO 5 


Volver a escribir los terminos de una funcion 


Diferencie y = 4 Vx + 


8 

x 



10 . 


Solucion Antes de diferenciar, los tres primeros terminos se vuelven a escribir como poten- 
cias de x: 

y = 4X 1 / 2 + 8x _1 - 6x -1 / 3 + 10. 

Asf, % = 4-fx 1/2 + 8-fx -1 - 6-fx“ 1/3 + -f 10. 

aX aX <2X <2X <2X 



funcion en el ejemplo 6 


Por la regia de potencias (3) y (4) obtenemos 

Vx x 2 x 4/3 


EJEMPLO 6 


Tangentes horizontales 


Encuentre los puntos sobre la grafica de/(x) = — x 3 + 3x 2 + 2 donde la recta tangente es hori¬ 
zontal. 


Solucion En un punto (x, /(x)) sobre la grafica de / donde la tangente es horizontal, debe- 
mos tener /'(x) = 0. La derivada de/es/'(x) = — 3x 2 + 6x y las soluciones de/'(x) = —3x 2 
+ 6x = 0 o — 3x(x — 2) = 0 son x = 0 y x = 2. Asf, los puntos correspondientes son 
(0,/(0)) = (0, 2) y (2,/(2)) = (2, 6). Yea la FIGURA 3.2.3. ■ 


■ Recta normal Una recta normal en un punto P sobre una grafica es una recta perpen¬ 
dicular a la recta tangente en P. 



FIGURA 3.2.4 Recta normal en el 
ejemplo 7 



FIGURA 3.2.5 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 8 


EJEMPLO 7 


Ecuacion de una recta normal 


Encuentre una ecuacion de la recta normal a la grafica de y = x 2 en x = 1. 


Solucion Puesto que dy/dx = 2x, sabemos que m tan = 2 en (1, 1). Por tanto, la pendiente 
de la recta normal que se muestra en verde en la FIGURA 3.2.4 es el negativo reciproco de la pen¬ 
diente de la recta tangente; es decir, m = — Por la forma punto-pendiente de la ecuacion de 
la recta, entonces una ecuacion de la recta normal es 


y- 1 = ~ 2 <X- l) 


o bien, y 


1 ^ 3 
~~2 X + 2 - 


EJEMPLO 8 


Tangente vertical 


Para la funcion potencia /(x) = x 2 ^ 3 la derivada es 



2 

3X 1 / 3 ' 


Observe que lim /(x) = oo mientras lim /(x) = — oo. Puesto que/es continua en x = 0 y 
|/'(x)|—»oo cuando x^O, concluimos que el eje y es una tangente vertical en (0, 0). Este 
hecho resulta evidente a partir de la grafica en la FIGURA 3.2.5. ■ 




















3.2 Reglas de potencias y sumas 


135 


■ Cuspide Se dice que la grafica de/(x) = x 2 ^ en el ejemplo 8 tiene una cuspide en el ori- 
gen. En general, la grafica de una funcion y = fix) tiene una cuspide en un punto ( a , f(a )) si 
/ es continua en a , f'(x) tiene signos opuestos a cualquier lado de a , y \f(x)\ —> oo cuando 
x^a. 


■ Derivadas de orden superior Hemos visto que la derivada f\x) es una funcion derivada de 
y = fix). A1 diferenciar la primera derivada obtenemos otra funcion denominada segunda deri¬ 
vada, que se denota por En terminos del simbolo de operacion dfdx , la segunda de¬ 

rivada con respecto a x la definimos como la funcion que se obtiene al diferenciar dos veces 
consecutivas a y = f(x): 

d_(dy} 

dx \dxJ 

La segunda derivada suele denotarse por los simbolos 


EJEMPLO 9 


fix), y" 

Segunda derivada 


d 2 y d 2 oo 

dx dx 


Encuentre la segunda derivada de y = 

x 

Solucion Primero se simplifica la ecuacion al escribirla como y = x~ 3 . Luego, por la regia 
de potencias (3) tenemos 

f- = — 3 ,- 4 . 

dx 

La segunda derivada se obtiene al diferenciar la primera derivada 

$ = = - 3( - 4 -' 5 ) = la_5 = 7 - 


Si se supone que todas las derivadas existen, es posible diferenciar una funcion y = fix) 
tantas veces como se quiera. La tercera derivada es la derivada de la segunda derivada; la 
cuarta derivada es la derivada de la tercera derivada; y asi sucesivamente. Las derivadas ter¬ 
cera y cuarta se denotan por d 3 y/dx 3 y d 4 y/dx 4 , y se definen como 


d*y 

dx 3 


= -( 
dx V 


d 2 y 

dx 2 


d^y 

dx 4 


dx\dx 3 /' 


En general, si n es un entero positivo, entonces la w-esima derivada se define como 

d n y d (d n ~ u 


dx n dx\dx n ~ l 

Otras notaciones para las primeras derivadas n son 


f\x), f"(x), f"\x), 

y\ y", y"\ / 4 >, /">, 

f n \x). 

im 

d 4 ft ^ 

- 4 m ,... 

D, D 2 , D 3 , D 4 , D n , 

D D 2 D 3 D 4 D" 

A'? X’ Xf X) • • • 9 X' 



d n 

dx n 


Observe que la notacion “prima” se usa para denotar solo las tres primeras derivadas; despues 
de eso se usa el supramdice y (4) , y (5) , y asi sucesivamente. El valor de la w-esima derivada 
de una funcion y = fix) en un numero a se denota por 

d n y 

dx n ' 


f n \a\ y (n \a) y ^ 


,, 00 , 
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Quinta derivada 


EJEMPLO 10 


Encuentre las cinco primeras derivadas de fix) = 2x 4 — 6x 3 + lx 2 + 5x. 
Solucion Tenemos 


fix) = 8x 3 — 18x 2 + 14x + 5 
fix) = 24x 2 - 36x + 14 
f”'(x) = 48x - 36 
f 4 \x) = 48 

/ (5) W = 0. ■ 


Despues de reflexionar un momento, usted debe convencerse que al derivar la (n + 1) 
veces una funcion polinomial de grado n el resultado es cero. 


d 

— NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 

i) En los diversos contextos de ciencias, ingenieria y negocios, las funciones a menudo 
se expresan en otras variables distintas a x y y. De manera correspondiente, la nota- 
cion de la derivada debe adaptarse a los nuevos simbolos. Por ejemplo, 


Funcion 

v(t) = 32 t 

A(r) = 7 tv 2 

r(0) = 40 2 - 30 

D(p) = 800 - 129p + p 2 


Derivada 


v'tt) = f = 32 

A’{r) = = lirr 

dr 

rW = |, 89 -3 
D\ p ) = ^ = -129 + 2 p. 


ii) Quiza se pregunte que interpretacion puede darse a las derivadas de orden superior. Si 
piensa en terminos de graficas, entonces /" proporciona la pendiente de las rectas tan- 
gentes a la grafica de la funcion /'; /'" proporciona la pendiente de las rectas tangen- 
tes a la grafica de la funcion /", y asi sucesivamente. Ademas, si / es diferenciable, 
entonces la primera derivada /' proporciona la razon de cambio instantanea de /. En 
forma semejante, si /' es diferenciable, entonces /" proporciona la razon de cambio 
instantanea de/'. 


Ejercicios 3.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-10. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-8, encuentre dy/dx. 


1. y = -18 
3. y = x 9 
5. y = lx 2 — 4x 


7. 



2. y = it 6 

4. y = 4x 12 

6. y = 6x 3 + 3x 2 - 10 


8. y 


x — x 

V~x 


En los problemas 9-16, encuentre fix). Simplifique. 
9. f(x) = ]:X 5 - 3x 4 + 9x 2 + 1 


10. fix) = -|x 6 + 4x 5 - 13x 2 + 8x + 2 

11. fix) = x 3 i4x 2 — 5x — 6) 

r/ x 2x 5 + 3x 4 — x 3 + 2 

12. fix) = - - - 
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13. f(x) = x 2 (x 2 + 5) 2 14. fix) = (x 3 + x 2 ) 3 

15. fix) = (4Vx + l) 2 16. fix) = (9 + x)(9 - x) 


En los problemas 17-20, encuentre la derivada de la funcion 
dada. 


17. h(u) = (4 u) 3 

19 . g(r) = - +\+ - +\ 


1\2 


18. pit) = (2t) - (2r A > 


20 . 2(0 = 


0 + 40 


6 


En los problemas 21-24, encuentre una ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de la funcion dada en el valor indicado de x. 

21 . y = 2x 3 - 1; x = —1 22 . y = —x + x = 2 

23. f(x) = + 2Vi; x = 4 24. fix) = — x 3 + 6x 2 ; x = 1 

Vx 


En los problemas 25-28, encuentre el punto o los puntos 
sobre la grafica de la funcion dada donde la recta tangente es 
horizontal. 


25. y = x 2 — 8x + 5 26. y = |x 3 — ^x 2 

27. fix) = x 3 - 3x 2 - 9x + 2 28. fix) = x 4 - 4x 3 


En los problemas 29-32, encuentre una ecuacion de la recta nor¬ 
mal a la grafica de la funcion dada en el valor indicado de x. 

29. y = -x 2 + 1; x = 2 30. y = x 3 ; x = 1 

31. fix) = ^x 3 — 2x 2 ; x = 4 32. fix) = x 4 — x; x = —1 


En los problemas 33-38, encuentre la segunda derivada de la 
funcion dada. 

33. y = -x 2 + 3x - 7 34. y = 15x 2 - 24Vx 

35. y = (—4x + 9) 2 36. y = 2x 5 + 4x 3 - 6x 2 

37. fix) = 10x“ 2 38. f(x) = x + (fj 

En los problemas 39 y 40, encuentre la derivada de orden 

superior indicada. 

39. fix) = 4x 6 + x 5 - x 3 ; / <4) (x) 

40. y=x 4 -™; d 5 y/dx 5 

En los problemas 41 y 42, determine intervalos para los cua- 
les/'(x) > 0 e intervalos para los cuales /'(x) < 0. 

41. fix) = x 2 + 8x - 4 42. fix) = x 3 - 3x 2 - 9x 

En los problemas 43 y 44, encuentre el punto o los puntos 
sobre la grafica de / donde fix) = 0. 

43. fix) = x 3 + 12x 2 + 20x 44. fix) = x 4 - 2x 3 

En los problemas 45 y 46, determine intervalos para los cua¬ 
les f n {x) > 0 e intervalos para los cuales fix) < 0. 

45. fix) = (x - l) 3 46. fix) = x 3 + x 2 

Una ecuacion que contiene una o mas derivadas de una fun¬ 
cion desconocida y(x) se denomina ecuacion diferencial. En 
los problemas 47 y 48, demuestre que la funcion satisface la 
ecuacion diferencia dada. 

47. y = x _1 + x 4 ; x 2 y" — 2xy f — 4y = 0 

48. y = x + x 3 + 4; x 2 y" - 3xy' + 3y = 12 

49. Encuentre el punto sobre la grafica de fix) = 2x 2 — 3x 
+ 6 donde la pendiente de la recta tangente es 5. 


50. Encuentre el punto sobre la grafica de fix) = x 2 — x 
donde la recta tangente es 3x — 9y — 4 = 0. 

51. Encuentre el punto sobre la grafica de fix) = x 2 — x 
donde la pendiente de la recta normal es 2. 

52. Encuentre el punto sobre la grafica de fix) = \x 2 — 2x 
donde la recta tangente es paralela a la recta 3x — 2y + 
1 = 0 . 

53. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y = x 3 + 3x 2 — 4x + 1 en el punto donde el valor de 
la segunda derivada es cero. 

54. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y = x 4 en el punto donde el valor de la tercera deri¬ 
vada es 12. 


= Aplicaciones 

55. El volumen V de una esfera de radio r es V = \i tv 3 . 
Encuentre el area superficial S de la esfera si S es la razon 
de cambio instantanea del volumen con respecto al radio. 

56. Segun el fisico frances Jean Louis Poiseuille (1799- 
1869), la velocidad v del flujo sangumeo en una arteria 
cuya seccion transversal circular es constante de radio R 
es u(r) = iP/4vl)iR 2 — r 2 ), donde P,vyl son constan- 
tes. ^Cual es la velocidad del flujo sangumeo en el valor 
de r para el cual u'(r) = 0? 

57. La energia potencial de un sistema masa-resorte cuando 
el resorte se estira una distancia de x unidades es 
Uix) = \kx 2 , donde k es la constante del resorte. La 
fuerza ejercida sobre la masa es F = —dU/dx. Encuentre 
la fuerza si la constante del resorte es 30 N/m y la can- 
tidad de estiramiento es \ m. 

58. La altura s por arriba del nivel del suelo de un proyectil 
en el instante t esta dada por 

1 9 

sit) = ^gt + + % 

donde g, v 0 y Sq son constantes. Encuentre la razon de 
cambio instantanea de s con respecto a t en t = 4. 


= Piense en ello 


En los problemas 59 y 60, el simbolo n representa un entero 
positivo. Encuentre una formula para la derivada dada. 


59. 

61. 


d n d n 1 

f^x n 60. 

dx dx x 

A partir de las graficas de/y g en la FIGURA 3.2.6, deter¬ 
mine que funcion es la derivada de la otra. Explique ver- 
balmente su decision. 



FIGURA 3.2.6 Graficas para el problema 61 
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62. A partir de la grafica de la funcion y = fix) dada en la 
FIGURA 3.2.7, trace la grafica de/'. 



FIGURA 3.2.7 Grafica para el problema 62 


63. Encuentre una funcion cuadratica fix) = ax 2 + bx + c 
tal que/(—1) = -11,/'(-l) = 7 y/"(-l) = -4. 

64. Se dice que las graficas de y = fix) y y = g(x) son orto- 
gonales si las rectas tangentes a cada grafica son perpen¬ 
diculars en cada punto de interseccion. Demuestre que 
las graficas de y = \x 2 y y = — ^x 2 + 3 son ortogonales. 

65. Encuentre los valores de b y c de modo que la grafica 
de f{x) = x 2 + bx tenga la recta tangente y = 2x + c 
en x = —3. 

66. Encuentre una ecuacion de la(s) recta(s) que pasa(n) por 
(§, l) y es(son) tangente(s) a la grafica de fix) = x 2 + 
2x + 2. 

67. Encuentre los puntos de la grafica de fix) = x 2 — 5 tal 
que la linea tangente a los puntos interseque al eje en x 
(-3, 0). 

68. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de fix) = x 2 
tal que la recta tangente interseque al eje y en (0, —2). 

69. Explique por que la grafica d e fix) = ^x 5 + |x 3 no tiene 
recta tangente con pendiente — 1. 

70. Encuentre coeficientes A y B de modo que la funcion 
y = Ax 2 + Bx satisfaga la ecuacion diferencial 2y" + 
3/ = x- 1. 

71. Encuentre valores de a y b tales que la pendiente de la 
tangente a la grafica de fix) = ax 2 + bx en (1, 4) sea — 5. 

72. Encuentre las pendientes de todas las rectas normales a 
la grafica de fix) = x 2 que pasan por el punto (2, 4). 
[Sugerencia: Elabore una figura y observe que en (2, 4) 
solo hay una recta normal.] 

73. Encuentre un punto sobre la grafica de fix) = x 2 + x y 
un punto sobre la grafica de gix) = 2x 2 + 4x + 1 
donde las rectas tangentes son paralelas. 

74. Encuentre un punto sobre la grafica defix) = 3x 5 + 5x 3 
+ 2x donde la recta tangente tiene la menor pendiente 
posible. 


75. Encuentre las condiciones sobre los coeficientes a, b y 
c de modo que la grafica de la funcion polinomial 

fix) = ax 3 + bx 2 + cx + d 

tenga exactamente una tangente horizontal. Exactamente 
dos tangentes horizontales. Ninguna tangente horizontal. 

76. Sea / una funcion diferenciable. Si fix) > 0 para toda 
v en el intervalo ia , b), trace graficas posibles de/sobre 
el intervalo. Describa verbalmente el comportamiento de 
la grafica de/sobre el intervalo. Repita si fix) < 0 para 
toda v en el intervalo ia , b). 

77. Suponga que / es una funcion diferenciable tal que 
fix) - fix) = 0. Encuentre f' m (x). 

78. Las graficas de y = x 2 y y = —x 2 + 2x — 3 dada por la 
FIGURA 3.2.8 muestran que hay dos rectas L l y L 2 que son 
simultaneamente tangentes a ambas graficas. Encuentre 
los puntos de tangencia de ambas graficas. Encuentre una 
ecuacion para cada recta tangente. 



FIGURA 3.2.8 Graficas para el problema 78 

= Problemas con calculadora/SAC 

79. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 

fica de fix) = x 4 - 4x 3 - 2x 2 + I2x - 2. 

b) Evalue fix) en x = —2, x = — 1, x = 0, x = 1, 
r = 2,r = 3yx = 4. 

c) A partir de los datos del inciso b ), ^observa alguna 
relacion entre la forma de la grafica de / y los sig- 
nos algebraicos de/"? 

80. Use una calculadora o un sistema algebraico compu- 
tacional para obtener la grafica de las funciones dadas. 
Por inspeccion de las graficas, indique donde cada fun¬ 
cion puede no ser diferenciable. Encuentre fix) para 
todos los puntos donde / es diferenciable. 

a) fix) = \x 2 — 2x\ b) fx) = \x 3 — l\ 


3.3 Reglas de productos y cocientes 

■ Introduce ion Hasta el momento sabemos que la derivada de una funcion constante y una 
potencia de v son, a su vez: 


(1) 
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Tambien sabemos que para funciones diferenciables / y g: 

jL/(x) = cf'(x) y ^ [/(x) ± g(x)] = /'(x) ± g'(x). (2) 

Aunque los resultados en (1) y (2) nos permiten diferenciar rapidamente funciones algebrai- 
cas (como polinomios), ni (1) ni (2) constituyen una ayuda inmediata para encontrar la deri- 
vada de funciones como y = x 4 \/x 2 + 4 o y = x/(2x + 1). Se requieren reglas adicionales 
para diferenciar productos fg y cocientes // g. 

■ Regia del producto Las reglas de diferenciacion y las derivadas de funciones surgen en 
ultima instancia de la definicion de la derivada. La regia de la suma en (2), que se obtuvo en la 
seccion precedente, se concluye de la definicion y del hecho de que el limite de una suma es 
la suma de los limites siempre que los limites existan. Tambien sabemos que cuando los limi- 
tes existen, el limite de un producto es el producto de los limites. A1 razonar por analogia, pare- 
ceria plausible que la derivada de un producto de dos funciones es el producto de las deriva¬ 
das. Lamentablemente, la regia del producto que se presenta a continuacion no es tan simple. 


Teorema 3.3.1 Regia del producto 

Si / y g son funciones diferenciables en x, entonces fg es diferenciable en jc, y 


■£[f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f(x). 


(3) 


DEMOSTRACION Sea G(v) = f(x)g(x). Entonces por la definicion de la derivada junto con 
algo de manipulacion algebraical 

G(x + h) - G(x) f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x) 

G (x) = lim- - -= lim- - - 

0 h h^o h 


f(x + h)g(x + h) - fix + h)g(x) + fix + h)gix) - f(x)g(x) 
= lim- - - 

h-+ o h 


= lim 

h-+ 0 


gix + h) — gix) fix + h) — fix) 

fix + h)— -^-— + gix)~ J 


h 


gix + h) - gix) fix + h) — fix) 

= lim fix + h) • lim— -f- — + lim gix) • lim- -f ——. 

h^o J h^o h o° h -+o h 

Debido a que/es diferenciable en v, es continua ahi y entonces lim fix + h) = fix). Ademas, 
lim gix) = gix). Por tanto, la ultima ecuacion se vuelve 

/i—>o 

G'ix) = fix)g\x) + gix)fix). M 

La regia del producto se memoriza mejor en palabras: 

• La primera funcion por la derivada de la segunda mas la segunda funcion por la deri¬ 
vada de la primera. 


EJEMPLO 1 


Regia del producto _ 

Diferencie y = (v 3 — 2x 2 + 3)(7v 2 — Ax). 

Solucion De la regia del producto (3), 


primera 


derivada de 
la segunda 


segunda 


derivada de 
la primera 


-j- = (x 3 — 2x 2 + 3) • —(lx 2 — 4x) + (7x 2 — 4x) • —— (x 3 — 2x 2 + 3) 
ax ax ax 

= (x 3 - 2x 2 + 3)(14x - 4) + (lx 2 - 4x)(3x 2 - 4x) 

= 35x 4 - 72x 3 + 24x 2 + 42x - 12. 
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Solucion alterna Los dos terminos en la funcion dada pueden multiplicarse para obtener un 
polinomio de quinto grado. Luego, la derivada puede obtenerse usando la regia de la suma. ■ 


EJEMPLO 2 


Recta tangente 


Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica de y = (l + Vx)(x — 2) en x = 4. 

Solucion Antes de tomar la derivada, Vx volvemos a escribirla como x^ 2 . Luego, por la 
regia del producto (3), 

% - <> + - 2 > + - 2 >l<‘ + 

= (1 + x 1/2 ) • 1 + (x - 2)-|x“ 1/2 

_ 3x + 2 Vr — 2 
2Vx 

A1 evaluar la funcion dada y su derivada en x = 4 obtenemos: 

y( 4) = (1 + V4)(4 - 2) = 6 el punto de tangencia es (4, 6) 


dy 

dx 


12 + 2V4 - 2 = 7 
2 ‘ 


t =4 2V4 

Por la forma punto-pendiente, la recta tangente es 


• la pendiente de la tangente en (4, 6) es \ 


y - 6 = -(pc - 4) 


o bien, 


y 


Aunque (3) se ha planteado solo para el producto de dos funciones, puede aplicarse a fun- 
ciones con un mayor numero de factores. La idea consiste en agrupar dos (o mas) funciones 
y tratar este agrupamiento como una funcion. El siguiente ejemplo ilustra la tecnica. 


EJEMPLO 3 


Producto de tres funciones 


Diferencie y = (4x + l)(2x 2 - x)(x 3 - 8x). 

Solucion Los dos primeros factores se identifican como la “primera funcion”: 


pnmera 


derivada de 
la segunda 


segunda 


derivada de 
la primera 




^ = (4x + l)(2x 2 — x) J^(x 3 — 8x) + (x 3 — 8x) Jr;(4x + l)(2x 2 — x). 

Observe que para encontrar la derivada de la primera funcion es necesario aplicar la regia del 
producto por segunda ocasion: 

De nuevo la regia del producto 

% = (4x + l)(2x 2 - x ) • (3x 2 - 8) + (x 3 - 8x) • [(4x + 1 )(4x - + (2x 2 - x) - 4] 

dx 

= (4x + l)(2x 2 — x)(3x 2 — 8) + (x 3 — 8x)(16x 2 — 1) + 4(x 3 — 8x)(2x 2 — x). ■ 


■ Regia del cociente A continuacion se presenta la derivada del cociente de dos funciones 

fy 8- 


Teorema 3.3.2 Regia del cociente 

Sifyg son funciones diferenc 

d_ 

dx 

iables 

~ fix )' 

en x y g(x) ¥= 0, entonces // g es diferenciable en x, y 

g(x)f(x) - f(x)g'(x) 

. g(x) _ 

' <4) 




















3.3 Reglas de productos y cocientes 141 


DEMOSTRACION Sea G{x ) = f(x)/g(x). Entonces 

fix + h) 

G(x + h) - Gix) g(x + h) 

G (a) = lim-:-= lim- — 

h-> o h /!->■(> h 


fix) 

gix) 


= lim 

h-+ 0 


gjx)fjx + h) - fjx)gjx + h) 
hg{x + h)g(x) 


= lim 

h-+ 0 


gjx)fjx + h) - gjx)fjx) + gjx)fjx) - fix)gix + h) 
hgix + h)g(x) 
f(x + h) - f(x) gix + h) - gix) 

gi x ) - T. - fix) - Z - 


= lfm 

h-+ 0 


gix + h)gix) 


„ , , „ fix + h) - fix) gix + h) — gix) 

hmg(x) • lim- - - Ilmfix) ■ lim- - - 

h—> 0 h—> 0 rl h—> 0 h—> 0 rl 

limgix + h) • lime(x) 

Puesto que se supone que todos los limites existen, la ultima linea es lo mismo que 

g(x)fix) -fix)g'ix) 


G'ix) 




En palabras, la regia del cociente empieza con el denominador: 

• El denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada del 
denominador, todo dividido entre el denominador al cuadrado. 


EJEMPLO 4 


Regia del cociente 


Diferencie y = 


3a; 2 - 1 
2a 3 + 5a 2 + 7 


Solucion Por la regia del cociente (4), 

derivada del derivada del 

denominador numerador numerador denominador 

z' A -\ z''" A N ^ A N A N 

dy (2a 3 + 5a 2 + 7) • J^(3a 2 - 1) - (3a 2 - 1) • J^(2a 3 + 5a 2 + 7) 

dx ~ (2a 3 + 5a 2 + 7) 2 

V__ / 

cuadrado del denominador 

= (2a 3 + 5a 2 + 7) • 6a - (3a 2 - 1) • (6a 2 + 10a) se multip i ica por el numerador 
(2a 3 + 5a 2 + 7) 2 
_ —6a 4 + 6a 2 + 52a 
(2a 3 + 5a 2 + 7) 2 ' 


EJEMPLO 5 


Reglas del producto y el cociente 


Encuentre los puntos sobre la grafica de y = 
horizontal. 


(x 2 + l)(2x 2 + 1) 
3x 2 + 1 


donde la recta tangente es 


Solucion Se empieza con la regia del cociente y luego se usa la regia del producto al dife- 
renciar el numerador: 
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dy 

dx 


Regia del 
producto aqui 

/'-- A -- ^ 

(3x 2 + 1) • -f [(x 2 + l)(2x 2 + 1)] - (x 2 + l)(2x 2 + 1) • -f (3x 2 + 1) 


(3x 2 + l) 2 

(3x 2 + l)[(x 2 + l)4x + (2x 2 + l)2x] — (x 2 + l)(2x 2 + l)6x 
(3x 2 + l) 2 


<— se multiplica 
por el numerador 


= 12x 5 + 8x 3 
(3x 2 + l) 2 ' 

En un punto donde la recta tangente es horizontal, debe tenerse dy/dx = 0. La derivada que 
acaba de encontrarse solo puede ser 0 cuando el numerador satisface 


Por supuesto, los valores de x fc 12x 5 + 8x 3 = 0 O bien, x 3 (12x 2 + 8) = 0. (5) 

que hacen cero al numerador no 

En (5), debido a que 12x 2 + 8 A 0 para todos los numeros reales x, debe tenerse x = 0. Al 
sustituir este numero en la funcion obtenemos y(0) = 1. La recta tangente es horizontal en la 
interseccion con el eje y, el punto (0, 1). ■ 


■ Posdata: Otro repaso a la regia de potencias Recuerde que en la seccion 3.2 establecimos 
que la regia de potencias, (d/dx)x n = nx n ~ l 9 es valida para todos los numeros reales exponen- 
tes n. Ahora ya nos es posible demostrar la regia cuando el exponente es un entero negativo 
—m. Puesto que, por definicion x~ m = l/x m , donde m es un entero positivo, la derivada de x~ m 
puede obtenerse por medio de la regia del cociente y las leyes de los exponentes: 



d( 1 


dx\x 


, _^_1 _ 1 . —y.™ 

dx dx 

(x m ) 2 


se restan los exponentes 

4 

rnx m_1 —m —1 


X 


2m 


= —mx 


d 

— NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 


i) Las reglas del producto y del cociente suelen conducir a expresiones que demandan 
simplificacion. Si su respuesta a un problema no se parece a la que se proporciona en 
la seccion de respuestas del texto, quiza no ha realizado suficientes simplificaciones. 
No quede contento con solo llevar a cabo las partes mecanicas de las diversas reglas 
de diferenciacion; siempre resulta una buena idea poner en practica sus habilidades 
algebraicas. 

ii) Algunas veces, la regia del cociente se usa cuando no es necesario. Aunque es posible 
usar esta regia para diferenciar funciones como 



es mas simple (y rapido) volver a escribir las funciones como y = \x 5 y y = 10x 3 , y 
luego usar las reglas del multiplo constante y de potencias: 


dy_ = ld_ 5 = 5 4 
dx 6 dx X 6 X 


— = io—x -3 
dx dx 


-30x-\ 


Ejercicios 3.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-10. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, encuentre dy/dx. 

1. y = (x 2 - 7)(x 3 + 4x + 2) 

2. y = {lx + l)(x 4 - x 3 - 9x) 
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10 


5 * y = v2 

7 " y = 2x- 5 
9 . y = (6x - l) 2 


X" + 1 

3x + 1 


6. y = 

8. y = 


4x - 3 
2 — 3x 


1 - x 
4 i c^2 


10. y = (x 4 + 5x) 

En los problemas 11-20, encuentre /'(x) 

1 

x 

— (J2 


11. 

fix) 

12. 

fix) 

13. 

fix) 

15. 

fix) 

16. 

fix) 

17. 

fix) 

19. 

fix) 

20. 

fix) 


(x 2 - 1) x- 


m + 7- 


14. f(x) = 


2x 2 + x + 1 
(x + l)(2x + 1)(3jc + 1) 


2 - lOx + 2 
x(x 2 — 1) 


(2x + l)(x - 5) 


3x + 2 


18. f(x) 


(x 2 + l)(x 3 + 4) 


— (J2 


X + 1 

x + 3 


1 


X + 2y 

En los problemas 21-24, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de la funcion dada en el valor indicado 
de x. 

x J_ 5x 

2 


21. y = 


x — r 


22. y 


x 2 + 1 


x = 2 


23. y = ( 2\fx + x)(—2x 2 + 5x — 1); x = 1 

24. y = (2x 2 — 4)(x 3 + 5x + 3); x = 0 

En los problemas 25-28, encuentre el o los puntos sobre la 
grafica de la funcion dada donde la recta tangente es hori¬ 
zontal. 

25. y = (x 2 - 4)(x 2 - 6) 26. y = x(x - l) 2 


27. y = 


28. 


y = 


l 


En los problemas 29 y 30, encuentre el punto o los puntos 
sobre la grafica de la funcion dada donde la recta tangente 
tiene la pendiente indicada. 

x + 3 1 

"8 

m = — 3 


29. y = 


m 


x + 1 ’ 

30. y = (x + l)(2x + 5); 

En los problemas 31 y 32, encuentre el punto o los puntos 
sobre la grafica de la funcion dada donde la recta tangente 
tiene la propiedad indicada. 

x + 4 


31 


32. 


y = 


x + 5’ 
x 


perpendicular a y = 


1 


y = fTfTf’ paralelaay = — 


1 


33. Encuentre el valor de k tal que la recta tangente a la gra¬ 
fica de/(x) = (k + x)/x 2 tiene pendiente 5 en x = 2. 

34. Demuestre que la tangente a la grafica de /(x) = (x 2 + 
14)/(x 2 + 9) en x = 1 es perpendicular a la tangente de 
la grafica de g(x) = (1 + x 2 )(l + 2x) en x = 1. 


En los problemas 35-40,/y g son funciones diferenciables. 
Encuentre F'(l) si/(l) = 2, f(l) = -3 y g(l) = 6, g\l) 


= 2 . 

35. F(x) = 2f{x)g(x) 
2 g(x) 


3/(x) 


37. F(x) = 


39. F(x) = [ - +/(x)]g(x) 


36. F(x) = x 2 f(x)g(x) 


38. 


40. 


F(x) = 
F(x) = 


1 + 2/(x) 
x - g(x) 
xf(x) 
g(x) 


41. Suponga que F(x) = Vx/(x), donde / es una funcion 
diferenciable. Encuentre F"( 4) si/(4) = —16,/'(4) = 2 
y/"(4) = 3. 

42. Suponga que F(x) = x/(x) + xg(x), donde/y g son fun¬ 
ciones diferenciables. Encuentre F'\ 0) si /'(0) = — 1 y 
^'(0) - 6. 

43. Suponga que F{x) = /(x)/x, donde/es una funcion dife¬ 
renciable. Encuentre F"{x). 

44. Suponga que F{x) = x 3 /(x), donde/es una funcion dife¬ 
renciable. Encuentre F’"(x). 

En los problemas 45-48, determine intervalos para los cua- 

les f'{x) > 0 e intervalos para los cuales f'(x) < 0. 

45. m ^ 46. /(x) = f/f 

47. f{x) = (—2x + 6)(4x + 7) 

48. fix) = ix - 2)(4x 2 + 8x + 4) 


= Aplicaciones 

49. La ley de gravitacion universal establece que la fuerza 
F entre dos cuerpos de masas m x y m 2 separados por 
una distancia r es F = kmim 2 /r 2 , donde k es constante. 
^Cual es la razon de cambio instantanea de F con res- 
pecto a r cuando r = \ km? 

50. La energia potencial U entre dos atomos en una molecula 
diatomica esta dada por U{x) = q x /x 12 — q 2 /x 6 , donde q x 
y q 2 son constantes positivas y x es la distancia entre los 
atomos. La fuerza entre los atomos se define como 
F{x) = —U'ix). Demuestre que e(^2^ 1 /^ 2 ) = 0- 

51. La ecuacion de estado de Van der Waals para un gas 
ideal es 

(p + ^jiv -b) = RT, 

donde P es la presion, V es el volumen por mol, R es la 
constante universal de los gases, T es la temperatura y 
a y b son constantes que dependen del gas. Encuentre 
dP/dV en el caso donde T es constante. 

52. Para una lente convexa, la distancia focal / esta relacio- 
nada con la distancia al objeto p y la distancia a la ima- 
gen q por la ecuacion de la lente 

— = - + — 

f p q 

Encuentre la razon de cambio instantanea de q con res- 
pecto a p en el caso donde / es constante. Explique el 
significado del signo negativo en su respuesta. ^Que 
ocurre a q cuando p crece? 
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= Piense en ello c) 

2 

53. a) Grafique la funcion racional fix) = — -. d) 

x + 1 

b) Encuentre todos los puntos sobre la grafica de / tales 55 
que las rectas normales pasen por el origen. 

54. Suponga que y = fix) es una funcion diferenciable. 

a) Encuentre dy/dx para y = [fix)] 2 . 

b ) Encuentre dy/dx para y = [/(x)] 3 . 

3.4 Funciones trigonometricas 

■ Introduce ion En esta seccion desarrollaremos las derivadas de las seis funciones trigono¬ 
metricas. Una vez que se han encontrado las derivadas de sen x y cos x es posible determinar 
las derivadas de tan x, cot x, sec x y esc x usando la regia del cociente encontrada en la sec¬ 
cion precedente. De inmediato veremos que la derivada de sen x usa los dos siguientes resul- 
tados de limites 


Conjeture una regia para encontrar la derivada de 
y = [f(x)] n , donde n es un entero positivo. 

Use su conjetura en el inciso c) para encontrar la deri¬ 
vada de y = (x 2 + 2x - 6) 500 . 

Suponga que y,(x) satisface la ecuacion diferencial 
y' + P(x)y = 0, donde P es una funcion conocida. 
Demuestre que y = u{x)y x {x) satisface la ecuacion dife¬ 
rencial 

y’ +P(x)y=f(x) 

siempre que w(x) satisface du/dx = f(x)/y ] (x). 


senx 

lim -= 1 

■x—>0 X 


w COSX — 1 

lim-= 0 

x —>0 X 


( 1 ) 


que se encontraron en la seccion 2.4. 


■ Derivadas del seno y coseno Para encontrar la derivada de /(x) = sen x se usa la defini- 
cion basica de la derivada 


dy fix + h) - fix) 

— = lim- - - 

dx h^o h 


( 2 ) 


y el proceso de cuatro pasos introducido en las secciones 2.7 y 3.1. En el primer paso usamos 
la formula de la suma para la funcion seno, 


sen(x x + x 2 ) = sen x x cos x 2 + cos x x sen x 2 , 
pero donde x y h desempenan las partes de los simbolos Xi y x 2 . 

i) fix + h) = sen(x + h) = sen x cos h + cos x sen h <— por (3) 

ii) fix + h) — fix) = sen x cos h + cos x sen h — sen x 


(3) 


se factoriza sen x 
de los terminos 

senx(cos/z — 1) + cos x sen h 


Como observamos en la linea siguiente, no es posible cancelar las h en el cociente diferencial, 
aunque es posible volver a escribir la expresion para usar los resultados sobre limites en (1). 


iii) 


fix + h) — fix) senx(cos/z — 1) 4- cos x sen h 


h 


h 

cos h — 1 , 

senx-7-h cosx ■ 


sen h 


h h 

iv) En esta linea, el simbolo h desempena la parte del simbolo x en (1): 

rt , x fi x + h) — fix) cos h — 1 , _ sen h 

f (x) — lim- - -— sen x • lim- - - h cos x • lim —- — . 

J /z —>0 h 0 h h^o h 

A partir de los resultados sobre limites en (1), la ultima linea es lo mismo que 


fix) = lim 

J h^O 


fix + h) - fix) 
h 


= sen x • 0 + cos x • 1 = cos x. 


dx 


senx = cosx. 


Por tanto, 


(4) 
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De manera semejante es posible demostrar que 

d 

— cos x = —sen x. 
dx 

Yea el problema 50 en los ejercicios 3.4. 


(5) 


EJEMPLO 1 


Ecuacion de una recta tangente 


Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica de/(x) = sen ienx = 477 -/ 3 . 


Solucion A partir de (4) la derivada de f(x) = sen res f\x) = cos x. Cuando estas se eva- 
luan en el mismo numero x = 477-/3 obtenemos: 


477 


477 


V3 


/( —r~ j — sen^r- —-— <— el punto de tangencia es (/f, — 


477 


477 


1 


J ~ cos — — 2 ". la pendiente de la tangente en (4f, —-0 es — \ 

A partir de la forma punto-pendiente de una recta, una ecuacion de la recta tangente es 


V3 


1 


477 


y + — =--[x-—j obien. 


1 , 277 V3 

“ 2 * + 1 2 ~' 


La tangente se muestra en rojo en la FIGURA 3.4.1. 


y 


y» 


senx 



FIGURA 3.4.1 Recta tangente en 
el ejemplo 1 


■ Otras funciones trigonometricas Los resultados en (4) y (5) pueden usarse junto con las 
reglas de diferenciacion para encontrar las derivadas de la tangente, cotangente, secante y cose- 
cante. 

Para diferenciar tan x = sen x /cos x se usa la regia del cociente: 

d d 

, cos x — sen x — sen x — cos x 

d sen x _ dx _ dx 

dx cos A- (cos x) 2 


esto es igual a 1 

z' A N 

_ cosX (cosx) - senx(-senx) _ C os 2 x + sen 2 x 

(cos x ) 2 cos 2 X 

A1 usar la identidad pitagorica fundamental sen 2 x + cos 2 x = 1 y el hecho de que 1 /cos 2 x = 
( 1 /cos x ) 2 = sec 2 x, la ultima ecuacion se simplifica a 

d 9 

— tan x = sec x. ( 6 ) 

dx 


La formula de la derivada para la cotangente 

- 7 -cotx = — csc 2 x (7) 

dx 


se obtiene en forma analoga y se deja como ejercicio. Vea el problema 51 en los ejercicios 3.4. 

Asi, sec x = 1 /cos x. En consecuencia, es posible usar otra vez la regia del cociente para 
encontrar la derivada de la funcion secante: 


d 


d d 

cos x — 1 — 1 • ~r cos x 
dx dx 


dx cos x (cos x ) 2 


0 — (—senx) _ senx 
(cos x ) 2 cos 2 x 


sen x 1 sen x 

= sec x tan x 


(8) 


A1 escribir 


cos 2 x 


cos x cos x 
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podemos expresar ( 8 ) como 


sec x = sec x tan x. 
dx 


( 9 ) 


El resultado final tambien se concluye de inmediato a partir de la regia del cociente: 


— cscx = — esc x cot x. 
ax 

Yea el problema 52 en los ejercicios 3.4. 


( 10 ) 


EJEMPLO 2 


Regia del producto 


Diferencie y = x 2 sen x. 


Solucion La regia del producto junto con (4) da 

dy 2 d . d 2 

— = x— sen x + sen x — x 
dx dx dx 

= x 2 cosx + 2 xsenx. ■ 


EJEMPLO 3 


Regia del producto 


Diferencie y = cos 2 x. 


Solucion Una forma de diferenciar esta funcion es reconocerla como un producto: y = 
(cos x)(cos x). Luego, por la regia del producto y (5), 

dy d d 

— = COS X — COS X + COS X — COS X 

dx dx dx 

= cosx(—senx) + (cosx)(—senx) 

= — 2 senx cosx. 


En la siguiente seccion veremos que hay un procedimiento alterno para diferenciar una poten- 
cia de una funcion. ■ 


EJEMPLO 4 


Regia del cociente 


Diferencie y = 


senx 

2 + secx’ 


Solucion Por la regia del cociente, (4) y (9), 


dy 

dx 


(2 + sec x) — sen x — sen x — (2 + sec x) 
_ dx _ dx _ 

(2 + secx ) 2 

(2 + sec x) cos x — sen x (sec x tan x) 


(2 + secx ) 2 
1 + 2 cosx — tan 2 x 
(2 + secx ) 2 


secxcosx = 1 y 

sen x (secx tan jc) = sen 2 x/cos 2 x 


Segunda derivada 


EJEMPLO 5 


Encuentre la segunda derivada de f{x) = sec x. 

Solucion Por (9), la primera derivada es 

f'{x) = sec x tan x. 

Para obtener la segunda derivada, ahora es necesario usar la regia del producto junto con ( 6 ) 

y (9): 


f n {x) = sec x — tan x + tan x — sec x 
J dx dx 

= sec x (sec 2 x) + tan x (sec x tan x) 

= sec 3 x + sec x tan 2 x. ■ 
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Para referencia futura, a continuacion se resumen las formulas de derivadas presentadas 
en esta seccion. 


Teorema 3.4.1 Derivadas de funciones trigonometricas 

Las derivadas de las seis funciones trigonometricas son 


d 

d 


(11) 

— sen v = cos v, 
dx 

— COS V = 

dx 

— sen v, 

d 2 

^-tanv = sec v, 
dx 

d 

— cot V = 
dx 

— CSC 2 V, 

(12) 

d 

— sec v = sec v tan v, 
dx 

d 

— cscv = 
dx 

—cscv cotv. 

(13) 


d 

— NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 

Cuando trabaje los problemas en los ejercicios 3.4, puede que no obtenga la misma res- 

puesta que la proporcionada en la seccion de respuestas al final del libro. Esto se debe a 

que hay muchas identidades trigonometricas cuyas respuestas pueden expresarse en una 

forma mas breve. Por ejemplo, la respuesta en el ejemplo 3: 

dy dy 

~r = — 2 sen v cos x es la misma que — = — sen 2v 

dx dx 

por la formula del angulo doble para la funcion seno. Intente resolver las diferencias entre 
su respuesta y la respuesta proporcionada. 


Ejercicios 3.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-10. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-12, encuentre dy/dx. 


1. y = x 2 — cosv 
3. y = 1 + 7 senv — tanv 
5. y = x sen x 
7. y = (.x 3 - 2) tan x 
9. y = (.x 2 + senv) secv 
11. y = cos 2 v + sen 2 v 


2. y = 4v 3 + v + 5 sen x 
4. y = 3 cosv — 5 cotv 
6. y = (4Vv — 2>*tyx) cos v 
8. y = cos v cotv 
10. y = esc v tan v 
12. y = v 3 cosv — v 3 senv 


En los problemas 13-22, encuentre fix). Simplifique. 


15. /(v) = 
17. /(v) = 
19. /(v) = 


(esc v) 

14. fix) = 

COS v cot V 

cotv 

16. fix) = 

v 2 - 6v 

X + 1 

1 + cosv 

x 2 

18. fix) = 

2 + senv 

1 + 2 tanv 

V 

senv 

20. fix) = 

1 + cscv 

1 + cosv 

1 + secv 

v 4 sen v tan v 

22. fix) = 

1 + senv 

v cosv 


En los problemas 23-26, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de la funcion dada en el valor indicado 
de v. 


23. f{x) = cosv; v = 7 t/3 
25. fix) = secv; x = tt/6 


24. fix) = tanv; x = tt 
26. f(x) = cscv; x = tt/ 2 


En los problemas 27-30, considere la grafica de la funcion 
dada sobre el intervalo [0, 2tt]. Encuentre las coordenadas 
v del o de los puntos sobre la grafica de la funcion donde la 
recta tangente es horizontal. 

cpn y 

27. fix) = x + 2cosv 28. fix) = 0 

J J 2 - cos v 

29. fix) = ——^- 30. fix) = sen v + cos v 

J V + cos V J 


En los problemas 31-34, encuentre una ecuacion de la recta 
normal a la grafica de la funcion dada en el valor indicado 
de v. 

31. fix) = senv; v = 47t/3 32. fix) = tan 2 v; v = 7t/4 
33. fix) = vcosv; x = tt 


34. fix) = 


x 

1 + senv’ 


V = 7t/2 


En los problemas 35 y 36, use una identidad trigonometrica 
idonea para encontrar la derivada de la funcion dada. 

35. fix) = sen 2v 36. fix) = cos 2 ^ 

En los problemas 37-42, encuentre la segunda derivada de la 
funcion dada. 

37. fix) = vsenv 38. fix) = 3v — v 2 cosv 

39. f(x) = — C 40. fix) = —-- 

41. y = cscx 42. y = tanx 
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En los problemas 43 y 44, C x y C 2 son constantes reales arbi- 
trarias. Demuestre que la funcion satisface la ecuacion dife- 
rencial dada. 


43. y = Qcosx + C 2 senv — — vcosv; y” + y = senx 

44. y = Ci— t— + C 2 — x y + xy + (x Ay = 0 
Vx A 


\fx 


— Aplicaciones 

45. Cuando el angulo de elevacion del Sol es 9 , un poste 
telefonico de 40 pies de altura proyecta una sombra de 
longitud s como se muestra en la FIGURA 3.4.2. Encuentre 
la razon de cambio de s con respecto a 9 cuando 
9 = 77/3 radianes. Explique el significado del signo 
menos en la respuesta. 



FIGURA 3.4.2 Sombra en el problema 45 


46. Los dos extremos de una tabla de 10 pies de longitud se 
sujetan a rieles perpendiculares como se muestra en la 
FIGURA 3.4.3, de modo que el punto P puede desplazarse 
con libertad sobre la vertical y el punto R puede moverse 
libremente en direccion horizontal. 

a) Exprese el area A del triangulo PQR como una fun¬ 
cion del angulo 9 indicado. 

b ) Encuentre la razon de cambio de A con respecto a 9. 

c) A1 inicio la tabla esta en posicion plana sobre el riel 
horizontal. Suponga que luego el punto R se mueve 
en direccion del punto Q , obligando asi al punto P a 
moverse hacia arriba sobre el riel vertical. Al princi- 
pio el area del triangulo es 0 (9 = 0), pero luego 
aumenta durante un instante a medida que 9 crece 
y despues disminuye cuando R tiende a Q. Cuando 
la tabla esta vertical, el area del triangulo es 
0 (9 = 7t/ 2) de nuevo. Grafique la derivada dA/d9. 
Interprete la grafica para encontrar valores de 9 para 
los cuales A es creciente y los valores de 9 para los 
cuales A es decreciente. Luego compruebe su inter- 
pretacion de la grafica de la derivada al graficar A(9). 

d ) Use las graficas en el inciso c) para encontrar el valor 
de 9 para el cual el area del triangulo es maxima. 



FIGURA 3.4.3 Tabla en el problema 46 


= Piense en ello 

47. a ) Encuentre todos los enteros positivos n tales que 


—r^ sen v = sen x; -77 cos v = cos x; 
dx dx 


d n 

dx n 

d n 


d n 

dx n—~ — ? dx n 

b ) Use los resultados en el inciso a) como ayuda para 
encontrar 


730 


740 


767 


dx 2 


sen v, 


dx 


30 


sen v, 


dx 


40 


COS X 


dx 


67 


COS X. 


48. Encuentre dos puntos distintos Pi y P 2 sobre la grafica 
de y = cos x de modo que la recta tangente en P x sea 
perpendicular a la recta tangente en P 2 . 

49. Encuentre dos puntos distintos Pi y P 2 sobre la grafica 
de y = sen x de modo que la recta tangente en P x sea 
paralela a la recta tangente en P 2 . 

50. Use (1), (2) y la formula de la suma para el coseno para 
demostrar que 

d 

— cos v = — sen x. 
dx 

51. Use (4) y (5) y la regia del cociente para demostrar que 

d f 2 

~r cotx — —esc x. 
dx 

52. Use (4) y la regia del cociente para demostrar que 

d 

^-cscx — — csc x cot X. 
dx 

= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 53 y 54, use una calculadora o un SAC para 
obtener la grafica de la funcion dada. Por inspeccion de la 
grafica, indique donde la funcion puede no ser diferenciable. 

53. f{x) = 0.5(senv + |senx|) 54. fix) = \x + senx| 

55. Como se muestra en la FIGURA 3.4.4, un joven jala un trineo 

donde va sentada su hermana. Si el peso total del trineo y 
la chica es de 70 lb, y si el coeficiente de friccion de suelo 
cubierto por nieve es 0.2, entonces la magnitud F de la 
fuerza (medida en libras) necesaria para mover el trineo es 
70(0.2) 

0.2 sen 9 + cos 9 9 

donde 9 es el angulo que la cuerda forma con la hori¬ 
zontal. 


a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 
fica de F sobre el intervalo [ — 1, 1 ]. 

b) Encuentre la derivada dF/d9. 

c) Encuentre el angulo (en radianes) para el que 
dF/d9 = 0. 

d) Encuentre el valor de F correspondiente al angulo 
encontrado en el inciso c). 

e) Use la grafica en el inciso a) como ayuda para inter¬ 
pretar los resultados encontrados en los incisos c) y d). 



FIGURA 3.4.4 Trineo en el problema 55 
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3.5 Regia de la cadena 

■ Introduce ion Como se analizo en la seccion 3.2, la regia de potencias 


es valida para todos los numeros reales exponentes n. En esta seccion veremos que una regia 
semejante se cumple para la derivada de una potencia de una funcion y = [g(x)] n . Antes de 
plantear el resultado formal, se considerara un ejemplo cuando n es un entero positivo. 
Suponga que queremos diferenciar 

y - (* 5 + D 2 - (i) 

A1 escribir (1) como y = (x 5 + 1) • (x 5 + 1), podemos encontrar la derivada al usar la regia 
del producto: 

= (x 5 + 1) • 5x 4 + (x 5 + 1) • 5x 4 

= 2(x 5 + 1) • 5x 4 . (2) 

En forma semejante, para diferenciar la funcion y = (x 5 + l) 3 , es posible escribirla como 
y = (x 5 + l) 2 • (x 5 + 1) y usar la regia del producto y el resultado que se proporciona en (2): 


d_ 

dx 


(x 5 + 


1)3 = + 1)2 ' ^ + ^ 


sabemos esto por ( 


= (x 5 + l) 2 • ~x~(x 5 + 1) + (x 5 + 1) • -j~(x 5 + l) 2 
dx dx 

= (x 5 + l) 2 • 5x 4 + (x 5 + 1) • 2(x 5 + 1) • 5x 4 

= 3(x 5 + l) 2 • 5x 4 . 


(3) 


Asimismo, al escribir y = (x 5 + l) 4 como y = (x 5 + l) 3 • (x 5 + 1) es posible demostrar con 
facilidad mediante la regia del producto y (3) que 


-f (x 5 + l) 4 = 4(x 5 + l) 3 • 5x 4 . 


(4) 


■ Regia de potencias para funciones La inspeccion de (2), (3) y (4) revela un patron para 
diferenciar una potencia de una funcion g. Por ejemplo, en (4) vemos 


el exponente se escribe como multiplo 
4 4 derivada de la funcion entre parentesis 

4(x 5 + l) 3 • 5x 4 

t 

disminuir el exponente por 1 


Para recalcar lo anterior, si la funcion diferenciable se denota por [ ], resulta evidente que 


d 

dx 


[ Y = n[ ] 


n- 1 | 

dx 1 


]. 


El analisis anterior sugiere el resultado que se plantea en el siguiente teorema. 


Teorema 3.5.1 Regia de potencias para funciones 

Si n es cualquier numero real y u = g(x) es diferenciable en jc, entonces 

|[«(*)]" = »[«wr''M ( 5 ) 

o, en forma equivalente, ~^~u n = nu"~ l ■ (6) 

dx dx 
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El teorema 3.5.1 constituye en si un caso especial de un teorema mas general, denomi- 
nado regia de la cadena, que se presentara despues de considerar algunos ejemplos de esta 
nueva regia de potencias. 


Regia de potencias para funciones 


EJEMPLO 1 


Diferencie y = (Ax 3 + 3x + l) 7 . 

Solucion Con la identificacion de que u = g(x ) = Ax 3 + 3x + 1, por (6) vemos que 

M »- 1 du/dx 


-j- = 7(4x 3 + 3x + l) 6 • -f (4x 3 + 3x + 1) = l(4x 3 + 3x + l) 6 (12x 2 + 3). 
ax ax 


Regia de potencias para funciones 


EJEMPLO 2 


Para diferenciar y = l/(x 2 + 1), podriamos, por supuesto, usar la regia del cociente. No obs¬ 
tante, al volver a escribir la funcion como y = (x 2 + l) -1 , tambien es posible usar la regia de 
potencias para funciones con n = — 1: 

£ = (-i)(x 2 + i r 2 • jxx 1 + i) = (-d(x 2 + ir 2 2 x = ~ 2x 


(x z + l) 2 


EJEMPLO 3 


Regia de potencias para funciones 


Diferencie y = 


1 


(lx 5 - x 4 + 2) 10 ' 


Solucion Escribimos la funcion dada como y = (lx 5 — x 4 + 2) 10 . Se identifica u = lx 5 — 
x 4 + 2, n = —10 y se usa la regia de potencias (6): 

dy 4 , _ n d n , 4 .^ — 10(35x 4 — Ax 3 ) 

dx 10(7jc ^ X +2) - Tx O, +1), — _ x , + 2yr ■ 


EJEMPLO 4 


Regia de potencias para funciones 


Diferencie y = tan 3 x. 

Solucion Para recalcar, primero volvemos a escribir la funcion como y = (tanx) 3 y luego se 
usa (6) con u = tan x y n = 3: 


dy , ^ 

^ = 3(tanx) • ^rdanx. 


2 d 


Recuerde por (6) de la seccion 3.4 que (d/dx) tan x = sec 2 x. Por tanto, 

dy a +2 2 

— = 3 tan x sec x. 
dx 


EJEMPLO 5 


Regia del cociente y luego regia de potencias 


Diferencie y = 


(* 2 ~ l ) 3 

(5x + l) 8 


Solucion Empezamos con la regia del cociente seguida por dos aplicaciones de la regia de 
potencias para: 

Regia de potencias para funciones 

A A 

(5x + l) 8 • d-(x 2 - l) 3 - (x 2 - l) 3 • d-(5x + l) 8 

(5x + l) 16 

_ (5x + l) 8 • 3(x 2 - l) 2 • 2x - (x 2 - l) 3 • 8(5x + l) 7 • 5 
(5x + l) 16 


dy 

dx 
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6x(5x + 1)V - l) 2 - 40(5* + 1)V - l) 3 
(5x + l) 16 
(x 2 - 1) 2 (—10x 2 + 6x + 40) 

(5x + l) 9 


EJEMPLO 6 


Regia de potencias y luego regia del cociente 


Diferencie y 


2s - 3 


8s + r 

Solucion A1 volver a escribir la funcion como 

'2x - 3\ 1/2 


y 


8s + 1 


podemos identificarla u 


2s - 3 


8s + 1 

y n = Por tanto, para calcular du/dx en (6) es necesario usar la regia del cociente: 
dy l{2x — 3 V 1/2 d 


dx 


If 2s - 3 Y 
2 \8s + 1 ) 

= If 2s - 3 Y 
2 \8s + J 

= 1 f 2s - 3 V 1 / 2 
2\8x + 1/ 


dx 


( 2x - 3 \ 
V8x + 1 J 


V 2 (8s + 1) • 2 - (2x - 3) 


(8s + l) 2 


26 


(8s + l) 2 ' 

Por ultimo, se simplifica usando las leyes de los exponentes: 

dy_ = _13_ 

dx (2x - 3) 1/2 (8x + 1) 3/2 ' 


■ Regia de la cadena Una potencia de una funcion puede escribirse como una funcion com- 
puesta. Si identificamos f(x) = x n y u = g(x), entonces f(u) = f(g(x)) = [g(x)] n . La regia de 
la cadena constituye un mecanismo para diferenciar cualquier composicion f°g de dos fun- 
ciones diferenciables fyg. 


Teorema 3.5.2 Regia de la cadena 

Si la funcion / es diferenciable en u = g(x) y la funcion g es diferenciable en s, entonces 
la composicion y = (j° g)(x) = f(g(x)) es diferenciable en s y 


o, en forma equivalente, 


= f(g(x)) ■ g’(x) 

dy = dy_du 

dx du dx ’ 


(7) 

( 8 ) 


DEM0STRACI0N PARA An # 0 En esta demostracion parcial resulta conveniente usar la 
forma de la definicion de la derivada proporcionada en (3) de la seccion 3.1. Para As A 0, 

A u = g(x + As) - g(s) (9) 

o bien, g{x + As) = g(s) + Au = u + Au. Ademas, 

Ay = f(u + Am) - f(u) = f(g(x + Ax)) - f(g(x)). 

Cuando x y x + Ax estan en algun intervalo abierto para el que Am =t= 0, es posible escribir 

Ay _ Ay Am 

Ax Am Ax' 
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Puesto que se supone que g es diferenciable, es continua. En consecuencia, cuando Ax—>0, 
g(x + Ax) —»g(x), y asi por (9) vemos que Aw —>0. Por tanto, 


v A y 

lim^— = 

Ax^oAx 


Ay\ ( 

lim -r— • Km » 

a*->oA uJ Vax^oAx 


u\ 

xJ 

= ( 

Vam^oAw/ Vax^oA xJ 


- observe que Au 0 en el primer termino 


Por la definition de derivada, (3) de la section 3.1, se concluye que 

dy = dy_ du 
dx du dx 

Se supone que Aw ^ 0 sobre algunos intervalos no se cumple para toda funcion diferen¬ 
ciable g. Aunque el resultado proporcionado en (7) sigue siendo valido cuando Aw = 0, la 
demostracion precedente no. 

Para comprender la derivada de una composicion y = f(g(x)) podria ser de utilidad con- 
siderar a/como la funcion externa y a w = g(x) como la funcion interna. Asi, la derivada de 
y = f(g(x)) = /(w) es el producto de la derivada de la funcion externa (evaluada en la funcion 
interna) y la derivada de la funcion interna (evaluada en x): 

derivada de la funcion externa 

ff(u)=f(u)-u'. (10) 

derivada de la funcion interna 

El resultado en (10) lo escribimos de varias formas. Puesto que y = /(w), tenemos 
/'(w) = dy/du , y, por supuesto, w' = du/dx. El producto de las derivadas en (10) es el mismo 
que en (8). Por otra parte, si los simbolos w y w' en (10) los sustituimos por g(x) y g'(x), obte- 
nemos (7). 


■ Demostracion de la regia de potencias para funciones Como ya se observo, una potencia 
de una funcion puede escribirse como una composicion (/° g)(x) donde la funcion externa es 
y = fix) = x n y la funcion interna es w = g(x). La derivada de la funcion interna y = /(w) = u n 

dy n _ x du 

es ~dx = nu,n y derivada de la funcion externa es —. Asi, el producto de estas derivadas es 


& 

dx 


dy du „_^du 

— -— = nu — 

du dx dx 


= «[*(*)]"“ Y (*). 


Esta es la regia de potencias para funciones proporcionada en (5) y (6). 


■ Funciones trigonometricas Las derivadas de las funciones trigonometricas compuestas con 
una funcion diferenciable g se obtienen como una consecuencia directa de la regia de la cadena. 
Por ejemplo, si y = sen w, donde w = g(x), entonces la derivada de y con respecto a la varia¬ 
ble w es 

dy 

— = COS W. 

du 


Por tanto, (8) da 


o bien, de manera equivalente, 


dy _ dy^ du _ du 
dx du dx C ° S U dx 


d r n d r 

s se„[ ] = cos[ ] S [ 


En forma semejante, si y = tan w donde w = g(x), entonces dy/du = sec 2 w y asi 

dy _ dy^ du _ 2 du 

dx du dx SeC U dx' 


A continuacion se resumen los resultados de la regia de la cadena para las seis funciones tri¬ 
gonometricas. 
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Teorema 3.5.3 Derivadas de funciones trigonometricas 

Si u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces 



d du 

d 

du 

do 

-^sen u = cos u — , 
dx dx 

—cos U — 
dx 

— sen u — , 
dx 

d 2 du 

d 

2 du 

(12) 

—tan u = sec m— , 
dx dx 

—cot u = 
dx 

— CSC M— , 

dx 

d du 

d 

du 

(13) 

—sec u = sec w tan w— , 
dx dx 

—esc li = 
dx 

—esc u cot u — . 

dx 


EJEMPLO 7 


Diferencie y = cos 4x. 


Regia de la cadena 


Solucion La funcion es cos u con u = 4x. Por la segunda formula en (11) del teorema 3.5.3, 
la derivada es 


dy 

dx 


dy_ 

du 

— sen4x 


du 

dx 


—4x = —4 sen 4.x. 
dx 


EJEMPLO 8 


Regia de la cadena 


Diferencie y = tan(6x 2 + 1). 


Solucion La funcion es tan u con u = 6x 2 + 1. Por la segunda formula en (12) del teorema 
3.5.3, la derivada es 


dy 

dx 


sec 2 u 


du 

dx 


sec 2 (6v 2 + 1) • —(6x 2 + 1) = I2x sec 2 (6v 2 + 1). 
dx 


EJEMPLO 9 


Reglas del producto, de potencias y de la cadena 


Diferencie y = ( 9x 3 + l) 2 sen 5x. 


Solucion Primero se usa la regia del producto: 


d l 

dx 


= (9x 3 + l) 2 • ^sen 5x + sen 5x • ~^-(9x 3 + l) 2 
dx dx 


seguida de la regia de potencias (6) y la primera formula (11) del teorema 3.5.3, 


por (11) por (6) 

-j- = (9x 3 + l) 2 • cos 5x • ~x~5x + sen5x • 2{9x 3 + 1) • -j-( 9x 3 + 1) 
dx dx dx 

= (9x 3 + l) 2 • 5 cos 5x + sen 5x • 2(9x 3 + 1) • 21x 2 

= (9x 3 + l)(45v 3 cos 5x + 5 cos 5x + 54v 2 sen 5x). ■ 

En las secciones 3.2 y 3.3 vimos que aun cuando las reglas de la suma y el producto se 
plantearon en terminos de dos funciones / y g, son validas para cualquier numero finito de 
funciones diferenciables. De este modo, tambien se planted la regia de la cadena para la com- 
posicion de dos funciones fyg, aunque es posible aplicarla a la composicion de tres (o mas) 
funciones diferenciables. En el caso de las tres, /, g y h, (7) se vuelve 

f(g(h(x ))) = ■ d^g(h(x)) 

= f(g(h(x))) ■ g'(h(x)) ■ h'(x). 
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EJEMPLO 10 


Uso repetido de la regia de la cadena 


Diferencie y = cos 4 (7x 3 + 6x — 1). 


Solucion Para recalcar, primero escribimos la funcion dada como y = [cos(7x 3 + 6x — l] 4 . 
Observe que esta funcion es la composicion ( f°g° h)(x) = f(g(h(x))) donde/(x) = x 4 , g(x ) = 
cos x y h(x) = lx 3 + 6x — 1. Primero aplicamos la regia de la cadena en la forma de regia 
de potencias (6) seguida por la segunda formula en (11): 


dx 


= 4[cos(7x 3 + 6x — l)] 3 • J^cos(7x 3 + 6x — 1) 


= 4cos 3 (7x 3 + 6x — !)■ 


—sen(7x 3 + 6x — 1) • — 
dx 


= —4(2 lx 2 + 6)cos 3 (7x 3 + 6x — l)sen(7x 3 + 6x 


(lx 3 + 6x - 1) 
- 1 ). 


primera regia de la 
cadena: diferenciar 
la potencia 
segunda regia de la 
cadena: diferenciar 
el coseno 


En el ejemplo final, la funcion dada es una composicion de cuatro funciones. ■ 


EJEMPLO 11 


Uso repetido de la regia de la cadena 


Diferencie y = sen (tan V3x 2 + 4). 


Solucion La funcion es f(g(h(k(x)))), donde/(x) = sen x, g(x) = tan x, h(x ) = Vx, y k(x) = 
3x 2 + 4. En este caso se aplica la regia de la cadena tres veces consecutivas como sigue: 


dy_ 

dx 


cos (tanV3x 2 + 4) • 


d_ 

dx 


tan\/3x 2 + 4 


primera regia de la cadena: 
diferenciar el seno 


segunda regia de la cadena: 
diferenciar la tangente 


se vuelve a escribir la potencia 
tercera regia de la 

COs(tanV3x 2 + 4 )• sec 2 A/3x 2 + 4 • —(3x 2 + 4) 1//2 • — ( 3x 2 + 4) cadena: diferenciar 

la potencia 

cos(tanV3x 2 + 4) • sec 2 V3x 2 + 4 • ^(3x 2 + 4)“ 1/2 • 6x simplificar 

3xcos(tanV3x 2 + 4 ) • sec 2 V3x 2 + 4 

V3x 2 + 4 ' l 


cos(tanV3x 2 + 4 ) • sec 2 V3x 2 + 4 • ^V3x 2 + 4 
cos(tanV3x 2 + 4 ) • sec 2 V3x 2 + 4 • 4:(3x 2 + 4) 1/2 


Por supuesto, usted debe volverse tan apto en aplicar la regia de la cadena que al final ya 
no piense en el numero de funciones presentes en la composicion que se trate. 


d 

— NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 

i) Quizas el error mas frecuente es olvidar efectuar la segunda parte de la regia de la cade¬ 
na; a saber: la derivada de la funcion interna. Esta es la parte du/dx en 

dy_ = dy_du 

dx du dx' 

Por ejemplo, la derivada de y = (1 — x) 57 no es dy/dx = 57(1 — x) 56 puesto que 
57(1 — x) 56 es solo la parte dy/ du. Podria ser util usar de manera consistente el simbo- 
lo de operacion d/dx\ 

-f (1 - x) 57 = 57(1 - x) 56 • -f (1 - x) = 57(1 - x) 56 • (-1). 
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ii) Un error menos comun, pero tal vez mas grave que el primero, consiste en diferenciar 
dentro la funcion dada. En su examen, un estudiante escribio que la derivada de 
y = cos(x 2 + 1) era dy/dx = — sen(2x); es decir, que la derivada del coseno es el nega- 
tivo del seno y que la derivada de x 2 + 1 es 2x. Ambas observaciones son correctas, pero 
la forma donde se escribieron juntas es incorrecta. Tenga en cuenta que la derivada de la 
funcion interna es un multiplo de la derivada de la funcion externa. De nuevo, podria ser 
de ayuda usar el simbolo de operacion d/ dx. La derivada correcta de y = cos(x 2 + 1) es 
el producto de dos derivadas. 

dy 0 d o o 

— = -sen(x 2 + 1) • —(x 2 + 1) = —2x sen(x 2 4- 1). 
dx dx 


Ejercicios 3.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-20, encuentre dy/dx. 

1. y = (—5x) 30 2. y = (3/x) 14 


3. y = (2x 2 + x) 


200 


4 . y = [x-\ 


5. y = 

7. >' = 
9- >' = 

11 . v = 


(x 3 - 2x 2 + 7) 4 

(3x - 1) 4 (—2x + 9) 5 8. 
senV2x 10 . 



13. y = [x + (x 2 - 4) 3 ] 10 14. 


15. y = x(x -1 + x -2 +x -3 ) -4 16. 

17. y = sen(77X +1) 18. 

19. y = sen 3 5x 20. 


10 

Vx 2 - 4x + 1 
y = x 4 (x 2 + l) 6 
y = sec x 2 
3x - 4 

y =-r 

(5x + 2 ) 3 

= 1~ 1 i 4 

y ~ L(x 3 - x + l) 2 . 
y = (2x + 1) 3 V3 x 2 -2x 
y — — 2cos(—3x 4- 7) 
y = 4 cos 2 Vx 


En los problemas 21-38, encuentre fix). 
21. f{x) = x 2 cos v 3 22. fix) = 


23. fix) = (2 + v sen 3v) 10 24. fix) = 

25. fix) = tan(l/*) 26. fix) = 

27. fix) = sen 2x cos 3x 28. fix) = 

29. fix) = (sec 4x + tan 2x) 5 30. fix) = 


31. fix) = sen (sen 2x) 32. fix) = 


33. fix) 
35. fix) 

37. fix) 

38. f{x) 


= cos(sen\/2v + 5) 34. fix) = 
= sen 3 (4x 2 — 1) 36. fix) = 

= (1 + (1 + (1 + x 3 ) 4 ) 5 ) 6 



sen 5x 
cos 6x 

(1 - cos4x) 2 
(1 + sen 5x) 3 
xcot(5/x 2 ) 
sen 2 2xcos 3 3x 
csc 2 2x — csc2x 2 

tan^cos^ 

tan(tanx) 
sec (tan 2 x 4 ) 


En los problemas 39-42, encuentre la pendiente de la recta tan- 
gente a la grafica de la funcion dada en el valor indicado de x. 

39. y = (x 2 + 2 ) 3 ; x = -1 40. y = - 1 -x = 0 

(3x + l) 2 

41. y = sen 3x + 4x cos 5x; x = tt 

42. y = 50x — tan 3 2x; x = tt/6 

En los problemas 43-46, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de la funcion dada en el valor indicado 
de x. 

43. y = Q ^ ^ ; x = ~ 44. y = x 2 (x - l) 3 ; x = 2 

45. y = tan3x; x = 7 r /4 

46. y = ( — 1 4- cos4x) 3 ; x = 77/8 

En los problemas 47 y 48, encuentre una ecuacion de la recta 
normal a la grafica de la funcion dada en el valor indicado 
de x. 

47. y = senQ^cos(7rx 2 ); x 

48. y = sen 3 ^; x = tt 

En los problemas 49-52, encuentre la derivada indicada. 

49. fix) = sen 7 rx; fix) 

50. y = cos(2x + 1); d 5 y/dx 5 

51. y = x sen 5x; d 3 y/dx 3 52. fix) = cos x 2 ; /"(x) 

53. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de fix) = 
x/(x 2 + l) 2 donde la recta tangente es horizontal. La gra¬ 
fica de f ^tiene alguna tangente vertical? 

54. Determine los valores de t en los que la razon de cam- 
bio instantanea de git) = sen t + \ cos 2 1 es cero. 

55. Si f(x) = cos(x/3), ^cual es la pendiente de la recta tan¬ 
gente a la grafica de /' en x = 27 7 ? 

56. Si fix) = (1 — x) 4 , ^cual es la pendiente de la recta tan¬ 
gente a la grafica de /" en x = 2? 
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= Aplicaciones 

57. La funcion R = (i>o/g)sen 26 proporciona el rango de 
un proyectil disparado a un angulo 6 con respecto a la 
horizontal con una velocidad inicial v 0 . Si v 0 y g son 
constantes, encuentre los valores de 6 con los cuales 
dR/dO = 0. 

58. El volumen de un globo esferico de radio r es V = f 7rr 3 . 
El radio es una funcion del tiempo t y aumenta a razon 
constante de 5 pulg/min. ^Cual es la razon de cambio 
instantanea de V con respecto a r? 

59. Suponga que un globo esferico se infla a razon cons¬ 
tante dV/dt =10 pulg 3 /min. que ritmo aumenta su 
radio cuando r = 2 pulg? 

60. Considere una masa sobre un resorte como se muestra 
en la FIGURA 3.5.1. En ausencia de fuerzas de amortigua- 
cion, el desplazamiento (o distancia dirigida) de la masa, 
medido desde una posicion denominada posicion de 
equilibrio, esta dado por la funcion 

v o 

x(t) = x 0 cos cot H-sen cot, 

co 

donde co = 'Vk/m, k es la constante del resorte (un indi- 
cador de la rigidez del resorte), m es la masa (medida 
en slugs o kilogramos), y 0 es el desplazamiento inicial 
de la masa (medido por arriba o por debajo de la posi¬ 
cion de equilibrio), u 0 es la velocidad inicial de la masa 
y t es el tiempo medido en segundos. 



FIGURA 3.5.1 Masa en un resorte en el problema 60 


a ) Compruebe que x(t ) satisface la ecuacion diferencial 

d 2 X 2 n 

—- + cox = 0. 

dt 2 

b) Compruebe que x(t) satisface las condiciones inicia- 
les x(0) = x 0 y x'(0) = v 0 . 


= Piense en ello 

61. Sea F una funcion diferenciable. ^Que es J^F(3x)7 

62. Sea G una funcion diferenciable. iQu6 es J^[G(—x 2 )] 2 ? 

63. Suponga J^/(w) = K ^Que es J^/(— lOx + 1)2 
M. Suponga £f(x) = ^— r 6 Que es f/(-v 3 ,? 


En los problemas 65 y 66, el simbolo n representa un entero 
positivo. Encuentre una formula para la derivada dada. 

65. J^(l + 2 xY 1 66. §Vi + 2x 


67. Suponga que g(t ) = donde/(l) = 3,/'(l) = 6, 

y ti(3) = -2. ^,Que es g'(l)? 

68. Suponga que g( 1) = 2, g\l) = 3, g"(\) - l,/'(2) = 4, 
y/"(2) = 3. L Qu6 es — 2 f(g(x)) 


dx 


x=l 


69. Dado que / es una funcion impar diferenciable, use la 
regia de la cadena para demostrar que/' es una funcion 
par. 

70. Dado que/es una funcion par diferenciable, use la regia 
de la cadena para demostrar que/' es una funcion impar. 


3.6 Diferenciacion imphcita 


■ Introduce ion Las graficas de las diversas ecuaciones que se estudian en matematicas no 
son las graficas de funciones. Por ejemplo, la ecuacion 

x 2 + y 2 = 4 (1) 

describe un circulo de radio 2 con centro en el origen. La ecuacion (1) no es una funcion, 
puesto que para cualquier eleccion de v que satisfaga — 2 < x < 2 corresponden dos valores 
de y. Vea la FIGURA 3.6.1a). A pesar de ello, las graficas de ecuaciones como (1) pueden tener 
rectas tangentes en varios puntos (x, y). La ecuacion (1) define por lo menos dos funciones/ 
y g sobre el intervalo [ — 2, 2]. Graficamente, las funciones evidentes son la mitad superior y 
la mitad inferior del circulo. A fin de obtener formulas para estas, se despeja y de la ecuacion 
x 2 + y 2 — 4 en terminos de x: 


y 


y — f{x) — v 4 — x 2 , 

y = g(x) = — V4 — X 2 . <— semicirculo inferior 


( 2 ) 

( 3 ) 
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Vea las figuras 3.6.1 b) y c). Ahora ya es posible encontrar pendientes de las rectas tangentes 
para —2 < x < 2 al diferenciar (2) y (3) con la regia de potencias para funciones. 

En esta seccion veremos como obtener la derivada dy/dx para (1), asi como para ecua- 
ciones mas complicadas F(x , y) = 0, sin necesidad de resolver la ecuacion para la variable y. 

■ Funciones implicitas y exph'citas Se dice que una funcion donde la variable dependiente 
se expresa solo en terminos de la variable independiente x, a saber, y = /(x), es una funcion 
explicita. Por ejemplo, y = \x 3 — 1 es una funcion explicita. Por otra parte, se dice que una 
ecuacion equivalente 2y — x 3 + 2 = 0 define implicitamente la funcion, o que y es una fun¬ 
cion implicita de x. Ac abamos de ver que la ecuacio n x 2 + y 2 = 4 define implicitamente las 
dos funciones /(x) = V4 — x 2 y g(x) = —V4 — x 2 . 

En general, si una ecuacion F(x, y) = 0 define implicitamente una funcion en algun inter¬ 
val, entonces F(x,/(x)) = 0 es una identidad sobre el intervalo. La grafica de/es una por- 
cion o un arco (o toda) de la grafica de la ecuacion F(x, y) = 0. En el caso de las funciones 
en (2) y (3), observe que ambas ecuaciones 

X 2 + [/(X)] 2 = 4 y x 2 + [g(x)f = 4 




son identidades sobre el intervalo [—2, 2]. 

La grafica de la ecuacion x 3 + y 3 = 3xy que se muestra en la FIGURA 3.6.2a) es una curva 
famosa denominada hoja de Descartes. Con ayuda de un SAC como Mathematica o Maple , 
encontramos que una de las funciones implicitas definidas por x 3 + y 3 = 3xy es 

y = = + + 4Vx 6 - 4x 3 . (4) 

V-4x 3 + 4Vx 6 - 4X 3 

La grafica de esta funcion es el arco rojo que observamos en la figura 3.6.2 b). En la figura 
3.6.2c) se proporciona la grafica de otra funcion implicita definida por x 3 + y 3 = 3xy. 



c ) Funcion 

FIGURA 3.6.1 La ecuacion 
x 2 + y 2 = 4 determina por lo 
menos dos funciones 


yi yi y 

3- 3- 3- 



-l 

-2 

-3 


-1 

-2 

-3 


FIGURA 3.6.2 


a) Hoja b) Funcion c) Funcion 

Las porciones de la grafica en a) que se muestran en rojo en b) y c) son graficas de dos funciones implicitas de x 


■ Diferenciacion implicita A partir del analisis anterior, no salte a la conclusion de que siem- 
pre es posible resolver una ecuacion F(x, y) = 0 para una funcion implicita de x como se hizo 
en (2), (3) y (4). Por ejemplo, resolver una ecuacion como 


4 i 2 3 

x + x y 


y 5 = 2x + y 


(5) 


para y en terminos de x es mas que un ejercicio en algun desafio algebraico o una leccion 
sobre el uso de la sintaxis correcta en un SAC. jEs imposible ! Sin embargo, (5) puede deter- 
minar varias funciones implicitas sobre un intervalo restringido del eje x. A pesar de ello, pode- 
mos determinar la derivada dy/ dx por medio de un proceso denominado diferenciacion impli- 
cita. Este proceso consiste en diferenciar ambos miembros de una ecuacion con respecto a x, 
usando las reglas de diferenciacion y luego resolviendo para dy/dx. Puesto que se considera 
que y esta determinada por la ecuacion dada como una funcion diferenciable de x, la regia de 
la cadena, en forma de la regia de potencias para funciones, proporciona el resultado util 

d „ „- X dy 


dx 


y 


ny 


dx ’ 


<4 Aunque no es posible resolver 
ciertas ecuaciones para una fun¬ 
cion explicita, sigue siendo posi¬ 
ble graficar la ecuacion con 
ayuda de un SAC. Asi, es posi¬ 
ble ver las funciones como se 
hizo en la figura 3.6.2. 


( 6 ) 
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donde n es cualquier numero real. Por ejemplo, 


4~x 2 = 2x 
ax 


d 2 o dy 
mientras —y = 2y—. 


En forma semejante, si y es una funcion de x, entonces por la regia del producto 

dy 


' X S> + y di x = * a + - v - 


y por la regia de la cadena 


— sen 5y = cos 5 y • 


d 

dx 


5y = 5 cos 5y 


dy 

dx ’ 


Directrices para diferenciacion implicita 

0 A1 diferenciar con respecto a x ambos miembros de la ecuacion, use las reglas 
de diferenciacion y considere a y como una funcion diferenciable de x. Para 
potencias del simbolo y, use (6). 

ii) Agrupe todos los terminos donde aparece dy/dx en el miembro izquierdo de la 
ecuacion diferenciada. Mueva todos los otros terminos al miembro derecho de 
la ecuacion. 

iii) Factorice dy/dx en todos los terminos donde aparezca este termino. Luego, des- 
peje dy/dx. 

En los siguientes ejemplos se supondra que la ecuacion dada determina por lo menos una 
funcion diferenciable implicitamente. 


Uso de la diferenciacion implicita 


EJEMPLO 1 


Encuentre dy/dx si x 2 + y 2 = 4. 

Solucion Se diferencian ambos miembros de la ecuacion y luego se usa (6): 

use la regia de potencias (6) aqm 

d 9 , d 2 d . 

dx X dx^ dx 


dy 

2x + 2y — = 0. 
y dx 


Al despejar la derivada obtenemos 


dy = _x 
dx y' 


(7) ■ 


Como se ilustra en (7) del ejemplo 1, la diferenciacion implicita suele producir una deri¬ 
vada que depende de ambas variables x y y. En el analisis introductorio vimos que la ecua¬ 
cion x 2 + y 2 = 4 define dos funciones que pueden diferenciarse implicitamente sobre el inter¬ 
val abierto — 2 < x < 2. El simbolismo dy/dx = ~x/y representa la derivada de cualquiera 
de las funciones sobre el intervalo. Observe que esta derivada indica con claridad que las fun¬ 
ciones (2) y (3) no son diferenciables enx = — 2 y x = 2 puesto que y = 0 para estos valo- 
res de x. En general, la diferenciacion implicita produce la derivada de cualquier funcion que 
puede derivarse implicitamente definida por una ecuacion F(x, y) = 0. 


EJEMPLO 2 


La pendiente de una recta tangente 


Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de x 2 + y 2 = 4 en los puntos 
correspondientes a x = 1. 


Solucion Al sustituir x = 1 en la ecuacion dada obtenemos y 2 = 3 o y = ± V3. Por tanto, 
hay rectas tangentes en (l, V3) y (l, — V3). Aunque (l, V3) y (l, — V3) son puntos sobre la 
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grafica de dos funciones que pueden diferenciarse implicitamente, indicadas con colores dife- 
rentes en la FIGURA 3.6.3, (7) en el ejemplo 1 proporciona la pendiente correcta en cada numero 
en el intervalo (—2, 2). Tenemos 


& 

dx 


(1,V3) 


1 

V3 


y 


dy 


dx 


(i, -Vs) 


1 J_ 

-V3 ~~ V3‘ 


Uso de diferenciacion implicita 


EJEMPLO 3 


Encuentre dy/dx si x 4 + x 2 y 3 — y 5 = 2x + 1. 

Solucion En este caso, usamos (6) y la regia del producto: 


regia del producto aqm 


regia de potencias (6) aqui 

>1- 


d 4 d 2 3 d 5 . d , 

Tx x + d^ xy ~dx y = tic 2x + dc l 


4x 3 + x 2 • 3y 2 ^ + 2 xy 3 -5/^ = 2 


factorice dy/dx de los terminos 
segundo y cuarto 


, 2-,2 


(3x z y 


4 ,4y 


5 ^^ = 2 
dy 
dx 


4x 3 - 2xy 3 
2 — 4x 3 — 2xy 3 


3x 2 y 2 - 5/ 


■ Derivadas de orden superior Por medio de diferenciacion implicita determinamos dy/dx. 
A1 diferenciar dy/dx con respecto a x obtenemos la segunda derivada d 2 y/dx 2 . Si la primera 
derivada contiene a y, entonces d 2 y/dx 2 de nuevo contiene el simbolo dy/ dx\ esa cantidad 
puede eliminarse al sustituir su valor conocido. El siguiente ejemplo ilustra el metodo. 


Segunda derivada 


EJEMPLO 4 


Encuentre d 2 y/dx 2 si x 2 + y 2 = 4. 


Solucion Por el ejemplo 1, ya sabemos que la primera derivada es dy/dx = —x/y. La segunda 
derivada es la derivada de dy/ dx , de modo que por la regia del cociente: 


al sustituir por dy/dx 

4 4 

dy ( x\ 

dry _ _ d_fx\ _ // X __dx _ ^ v y/ _ y 2 + x 2 

dx 2 dx VyJ y 1 y 1 y 

Al observar que x 2 + y 2 = 4, es posible volver a escribir la segunda derivada como 

d 2 y = _ 4 
dx 1 y 3 


Reglas de la cadena y del producto 


EJEMPLO 5 


Encuentre dy/dx si sen y = y cos 2x. 

Solucion Por la regia de la cadena y la regia del producto obtenemos 


d 


— sen 
dx 


y 


cosy • 


d L 

dx 


= —y cos 2x 

= y(— sen 2x • 2) + cos 2x • 


dy 

dx 


(cosy — cos2x) 


dy_ 

dx 


d L 

dx 


—2y sen 2x 

2y sen 2x 
cosy — cos 2x 



FIGURA 3.6.3 Las rectas 
tangentes en el ejemplo 2 se 
muestran en verde 
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■ Posdata: Otro repaso a la regia de potencias Hasta el momento se ha demostrado la regia 
de potencias (< d/dx)x n = nx n ~ l para todos los enteros exponentes n. La diferenciacion impli- 
cita constituye un mecanismo para demostrar esta regia cuando el exponente es un numero 
racional p/q, donde p y q son enteros y q ¥= 0. En el caso donde n = p/q, la funcion 

y = x p / q proporciona y q = x p . 


Luego, para y =f= 0, la diferenciacion implicita 


~dx^ q = ~dx xP P r °duce 


qy 


q -1 


dy 

dx 


= px 


p- i 


A1 despejar dy/dx en la ultima ecuacion y simplificar con las leyes de los exponentes obtene- 
mos 

d JL = = p yi = pyy = p xP/q -i 

dx q y <i- 1 q ( x P/ q y~ l q x p ~ plq <7 

A1 examinar el ultimo resultado observamos que se trata de (3) de la section 3.2 con n = p/q. 


Ejercicios 3.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, suponga que y es una funcion diferen- 
ciable de x. Encuentre la derivada indicada. 


d 2 4 

2. 

d x 2 

Tx xy 

dx 

d 2 

4. 

d 

Tx cosy 

ZP’ sen3} ’ 


En los problemas 5-24, suponga que la ecuacion dada define 
por lo menos una funcion diferenciable implicita. Use dife¬ 
renciacion implicita para encontrar dy/dx. 


5. y 2 - 2y = x 
7. xy 2 - x 2 + 4 = 0 
9. 3 y + cos y = x 2 
11 . x 3 y 2 = 2 x 2 + y 2 
13. (x 2 + y 2 ) 6 = x 3 - y 3 
15. y~ 3 x 6 + y 6 x~ 3 = 2x + 


6 . 4x 2 + y 2 = 8 
8. (y - l) 2 = 4(x + 2) 

10. y 3 -2y + 3x 3 = 4x + 1 
12 . x 5 - 6xy 3 + / = 1 
14. y = (x — y) 2 
1 16. / - y 2 = lOx - 3 


17. (x 


l) 2 + (y + 4) 2 = 25 18. 


x + y 
-= x 

x-y 


2 _ 


X ~ 1 


19 . y , 0 

x + 2 

21 . xy = sen(x + y) 
23. x = sec y 


x y 2 

20. 4 + — = 5 

y 2 X 

22 . x + y = cos(xy) 

24. x sen y — y cos x = 1 


En los problemas 25 y 26, use diferenciacion implicita para 
encontrar la derivada indicada. 

25. r 2 = sen 20; dr/dO 26. irr 2 h = 100; dh/dr 


En los problemas 27 y 28, encuentre dy/dx en el punto indi- 
cado. 

27. xy 2 + 4y 3 + 3x = 0; (1, -1) 

28. y = senxy; (7 t/2, 1) 


En los problemas 29 y 30, encuentre dy/dx en los puntos que 
corresponden al numero indicado. 

29. 2y 2 + 2xy - 1 = 0; x = | 30 . y 3 + 2x 2 = lly; y = 1 

En los problemas 31-34, encuentre una ecuacion de la recta 

tangente en el punto o numero indicado. 

31. x 4 + y 3 = 24; (-2, 2) 32. - + - = 1; x = 3 

x y 

33. tany = x; y = 7t/4 34. 3y + cos y = x 2 ; (1, 0) 

En los problemas 35 y 36, encuentre el o los puntos sobre la 
grafica de la ecuacion dada donde la recta tangente es hori¬ 
zontal. 

35. x 2 - xy + y 2 = 3 36. y 2 = x 2 - 4x + 7 

37. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de x 2 + y 2 = 
25 donde la pendiente de la tangente es 

38. Encuentre el punto donde se cortan las rectas tangentes 
a la grafica de x 2 + y 2 = 25 en (-3, 4) y (-3, -4). 

39. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de y 3 = x 2 donde 
la recta tangente es perpendicular a la recta y + 3x — 5 = 0. 

40. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de x 2 — xy + y 2 
= 27 donde la recta tangente es paralela a la recta y = 5. 

En los problemas 41-48, encuentre d 2 y/dx 2 . 

41. 4y 3 = 6x 2 + 1 42. xy 4 = 5 

43. x 2 - y 2 = 25 44. x 2 + 4y 2 = 16 

45. x + y = sen y 46. y 2 — x 2 = tan 2x 

47. x 2 + 2xy - y 2 = 1 48. x 3 + y 3 = 27 

En los problemas 49-52, primero use diferenciacion implicita 
para encontrar dy/dx. Luego despeje y explicitamente en ter- 
minos de x y diferencie. Demuestre que las dos respuestas 
son equivalentes. 

49. x 2 - y 2 = x 50. 4x 2 + y 2 = 1 

51. x 3 y = x + 1 52. y sen x = x — 2y 
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En los problemas 53-56, determine una funcion implicita a 
partir de la ecuacion dada tal que su grafica sea la curva azul 
en la figura. 

53. (y - l) 2 = x - 2 54 . x 2 + xy + y 2 = 4 



FIGURA 3.6.4 Grafica 
para el problema 53 

55. x 2 + v 2 = 4 



FIGURA 3.6.6 Grafica 
para el problema 55 



FIGURA 3.6.5 Grafica 
para el problema 54 

56. y 2 = x 2 (2 - x) 



FIGURA 3.6.7 Grafica 
para el problema 56 


En los problemas 57 y 58, suponga que tanto x como y son 
diferenciables de una variable t. Encuentre dy/dt en termi- 
nos de x, y y dx/dt. 

57. x 2 + y 2 = 25 58 . x 2 + xy + y 2 - y = 9 

59 . La grafica de la ecuacion x 3 + y 3 = 3xy es la hoja de 

Descartes proporcionada en la figura 3.6.2a). 

a ) Encuentre una ecuacion para la recta tangente en el 
punto en el primer cuadrante donde la hoja corta la 
grafica de y = x. 

b) Encuentre el punto en el primer cuadrante donde la 
recta tangente es horizontal. 

60. La grafica de la ecuacion (.x 2 + y 2 ) 2 = 4(x 2 — y 2 ) mos- 

trada en la FIGURA 3.6.8 se denomina lemniscata. 

a) Encuentre los puntos sobre la grafica que correspon- 
den ‘d x = 1. 

b) Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la gra¬ 
fica en cada punto encontrado en el inciso a). 

c) Encuentre los puntos sobre la grafica en los que la 
tangente es horizontal. 



FIGURA 3.6.8 Lemniscata en el problema 60 


En los problemas 61 y 62, demuestre que las graficas de las 
ecuaciones dadas son ortogonales en el punto de interseccion 
indicado. Vea el problema 64 en los ejercicios 3.2. 

61. y 2 = x 3 , 2x 2 + 3y 2 = 5; (1, 1) 

62. y 3 + 3x 2 y = 13, 2x 2 — 2 y 2 = 3x; (2, 1) 


Si todas las curvas de una familia de curvas G(x, y) = c h c x una 
constante, cortan ortogonalmente a todas las curvas de otra fa¬ 
milia H(x , y) = c 2 , c 2 una constante, entonces se dice que las 
familias tienen trayectorias ortogonales entre si. En los proble¬ 
mas 63 y 64, demuestre que las familias de curvas tienen trayec¬ 
torias ortogonales entre si. Trace las dos familias de curvas. 

63. x 2 — y 2 = c h xy = c 2 64. x 2 + y 2 = c u y = c 2 x 


= Aplicaciones 

65. Una mujer conduce hacia una serial en la carretera como 
se muestra en la FIGURA 3.6.9. Sea 6 su angulo de vision 
de la serial y sea x su distancia (medida en pies) a esa 
serial. 


a) Si el nivel de sus ojos esta a 4 pies de la superficie 
de la carretera, demuestre que 


tan 6 = 


4x 

x 2 + 252' 


b) Encuentre la razon a la que cambia 6 con respecto a x. 

c ) iA que distancia se cumple que la razon del inciso 
b) es igual a cero? 



FIGURA 3.6.9 Automovil en el problema 65 


66. Un avion caza describe un circulo de 1 km de radio 
como se muestra en la FIGURA 3.6.10. Suponga que se 
escoge un sistema de coordenadas rectangulares de 
modo que el origen esta en el centro del circulo. La nave 
dispara un misil que describe una trayectoria rectilmea 
tangente al circulo e impacta en un bianco sobre el suelo 
cuyas coordenadas son (2, —2). 

a) Determine el punto sobre el circulo donde fue dispa- 
rado el misil. 

b) Si un misil se dispara en el punto (— — ^) sobre el 

circulo, ^en que punto choca contra el suelo? 



FIGURA 3.6.10 Avion caza en el problema 66 
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= Piense en ello 

67. El angulo 6 (0 < 0 < tt) entre dos curvas se define como 
el angulo entre sus rectas tangentes en el punto P de 
interseccion. Si m x y m 2 son las pendientes de las rectas 
tangentes en P, es posible demostrar que tan 6 = (m x — 
m 2 )/(l + mim 2 ). Determine el angulo entre las graficas 
de x 2 + y 2 + 4y = 6 y x 2 + 2x + y 2 = 4 en (1, 1). 

68. Demuestre que una ecuacion de la recta tangente a la 
elipse x 2 / a 2 + y 2 /b 2 = 1 en el punto (x 0 , y 0 ) esta dada 
por 

xxq yyo = 
a 2 b 2 


69 . Considere la ecuacion x 2 + y 2 = 4. Establezca otra fun- 
cion implicita h(x) definida por esta ecuacion para 
—2 ^ x ^ 2 diferente de la proporcionada en (2), (3) y 
el problema 55. 

70 . Para —1 <x< 1 y — tt/2 < y < tt/2, la ecuacion x = 
sen y define una funcion implicita diferenciable. 

a) Encuentre dy/dx en terminos de y. 

b) Encuentre dy/dx en terminos de x. 


3.7 Derivadas de funciones inversas 

■ Introduccion En la seccion 1.5 vimos que las graficas de una funcion / uno a uno y su 
inversa/ -1 son reflexiones entre si en la recta y = x. Como una consecuencia, si (< a , b) es un 
punto sobre la grafica de/, entonces (b, a) es un punto sobre la grafica de/ -1 . En esta sec¬ 
cion tambien veremos que las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de una funcion 
diferenciable/estan relacionadas con las pendientes de tangentes a la grafica de/ -1 . 

Empezamos con dos teoremas sobre la continuidad de/y/ -1 . 

■ Continuidad de / -1 Aunque los dos teoremas siguientes se plantean sin demostracion, su 
validez se concluye a partir del hecho de que/ -1 es una reflexion de la grafica de/en la recta 

y = x. 


Teorema 3.7.1 Continuidad de la funcion inversa 

Sea/una funcion continua uno a uno sobre su dominio X. Entonces/ -1 es continua sobre 
su dominio. 


■ Funciones crecientes-decrecientes Suponga que y = /(x) es una funcion definida sobre 
un intervalo /, y que x x y x 2 son dos numeros cualesquiera en el intervalo tales que x x < x 2 . 
Entonces por la seccion 1.3 y la figura 1.3.4, recuerde que se dice que/es 

• creciente sobre el intervalo si f(x x ) < /(x 2 ), y (1) 

• decreciente sobre el intervalo si f{x x ) > /(x 2 ). (2) 



FIGURA 3.7.1 /(curva azul) y/ _1 
(curva roja) son continuas y 
crecientes 


Los dos teoremas siguientes establecen una relacion entre el concepto de creciente/decre- 
ciente y la existencia de una funcion inversa. 


Teorema 3.7.2 Existencia de una funcion inversa 

Sea/una funcion continua y creciente sobre un intervalo [< a , b]. Entonces/ -1 existe y es 
continua y creciente sobre [f(a),f(b)]. 


El teorema 3.7.2 tambien se cumple cuando sustituimos la palabra creciente por la pala- 
bra decreciente y el intervalo en la conclusion se reemplaza por [/(/?), f(a )]. Vea la FIGURA 3.7.1. 
Ademas, por el teorema 3.7.2 concluimos que si/es continua y creciente sobre un intervalo 
(—oo, oo), entonces/ -1 existe y es continua y creciente sobre su dominio de inspeccion. A1 
analizar las figuras 1.3.4 y 3.7.1 tambien observamos que si/en el teorema 3.7.2 es una fun¬ 
cion diferenciable sobre (< a , b), entonces 


^ • /es creciente sobre el intervalo [a, b] si/'(x) > 0 sobre (a, b), y 

• /es decreciente sobre el intervalo [a,b] si/'(x) < 0 sobre ( a , b). 

tes tienen pendiente positiva. 

Estas afirmaciones se demostraran en el siguiente capitulo. 
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Teorema 3.7.3 Diferenciabilidad de una funcion inversa 

Suponga que / es una funcion diferenciable sobre un intervalo abierto ( a , b). Si f'{x) > 0 
sobre el intervalo o f'{x) < 0 sobre el intervalo, entonces / es uno a uno. Ademas, / -1 es 
diferenciable para toda x en el rango de /. 


EJEMPLO 1 


Existencia de una inversa 


Demuestre que /(x) = 5x 3 + 8x — 9 tiene una inversa. 


Solucion Puesto que/es una funcion polinomial, es diferenciable en todas partes; es decir, 
/ es diferenciable sobre el intervalo (—oo, oo). Tambien, /'(x) = I5x 2 + 8 > 0 para toda x 
implica que/es creciente sobre ( —oo, oo). Por el teorema 3.7.3 se concluye que/es uno a 
uno y entonces/ -1 existe. ■ 


■ Derivada de / _1 Si/es diferenciable sobre un intervalo I y es uno a uno sobre ese inter¬ 
valo, entonces para a en / el punto (< a , b) sobre la grafica de / y el punto (b, a) sobre la gra- 
fica de f~ 1 son imagenes especulares entre si en la recta y = x. Como veremos a continua- 
cion, las pendientes de las rectas tangentes en (< a , b) y (b, a) tambien estan relacionadas. 


EJEMPLO 2 


Derivada de una inversa 


En el ejemplo 5 de la seccion 1.5 se demostro que la inversa de una funcion uno a uno 
fix) = x 2 + 1, x 0 es f~\x) = Vx — 1. En x = 2, 


Luego, por 


/(2) = 5 
f'(x) = 2x ; 


/ (5) = 2. 


(/"7W = 


l 


2Vx^T 


Observamos que/'(2) = 4 y (f ’)'(5) = Esto muestra que la pendiente de la tangente a la 
grafica de /en (2, 5) y la pendiente de la tangente a la grafica de / 1 en (5, 2) son reclprocos: 


or 7(5) = ^ 


/'( 2 ) 


(/ ) ; (5) = - 


/'(/ _1 (5))' 


6- 


y = jc 2 + 1,jc>0 

5 - 

- (2, 

5)/ /'(2) = 4 

4 - 



3 - 


/(f - = —1— = — y = Jx 

2- 


1 - 


2) 


/ 1 

2 3 4 5 6 


Yea la FIGURA 3.7.2. 


FIGURA 3.7.2 Rectas tangentes 
en el ejemplo 2 


El siguiente teorema muestra que el resultado en el ejemplo 2 no es una coincidencia. 


Teorema 3.7.4 Derivada de una funcion inversa 


Suponga que/es diferenciable sobre un intervalo I y que/'(v) nunca es cero sobre I. Si/ 
tiene una inversa/ -1 sobre /, entonces/ -1 es diferenciable en un numero v y 


d 

dx 


r\x) 


i 

nr\x)) 


(3) 


DEMOSTRACION Como vimos en (5) de la seccion 1.5,/(/ /x)) = x para toda x en el domi- 
nio de/ -1 . Por diferenciacion implicita y la regia de la cadena, 


£/</-'(,» - i* 


fxrXx)) ■ f x rXx) = i. 


A1 despejar J^/ x (x) en la ultima ecuacion obtenemos (3). 


Resulta evidente que la ecuacion (3) muestra que para encontrar la funcion derivada para 
/ -1 es necesario conocer de manera explicita/ -1 (x). Para una funcion uno a uno y = /(x), 
resolver la ecuacion x = f(y) para y algunas veces es dificil y a menudo imposible. En este 
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Lea otra vez este parrafo. 


caso resulta conveniente volver a escribir (3) usando otra notacion. De nuevo, por diferencia¬ 
cion implicita, 


d d 


dx 


x = 


dx 


/(>■) 


proporciona 


i =/'(>■)• 


dy 

dx' 


A1 despejar dy/dv en la ultima ecuacion y escribir dx/dy = f'(y) obtenemos 


dy = 1 

dx dx/dy 


(4) 


Si ( a , b) es un punto conocido sobre la grafica de / el resultado en (4) permite evaluar la 
derivada de/ -1 en (b, a) sin contar con una ecuacion que defina / -1 (x). 


EJEMPLO 3 


Derivada de una inversa 


En el ejemplo 1 se indico que la funcion polinomial f{x) = 5x 3 + 8v — 9 es diferenciable 
sobre (—oo, oo) y por tanto es continua sobre el intervalo. Puesto que el comportamiento final 
de / es el de la funcion polinomial con un solo termino y = 5x 3 , podemos concluir que el 
rango de/tambien es (—oo, oo). Ademas, puesto que/'(x) = I5x 2 + 8 > 0 para toda x, /es 
creciente sobre su dominio (—oo, oo). Entonces, por el teorema 3.7.3, /tiene una inversa dife¬ 
renciable/ -1 con dominio (—oo, oo). A1 intercambiar v y y, la inversa se define por la ecua¬ 
cion v = 5y 3 + 8y — 9, pero resolver esta ecuacion para y en terminos de v es dificil (se 
requiere la formula cubica). No obstante, al usar dx/dy = 15y 2 + 8, se encuentra que la deri¬ 
vada de la funcion inversa esta dada por (4): 


dx 15 / + 8 ' 

Por ejemplo, puesto que/(l) = 4, sabemos que/ - 1 (4) = 1. Entonces, la pendiente de la recta 
tangente a la grafica de / -1 en (4, 1) esta dada por (5): 


dy 


dx 


x = 4 


1 

15y 2 + 8 


y = i 


23' 


It En el ejemplo 3, la derivada de la funcion inversa tambien puede obtenerse directamente 
a partir de v = 5y 3 + 8y — 9 usando diferenciacion implicita: 

d d /c 3 , Q ox • i i r 2 d y I q d y 

Tx x = dx {5y + S - V “ 9) P ro P° rclona 1 = 15 >' ^ + 8 ^' 


Al resolver la ecuacion para dy/dx obtenemos (5). Como una consecuencia de esta observa- 
cion, es posible usar diferenciacion implicita para encontrar la derivada de una funcion inversa 
con el mmimo esfuerzo. En el siguiente analisis se encontraran las derivadas de las funciones 
trigonometricas inversas. 


■ Derivadas de funciones trigonometricas inversas Un repaso de las figuras 1.5.15 y 
1.5.17^) revela que la tangente inversa y la cotangente inversa son diferenciables para toda v. 
No obstante, las cuatro funciones trigonometricas restantes no son diferenciables enx = — 1 
o x = l. Centraremos la atencion en obtener las formulas de las derivadas del seno inverso, 
la tangente inversa y la secante inversa, y la obtencion de las otras se dejan como ejercicios. 

Seno inverso. y = sen -1 v si y solo si x = sen y, donde — 1 < x < 1 y —tt/2 < y < 7 t/2. En 
consecuencia, la diferenciacion implicita 


d d dy 

—x = — sen y proporciona 1 = cos y • — 


y asi 


dy = 1 

dx cosy’ 


( 6 ) 


Para la restriccion dada sobre la variable y, cos y > 0 y asi cos y = \/l — sen 2 y = \/l — v 2 . 
Al sustituir esta cantidad en (6), hemos demostrado que 


d _! 1 

— sen v = — , 

dx Vl -x 2 


( 7 ) 
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Como habiamos pronosticado, observe que (7) no esta definida eni = — 1 ox = 1. La fun- 
cion seno inverso o arcsen es diferenciable sobre el intervalo abierto (—1, 1). 

Tangente inversa : y = tan -1 x si y solo si x = tan y, donde — oo < x < oo y 
— 7r/2 < y < 7t/ 2. Por tanto, 

. 2 d y 

proporciona 1 = sec y • — 

dy = 1 

dx sec 2 y 


d d 

—x = — tan y 
dx dx 


o bien, 


Debido a la identidad sec 2 y = 1 + tan 2 y = 1 + x 2 , (8) se vuelve 


( 8 ) 


— tan x x =- 

dx 1 + x 2 


(9) 


Secante inversa: Para \x\ > 1 y 0 < y < 7r/2 o 7r/2 < y < 77, 

y = sec -1 x si y solo si x = sec y. 
A1 diferenciar implicitamente la ultima ecuacion obtenemos 

dy l 


( 10 ) 


dx sec y tan y 

Debido a las restricciones sobre y, tenemos tan y = ± a/ sec 2 y — 1 = ± \/x 2 — 1, |*| > L 
Por tanto, (10) se vuelve 


—sec 1 x = ± 


dx '~ " xVx 2 - 1 ' 


( 11 ) 


Es posible deshacernos del signo ± en (11) al observar en la figura 1.5.17 b) que la pendiente 
de la recta tangente a la grafica de y = sec -1 x es positiva para x < 1 y positiva para x > 1 . 
Asi, (11) es equivalente a 

'_ 1 

d 


dx 


sec 1 x = 


xVx 2 - \ 

1 

cVx 2 - 1 


X < -1 


X > 1. 


( 12 ) 


El resultado en (12) puede volver a escribirse en forma mas breve usando el simbolo de valor 
absoluto: 


d 

dx 


sec 1 x = 


1 


|x|Vx 2 - l’ 


(13) 


La derivada de la composicion de una funcion trigonometrica inversa con una funcion dife¬ 
renciable u = g(x) se obtiene a partir de la regia de la cadena. 


Teorema 3.7.5 Funciones trigonometricas inversas 


Si u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces 


d _! 

~r sen u = 
dx 

1 du 

d 

— cos 
dx 

1 u = 

— 1 du 

(14) 

Vl - u 2 dx 

Vl - u 2 dx 

d -i 

— tan u = 
dx 

1 du 

d 

— cot 
dx 


— 1 du 

(15) 

1 + dx 

1st 

1 + u 2 dx’ 

d \ 

— sec u = 
dx 

1 du 

d _] 
— esc 
dx 

1 u = 

— 1 du 

(16) 

\u\Vu 2 - 1 dx ’ 

1 

> 

s 


En las formulas en (14) debe tenerse \u\ < 1, mientras que en las formulas en (16) debe 
tenerse \u\ > 1. 
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y 


77 



—I-1---t-1-^ 

-3-2-1 123 

FIGURA 3.7.3 Grafica de la fun- 
cion en el ejemplo 6 



FIGURA 3.7.4 Recta tangente en el 
ejemplo 7 


EJEMPLO 4 


Derivada del seno inverso 


Diferencie y = sen 1 5x. 

Solucion Con u = 5x , por la primera formula en (14) tenemos 
dy = 1 d _ Sv = 5 

dx Vl - (5x) 2 ' dx X Vl - 25x 2 ' 


EJEMPLO 5 


Derivada de la tangente inversa 


Diferencie y = tan 1 V2x + 1. 

Solucion Con u = V2x + 1, por la primera formula en (15) tenemos 


dy 


1 


i-(2x + l) 1 / 2 


dx 1 + (V2x + l) 2 dx 


1 


1 + (2x + 1) 2 
_1_ 

(2x + 2) V2x + 1 


1 ( 2 * + 1)“ 1/2 • 2 


EJEMPLO 6 


Derivada de la secante inversa 


Diferencie y = sec 1 x 2 . 

Solucion Para x 2 > 1 > 0, por la primera formula en (16) tenemos 


dy 

dx 


1 


_A t 2 

|x 2 | V(x 2 ) 2 - 1 dx% 

2x 2 


r 2 Vx 4 - 1 xVx 4 - 1 


(17) 


Con ayuda de un dispositivo para graficar obtenemos la grafica de y = sec -1 x 2 que se mues- 
tra en la FIGURA 3.7.3. Observe que (17) proporciona una pendiente positiva para x > 1 y una 
negativa para x < — 1. ■ 


EJEMPLO 7 


Recta tangente 


Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica de /(x) = x 2 cos 1 x en x = 


l 

2- 


Solucion Por la regia del producto y la segunda formula en (14): 

fix) = x 2 ( — , 1 ) + 2x cos _1 x. 

Puesto que cos _1 (—= 27r/3, al evaluar las dos funciones / y/' en x = — \ obtenemos: 

f{^~ ^ 

rt( 1 1 1 277 / , \ . 2 tt 

j y—^2) = ~ - 3~ P enc ^ entetan § enteen v 2 ’ Ij es _ 2 V 3 — ir 

Por la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, la ecuacion sin simplificar de la 
recta tangente es 


77 



Puesto que el dominio de cos -1 x es el intervalo [—1, 1], el dominio de / es [—1, 1]. El 
rango correspondiente es [0, 7r]. La FIGURA 3.7.4 se obtuvo con ayuda de un dispositivo para 
graficar. ■ 
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Ejercicios 3.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, sin graficar determine si la funcion / 
dada tiene una inversa. 

1. f(x) = 10x 3 + 8x + 12 

2. fix) = —lx 5 — 6x 3 — 2x + 17 

3. fix) = x 3 + x 2 — 2x 

4 . fix) = x 4 - 2x 2 

En los problemas 5 y 6, use (3) para encontrar la derivada 
de/ -1 en el punto indicado. 

5. fix) = 2x 3 + 8; (/(i),i) 

6. fix) = -x 3 - 3x + 7; (/(-l),-1) 

En los problemas 7 y 8, encuentre/ -1 . Use (3) para encon¬ 
trar if -1 )' y luego compruebe este resultado por diferencia- 
cion directa de/ -1 . 

7. f(x) = 8. fix) = (5x + 7) 3 

En los problemas 9-12, sin encontrar la inversa, encuentre, 
en el valor indicado de x, el punto correspondiente sobre la 
grafica de/ -1 . Luego use (4) para encontrar una ecuacion 
de la recta tangente en este punto. 

9.y = |x 3 +x-7; x = 3 10. y = x = 0 

11 . y = (x 5 + l) 3 ; x = 1 

12. y = 8 — 6 Vx + 2; x = —3 


En los problemas 13-32, encuentre la derivada de la funcion 
dada. 


13. y = sen 1 (5x — 1 ) 


21 . y = 


u x + 1 


15. y = 4 cot 1 ^- 

17. y = 2V*tan -1 V* 
sen -1 2x 

19 * y = — 

cos 2x 

1 

tan -1 v 2 
23. y = 2 sen -1 x + x cos -1 . 


14. y = cos 

16. y = 2x - 10 sec -1 5x 
18. y — (tan -1 x) (cot -1 x) 

20 . y 


sen 1 x 


22 . y = 


senx 


sec 1 x 


24. y = cot x x — tan 1 — 7 = 

VI 

25. y = ^x 2 — 9 tan _1 |J 

27. Fit) = arctan^/j—0 

29. f{x) = arcsen(cos 4x) 
31. fix) = tan (sen -1 x 2 ) 


x 


26. y = Vx — cos /x + 1) 

28. git) = arccosV3f + 1 

30. fix) = arctan 
32. fix) = cos(xsen -1 x) 


En los problemas 33 y 34, use diferenciacion implicita para 
encontrar dy/dx. 

33. tan -1 y = x 2 + y 2 34. sen -1 y — cos -1 x = 1 

En los problemas 35 y 36, demuestre que fix) = 0. 
Interprete el resultado. 

35. fix) = sen -1 x + cos -1 x 

36. fix) = tan -1 x + tan -1 (l/x). 

En los problemas 37 y 38, encuentre la pendiente de la recta 
tangente a la grafica de la funcion dada en el valor indicado 
de x. 

37. y = sen -1 ^; x = 1 

38. y = (cos -1 x) 2 ; x = 1/V2 

En los problemas 39 y 40, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de la funcion dada en el valor indicado 
de x. 

39. fix) = x tan -1 x; x = 1 

40. fix) = sen -1 (x — 1); x = \ 

41. Encuentre los puntos sobre la grafica de fix) = 5 — 
2 sen x, 0 < x < 277, donde la recta tangente es para- 
lela a la recta y = V3x + 1. 

42. Encuentre todas las rectas tangentes a la grafica de fix) 
= arctan x cuya pendiente es 


= Piense en ello 

43. Si/y (/ -1 )' son diferenciables, use (3) para encontrar 
una formula para (/ - 1 )"(x). 


3.8 Funciones exponenciales 

■ Introduccion En la seccion 1.6 vimos que la funcion exponencial/(x) = b x , b > 0, b ± 1, 
esta definida para todos los numeros reales; es decir, el dominio de/es (— 00 , 00 ). A1 revisar 
la figura 1.6.2 observamos que/es continua en todas partes. Resulta que una funcion expo¬ 
nencial tambien es diferenciable en todas partes. En esta seccion desarrollaremos la derivada 
de/(x) = b\ 
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yi y = b x 



FIGURA 3.8.1 Encuentre una 
base b de modo que la pendiente 
m(b) de la recta tangente en (0, 1) 
sea 1 


■ Derivada de una funcion exponencial Para encontrar la derivada de una funcion exponen- 
cial f{x) = b x usamos la definicion de la derivada proporcionada en (2) de la definicion 3.1.1. 
Primero calculamos el cociente diferencial 


fix + h) - fix) 
h 

en tres pasos. Para la funcion exponencial fix) = b x , tenemos 

i) f{x + h) = b x+h = b x b h <— leyes de los exponentes 

ii) f(x + h) -fix) = b* +h - b x = b'b h -b* = b\b h - 1) ^y£on'aci6n POnenteS 


( 1 ) 


Hi) 


fix + h) - fix) b\b h - 1) 


h 


h 


= b x 


b h - 1 


En el cuarto paso, el paso de calculo, hacemos /z —> 0 pero en forma semejante a las deriva- 
das de sen v y cos v en la seccion 3.4, no hay forma evidente de cancelar la h en el cociente 
diferencial iii). No obstante, la derivada de fix) = b x es 

b h - 1 

fix) = lim/?* • ———-. (2) 

J h^O h 


Debido a que b x no depende de la variable h , (2) puede escribirse como 


fix) = b x • lim 

h —>0 


b h ~ 1 
h 


(3) 


A continuacion se presentan algunos resultados sorprendentes. Puede demostrarse que el limite 
en (3), 

b h 1 

lim (4) 

h -+o h 

existe para toda base positiva b. No obstante, como seria de esperar, para cada base b obtene- 
mos una respuesta diferente. Asi, por conveniencia, la expresion en (4) se denotara por el sim- 
bolo mib). Entonces, la derivada de f(x) = b x es 

fix) = b x mib). (5) 

Se solicita al lector aproximar el valor de mib) en los cuatro casos b = 1.5, 2, 3 y 5 en los 
problemas 57-60 de los ejercicios 3.8. Por ejemplo, puede demostrar que ra(10) ~ 2.302585... 
y como una consecuencia, sifx) = 10*, entonces 

fix) = (2.302585... )10*. (6) 

Es posible que comprenda mejor lo que evalua mib) al evaluar (5) en x = 0. Puesto que 
b° = 1, tenemos/'(0) = mib). En otras palabras, mib) es la pendiente de la recta tangente a 
la grafica de/(x) = b x en x = 0; es decir, en la interseccion y (0, 1). Vea la FIGURA 3.8.1. Dado 
que es necesario calcular una mib) diferente para cada base b , y que es probable que mib) 
sea un numero “espantoso” como en (6), con el tiempo la siguiente pregunta surge de manera 
natural’. 

• ^Hay alguna base b para la cual mib) =11 (7) 


■ Derivada de la funcion exponencial natural Para contestar la pregunta planteada en (7), es 
necesario volver a las definiciones de e proporcionadas en la seccion 1.6. En especifico, (4) 
de la seccion 1.6, 

e = lim (1 + h) ]/h (8) 

h^> 0 


constituye el mecanismo para responder la pregunta planteada en (7). Sabemos que, a nivel 
intuitivo, la igualdad en (8) significa que cuando h se aproxima cada vez mas a 0 entonces 
(1 + kf h puede hacerse arbitrariamente proximo al numero e. Asi, para valores de h cercanos 
a 0, tenemos la aproximacion (1 + h) l ^ h ~ e y asi se concluye que 1 + h ~ e h . La ultima 
expresion escrita en la forma 



« 1 


h 


(9) 
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sugiere que 

e h - 1 

lim -—T—- = 1 . (10) 

h-+ 0 h 

Puesto que el miembro izquierdo de (10) es m(e), tenemos la respuesta a la pregunta planteada 
en (7): 


• La base b para la cual m(b) = 1 es b = e. 


( 11 ) 


Ademas, por (3) hemos descubierto un resultado maravillosamente simple. La derivada de/(x) 
= e x es e x . En resumen, 


d_ 

dx 


( 12 ) 


El resultado en (12) es el mismo que /'(A) = fix), Ademas, si c ^ 0 es una constante, enton- 
ces la otra funcion diferente de cero / en calculo cuya derivada es igual a si misma es y = ce x 
puesto que por la regia del multiplo constante de la seccion 3.2 


dy 

dx 



= ce x = y. 


■ Otro repaso a la derivada de f(x) = ti* En el analisis precedente vimos que m(e) = 1, pero 
se dejo sin contestar la pregunta de si m{b) tiene un valor exacto para todo b > 0. Tiene mas. 
A partir de la identidad e ln * = b, b > 0, podemos escribir cualquier funcion exponencial 
fix) = b x en terminos de la base e\ 

fix) = b x = ie lnb ) x = e x(lnb \ 


Por la regia de la cadena, la derivada de b x es 



xQn b) — e 


x(\nb) . A_ 

dx 


x(ln b) = e x(lttb \ln b). 


Volviendo a b x = f c(ln h> , la lfnea precedente muestra que 

4- b x = b x (\n b). (13) 

dx 

A1 relacionar el resultado en (5) con el de (13) concluimos que m(b) = In b. Por ejem- 
plo, la derivada d e fix) = 10 x es fix) = 10*(lnl0). Debido a que In 10 ~ 2.302585 observa- 
mos qu Q fix) =10 x (lnl0) es lo mismo que el resultado en (6). 

A continuacion se proporcionan las formas de los resultados de la regia de la cadena en 
(12) y (13). 


Teorema 3.8.1 

Derivadas de funciones exponenciales 


Si u = gix) es 

una funcion diferenciable, entonces 



d j. j. du 

— p u = p u — 

dx Jv’ 

(14) 

y 

d , b u = b u ( In b) d y. 
dx dx 

(15) 


EJEMPLO 1 


Regia de la cadena 


b) y = e l/x3 c) y = 


Diferencie 
a) y = 

Solucion 

a) Con u = —x, por (14) tenemos 




dy d 

dx = e ~ X -dx { - x) = e ~ X{ - l) = 
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b ) A1 volver a escribir u = l/x 3 como u = x 3 , por (14) tenemos 


dy 


d 


l/x 3 


dx dx 

c ) Con w = 5x, por (15) tenemos 


-7Z = ^ 1A • -J ,:*' 3 = e 1A (-3*- 4 ) = -3 V. 


^ = 8 5 * • (In 8) • 4 - 5x = 5 ■ 8 5 *(ln 8). 

dx dx 


EJEMPLO 2 


Reglas del producto y de la cadena 


Encuentre los puntos sobre la grafica de y = 3x 2 e 


donde la recta tangente es horizontal. 



FIGURA 3.8.2 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 2 


Solucion 


Se usa la regia del producto junto con (14): 


dy _ 2 d - x 
— = 3x z • — e 
dx dx 


+ e 


dx 


= 3x 2 (—2xe * 2 ) + 6xe x2 
= e~ x \—6x 3 + 6x). 


_ 2 Uj o 

Puesto que e x ¥= 0 para todos los numeros reales x, ^ = 0 cuando — 6x + 6x = 0. A1 fac- 

torizar la ultima ecuacion obtenemos x(x + l)(x — 1) = 0 y asi x = 0, x = — 1 y x = 1. Asi, 
los puntos correspondientes sobre la grafica de la funcion dada son (0, 0), (—1, 3e~ l ) y 
(1, 3e~ l ). La grafica de y = 3x 2 e~ x ~ junto con las tres rectas tangentes (en rojo) se muestran 
en la FIGURA 3.8.2. ■ 


En el ejemplo siguiente se recuerda el hecho de que una ecuacion exponencial puede escri- 
birse en una forma logaritmica equivalente. En particular, se usa (9) de la seccion 1.6 en la 
forma 


y = e x si y solo si x = In y. 


(16) 



FIGURA 3.8.3 Grafica de la 
funcion y rectas en el 
ejemplo 3 


EJEMPLO 3 


Recta tangente paralela a una recta 


Encuentre el punto sobre la grafica de f(x) = 2e x donde la recta tangente es paralela a 
y = ~4x - 2. 


Solucion Sea (x 0 ,f(x 0 )) = (x 0 , 2e~ x ° ) el punto desconocido sobre la grafica d q fix) = 2e~ x 
donde la recta tangente es paralela a y = — 4x — 2. Entonces, a partir de la derivada 
fix) = —2e~ x , la pendiente de la recta tangente en este punto es f(x 0 ) = —2e~ x °. Puesto que 
y = — 4x — 2 y la recta tangente es paralela en ese punto, las pendientes son iguales: 


f(x 0 ) = —4 o bien, —2e x °=-4 o bien, e x ° = 2. 


A partir de (16), la ultima ecuacion proporciona —x 0 = In 2 o x 0 = —In 2. Por tanto, el punto 
es (-In 2, 2e ln 2 ). Puesto que e ln 2 = 2, el punto es (-In 2, 4). En la FIGURA 3.8.3, la linea pro- 
porcionada se muestra en verde y la recta tangente en rojo. ■ 


d 

-r~ NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 

Los numeros e y tt son trascendentes, asi como irracionales. Un numero trascendente es 
un numero que no es raiz de una ecuacion polinomial con coeficientes enteros. Por ejem¬ 
plo, V2 es irracional pero no trascendente, puesto que es una raiz de la ecuacion polino¬ 
mial x 2 — 2 = 0. El hecho de que el numero e sea trascendente fue demostrado por el mate- 
matico fiances Charles Hermite (1822-1901) en 1873, mientras que el matematico aleman 
Ferdinand Lindemann (1852-1939) demostro nueve anos despues que i t es trascendente. 
Esta ultima demostracion evidencio de manera concluyente que resolver la “cuadratura del 
circulo” con regia y compas era imposible. 
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Ejercicios 3.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11. 


= Fundamentos 


= e 1x43 


En los problemas 1-26, encuentre la derivada de la funcion 
dada. 

1. v = e~ x 

3. y = 

5. y = 5 2x 
7. v = xV l 


sen lCk 


—2.x 


9. /(*) = — 
11 . y = VTT 

9 

13. y 


2. y 

4. y = e si 

6. y = I0~ 3x2 

8. v = e~ x sen irx 

xp x 

10 . fix) = 

x + e x 

12. y = (e 2x - e -2 *) 10 

e* + 


e*/ 2 + e~ x/2 


14. y 


e' - e 


15. y = 

e 

17. y = (e 3 ) x ~ l 

19. f(x) = e x ' /3 + ie x ) l/3 
21. fix) = e~ x tan e* 

23. fix) = e xVx ^ 

25. v = 


16. y = e 2x e 3x e 4x 

f 1 Y 00 

18 - y = {v x ) 

20. fix) = (2x + l) 3 e~ (1 ~ x) 4 
22. fix) = sec e 2 * 

X 

24. y = e x 
26. y = e* + 

27. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de v = ( e x + l) 2 en x = 0. 

28. Encuentre la pendiente de la recta normal a la grafica de 
y = (x — l)e~ x en x = 0. 

29. Encuentre el punto sobre la grafica de y = e x donde la 
recta tangente es paralela a 3x — y = 7. 

30. Encuentre el punto sobre la grafica de y = 5x + e 2x 
donde la recta tangente es paralela a y = 6x. 

En los problemas 31 y 32, encuentre el o los puntos sobre 
la grafica de la funcion dada donde la recta tangente es hori¬ 
zontal. Use un dispositivo para graficar y obtenga la grafica 
de cada funcion. 

31. f{x) ~ e~ x sen x 32. fix) = (3 — x 2 )e~ x 

En los problemas 33-36, encuentre la derivada de orden 
superior indicada. 

d 3 y 1 d 2 y 

dx 3 

cfy 
dx 2 


x+2 

= 


33. v = e x ; 


35. y = sen e \ —- 


34. y = 
36. y 


1 + dx 2 

d^ 

dx 4 


= x 2 e x \ 


En los problemas 37 y 38, C 1 y C 2 son constantes reales arbi- 
trarias. Demuestre que la funcion satisface la ecuacion dife- 
rencial dada. 

37. y = C x e~ 2x + C 2 e 2x ; y” + y' - 6y = 0 

38. y = C x e~ x cos2x + C 2 ^ _ "sen2x; y" + 2y' + 5y = 0 


39. Si C y k son constantes reales, demuestre que la funcion 
y = Ce ** satisface la ecuacion diferencial y' = ky. 

40. Use el problema 39 para encontrar una funcion que 
satisfaga las condiciones dadas. 

a) y = —O.Oly y y(0) = 100 

b) ^ - 0.15P = 0 y P(0) = P 0 

En los problemas 41-46, use diferenciacion implicita para 
encontrar dy/dx. 

41. y = e x+y 42. xy = ^ 

43. y = cos e** 44. y = e (x+y)2 

45. x + y 2 = e x/y 46. e x + e y = y 

47. a) Trace la grafica de fix) = e~^[ 

b) Encuentre fix). 

c) Trace la grafica de/'. 

d) ^La funcion es diferenciable en x = 0? 

48. a) Demuestre que la funcion fix) = e cos x es periodica 

con periodo 277. 

b) Encuentre todos los puntos sobre la grafica de / 
donde la tangente es horizontal. 

c) Trace la grafica de /. 


= Aplicaciones 

49. La funcion logistica 

aP 0 

Pit) = --- 

w bP 0 +(a - bP 0 )e- at9 

donde a y b son constantes positivas, a menudo sirve 
como modelo matematico para una poblacion en creci- 
miento pero limitada. 

a) Demuestre que Pit) satisface la ecuacion diferencial 

dP 

- bp) ■ 

b) La grafica de Pit) se denomina curva logistica, 
donde P(0) = P 0 es la poblacion inicial. Considere el 
caso donde a = 2, b =1 y P 0 = 1. Encuentre asmto- 
tas horizontales para la grafica de Pit) al determinar 
los limites lim Pit) y 11m Pit). 

t—> — oo t—> oo 

c) Grafique Pit). 

d) Encuentre el o los valores de t para los cuales 
P"it) = 0. 

50. El modelo matematico de Jenss (1937) constituye una 
de las formulas empiricas mas precisas para pronosticar 
la estatura h (en centimetros) en terminos de la edad t (en 
anos) para ninos en edad preescolar (de 3 meses a 6 anos): 

hit) = 79.04 + 6.39 1 - e 326 - 0 "‘. 


a) ^Que estatura pronostica este modelo para un nino de 
2 anos? 

b) ^Cuan rapido crece en estatura un nino de 2 anos? 

c) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 
fica de h sobre el intervalo [\, 6]. 

d) Use la grafica del inciso c) para estimar la edad de un 
nino en edad preescolar que mide 100 cm de estatura. 
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= Piense en ello 

51 . Demuestre que la interseccion con el eje x de la recta 
tangente a la grafica de y = e~ x en x = x 0 esta una uni- 
dad a la derecha de x 0 . 

52 . ^Como esta relacionada la recta tangente a la grafica 
de y = e x en x = 0 con la recta tangente a la grafica de 
y = e~ x en x = 0? 

53 . Explique por que sobre la grafica de y = e x no hay nin- 
gun punto donde la recta tangente sea paralela a 
2x + y = 1. 

54 . Encuentre todas las rectas tangentes a la grafica de 
fix) = e x que pasan por el origen. 

En los problemas 55 y 56, el simbolo n representa un entero 

positivo. Encuentre una formula para la derivada dada. 

d n /— d n 

S5 - 5 ?^ 56 ' 

= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 57-60, use una calculadora para estimar el 

b h - 1 

valor m(b) = lim — - -para b = 1.5, b = 2, b = 3 y b = 5 

h-> o n 

al llenar la tabla siguiente. 


o 

t 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

0.000001 

2 h - 1 







h 


o 

t 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

0.000001 

3 h - 1 







h 


o 

t 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

0.000001 

5 h - 1 







h 


61 . Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica 
de 


fix) = 


e~ l/x 

0 , 


x A 0 
x = 0. 


Demuestre que / es diferenciable para toda x. Use la 
definicion de la derivada para calcular /'(0). 


0 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

0.000001 

( 1 . 5 )* - 1 







h 


3.9 Funciones logaiitmicas 


■ Introduce ion Debido a que la inversa de la funcion exponencial y = b x es la funcion loga- 
ritmica y = log^v, la derivada de la segunda funcion puede encontrarse de tres maneras: (3) 
de la seccion 3.7, diferenciacion implicita o a partir de la definicion fundamental (2) en la sec- 
cion 3.1. Demostraremos los dos ultimos metodos. 

■ Derivada de la funcion logaritmo natural Por (9) de la seccion 1.6 sabemos que y = \n x 

es lo mismo que x = e y . Por diferenciacion implicita, la regia de la cadena y (14) de la sec¬ 
cion 3.8, 

d d . , y dy 

—x = —e y proporciona 1 = e y 
dx dx dx 


En consecuencia, 


dy = J_ 
dx e y ‘ 


Al sustituir e y por x, obtenemos el siguiente resultado: 


Asi como en las funciones trigo- 
nometricas inversas, la derivada 
de la inversa de la funcion expo¬ 
nencial natural es una funcion 
algebraica. 



( 1 ) 


■ Derivada de f(x) = log*, x Precisamente de la misma manera en que se obtuvo (1), la deri¬ 
vada de y = 1 og b x puede obtenerse al diferenciar implicitamente x = IP. 


d d dy 

~dx X = ~dx ^ proporciona 1 = b y {In b) —. 


dy l 


En consecuencia, 


dx b y {\nb)' 
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A1 sustituir h? por x, obtenemos 


dx x x (lnb) m 


Puesto que In e = 1, (2) se vuelve (1) cuando b = e. 


( 2 ) 


Regia del producto 


EJEMPLO 1 


Diferencie f(x) = x 2 In x. 

Solucion Por la regia del producto y (1) tenemos 

.2 .li„ v 2 _ 2 1 


o bien, 


fix) = x 2 • — In x + (In x) • — x 2 = x 2 -F (In x) • 2x 

J dx dx x 

f\x) = x + 2x In x. 


EJEMPLO 2 


Pendiente de una recta tangente 


Encuentre la pendiente de la tangente a la grafica de y = log 10 xenx = 2. 

Solucion Por (2), la derivada de y = log 10 x es 

dy = 1 

dx x(ln 10)’ 

Con ayuda de una calculadora, la pendiente de la recta tangente en (2, log 10 2) es 


dy 

dx 


1 


0.2171. 


*=2 2 In 10 

Los resultados en (1) y (2) se resumen en forma de regia de la cadena. 


Teorema 3.9.1 

Derivadas de funciones logaritmicas 


Si u = g(x) es 

una funcion diferenciable, entonces 



d , 1 du 

— In u = —— 
dx u dx 

(3) 

y 

d 1 _ 1 du 

dx °^ b U ui In b) dx' 

(4) 


EJEMPLO 3 


Regia de la cadena 


Diferencie 

a) f{x) = ln(cos x) y 

Solucion 


b) y = ln(ln x). 


a) Por (3), con u = cos x tenemos 

fix) = —-- - cos x = —-— (—senx) 

cosx dx cosx 

o bien, /'(*) = -tanx. 

b) A1 usar de nuevo (3), ahora con u = In x, obtenemos 

dy = 1 d = 1 1 = 1 

dx In x dx Inx x xlnx' 
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FIGURA 3.9.1 Graficas de las 
rectas tangentes y funcion en 
el ejemplo 5 


EJEMPLO 4 


Regia de la cadena 


Diferencie fix) = In x 3 . 


Solucion Debido a que x 3 debe ser positiva, se entiende que x > 0. Asi, por (3), con u = x 3 , 
tenemos 


/'(*) 


1 




Solucion alterna: Por in) de las leyes de los logaritmos (teorema 1.6.1), In N c = c In N y 
asi es posible volver a escribir y = In x 3 como y = 3 In x y despues diferenciar: 


fix) = 3 In x = 3 • — 
J dx x 


3 

x 


Aunque el dominio del logaritmo natural y = In x es el conjunto (0, oo), el dominio de 
y = ln|x| se extiende al conjunto (— oo, 0) U (0, oo). Para los numeros en este ultimo domi¬ 
nio, 


En consecuencia 


fx, X > 0 
\-x, x < 0. 


para x > 0, In x = |r 

para x < 0, -y- ln(-x) = • (-1) = —. 

dx -x x 


Las derivadas en (5) prueban que para x A 0, 


-jL ln|x| = 
dx x 


(5) 


( 6 ) 


Asi, el resultado en (6) se generaliza por la regia de la cadena. Para una funcion diferencia- 
ble u = g(x), u ¥= 0, 


d_ 

dx 


\n\u\ 


j_ du 
u dx’ 


(7) 


EJEMPLO 5 


Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica dey = ln|x| enx = — 2 y x = 2. 
Solucion Puesto que (6) proporciona dy/dx = 1/x, tenemos 


dy_ 

dx 


l 

~2 


dy 

dx 


x = 2 


1 

2' 


( 8 ) 


Debido a que In |— 2\ = In 2, (8) proporciona, respectivamente, las pendientes de las rectas tan¬ 
gentes en los puntos (—2, In 2) y (2, In 2). Observe en la FI GURA 3.9.1 que la grafica de y = In |x| 
es simetrica con respecto al eje y; las rectas tangentes se muestran en rojo. ■ 


EJEMPLO 6 


Uso de (7) 


Diferencie 

a) y = ln(2x - 3) y b) y = ln|2x — 3|. 

Solucion 

a) Para 2x — 3 > 0, o x > §, por (3) tenemos 


dy 


1 


dx 2x — 3 dx 
b ) Para 2x — 3 ¥= 0, o x ^ §, por (7) tenemos 


d „ q\ 2 

-iz ( 2x ~ 3 ) = 


2x - 3' 


dy 


dx 2x — 3 dx 


1 d 2 

— (2x - 3) = 


2x - 3 ‘ 


(9) 


( 10 ) 
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Aunque (9) y (10) parecen iguales, definitivamente no se trata de la misma funcion. La diferen- 
cia consiste simplemente en que el dominio de la derivada en (9) es el intervalo (§, oo), mientras 
el dominio de la derivada en (10) es el conjunto de numeros reales excepto x = \. ■ 


EJEMPLO 7 


Una distinction 


Las funciones f(x) = In x 4 y g(v) = 4 In i no son las mismas. Puesto que x 4 > 0 para toda 
v ¥= 0, el dominio de / es el conjunto de numeros reales excepto v = 0. El dominio de g es el 
intervalo (0, oo). Asi, 


m = ± 


x A 0 


mientras 


g'(x) = -, x > 0. 


EJEMPLO 8 


Simplificar antes de diferenciar 


Diferencie y = In 


x 1/2 (2x + 7) 4 
(3x 2 + l) 2 ' 


Solucion A1 usar las leyes de los logaritmos proporcionadas en la seccion 1.6 para x > 0, 
podemos volver a escribir el miembro derecho de la funcion dada como 


>- = In x 1/2 (2x + 7) 4 - ln(3x 2 + l) 2 
= In x 1/2 + ln(2x + 7) 4 - \n(3x 2 + l) 2 

= ^ In x + 4 ln(2x + 7) — 2 ln(3x 2 + 1) 


- In (M/N) = In M - In N 

- In (MAO = In M + In N 

- In N c = c In N 


de modo que 


— = — ■ — + 4 _!— 

dx 2 x 2x + 7 


•2 - 2 ' 


3x 2 + 1 


6x 


o bien, 


dy = J_ 8 

dx 2x 2x + 1 


\2x 


3x 2 + 1 


■ Diferenciacion logaritmica La diferenciacion de una funcion complicada y = f(x) que con- 
tiene productos, cocientes y potencias puede simplificarse por medio de una tecnica denomi- 
nada diferenciacion logaritmica. El procedimiento consta en tres pasos. 


Directrices para diferenciacion logaritmica 


i) Tome el logaritmo natural de ambos miembros de y = f{x). Use las propiedades 
generales de los logaritmos para simplificar tanto como sea posible el miembro 
derecho de In y = In f(x). 

ii) Diferencie implicitamente la version simplificada de In y = In f(x): 

fl„y = |ln /(,). 


iii) 


Puesto que la derivada del miembro izquierdo es 


Idy 
y dx ’ 


multiplique ambos miem¬ 


bros por y y sustituya y por f(x). 


Ahora ya sabe como diferenciar cualquier funcion del tipo 

y = (constante) variable y y = (variable) constante . 


Por ejemplo, 

7T X — 7r A (ln 7r) y = i rx 77-1 . 

Hay funciones donde tanto la base como el exponente son variables: 

y = (variable) variable . 


( 11 ) 
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- 

l 

FIGURA 3.9.2 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 9 


Por ejemplo, f(x) = (1 + l/x) x es una funcion del tipo descrito en (11). Recuerde que en la 
seccion 1.6 vimos que f(x) = (1 + l/x) x desempenaba un papel importante en la definicion 
del numero e. A pesar de que no se desarrollara una formula general para la derivada de fun- 
ciones del tipo dado en (11), es posible obtener sus derivadas por medio del proceso de dife¬ 
renciacion logaritmica. El siguiente ejemplo ilustra el metodo para encontrar dy/dx. 


EJEMPLO 9 


Diferenciacion logaritmica 


Diferencie y = x > 0. 


Solution A1 tomar el logaritmo natural de ambos miembros de la ecuacion dada y simplifi- 
car obtenemos 


In y = In 

Luego se diferencia implicitamente: 


V* In v. 


propiedad Hi) de las leyes de 
los logaritmos. Seccion 1.6 


1 dy l l . 

- — — V X • -h — X ' • In X <r- regia del producto 

y dx x 2 

dy_ 

dx y 

— 1 L r V*-|/o I i \ denominador comun y 

2 ^ leyes de los exponentes 


1_ In x 

Vi 2 Vv 


- ahora se sustituye y por x 


,v£ 


La grafica de y = x ^ en la FIGURA 3.9.2 se obtuvo con ayuda de un dispositivo para graficar. 
Observe que la grafica tiene una tangente horizontal en el punto donde dy/dx = 0. Por tanto, 
la coordenada x del punto de tangencia horizontal se determina a partir de 2 + lnv = 0 o lnv = 
—2. La ultima ecuacion proporciona x = e~ 2 . ■ 


EJEMPLO 10 


Diferenciacion logaritmica 


Encuentre la derivada de y = 


Vx 4 + 6 jt(8.v + 3) 5 
(2x 2 + 1) 2/3 


Solution Observe que la funcion dada no contiene logaritmos. Entonces podemos encontrar 
dy/dx usando una aplicacion ordinaria de las reglas del cociente, del producto y de potencias. 
Este procedimiento, que es tedioso, puede evitarse al tomar primero el logaritmo de ambos 
miembros de la ecuacion dada, simplificar como se hizo en el ejemplo con las leyes de los 
logaritmos y luego diferenciar implicitamente. Se toma el logaritmo de ambos miembros de la 
ecuacion dada y se simplifica el miembro derecho: 


In y = In- 


W + 6x 2 (8x + 3) 5 
(2x 2 + 7) 2/3 


= InVx 4 + 6x 2 + ln(8x + 3) 5 - ln(2x 2 + 7) 2 ^ 

= |ln(x 4 + 6x 2 ) + 5 ln(8x + 3) - |ln(2x 2 + 7). 


Al diferenciar la ultima linea con respecto a x obtenemos 
1 1 


\dy 
y dx 

dy_ 

dx 


(4x* + 12*) + 5 • 


1 




Ax 5 + 12* 


40 


8v + 3 
8v 


8 - 2 
3 2x 2 + 7 


4x 


3(x 4 + 6x 2 ) 

Vx 4 + 6 x 2 (8x + 3) 5 


8-^ + 3 3(2x 2 + 7) 

4x 3 + 12x 


- ambos lados se multiplican por y 


+ 


40 


8v 


(2x 2 + 7) 2/3 L 3(x 4 + 6x 2 ) 8x + 3 3(2x 2 + 7). 


y se sustituye por la 
' expresion original 


■ Posdata: Otro repaso a la derivada de f(x) = log A x Como se afirmo en la introduction de 
esta seccion, podemos obtener la derivada de f{x) = \og b x al usar la definicion de la derivada. 
Por (2) de la seccion 3.1, 
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„ logfc(x + h) - \og b x 
fix) = lim- - - 

•' v A->0 /j 

„ 1, x + h 

= lim-log fc - 

h—>0 h X 


= lim 7 log,/1 + — 

feB \ X 


= lim - • ^ log,/1 + - 
ft^OX /! b \ * 

1 ( h\ x/h 

-- x & M 1 + x ) 


= i iog * 


h\ x/h 

lhnl 1 + - ' 

h-+0\ X 


<— algebra y las leyes de los logaritmos 

division de x + h entre x 
<— multiplicacion por x/x = 1 
<— las leyes de los logaritmos 


( 12 ) 


El ultimo paso, tomar el limite dentro de la funcion logaritmica, se justifica al invocar la con- 
tinuidad de la funcion sobre (0, oo) y suponer que el limite entre corchetes existe. Si en la 
ultima ecuacion se hace t = h/x, entonces, puesto que x es fija, h—> 0 implica t — >0. En con- 
secuencia, por (4) de la seccion 1.6 vemos que 

h\/ h 17 

1 + - = lim(l + t) l/t = e. 

xj f-> o v 

Por tanto, el resultado en (12) muestra que 



d , 

^ l0&x = 


1 

x 


log b e. 


(13) 


Una vez que se hace la eleccion “natural” de b = e, (13) se vuelve (1) puesto que log e e = 
In e = 1. 


■ Posdata: Otro repaso a la regia de potencias Finalmente, ya es posible demostrar la regia 
de potencias (< d/dx)x n = nx n ~ x , (3) de la seccion 3.2, para todos los numeros reales exponen- 
tes n. Nuestra demostracion usa el siguiente hecho: para x > 0, x n se define para todos los 
numeros reales n. Luego, debido a la identidad x = e lnx podemos escribir 


4|| Quienes poseen un ojo agudo y 
gran memoria han observado 
que (13) no es lo mismo que (2). 
Los resultados son equivalentes, 
puesto que por las formulas de 
cambio de base para logaritmos 
tenemos que 

log^e = In e/ln b = 1/ln b. 


X n = (e ln x ) n = e nInx 


Asi, 

Al sustituir e nlnx = x n 


4~x n = 4~e n lnx = e n ln x 4~{n In x) = ~e n ln *. 
ax ax ax x 

en el ultimo resultado se completa la demostracion para x > 0, 

d yi n n — 1 

—x = -X =nx . 
dx x 


La ultima formula de derivada tambien es valida para x < 0 cuando n = p/q es un numero 
racional y q es un entero impar. 


Ejercicios 3.9 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-12. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-24, encuentre la derivada de la funcion 
dada. 


1 . y = 10 ln x 

3. v = In x 1/2 

5. y = ln (x 4 + 3x 2 + 1) 

7. y = x 2 ln x 3 

lnx 

9. y = - 

X 

11. y = In—r 

X + 1 


2 . 

4. 

6 . 


8 . 


10 . 

12 . 


y = ln lOx 

y = (In x) 1/2 
y = ln(x 2 + l) 20 
y = x — ln 15x 4- 11 

y = x(ln x) 2 

_ ln 4x 
y ln 2x 


13. y = — ln|cos x| 


15. y = 


ln x 


14. y = — ln|sen3x| 


16. y = ln 


1 


17. f{x) = ln (x ln x) 

19. g(x) = VlnVx 

21. H{t) = ln t 2 i3t 2 + 6) 

22. Git) = lnV57TT it 3 + 4) ( 

(x + l)(x + 2) 

23. fix) = in x + 3 


18. f{x) = ln(ln(lnx)) 
20. w(0) = 0sen(ln50) 


24. fix) = ln 


(3x + 2) 5 
x 4 + 7 
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25. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y = In x en x = 1. 

26. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y = ln(x 2 — 3) en x = 2. 

27. Encuentre la pendiente de la tangente a la grafica de 

y = \n(e 3x + x) en x = 0. 

28. Encuentre la pendiente de la tangente a la grafica de 

y = ln(xe~ x ) en x = 1. 

29. Encuentre la pendiente de la tangente a la grafica de /' 
en el punto en que la pendiente de la tangente a la gra¬ 
fica de fix) = In x 2 es 4. 

30. Determine el punto sobre la grafica de y = In 2x donde 
la recta tangente es perpendicular a x + Ay = 1. 


En los problemas 31 y 32, encuentre el o los puntos sobre 
la grafica de la funcion dada donde la recta tangente es hori¬ 
zontal. 


31. fix) = ^ 32. fix) = x 2 In x 

En los problemas 33-36, encuentre la derivada indicada y 
simplifique tanto como pueda. 


34. 4 ~In 

ax 


1 + Vl - x 2 


33. J^ln(x + Vx 2 — l) 

35. -y- In (sec x + tan x) 36. In (esc x — cot x) 

ax ax 

En los problemas 37-40, encuentre la derivada de orden 
superior indicada. 


d 3 y 

37. y = In x; —- 
dx 


39. y = (ln|x|) 2 ; 


i 2 y 

dx 2 


,2. d y 


d 2 y 

38. y = x In x; —- 
dx 


40. y = ln(5x - 3); 


dS 

dx 4 


En los problemas 49-56, use diferenciacion logaritmica para 
encontrar dy/dx. 


49. y = x senx 
51. y = x(x — 1 ) x 


50. y = (ln|x|)' t 


52. y 


(x 2 + 1 ) x 


53. y = 


V(2x + l)(3x + 2) 


4x + 3 


(x J - l) 5 (x 4 + 3x J )‘ 


54. y = 


r 10 Vx 2 + 5 

V8X 2 + 2 


v-3\4 


55. y = 


56. y = xVx + 1 Vx 2 + 2 

(7x + 5) 9 

57. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 

de y = x* +2 en x = 1. 

58. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y = x(ln x) x en x = e. 


En los problemas 59 y 60, encuentre el punto sobre la gra¬ 
fica de la funcion dada donde la recta tangente es horizon¬ 
tal. Use un dispositivo para graficar a fin de obtener la gra¬ 
fica de cada funcion sobre el intervalo [0.01, 1]. 

59. y = x* 60. y = x 2 * 


= Piense en ello 

61. Encuentre las derivadas de 

a) y = tan x* b) y = x x e x% c) y = x x \ 

62. Encuentre d 2 y/dx 2 paray = VP. 

63. La funcion /(x) = ln|x| no es diferenciable solo en 
x = 0. La funcion g(x) = | In x| no es diferenciable 
en x = 0 ni en otro valor de x > 0. ^Cual es? 

64. Encuentre una manera para calcular e - 


En los problemas 41 y 42, C\ y C 2 son constantes reales arbi- 
trarias. Demuestre que la funcion satisface la ecuacion dife- 
rencial dada para x > 0. 

41. >- = C,x 1/2 + C 2 x 1/2 In x; 4xV' + 8xy' + \> = 0 

42. y = C[X _1 cos(V2 In x) + C 2 x _1 sen(V2 lnx); 
x 2 y" + 3xy' + 3y = 0 


En los problemas 43-48, 
encontrar dy/dx. 

use diferenciacion implicita para 

c 

II 

V 

rn 

Tf 

44. y = ln(x + y) 

45. x + y 2 = ln- 
y 

46. y = In xy 2 

47. xy = ln(x 2 + y 2 ) 

48. x 2 + y 2 = ln(x + y) 2 


= Problemas con calculadora/SAC 

65. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 

fica de y = (senx) ln * sobre el intervalo (0, 5 77 ). 
b) Explique por que en ciertos intervalos parece que no 
hay grafica. Identifique los intervalos. 

66. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 

fica de y = | cos x| cos * sobre el intervalo [0, 5 77]. 
b) Determine, por lo menos aproximadamente, los valo- 
res de x en el intervalo [0, 577 ] para los cuales la 
tangente a la grafica es horizontal. 

67. Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica 
de/(x) = x 3 — 12 In x. Luego encuentre al valor exacto 
del menor valor de/(x). 


3.10 Funciones hiperbolicas 

■ Introduccion Si alguna vez ha visitado el Arco de San Luis, Missouri, que mide 630 pies 
de altura, quiza se haya preguntado: ^cual es la forma del arco?, y recibido la respuesta crip- 
tica: la forma de una catenaria invertida. La palabra catenaria proviene de la palabra latina 
catena y significa literalmente “cadena colgante” (los romanos usaban una cadena para suje- 
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tar a los perros). Es posible demostrar que la forma que asumen un alambre flexible, una 
cadena, un cable o una cuerda colgantes suspendidos en dos puntos es la grafica de la funcion 

f{x) = \{e cx + e~ a ) (1) 

para elecciones idoneas de las constantes c y k. La grafica de cualquier funcion de la forma 
dada en (1) se denomina catenaria. 

■ Funciones hiperbolicas Combinaciones como (1) que implican las funciones exponencia- 
les e x y e~ x ocurren tan a menudo en matematicas que ameritan definiciones especiales. 


Definicion 3.10.1 Seno y coseno hiperbolico 

Para cualquier numero real x, el seno hiperbolico de x es 


p x _ p -X 

senh x = ^ 

(2) 

y el coseno hiperbolico de x es 


, e x + e~ x 


cosh x = ^ 

(3) 


Puesto que el dominio de cada una de las funciones exponenciales e x y e~ x es el conjunto 
de numeros reales (— oo, oo), el dominio de y = senh x y y = cosh x es ( — oo, oo). Por (2) y 
(3) de la definicion 3.10.1, tambien resulta evidente que 

senh 0 = 0 y cosh 0=1. 

En forma analoga a las funciones trigonometricas tan x, cot x, sec x y esc x que estan 
definidas en terminos de sen x y cos x, las cuatro funciones hiperbolicas adicionales se defi- 
nen en terminos de senh x y cosh x. 


Definicion 3.10.2 Qtras funciones hiperbolicas 


Para un numero real x, la tangente hiperbolica de x es 

senh x e x — e~ x 


tanh x = 


cosh x e x + e 


la cotangente hiperbolica de x, x ^ 0, es 


coth x = 


cosh x e x + e 


la secante hiperbolica de x es 


sech x = 


senh x e x — e 


1 


cosh x e x + e 


la cosecante hiperbolica de x, x ^ 0, es 


csch x = 


1 


senh x e x — e 


(4) 

(5) 

( 6 ) 

(7) 


■ Graficas de funciones hiperbolicas Las graficas del seno hiperbolico y del coseno hiperbo- 
lico se proporcionan en la FIGURA 3.10.1. Observe la semejanza de la grafica en la figura 3.10.1Z?) 
y la forma del Arco de San Luis, Missouri, en la foto al principio de esta seccion. Las graficas 
de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbolicas se muestran en la FIGURA 3.10.2. 
Observe que x = 0 es una asmtota vertical de las graficas de y = coth x y y = csch x. 



El Arco de San Luis, Missouri. 


La forma del Arco de San Luis, 
Missouri, esta basada en el 
modelo matematico 

y = A- B cosh(Cx/L). 

dondeA = 693.8597,5 = 
68.7672, L = 299.2239, C = 
3.0022, y x y y se miden en pies. 
Cuando x = 0, se obtiene la 
altura aproximada de 630 pies. 


y = senh x 



a)y = senh x 


y i y = coshx 



b)y = cosh x 

FIGURA 3.10.1 Graficas del seno 
y coseno hiperbolicos 
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a) y = tanhx 

FIGURA 3.10.2 




b) y = cothx 

Graficas de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbolicas 


d) y = cschx 


x 


■ Identidades Aunque las funciones hiperbolicas no son periodicas, cuentan con muchas 
identidades que son semejantes a las de las funciones trigonometricas. Observe que las grafi¬ 
cas en la figura 3.10.1a) y b) son simetricas con respecto al origen y al eje y, respectivamente. 
En otras palabras, y = senh x es una funcion impar y y = cosh x es una funcion par: 

senh(—x) = — senhx, (8) 

cosh(—x) = coshx. (9) 

En trigonometrfa, una identidad fundamental es cos 2 x + sen 2 x = 1. Para funciones hiperbo¬ 
licas, el analogo de esta identidad es 

cosh 2 x —senh 2 x = 1. (10) 


Para demostrar (10) recurrimos a (2) y (3) de la definicion 3.10.1: 


cosh 2 x — senh 2 x = 


e* + e 


—x\2 


—jc\2 




+ 2+ e 


—2x 


e 2x - 2 + 


= 1 . 


Las ecuaciones (8) a (10) y otras once identidades se resumen en el siguiente teorema. 


Teorema 3.10.1 Identidades hiperbolicas 

senh(—x) = —senhx 

senh(x + y) = senhx coshy + coshx senh y 

(id 

cosh(—x) = coshx 

senh(x — y) = senhx coshy — coshx senh y 

(12) 

tanh(—x) = — tanhx 

cosh(x + y) = coshx coshy + senhx senh y 

(13) 

cosh 2 x — senh 2 x = 1 

cosh(x — y) = coshx coshy — senhx senh y 

(14) 

1 — tanh 2 x = sech 2 x 

senh2x = 2 senhx coshx 

(15) 

coth 2 x — 1 = csch 2 x 

cosh2x = cosh 2 x + senh 2 x 

(16) 

2 1 

senh x = — (— 1 + cosh2x) 

cosh 2 x = ^-(1 4- cosh2x) 

(17) 


■ Derivadas de funciones hiperbolicas Las derivadas de las funciones hiperbolicas se con- 
cluyen por (14) de la seccion 3.8 y las reglas de diferenciacion; por ejemplo, 


-V" senh x 
ax 


d e x - e~ x 
dx 2 


dx 



e x + e 


—x 


2 


Es decir, ^-senhx = coshx. (18) 

dx 

En forma semej ante, a partir de la definicion del coseno hiperbolico en (3) debe resultar evi- 
dente que 


— coshx = senhx. 
dx 


( 19 ) 
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Para diferenciar, por ejemplo, la tangente hiperbolica, se usan la regia del cociente y la defi- 
nicion que se proporciono en (4): 


— tanhx 

dx 


d senhx 
dx coshx 


cosh x • -y - senh x — senh x • -y- cosh x 
dx dx 


cosh 2 x 

cosh 2 X — senh 2 X <— por (10), esto es igual a 1 

cosh 2 x 


1 


cosh 2 x 


En otras palabras, 


—tanhx = sech 2 x. 
dx 


( 20 ) 


Las derivadas de las seis funciones hiperbolicas en el caso mas general se concluyen por 
la regia de la cadena. 


Teorema 3.10.2 Derivadas de las funciones hiperbolicas 

Si u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces 




d t t du 

— senhw = coshw— , 
dx dx 

~T~ cosh u = 
dx 

. du 
senh u — , 
dx 


(21) 

d t l2 du 

—Immu = sech u — , 
dx dx 

- 7 ^ coth u = 
dx 

t 9 dw 
— csch , 

dx 


(22) 

~r~ sech u = — sechwtanhw 
dx dx 

-T^csch u = 
dx 

— cschwcothw 

du 

dx 

(23) 


Usted debe tomar nota cuidadosa de la ligera diferencia en los resultados en las ecuacio- 
nes (21) a (23) y las formulas analogas para las funciones trigonometricas: 


d 

mientras 

d 

senhx 

— cos x = — senx 
dx 

— cosh x = 
dx 

d 

— sec x = sec x tan x 
dx 

mientras 

- 7 - sech x = 
dx 

— sech x tanh x. 


EJEMPLO 1 


Regia de la cadena 


Diferencie 

a) y = senhV 2 x + 1 b) y = coth x 3 . 

Solucion 

a) Por el primer resultado en (21), 

^ = coshV 2 x + 1 • J^( 2 x + 1) 1//2 

= coshV 2 x + l(j( 2 x + 1)“ 1/2 • 2 
_ coshV 2 x + 1 

V2x + 1 
















182 CAPITULO 3 La derivada 


b ) Por el segundo resultado en (22), 

dx 


— csctrx 3 • — x 
dx 


3 


= —csch 


V 


3x 2 


EJEMPLO 2 


Valor de una derivada 


Evalue la derivada de y 


3x 


en x = 0. 


4 + cosh2x 
Solucion Por la regia del cociente, 

dy (4 + cosh 2x) • 3 — 3x(senh 2x • 2) 
dx (4 + cosh 2x) 2 

Debido a que senh 0 = 0 y cosh 0=1, tenemos 


dy 

dx 


c=0 


15 

25 


3 

5’ 


■ Funciones hiperbolicas inversas A1 analizar la figura 3.10.1 a) observamos que y = senh x 
es una funcion uno a uno. Es decir, para cualquier numero real y en el rango (— oo, oo) del 
seno hiperbolico corresponde solo un numero real x en su dominio ( —oo, oo). Por tanto, y = 
senh x tiene una funcion inversa que escribimos y = senh -1 x. Vea la FIGURA 3.10.3a). Asi como 
en el analisis anterior de las funciones trigonometricas inversas en la seccion 1.5, esta ultima 
notacion es equivalente a x = senh y. A partir de la figura 3.10.2a) tambien observamos que 
y = tanh x con dominio ( — oo, oo) y rango (—1, 1) tambien es uno a uno y tiene una inversa 
y = tanh -1 x con dominio (—1, 1) y rango (— oo, oo). Vea la figura 3.10.3c). Pero por las figu- 
ras 3.10.1 b) y 3.10.2c) resulta evidente que y = cosh x y y = sech x no son funciones uno a 
uno, de modo que no tienen funciones inversas a menos que sus dominios se restrinjan en 
forma conveniente. A1 analizar la figura 3.10.1 b) observamos que cuando el dominio de y = 
cosh x se restringe al intervalo [0, oo), el rango correspondiente es [1, oo). Entonces, el domi¬ 
nio de la funcion inversa y = cosh -1 x es [1, oo) y su rango es [0, oo). Vea la figura 3.10.3&). 
Las graficas de todas las funciones hiperbolicas inversas junto con sus dominios y rangos se 
resumen en la figura 3.10.3. 





a) y = senh 1 x 
dominio: (— oo, oo) 
rango: (— oo, oo) 


c) y = cosh l x 
dominio: [1, oo) 
rango: [0, oo) 


c)y = tanh _1 x 
dominio: (-1, 1) 
rango: (— 00 , 00 ) 




d) y = coth _1 x e),y = sech x f)y = csch -1 x 

dominio: (— 00 , — 1) U (1, 00 ) dominio: (0, 1] dominio: (— 00 , 0) U (0, 00 ) 

rango: (— 00 , 0) U (0, 00 ) rango: [0, 00 ) rango: (— 00 , 0) U (0, 00 ) 

FIGURA 3.10.3 Graficas de las inversas de las hiperbolicas seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante 























3.10 Funciones hiperbolicas 183 


■ Funciones hiperbolicas inversas como logaritmos Debido a que todas las funciones hiper¬ 
bolicas estan definidas en terminos de combinaciones de e x , no debe sorprender el hecho de 
encontrar que las funciones hiperbolicas inversas pueden expresarse en terminos del logaritmo 
natural. Por ejemplo, y = senh -1 .* es equivalente a x = senh y, de modo que 


e 2y — 1 

o bien, 2x — --— o bien, e 2y — 2xe y —1=0. 

p y 



e 


Debido a que la ultima ecuacion es cuadratica en e y , la formula cuadratica proporciona 



(24) 


Luego, es ne cesario rechazar la solucion correspondiente al signo menos en (24) porque e y > 0 


pero x - V? + 1 < 0. Asi, tenemos 


e y = x + Vx 2 + 1 o bien, y = senh x x = ln(x + Vx 2 + l). 
En forma semejante, para y = tanh -1 x, |jc| < 1, 



e y (l - x) = (1 + x)e~ y 


proporciona 


1 — x 




o bien, 


Se han demostrado dos resultados del siguiente teorema. 


Teorema 3.10.3 Identidades logaritmicas 


senh x x = ln(v + \/x 2 + l) cosh 1 x = ln(jc + \/x 2 —"T ),x > 1 (25) 



(26) 


Las identidades anteriores constituyen un medio conveniente para obtener los valores 
numericos de una funcion hiperbolica inversa. Por ejemplo, con ayuda de una calculadora, a 
partir del primer resultado en (25) en el teorema 3.10.3 vemos que cuando x = 4, 

senh - '4 = ln(4 + VT7) * 2.0947. 

■ Derivadas de funciones hiperbolicas inversas Para encontrar la derivada de una funcion 
hiperbolica inversa es posible proceder de dos formas. Por ejemplo, si 

y = senh -1 v entonces x = senhy. 

Al usar diferenciacion implicita es posible escribir 



l.coshy^. 


dy 1 


1 


1 


dx cosh y 


Vsenh 2 y + 1 Vv 2 + 1 


Por tanto, 
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El resultado anterior puede obtenerse de otra manera. Por el teorema 3.10.3 sabemos que 

y = ln(x + Vx 2 + l). 

En consecuencia, por la derivada del logaritmo obtenemos 


dy 

dx 


x + \f: 

1 


hn ( 1+ & + ,rW - y 

Vx 2 + 1 + X 1 


- por (3) de la seccion 3.9 


x + Vx 2 + 1 Vx 2 + 1 Vx 2 + 1 

Esencialmente, se ha demostrado la primera entrada en (28) en el siguiente teorema. 


Teorema 3.10.4 Derivadas de las funciones hiperbolicas inversas 


Si u — g(x) es una funcion diferenciable, entonces 


d t _i 1 du 

— senh u = — , — , 

dx Vm 2 + 1 dx 


^-cosh 1 u = — 7 l u > 1 , (28) 

dx Vm 2 - 1 dx 


d , _i 1 du i i . , J t _i 1 Jw , i . . 

- tanh u = — 2 ~, \u\<l, ^coth « = —-,| M |>1, (29) 


-j-sech 1 m =- 7 1 77 L 0 < m < 1 , -j-csch 1 w 

«Vl - m 2 


-1 




<| \/1 + 


.2 dx 


■,U± 0. (30) 


EJEMPLO 3 


Derivada del coseno hiperbolico inverso 


Diferencie y = cosh l {x 2 + 5). 

Solucion Con u = x 2 + 5, por la segunda formula en (28) tenemos 


1 


& = _ 

dx V(x 2 + 5 ) 2 


1 


d^ (x2 + 5) ~ 


2x 


Vx 4 + 10x 2 + 24’ 


EJEMPLO 4 


Derivada de la tangente hiperbolica inversa 


Diferencie y = tanh 1 4x. 

Solucion Con u = 4x por la primera formula en (29) tenemos 

dy Id, 4 


dx 1 - (4x) 2 dx 


d . 

—4x = 


1 - 16x 


. 2 ' 


EJEMPLO 5 


Reglas del producto y de la cadena 


Diferencie y = e x sech 1 x. 


Solucion Por la regia del producto y la primera formula en (30) tenemos 

la pri 
dy 


por la primera formula en (30) 

4 


por (14) de la seccion 3.8 

4 


dx 


-1 


x V 1 - x : 


+ 2xe x sech 1 x 


cVl - x ; 


+ 2 x£* 2 sech 1 x. 
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d 

— NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 

i) Como se menciono en la introduccion de esta section, la grafica de cualquier funcion de 
la forma/(x) = k cosh cx, ky c constantes, se denomina catenaria. La forma que asume 
un alambre flexible o una cuerda pesada que cuelgan entre dos postes basicamente es la 
misma que la de la funcion coseno hiperbolico. Ademas, si dos anillos circulares se man- 
tienen juntos en forma vertical y no estan muy separados entre si, entonces una pelicula 
jabonosa estirada entre los anillos asume una superficie con area minima. La superficie 
es una portion de una catenoide, que es la superficie que obtenemos al hacer girar una 
catenaria alrededor del eje x. Vea la FIGURA 3.10.4. 

ii) La semejanza entre las funciones trigonometricas e hiperbolicas va mas alia de las 
formulas de derivadas y las identidades basicas. Si t es un angulo medido en radianes 
cuyo lado terminal es OP , entonces las coordenadas de P sobre una circunferencia uni- 
taria x 2 + y 2 = 1 son (cos t , sen t). Luego, el area del sector sombreado que se muestra 
en la FIGURA 3.10.5a) es A = \t y asi t = 2 A. De esta forma, las funciones circulares cos t y 
sen t pueden considerarse funciones del area A. 

Tal vez usted ya sepa que la grafica de la ecuacion x 2 — y 2 = 1 se denomina hiper- 
bola. Debido a que cosh t > 1 y cosh 2 t — senh 2 t = 1, se concluye que las coordenadas de 
un punto P sobre la rama derecha de la hiperbola son (cosh t, senh t). Ademas, puede 
demostrarse que el area del sector hiperbolico en la figura 3.10.5/?) esta relacionado con el 
numero t por t = 2A. Por tanto, vemos el origen del nombre de la funcion hiperbolica. 


Ejercicios 3.10 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-12. 



a) cables colgantes 



b ) pelicula de jabon 
FIGURA 3.10.4 Catenaria en a); 
catenoide en b ) 



b) sector hiperbolico 
FIGURA 3.10.5 Cfrculo en a); 
hiperbola en b) 


= Fundamentos 

1. Si senhx = —encuentre los valores de las funciones 
hiperbolicas restantes. 

2. Si cosh x = 3, encuentre los valores de las funciones 
hiperbolicas restantes. 


En los problemas 3-26, encuentre la derivada de la funcion 
dada. 


3. y = coshlOx 

5. y = tanhVx 

7. y = sech(3x — l) 2 
9. y = coth(cosh3x) 

11. y = senh 2x cosh 3x 

13. y = x cosh x 2 

15. y = senh 3 x 

17. f{x) = (x - cosh x) 2//3 

19. fix) = In (cosh 4x) 


21. fix) = 


4. y = sech8x 

6. y = csch — 
x 

8. y = senh^ 

10. y = tanh(senhx 3 ) 

12. y = sechxcoth4x 

. . senh x 

14. y =- 

x 

16. y = cosh 4 V* 

18. fix) = V4 + tanh6x 
20. fix) = (ln(sechx)) 2 

lnx 


1 + cosh x 


22. fix) = 


x 2 + senhx 


23. Fit) = e senlw 


24. Hit) = e t e cscht2 


25. g(t) = 


sen t 


26. w(t) = 


tanhf 


1 +senh 2 1 (1 + coshf) 2 

27. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica 
de y =senh3x en x = 0. 

28. Encuentre de la recta tangente a la grafica de y = coshx 
en x = 1. 


En los problemas 29 y 30, encuentre el o los puntos sobre la 
grafica de la funcion dada donde la tangente es horizontal. 

29. fix) = (x 2 — 2) cosh x — 2 x senh x 

30. fix) = cos x cosh x — sen x senh x 

En los problemas 31 y 32, encuentre d 2 y/dx 2 para la funcion 
dada. 

31. y = tanhx 32. y = sechx 

En los problemas 33 y 34, C l9 C 2 , C 3 , C 4 y k son constan¬ 
tes reales arbitrarias. Demuestre que la funcion satisface la 
ecuacion diferencial dada. 

33. y = Ci cosh kx + C 2 senh kx m , y” — k 2 y = 0 

34. y = Ci cos kx + C 2 sen kx + C 3 cosh kx + C 4 senh kx\ 

y (4) - k 4 y = 0 
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En los problemas 35-48, encuentre la derivada de la funcion 
dada. 


35. y = senh 1 3x 

37. y = tanh -1 (l - x 2 ) 

39. y = coth -1 (cscx) 
41. y = x senh -1 x 3 

sech -1 x 

43. y =- 

x 

45. y = In (sech -1 x) 
47. y = (cosh -1 6x) 1/2 

= Aplicaciones 


36. 


38. 


40. 

42. 

44. 


46. 


48. 


y 

y 

y 

y 

y 

y 

y 


= cosh 

= coth -1 — 
x 

= senh -1 (sen x) 

= x 2 csch -1 x 
_ coth -1 e 2x 

e 2x 

= x tanh -1 x + In V1 - x 2 
= 1 
(tanh -1 2x) 3 


49. a) 


Suponga que k, m y g son constantes reales. 
Demuestre que la funcion 



satisface la ecuacion diferencial m — = mg — kv 2 . 

b ) La funcion v representa la velocidad de una masa m 
que cae cuando la resistencia del aire se considera 
proporcional al cuadrado de la velocidad instantanea. 
Encuentre la velocidad terminal o limitante u ter = 
lim v{t) de la masa. 

t—>oo 

c) Suponga que un paracaidista de 80 kg retrasa la aber- 
tura del paracaidas hasta que alcanza la velocidad ter¬ 
minal. Determine la velocidad terminal si se sabe que 
k = 0.25 kg/m. 

50. Una mujer, M, se mueve en la direccion positiva del eje 
x, empezando en el origen, jalando un bote a lo largo de 
la curva C, denominada tractriz, indicada en la FIGURA 
3.10.6. El bote, que inicialmente se encuentra sobre el eje 


y en (0, a), es jalado por una cuerda de longitud cons- 

tante a que se mantiene durante todo el movimiento. 

Una ecuacion de la tractriz esta dada por 

fa + Va 2 - y 2 \ n ^ 

x = a In I-—-I — va — y . 

a) Vuelva a escribir esta ecuacion usando una funcion 
hiperbolica. 

b) Use diferenciacion implicita para demostrar que la 
ecuacion de la tractriz satisface la ecuacion diferencial 

dy = y 

dx Va 2 - / 

c ) Interprete geometricamente la ecuacion diferencial 
del inciso b). 



FIGURA 3.10.6 Tractriz en el problema 50 

= Piense en ello 

En los problemas 51 y 52, encuentre el valor numerico 
exacto de la cantidad dada. 

51. cosh(ln 4) 52. senh(ln 0.5) 

En los problemas 53 y 54, exprese la cantidad dada como 
una funcion racional de x. 

53. senh(ln x) 54. tanh(31nx) 

55. Demuestre que para cualquier entero positivo n, 

(cosh x + senh x) n = cosh nx + senh nx 


Revision del capitulo 3 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-13. 

A. Falso/verdadero_ 

En los problemas 1-20, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 

1. Si y = f{x) es continua en un numero a , entonces hay una recta tangente a la grafica de 

/en (a,f(a)). _ 

2. Si / es diferenciable en cualquier un numero real x, entonces / es continua en todas par¬ 
tes. _ 

3. Si y = f(x) tiene una recta tangente en (a 9 fia)) 9 entonces / necesariamente es diferencia¬ 
ble en x = a. _ 

4. La razon de cambio instantanea de y = fix) con respecto a x en x 0 es la pendiente de la 

recta tangente a la grafica en (x 0 ,/(x 0 ))._ 

5. En x = — 1, la recta tangente a la grafica de fix) = x 3 — 3x 2 — 9x es paralela a la recta 

y = 2 -_ 

6. La derivada de un producto es el producto de las derivadas._ 

7. Una funcion polinomial tiene una recta tangente en todo punto de su grafica._ 





















8. Para fix) = — x 2 + 5x + 1 una ecuacion de la recta tangente es fix) = — 2x + 5._ 

9. La funcion/( jc) = x/(x 2 + 9) es diferenciable sobre el intervalo [—3, 3]. _ 

10. Si f'(x) = g'(x ), entonces fix) = g(x). _ 

11 . Si m es la pendiente de una recta tangente a la grafica de fix) = sen x, entonces 

— 1 < m < 1 ._ 

12. Para y = tan _ 1 jc, dy/dx > 0 para toda jc._ 

. _ d i i 

13. ^-cos x = —sen x _ 

dx 

14. La funcion fix) = x 5 + jc 3 + x tiene una inversa._ 

15. Si f{x) < 0 sobre el intervalo [2, 8 ], entonces/(3) > /(5)._ 

16. Si/es una funcion creciente diferenciable sobre un intervalo, entonces/'( jc) tambien es 

creciente sobre el intervalo._ 

17. La unica funcion para la cual fix) = fix) es f(x) = e x . _ 

18 -I ln W'M- 

19. ^ 7 -cosh 2 * = ^senh 2 v 

dx dx 

20. Toda funcion hiperbolica inversa es un logaritmo._ 

B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-20, llene los espacios en bianco. 

d 4 

1. Si y = f{x) es una funcion polinomial de grado 3, entonces —-/(jc) = _. 

dx 

2. La pendiente de la recta tangente a la grafica de y = ln|v| en v = — — es_. 

3. La pendiente de la recta normal a la grafica d q fix) = tan x en x = tt/3 es_. 

x n+ 1 

4. fix) = ——-, n ¥= — 1, entonces fix) = _. 

n + 1 

5. Una ecuacion de la recta tangente a la grafica de y = (v + 3 )/(x — 2) en v = 0 es 


6. Para fix) = 1/(1 — 3jc) la razon de cambio instantanea de/' con respecto a v en v = 0 

es_. 

7. Si /'(4) = 6 y g'i 4) = 3, entonces la pendiente de la recta tangente a la grafica de 

y = 2 fix) — 5g(x) en x = 4 es_. 

8. Si f(2) = 1, f(2) = 5, g(2) = 2 y g'( 2) = -3, entonces d X/W 


Jx y(.v) 


X = 2 


9. Si g(l) = 2, g’(l) = 3, g"(l) = -1, /'(2) = 4 y /"(2) = 3, entonces —figix)) 


dx 2 


x=l 


10. Si fix) = x 2 , entonces = 


11. SiF es una funcion diferenciable, entonces—- F(sen4v) = _. 

dx 2 

12. La funcion fix) = cot v no es diferenciable sobre el intervalo [0, tt] porque 

13. La funcion 

[ ax + b, x < 3 


fix) = 

es diferenciable en v = 3 cuando a = 
14. Si f\x) = sec 2 2x, entonces f(x) = _ 


x 2 , 


jc > 3 
_y b = 


15. La recta tangente a la grafica de fix) = 5 — jc + e x 


es horizontal en el punto 
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16. -j- 2 ; 

dx 


17 • T x logioX = -• 

18. Si/(x) = In12* — 41, el dominio de/'(x) es 

19. La grafica de y = cosh x se denomina_ 

20. cosh -1 1 = _. 


C. Ejercicios_ 

En los problemas 1-28, encuentre la 

4x 03 

3. F(t) = (t + V? + l) 10 


5. y= W + 16 W + 8 

_ cos 4x 
7 - y = 4xTT 
9. /(x) = x 3 sen 2 5x 

ii -i 3 

11. y — sen — 
x 

13. y = (cot -1 x) -1 

15. y = 2 cos -1 x + 2x\/1 — x 2 

17. y - xe - * + e - * 

19. y = x 7 + T + T + e lx 
21. y — ln(xV4x - l) 

23. y = senh -1 (sen -1 x) 

25. y = x^ x cosh 1 x 
27. y = senh 


derivada de la funcion dada. 

1 


2. y = 


x 3 + 4x 2 - 6x + 11 

4. h(0) = e L5 (o 2 + if 5 


6 . g(u) = 


6u — 1 


u + 7 
8. y = 10 cot 8x 
10. y = tan 2 (cos 2x) 

12. y = cos x cos -1 x 
14. y = arcsec(2x — 1) 


16. y = x 2 tan ! Vx 2 - 1 
18. y = (e + e 2 ) x 
20. y = (e*+ \)~ e 
22. y = (in cos 2 x) 2 
24. y = (tan -1 x)(tanh -1 x) 
26. y = senh -1 V / x 2 — 1 
28. y = (tanh 5x) -1 


En los problemas 29-34, encuentre la derivada indicada. 


29. y = (3x + 1) 5/2 ; 


dx 3 


30. y = sen(x 3 


2x); 


d^y 

dx 2 


31. 



d 4 s 

dt 4 


32. 


W = 


v — 1 
v+V 


d 3 W 

dv 3 


33. 

35. 


y = e sen 2x \ 


d 2 y 

dx 2 


34. f{x) = x 2 lnx; 


Use primero las leyes de los logaritmos para simplificar 


rw 


y 


(x + 5) 4 (2 - x) 3 
(x + 8) 10 V6x + 4 


y luego encuentre dy/ dx. 

36. Encuentre dy/dx para y = 5 x 'x sen2x . 

37. Dado que y = x 3 + x es una funcion uno a uno, encuentre la pendiente de la recta tan- 
gente a la grafica de la funcion inversa en x = 1. 

38. Dado que/(x) = 8/(1 — x 3 ) es una funcion uno a uno, encuentre/ -1 y (/ -1 )'. 
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En los problemas 39 y 40, encuentre dy/dx. 

39. xy 2 = e x — e y 40. y = ln(xy) 

41. Encuentre una ecuacion de una recta tangente a la grafica de /(x) = x 3 que sea perpen¬ 
dicular a la recta y =\ — 3x. 

42. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de f(x) = \x 2 — 5x + 1 donde 

a) f\x)=f(x) y b)f\x)=f'(x). 

43. Encuentre ecuaciones para las rectas que pasan por (0, —9) que son tangentes a la gra¬ 
fica de y = x 2 . 

44. a) Encuentre la interseccion con el eje x de la recta tangente a la grafica de y = x 2 en x = 1. 

b) Encuentre una ecuacion de la recta con la misma interseccion con el eje x que es per¬ 
pendicular a la recta tangente en el inciso a). 

c ) Encuentre el o los puntos donde la recta del inciso a) corta la grafica de y = x 2 . 

45. Encuentre el punto sobre la grafica de /(x) = Vr donde la recta tangente es paralela a la 
recta secante que pasa por (1,/(1)) y (9,/(9)). 

46. Si f{x) = (1 + x)/x, ^cual es la pendiente de la recta tangente a la grafica de/" en x = 2? 

47. Encuentre las coordenadas x de todos los puntos sobre la grafica de /(x) = 2 cos x + cos 2x, 
0 < x < 27r, donde la recta tangente es horizontal. 

48. Encuentre el punto sobre la grafica de y = In 2x tal que la recta tangente pase por el origen. 

49. Suponga que un circuito en serie contiene un capacitor y un resistor variable. Si la resis- 
tencia en el instante t esta dada por R = k { + k 2 t , donde k x y k 2 son constantes positivas 
conocidas, entonces la carga q(t) sobre el capacitor esta dada por 

q(t) = E 0 C + (<7 0 - E 0 C)(j-E— 

donde C es una constante denominada capacitancia y E{t) = E 0 es la tension aplicada. 
Demuestre que q{t) satisface la condicion inicial g(0) = q 0 y 

dq 1 

(*! + + C q = E °' 



50. Suponga que C\ y C 2 son constantes reales arbitrarias. Demuestre que la funcion 

1 N 


y = C\X + C 2 


x - x 

2 ln UTi 


- 1 


satisface la ecuacion diferencial 

(1 - x 2 )y" - 2xy' + 2y = 0. 


En los problemas 51 y 52, C 1? C 2 , C 3 y C 4 son constantes reales arbitrarias. Demuestre que la 
funcion satisface la ecuacion diferencial dada. 

51. y = C x e~ x + C 2 e x + C 3 xe~ x + C 4 xe x ; y (4) - 2y" + y = 0 

52. y = Ci cos x + C 2 sen x + C 3 x cos x + C 4 x sen x; y (4) + 2y" + y = 0 

53. a ) Encuentre los puntos sobre la grafica de y 3 — y + x 2 — 4 = 0 correspondientes a x = 2. 

b) Encuentre las pendientes de las rectas tangentes en los puntos que se encontraron en 

el inciso a). 

54. Trace la grafica de/' a partir de la grafica de/dada en la FIGURA 3.R.I. 



FIGURA 3.R.1 Grafica para el problema 54 
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55. La grafica de x 2 ^ + y 2 ^ = 1, que se muestra en la FIGURA 3.R.2, se denomina hipocicloide.* 
Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica en los puntos correspondientes 
ax = i 



FIGURA 3.R.2 Hipocicloide en el problema 55 

56. Encuentre d 2 y/dx 2 para la ecuacion del problema 55. 

57. Suponga 

r, x _ f* 2 , x < 0 

f(x) ~ \Vx, x > 0. 

Encuentre/'(x) para x ^ 0. Use la definicion de derivada, (2) de la seccion 3.1, para deter- 
minar si/'(0) existe. 


*Consulte el sitio http://mathworld.wolfram.com/Hypocycloid.html para ver varias hipocicloides y sus propiedades. 





Capitulo 4 


Aplicaciones de la derivada 



En este capitulo Las derivadas primera y segunda de una funcion fpueden usarse para 
determinar la forma de su grafica. Si imagina la grafica de una funcion como una curva que 
sube y baja, entonces los puntos alto y bajo de la grafica o, con mas precision, los valores 
maximo y minimo de la funcion, podemos encontrarlos usando la derivada. Como ya vimos, la 
derivada tambien proporciona una razon de cambio. En la seccion 2.7 vimos brevemente que 
la razon de cambio con respecto al tiempo f de una funcion que proporciona la posicion de un 
objeto en movimiento es la velocidad del objeto. 

Encontrar los valores maximo y minimo de una funcion junto con el problema de determinar 
razones de cambio son dos de los temas centrales de estudio de este capitulo. 

4.1 Movimiento rectilmeo 

4.2 Razones de cambio relacionadas 

4.3 Extremos de funciones 

4.4 Teorema del valor medio 

4.5 Otro repaso a los limites: regia de L'Hopital 

4.6 Graficas y la primera derivada 

4.7 Graficas y la segunda derivada 

4.8 Optimizacion 

4.9 Linealizacion y diferenciales 

4.10 Metodo de Newton 
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4.1 Movimiento rectilmeo 


■ Introduccion En la seccion 2.7 se definio que el movimiento de un objeto en una linea 
recta, horizontal o vertical, es un movimiento rectilmeo. Una funcion 5 = s(t ) que propor- 
ciona la coordenada del objeto sobre una recta horizontal o vertical se denomina funcion posi¬ 
cion. La variable t representa el tiempo y el valor de la funcion s(t ) representa una distancia 
dirigida, que se mide en centimetros, metros, pies, millas, etc., a partir de un punto de refe¬ 
renda 5 = 0 sobre la recta. Recuerde que sobre una escala horizontal, consideramos la direc- 
cion 5 positiva a la derecha de 5 = 0, y sobre una escala vertical, la direccion 5 positiva la 
consideramos hacia arriba. 


EJEMPLO 1 


Posicion de una particula en movimiento 


Una particula se mueve sobre una recta horizontal segun la funcion posicion s(t) = — r + 4t 
+ 3, donde 5 se mide en centimetros y r en segundos. i Cual es la posicion de la particula a 
0, 2 y 6 segundos? 


Solucion A1 sustituir en la funcion posicion obtenemos 


5(0) = 3, 5(2) = 7, 5(6) = -9. 


Como se muestra en la FI GURA 4.1.1, 5 ( 6 ) = —9 < 0 significa que la posicion de la particula 
esta a la izquierda del punto de referenda 5=0. 


s( 6) 5(0) 5(2) 

1 + 1—1—1—1—1—1—1—1—1—1—1— ♦ —1—1—1— ♦ —1—1—1—5 

-10 -5 0 5 10 

FI GURA 4.1.1 Posicion de una particula en varios instantes en el ejemplo 1 g 


■ Velocidad y aceleracion Si la velocidad media de un cuerpo en movimiento sobre un 
intervalo de tiempo de longitud At es 

cambio en posicion s(t + At) — s(t) 
cambio en tiempo At 


entonces la razon de cambio instantanea, o velocidad del cuerpo, esta dada por 

s(t + At) — 5(t) 


v(t) = lim 

Ar—»0 


At 


Asi, tenemos la siguiente definicion. 


Definicion 4.1.1 Funcion velocidad 

Si s(t) es una funcion posicion de un objeto en movimiento rectilmeo, entonces su funcion 
velocidad v(t) en el instante t es 


v(t) = 


ds 

dt' 


La rapidez del objeto en el instante t es \v(f)\. 


La velocidad se mide en centimetros por segundo (cm/s), metros por segundo (m/s), pies 
por segundo (pies/s), kilometros por hora (km/h), millas por hora (mi/h), etcetera. 

Tambien es posible calcular la razon de cambio de la velocidad. 


Definicion 4.1.2 Funcion aceleracion 


Si v{t) es la funcion velocidad de un objeto en movimiento rectilmeo, entonces su funcion 
aceleracion a(t) en el instante t es 


dv d 2 
dt dt 2 
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Las unidades tipicas para medir la aceleracion son metros por segundo por segundo (m/s 2 ), 
pies por segundo por segundo (pies/s 2 ), millas por hora por hora (mi/h 2 ), etcetera. A menudo, 
las unidades de la aceleracion se leen literalmente “metros por segundo al cuadrado” 

■ Significado de los signos algebraicos En la seccion 3.7 vimos que siempre que la deri- 
vada de una funcion / es positiva sobre un intervalo /, entonces / es creciente sobre I. 
Geometricamente, la grafica de una funcion creciente sube cuando x crece. En forma semejante, 
si la derivada de una funcion / es negativa sobre /, entonces / es decreciente , lo cual significa 
que su grafica baja cuando x crece. Sobre un intervalo de tiempo para el cual v(t) = s'{t ) > 0, 
es posible afirmar que s{t) es creciente. Por tanto, el objeto se mueve hacia la derecha sobre 
una recta horizontal, o hacia arriha sobre una recta vertical. Por otra parte, v{t) = s'{t) < 0 
implica que s{t) es decreciente y que el movimiento es hacia la izquierda sobre una recta hori¬ 
zontal o hacia abajo sobre una recta vertical. Vea la FIGURA 4.1.2. Si a{t) = v\t) > 0 sobre un 
intervalo de tiempo, entonces la velocidad v(t) del objeto es creciente , mientras a{t) = v\t) < 0 
indica que la velocidad v(t) del objeto es decreciente. Por ejemplo, una aceleracion de —25 m/s 2 
significa que la velocidad decrece por 25 m/s cada segundo. No confunda los terminos “velo¬ 
cidad decreciente” y “velocidad creciente” con los conceptos “desaceleracion” o “aceleracion”. 
Por ejemplo, considere una roca que se deja caer desde la parte superior de un edificio alto. La 
aceleracion de la gravedad es una constante negativa, —32 pies/s 2 . El signo negativo significa 
que la velocidad de la roca disminuye a partir de cero. Una vez que la roca choca contra el 
suelo, su rapidez \v(t)\ es bastante grande, pero v(t) < 0. En especifico, un objeto en movi¬ 
miento rectilmeo sobre, por ejemplo, una recta horizontal desacelera cuando v(t) > 0 (mo¬ 
vimiento hacia la derecha) y a(t) < 0 (velocidad decreciente), o cuando v{t) < 0 (movimiento 
hacia la izquierda) y ait) > 0 (velocidad creciente). En forma semejante, un objeto en movi¬ 
miento rectilmeo sobre una recta horizontal acelera cuando v(t) > 0 (movimiento hacia la dere¬ 
cha) y a(t) > 0 (velocidad creciente), o cuando v(t) < 0 (movimiento hacia la izquierda) y a(t) 
< 0 (velocidad decreciente). En general, 


sit) 

--A— 5 

a) v{t) > 0 movimiento 
hacia la derecha 

sit) 

< [ ~ 

b) vit) < 0 movimiento 
hacia la izquierda 

FIGURA 4.1.2 Significado del 
signo de la funcion velocidad 


Un objeto en movimiento rectilmeo 


• desacelera cuando su velocidad y aceleracion tienen signos algebraicos opuestos, y 

• acelera cuando su velocidad y aceleracion tienen el mismo signo algebraico. 

De manera alterna, un objeto desacelera cuando su rapidez \v(t)\ es decreciente y acelera 
cuando su rapidez es creciente. 


EJEMPLO 2 


Otro repaso al ejemplo 1 


En el ejemplo 1 las funciones velocidad y aceleracion de la particula son, respectivamente, 


, x ds _ , . / N dv - 

v(t) = di = ~ 2t + 4 y a{t) = Tt = _2 ' 

En los instantes 0, 2 y 6 s, las velocidades son v(0) = 4 cm/s, v(2) = 0 cm/s y v(6) = — 8 
cm/s, respectivamente. Puesto que la aceleracion siempre es negativa, la velocidad siempre es 
decreciente. Observe que v(t) = 2(—t + 2) > 0 para t < 2 y v(t) = 2(—t + 2) < 0 para 
t > 2. Si se deja que el tiempo t sea negativo y tambien positivo, entonces la particula se mueve 
hacia la derecha para el intervalo de tiempo (— oo, 2) y se mueve hacia la izquierda para el 
intervalo de tiempo (2, oo). El movimiento puede representarse por la grafica que se muestra 
en la FIGURA 4.1.3a). Puesto que el movimiento en realidad se lleva a cabo sobre la recta hori¬ 
zontal, usted debe imaginar el movimiento de un punto P que corresponde a la proyeccion de 
un punto en la grafica sobre la recta horizontal. Vea la figura 4.13b). 


< < -V t = 2,s = l 

- > J y v= 0 

- 1 - 1 - 1 - 1 - 5 

-5 0 5 10 


• ;»: > 

i i 

—I— *— I— ±— I-1 —s 

^- P P ->- 


a) sit) = — t 2 + At + 3 fr) l a particula en el punto P 

se mueve sobre el eje 5 

FIGURA 4.1.3 Representacion del movimiento de la particula en el ejemplo 2 ■ 
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FIGURA 4.1.4 Signos de v(t) y 
a(t ) en el ejemplo 3 


EJEMPLO 3 


Particula que desacelera/acelera 


Una particula se mueve sobre una recta horizontal segun la funcion posicion s(t) = \t* — t. 
Determine los intervalos de tiempo sobre los cuales la particula desacelera y los intervalos de 
tiempo sobre los cuales acelera. 


Solucion Los signos algebraicos de las funciones velocidad y aceleracion 
v(t) = t 2 - 1 = o + 1)0 - 1) y ait) = It 


se muestran sobre la escala de tiempo en la FIGURA 4.1.4. Puesto que v(t) y a(t) tienen signos 
opuestos sobre (—oo, — 1) y (0, 1), la particula desacelera sobre estos intervalos de tiempo; 
v{t) y a(t) tienen el mismo signo algebraico sobre (—1, 0) y (1, oo), de modo que la particula 
acelera sobre estos intervalos de tiempo. ■ 


En el ejemplo 2 verifique que la particula desacelera sobre el intervalo de tiempo (—oo, 2) 
y acelera sobre el intervalo de tiempo (2, oo). 


EJEMPLO 4 


Movimiento de una particula 


Un objeto se mueve sobre una recta horizontal segun la funcion posicion s(t) = t 4 — 18 1 2 + 
25, donde s se mide en centimetros y t en segundos. Use una grafica para representar el movi¬ 
miento durante el intervalo de tiempo [—4, 4]. 


Solucion La funcion velocidad es 


v(t) = ^ = 4t 3 - 36 t = 4t(t + 3)(f - 3) 


y la funcion aceleracion es 

a(t) = 0 = 12 1 2 - 36 = 12 [t + V3)(t - V3b). 

Luego, a partir de las soluciones de v(t) = 0 podemos determinar los intervalos de tiempo 
para los cuales s(£) es creciente o decreciente. A partir de la informacion que se muestra en 
las tablas siguientes, se construye la funcion mostrada en la FIGURA 4.1.5. A1 inspeccionar las 
tablas observamos que la particula desacelera sobre los intervalos de tiempo (—4, —3), (— V3, 0), 
(V3, 3) (se muestran en verde en la figura) y acelera sobre los intervalos de tiempo 
( — 3, — V3), (0, V3), (3, 4) (se muestran en rojo en la figura). 


Tiempo 

Posicion 

Velocidad 

Aceleracion 

-4 

-7 

-112 

156 

-3 

-56 

0 

72 

0 

25 

0 

-36 

3 

-56 

0 

72 

4 

-7 

112 

156 


Intervalo 
de tiempo 

Signo 
de v(t) 

Direccion de 
movimiento 

(-4, -3) 

— 

a la izquierda 

(-3,0) 

+ 

a la derecha 

(0, 3) 


a la izquierda 

(3, 4) 

+ 

a la derecha 


Intervalo 
de tiempo 

Signo 
de a (t) 

Velocidad 

(-4, -V3) 

+ 

creciente 

(-V3, V3) 


decreciente 

(V3,4) 

+ 

creciente 


t = 3 


t= -3 


c 


c 


n>0, a> 0 

->-T- 

v< 0, a > 0 t = 43 

<- 


t = 4 


v> 0, a>0 t= — ^3 

- > - — 


v< 0, a <0 

—< - 


v> 0, a<0 } t = 0 

->- 


> 


v<0, a> 0 

- < 7 - 


t= -4 
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FIGURA 4.1.5 Movimiento de una particula en el ejemplo 4 
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Ejercicios 4.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-13. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-8, s(t ) es una funcion posicion de una 
particula que se mueve sobre una recta horizontal. Encuentre 
la posicion, velocidad, rapidez y aceleracion de la particula 
en los instantes indicados. 

1. s(t ) = At 2 — 6t + 1; t = —,t = 3 

2. s(t ) = (It - 6 ) 2 ; t= l,f = 4 

3. s(t) = — t 3 + 3f 2 + t\ t = — 2, t = 2 

4. s(/) = f 4 — f 3 + t\ t = — 1, t = 3 

_ 1 1 

5. = t - t = -,t = 1 

6. sW = 7^2 ; ?= -r? = o 

3 

7. s(/) = £ + senn-f; t = 1, t — — 

8. ^(0 = £ cos 77^ £ = £ = 1 

En los problemas 9-12, s(t) es una funcion posicion de una 
particula que se mueve sobre una recta horizontal. 

9. s(f) = t 2 - 4t ~ 5 

a) i Cual es la velocidad de la particula cuando s(t) = 0? 

b) i Cual es la velocidad de la particula cuando s(t) = 11 

10 . s(t) = t 2 + 6t + 10 

a) i Cual es la velocidad de la particula cuando s(t) = 
v(t)l 

b) i Cual es la velocidad de la particula cuando v(t) = 
-a(i)l 

11. s(t) = t 3 — 4t 

a) i Cual es la aceleracion de la particula cuando v(t) = 2? 

b) i Cual es la posicion de la particula cuando a(t) =18? 

c ) ^Cual es la velocidad de la particula cuando s(t) = 0? 

12. s(t) = t 3 - 3t 2 + 8 

a) i Cual es la posicion de la particula cuando v(t) = 0? 

b) ^Cual es la posicion de la particula cuando a(t) = 0? 

c) £ Cuando desacelera la particula? £ Cuando acelera? 

En los problemas 13 y 14, s(t) es una funcion posicion de 
una particula que se mueve sobre una recta horizontal. 
Determine los intervalos de tiempo sobre los cuales la par¬ 
ticula desacelera y los intervalos de tiempo sobre los cuales 
la particula acelera. 

13. s(t) = t 3 — lit 14. s(t) = t 4 — t 3 

En los problemas 15-20, s(t ) es una funcion posicion de una 
particula que se mueve sobre una recta horizontal. Encuentre 
las funciones de velocidad y de aceleracion. Determine los 
intervalos de tiempo sobre los cuales la particula desacelera 
y los intervalos de tiempo sobre los cuales la particula ace¬ 
lera. Represente el movimiento durante el intervalo de 
tiempo indicado con una grafica. 

15. s(t) = f 2 ; [-1,3] 

16. s(t) = th [- 2 , 2 ] 

17. s(t) = t 2 - At - 2; [-1,5] 


18. s(t) = (t + 3)(/ - 1); [-3,1] 

19. s(t) = 2r 3 — 6r 2 ; [-2,3] 

20. s(t) = (t - 1 )\t - 2); [-2, 3] 

En los problemas 21-28, s(t) es una funcion posicion de una 
particula que se mueve sobre una recta horizontal. Encuentre 
las funciones de velocidad y de aceleracion. Represente el 
movimiento durante el intervalo de tiempo indicado con una 
grafica. 

21. s(t) = 3/ 4 — 8/ 3 ; [-1,3] 

22. s(t) = t 4 - 41 3 - 8 1 1 + 60; [-2, 5] 

23. s(t) = t - 4Vf; [1,9] 

24. s(t ) = 1 + cos77f; [“4, f] 

25. s(t) = seny/; [0,4] 

26. s(t ) = sen 7 Tt — cos 7 Tt\ [0, 2] 

27. s(t) = t 3 e- L , [0, 00) 

28. s(t) = t 2 - 12 \n(t + 1); [0, 00) 

29. En la FIGURA 4.1.6 se muestra la grafica en el piano st de 
una funcion posicion s(t ) de una particula que se mueve 
rectilmeamente. Complete la tabla siguiente si v(t) y a(t) 
son positivas, negativas o cero. Proporcione los interva¬ 
los de tiempo sobre los cuales la particula desacelera 
y los intervalos sobre los cuales acelera. 



FIGURA 4.1.6 Grafica para el problema 29 


Intervalo 

v(t) 

a(t ) 

(a, b) 



0 b, C ) 



(c, d) 



(d, e) 



(e, /) 



(/> s) 




30. En la FIGURA 4.1.7 se muestra la grafica de la funcion velo¬ 
cidad v de una particula que se mueve sobre una recta 
horizontal. Elabore una grafica de una funcion posicion 
s con esta funcion velocidad. 



FIGURA 4.1.7 Grafica para el problema 30 
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= Aplicaciones 

31. La altura (en pies) de un proyectil disparado vertical- 
mente hacia arriba desde un punto a 6 pies por arriba 
del nivel del suelo la proporciona s(t ) = —16^ 2 + 48 1 
+ 6, 0 < r < T, donde T es el instante en que el pro¬ 
yectil choca contra el suelo. Vea la FIGURA 4.1.8. 

a) Determine el intervalo de tiempo para el cual v > 0 
y el intervalo de tiempo para el cual v < 0. 

b) Encuentre la altura maxima alcanzada por el proyectil. 



FIGURA 4.1.8 Proyectil 
en el problema 31 


32. Una particula se mueve sobre una recta horizontal segun 
la funcion posicion s{t) = — t 1 + 1C )t — 20, donde s se 
mide en centimetros y t en segundos. Determine la dis- 
tancia total recorrida por la particula durante el intervalo 
de tiempo [1, 6]. 

En los problemas 33 y 34, use la siguiente informacion. 
Cuando se ignora la friccion, la distancia s (en pies) que un 
cuerpo se mueve hacia abajo sobre un piano inclinado cuya 
inclinacion es 6 esta dada por s(t ) = 16 1 2 sen 6 , [0, t x ], donde 
s(0) = 0, s(t{) = L, y t se mide en segundos. Vea la FIGURA 
4.1.9. 



FIGURA 4.1.9 Plano inclinado 


33. Un objeto se desliza por una colina de 256 pies de lon- 
gitud con una inclinacion de 30°. ^Cuales son la veloci- 
dad y aceleracion del objeto en la parte superior de la 
colina? 


34. Un participante en una carrera de automoviles de 
juguete desciende la colina mostrada en la FIGURA 4.1.10. 
^Cuales son la velocidad y aceleracion del automovil en 
la parte inferior de la colina? 



FIGURA 4.1.10 Plano inclinado 
en el problema 34 

35. Un cubo, atado con una cuerda a un molinete circular, 
se deja caer libremente en linea recta. Si se ignora la 
inercia rotacional del molinete, entonces la distancia que 
recorre el cubo es igual a la medida en radianes del 
angulo indicado en la FIGURA 4.1.11; es decir, 6 = \gt 2 , 
donde g = 32 pies/s 2 es la aceleracion debida a la gra- 
vedad. Encuentre la razon a la que cambia la coorde- 
nada y de un punto P sobre la circunferencia del moli¬ 
nete en ( = s. Interprete el resultado. 



FIGURA 4.1.11 Cubo en 
el problema 35 


36. En mecanica, la fuerza F que actua sobre un cuerpo se 
define como la razon de cambio de su cantidad de movi- 
miento: F = (. d/dt)(mv ). Cuando m es constante, a partir 
de esta formula obtenemos la conocida formula denomi- 
nada segunda ley de Newton F = ma , donde la acelera¬ 
cion es a = dv/dt. Segun la teorfa de la relatividad de 
Einstein, cuando una particula con masa en reposo ra 0 se 
mueve rectilmeamente a gran velocidad (como en un ace- 
lerador lineal), su m asa varfa c on la velocidad v segun la 
formula m = m 0 /V 1 — v 2 lc 2 , donde c es la velocidad 
constante de la luz. Demuestre que en la teoria de la rela¬ 
tividad la fuerza F que actua sobre la particula es 
m () a 

F = — = 

V(1 - u 2 /c 2 ) 3 

donde a es la aceleracion. 


4.2 Razones de cambio relacionadas 

■ Introduccion En esta seccion abordaremos las razones de cambio relacionadas. La deri¬ 
vada dy/dx de una funcion y = f{x) es su razon de cambio instantanea con respecto a la varia¬ 
ble v. En la seccion precedente vimos que cuando una funcion s = s{t) describe la posicion 
de un objeto que se mueve sobre una recta horizontal o vertical, la razon de cambio con el 
tiempo ds/dt se interpreta como la velocidad del objeto. En general, una razon de cambio con 
el tiempo es la respuesta a la pregunta: ^cuan rapido cambia la cantidad? Por ejemplo, si V 
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representa el volumen que cambia con el tiempo, entonces dV/dt es la razon, o cuan rapido 
cambia el volumen con respecto al tiempo t. Una razon de, por ejemplo, dV/dt = 5 pies 3 /s 
significa que el volumen aumenta 5 pies cubicos cada segundo. Vea la FIGURA 4.2.1. En forma 
semejante, si una persona camina hacia el poste mostrado en la FIGURA 4.2.2 a razon constante 
de 3 pies/s, entonces sabemos que dx/dt = — 3 pies/s. Por otra parte, si la persona se aleja 
del poste, entonces dx/dt = 3 pies/s. Las razones negativa y positiva significan, por supuesto, 
que la distancia x de la persona al poste disminuye (3 pies cada segundo) y aumenta (3 pies 
cada segundo), respectivamente. 



a) dx/dt< 0 b)dx/dt> 0 

FIGURA 4.2.2 x decreciente en a); x creciente en b ) 


a 


-i 


■ Regia de potencias para funciones Recuerde por (6) de la seccion 3.6 que si y denota una 
funcion de x, entonces con la regia de potencias para funciones obtenemos 


d ^ dy 


dx 


y = ny 


dx ’ 


( 1 ) 


donde n es un numero real. Por supuesto, (1) es aplicable a cualquier funcion; por ejemplo r, 
x o z, que dependa de la variable t\ 


d_ 

dt 


nr 


n —1 


dr 

dt’ 



nx 


n —1 


dx 
dt ’ 



nz 


n —1 


dz 

dt' 


( 2 ) 


EJEMPLO 1 


Uso de (2) 


Un globo esferico se expande con el tiempo. ^Como se relaciona la razon a que aumenta el 
volumen con la razon a la que aumenta el radio? 


Solucion En el instante t , el volumen V de una esfera es una funcion del radio r; es decir, 
V = f^r 3 . Por tanto, obtenemos las razones relacionadas a partir de la derivada con respecto 
al tiempo de esta funcion. Con ayuda del primer resultado en (2), vemos que 


es lo mismo que 


dV 

dt 



= ^ 77 ( 3r 2 


dr\ 

lit) 


razones relacionadas 


dV A 2 

— = 4irr 2 
dt 


i 

dr 

dt’ 


Debido a que los problemas de esta seccion se describen con palabras, usted debe inter¬ 
pretar el planteamiento en terminos de sfmbolos matematicos. La clave para resolver proble¬ 
mas planteados en lenguaje coloquial consiste en la organizacion. A continuacion se presen- 
tan algunas sugerencias. 


Directrices para resolver problemas relacionados 

0 Lea varias veces con cuidado el problema. Si le es posible, trace un esquema. 

ii) Identifique con sfmbolos todas las cantidades que cambian con el tiempo. 

Hi) Escriba todas las razones que se proporcionan. Use notacion de derivadas para escri- 
bir la razon que desea encontrar. 

iv) Escriba una ecuacion o una funcion que relacione todas las variables que haya intro- 
ducido. 

v) Diferencie con respecto al tiempo t la ecuacion o la funcion encontrada en el paso iv). 
Este paso puede requerir el uso de diferenciacion implfcita. La ecuacion resultante des¬ 
pues de la diferenciacion relaciona las razones de cambio con el tiempo de la variable. 



He 


FIGURA 4.2.1 A medida que un 
globo esferico se llena con gas, 
su volumen, radio y area superfi¬ 
cial cambian con el tiempo 
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Otro repaso al ejemplo 1 


EJEMPLO 2 


Un globo esferico se infla con aire a razon de 20 pies 3 /min. que razon cambia el radio 
cuando este es de 3 pies? 

Solucion Como se muestra en la figura 4.2.1, denotamos el radio del globo con r y su volu- 
men con V. Ahora, las interpretaciones de “Un globo esferico se infla ... a razon de 20 
pies 3 /min” y “^A que razon cambia el radio cuando es de 3 pies?” son, respectivamente, la 
razon que tenemos 

dV o 

Dado: — = 20 pies 3 /min 


y la razon que se busca 


dr 

Encontrar: — 

dt 


" = 3 


Debido a que por el ejemplo 1 ya sabemos que 

dV . 2 dr 

= 4t rr 2 — 
dt dt 

es posible sustituir la razon constante dV/dt = 20; es decir, 20 = Airr^idr/dt). Al despejar 
dr I dt en la ultima ecuacion obtenemos 

dr = 20 = _J_ 

„2 ' 


dt 4irr 2 irr 2 


Por tanto, 


dr 

dt 


— —— pies/min 

r = 3 97 T * 


0.18 pies/min 



EJEMPLO 3 


Uso del teorema de Pitagoras 


Una mujer que corre a razon constante de 10 km/h cruza un punto P en direccion al norte. 
Diez minutos despues, un hombre que corre a razon constante de 9 km/h cruza por el mismo 
punto P en direccion al este. ^Cuan rapido cambia la distancia entre los corredores 20 minu¬ 
tos despues de que el hombre cruza por el punto PI 

Solucion Sea el tiempo t medido en horas desde el instante en que el hombre cruza el punto 
P. Como se muestra en la FIGURA 4.2.3, a t > 0 sean el hombre H y la mujer M que estan en x 
y y km, respectivamente, a partir del punto P. Sea z la distancia correspondiente entre los dos 
corredores. Asf, dos razones son 


Dado: + = 9 km/h 
dt 


dy 

— = 10 km/h 
dt 


( 3 ) 


y se busca 


Encontrar: 

dt 


t= 1/3 


- 20 min = 

En la figura 4.2.3 vemos que el triangulo HPM es un triangulo rectangulo, asf que por el 
teorema de Pitagoras, las variables x, y y z estan relacionadas por 

z 2 = x 2 + y 2 . (4) 

Al diferenciar (4) con respecto a t, 


-z 2 = - 

dt dt 


d 2 , d 2 
— x + — y 
dt J 


proporciona 


. dz dx dy 
2z ~r = 2x — + 2y — 
dt dt dt 


( 5 ) 


Al usar las dos razones proporcionadas en (3), entonces con la ultima ecuacion de (5) obtenemos 

z^ = 9x +10y. 

Cuando t = \ h usamos distancia = razon X tiempo para obtener la distancia que ha 
corrido el hombre: x = 9 • (|) = 3 km. Debido a que la mujer ha corrido gh (10 min) mas, la 
distanc ia que ella ha recorrido es y = 10 • (5 + |) = 5 km. En t = \ h, se concluye que 
z — ”\/3 2 + 5 2 = V34 km. Por ultimo, 


V55f 

dt 


= 9-3 + 10-5 


t = 1/3 


t . dz 

o bien, — 

dt 


= 1/3 


77 

V34 


13.21 km/h. 
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Uso de trigonometria 


EJEMPLO 4 


Un faro esta situado en una isla pequena a 2 mi de la costa. La baliza del faro gira a razon 
constante de 6 grados/s. ^Cuan rapido se mueve el haz del faro a lo largo de la costa en un 
punto a 3 mi del punto sobre la costa que es el mas proximo al faro? 

Solucion Primero se introducen las variables 6 y x como se muestra en la FIGURA 4.2.4. Ademas, 
se cambia la informacion sobre 6 a radianes al recordar que 1° es equivalente a 7 t/ 180 radia- 
nes. Asi, 


w a dO 

Dado: — = 6 

dt 


77 — — nu i/ s 

180 30 ^ 


Encontrar: 

dt 


c = 3 


A partir de la trigonometria de un triangulo rectangulo, por la figura vemos que 

o bien, x = 2 tan 6. 

Al diferenciar la ultima ecuacion con respecto a t y usar la razon dada obtenemos 


x 

— = tan 0 


dx - 2 n dO 77 2 

— = 2 sec 6 • — = — sec 6. 
dt dt 15 


„ . . . , dx dx dO 

Regia de la cadena: — = — — 
dt de dt 


dx 

dt 


x=3 


77 13 1377 

= T? * T ^ ~6o" ml/s ' 


V = § R?H. 



En el instante en que x = 3, tan 6 = 2 , de modo que por la identidad trigonometrica 1 + 
tan 2 6 = sec 2 6 obtenemos sec 2 0 = Por tanto, 


En el siguiente ejemplo es necesario usar la formula para el volumen de un cono circular 
recto de altura H y radio en la base R : 


( 6 ) 


EJEMPLO 5 


Uso de triangulos semejantes 


Desde la parte superior del reloj de arena que se muestra en la FIGURA 4.2.5 la arena cae a razon 
constante de 4 cm 3 /s. Exprese la razon a que crece la altura de la pila inferior en terminos de 
la altura de la arena. 

Solucion Primero, como sugiere la figura 4.2.5, se establece la hipotesis de que la pila de 
arena en la parte inferior del reloj de arena tiene la forma del frustrum de un cono. En el ins¬ 
tante t > 0, sean V el volumen de la pila de arena, h su altura y r el radio de su superficie 
plana inferior. Asi, 


Dado: = 4 cm 3 /s 

dt 


. dh 

Encontrar: — 

dt 


Necesitamos encontrar el volumen V de la pila de arena en el instante t > 0. Esto puede 
lograrse como se muestra a continuacion: 

V = volumen de todo el cono inferior - volumen del cono que no es arena. 

Al usar la figura 4.2.5 y (6) con R = 6 y H = 12, 


V = |-7J-6 2 (12) - |-7j-r 2 (12 


V = tt[ 144 — 4r 2 + t r 2 h ). 


h) 


12 - h 


12 

6 


a h 
r = 6 - 



FIGURA 4.2.5 Reloj de arena en 
el ejemplo 5 



Podemos eliminar la variable r de la ultima ecuacion al usar triangulos semejantes. Como 
se muestra en la FIGURA 4.2.6, el triangulo rectangulo rojo claro es semejante al triangulo rec¬ 
tangulo azul, y asi las proporciones de lados correspondientes son iguales: 


versal, el cono inferior del reloj 
de arena en el ejemplo 5 es un 
triangulo 


o bien, 
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La ultima expresion se sustituye en (7) y se simplifica. 

1 


V = 77 ( — 3 h 2 + 36 h ). 

A1 diferenciar (8) con respecto a t obtenemos 

dV fl U 2dh_,,dh^.,dh\_ Jl, 2 ,, . „Adh 


— = 77 —hr — - 6h — + 36 — I = 77 — hr — 6h + 36 —. 

A V 4 dt dt dt) \4 J dt 

Por ultimo, al usar la razon dada dV/dt = 4 es posible despejar dh/dt : 

dh = 16 

dt 


( 8 ) 


( 9 ) 


it (h — 12) 2 

Observe en (9) del ejemplo 5 que la altura de la pila de arena en el reloj de arena crece 
mas rapido cuando la altura h de la pila esta proxima a 12 cm. 


Ejercicios 4.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-14. 


= Fundamentos 

En los siguientes problemas, una solucion puede requerir una 
formula especial que usted tal vez no conozca. En caso de 
ser necesario, consulte la lista de formulas que se encuentra 
en las Paginas de recursos. 

1. Un cubo se expande con el tiempo. /,Como esta relacio- 
nada la razon a la cual crece el volumen con la razon a 
la que aumenta la arista? 

2 . El volumen de una caja rectangular es V = xyz. Dado 
que cada lado se expande a una razon constante de 
10 cm/min, encuentre la razon a la cual se expande el 
volumen cuando x = 1 cm, y = 2 cm y z — 3 cm. 

3 . Una placa en forma de triangulo equilatero se expande 
con el tiempo. La longitud de un lado aumenta a razon 
constante de 2 cm/h. /A que razon crece el area cuando 
un lado mide 8 cm? 

4. En el problema 3, /,a que razon crece el area en el ins- 
tante en que el area es V75 cm 2 ? 

5 . Un rectangulo se expande con el tiempo. La diagonal del 
rectangulo aumenta a razon de 1 pulg/h y la longitud 
crece a razon de \ pulg/h. /,Cuan rapido crece el ancho 
cuando este mide 6 pulg y la longitud mide 8 pulg? 

6. Las longitudes de las aristas de un cubo aumentan a 
razon de 5 cm/h. i A que razon crece la longitud de la 
diagonal del cubo? 

7 . Un velero se dirige hacia el acantilado vertical mostrado 
en la FIGURA 4.2.7. /,C6mo estan relacionadas las razones 
a las que cambian x, s y 61 



FIGURA 4.2.7 Velero en el problema 7 

8. Un escarabajo se mueve a lo largo de la grafica de 
y = x 2 + 4x + 1, donde x y y se miden en centimetres. 
Si la coordenada x de la posicion del escarabajo (.x, y) 
cambia a razon constante de 3 cm/min, ^cuan rapido 


cambia la coordenada y cuando el escarabajo esta en el 
punto (2, 13)? ^Cuan rapido cambia la coordenada y 
cuando el escarabajo esta 6 cm arriba del eje xl 

9 . Una particula se mueve sobre la grafica de y 2 = x + 1 de 
modo que dx/dt = 4x + 4. /Cual es dyjdt cuando x = 8? 

10 . Una particula en movimiento continuo se mueve sobre la 
grafica de 4y = x 2 + x. Encuentre el punto (x, y) sobre 
la grafica en el que la razon de cambio de la coordenada 
x y la razon de cambio de la coordenada y son iguales. 

11. La coordenada x del punto P mostrado en la FIGURA 4.2.8 
aumenta a razon de | cm/h. /,Cuan rapido crece el area 
del triangulo rectangulo OPA cuando las coordenadas de 
P son (8, 2)? 



FIGURA 4.2.8 Triangulo en el problema 11 

12 . Una maleta esta sobre la banda transportadora mostrada 
en la FIGURA 4.2.9 que se mueve a razon de 2 pies/s. /,Cuan 
rapido aumenta la distancia vertical de la maleta a par- 
tir de la parte inferior de la banda? 



FIGURA 4.2.9 Banda transportadora en el problema 12 

13 . Una persona de 5 pies de estatura se aleja caminando de 
un poste de 20 pies de altura a razon constante de 3 
pies/s. Yea la FIGURA 4.2.10. 















4.2 Razones de cambio relacionadas 201 


a) que razon crece la sombra de la persona? 

b ) iA que razon se aleja la punta de la sombra desde la 
base del poste? 



Sombra 

FIGURA 4.2.10 Sombra en el problema 13 


14 . Una roca arrojada a un estanque tranquilo provoca una 
onda circular. Suponga que el radio de la onda se 
expande a razon constante de 2 pies/s. 

a) ^Cuan rapido crece el diametro de la onda circular? 

b) ^Cuan rapido crece la circunferencia de la onda 
circular? 

c) ^Cuan rapido se expande el area de la onda circular 
cuando el radio es de 3 pies? 

d) ^Cuan rapido se expande el area de la onda circular 
cuando el area es 877 pies 2 ? 

15 . Una escalera de 15 pies esta apoyada contra el muro de 
una casa. La parte inferior de la escalera se aleja de la base 
del muro a razon constante de 2 pies/min. / A que razon 
desciende la parte superior de la escalera en el instante en 
que la parte inferior de la escalera esta a 5 pies del muro? 

16 . Una escalera de 20 pies esta apoyada contra el muro de 
una casa. La parte superior de la escalera se desliza hacia 
abajo sobre el muro a razon constante de \ pie/min. iA 
que razon se aleja del muro la parte inferior de la escale¬ 
ra en el instante en que la parte superior de la escalera 
esta a 18 pies por arriba del suelo? 

17 . Considere la escalera cuya parte inferior se desliza ale- 
jandose de la base del muro vertical mostrado en la 
FIGURA 4.2.11. Demuestre que la razon a la cual crece 

es la misma que la razon a la cual decrece 0 2 . 



FIGURA 4.2.11 Escalera en el problema 17 

18 . La cuerda de un cometa se suelta a razon constante de 
3 pies/s. Si el viento se lleva al cometa horizontalmente 
a una altitud de 200 pies, ^cuan rapido se mueve el 
cometa cuando se han soltado 400 pies de cuerda? 

19 . Dos buques tanque zarpan de la misma terminal petro- 
lera. Uno se dirige hacia el este a mediodia a una velo- 
cidad de 10 nudos. (1 nudo = 1 milla nautica/h. Una 
milla nautica mide 6 080 pies o 1.15 milla estandar.) El 
otro buque se dirige hacia el norte a la 1:00 p.m. a razon 


de 15 nudos. que razon cambia la distancia entre los 
dos buques a las 2:00 p.m.? 

20 . A las 8:00 a.m., el barco S x esta a 20 km direccion norte 
del barco S 2 . El barco Si navega hacia el sur a razon de 
9 km/h y el barco S 2 se dirige hacia el oeste a razon 
de 12 km/h. A las 9:20 a.m., ^a que razon cambia la dis¬ 
tancia entre los dos barcos? 

21 . Una polea esta asegurada a una orilla de un muelle 
situado a 15 pies por arriba de la superficie del agua. 
Un bote pequeno es jalado hacia el muelle por medio de 
una cuerda en la polea. La cuerda esta unida a la proa 
del bote a 3 pies antes de la linea del agua. Vea la FIGURA 
4.2.12. Si la cuerda se jala a razon constante de 1 pie/s, 
^cuan rapido se aproxima el bote al muelle cuando se 
encuentra a 16 pies de este? 



FIGURA 4.2.12 Bote y muelle en el problema 21 

22 . Un bote se jala hacia un muelle por medio de un cabres- 
tante. El cabrestante esta situado al final del muelle y se 
encuentra a 10 pies por arriba del nivel al que la cuerda 
de arrastre esta atada a la proa del bote. La cuerda se jala 
a razon constante de 1 pie/s. Use una funcion trigonome- 
trica inversa para determinar la razon a la cual cambia el 
angulo de elevacion entre la proa del bote y el final del 
muelle cuando se han soltado 30 pies de cuerda. 

23 . Un reflector en un bote patrulla que esta a \ km de la 
costa sigue un buque de dunas de arena que se mueve 
en forma paralela al agua a lo largo de una playa recta. 
El buque se desplaza a razon constante de 15 km/h. Use 
una funcion trigonometrica inversa para determinar la 
razon a la cual gira el reflector cuando el buque esta a 
\ km del punto sobre la playa mas proximo al bote. 

24 . Un diamante de beisbol es un cuadrado de 90 pies por 
lado. Vea la FIGURA 4.2.13. Un jugador golpea la pelota y 
corre hacia la primera base a razon de 20 pies/s. iA que 
razon cambia la distancia del corredor a segunda base 
en el instante en que el corredor esta a 60 pies de homel 
lA que razon cambia la distancia del corredor a tercera 
base en ese mismo instante? 



FIGURA 4.2.13 Diamante de beisbol en el problema 24 
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25 . Un avion que se mueve en forma paralela al nivel del 
suelo a razon constante de 600 mi/h se aproxima a una 
estacion de radar. Si la altitud del avion es de 2 mi, 
^cuan rapido disminuye la distancia entre el avion y la 
estacion de radar cuando la distancia horizontal entre 
ambos es 1.5 mi? Yea la FIGURA 4.2.14. 



FIGURA 4.2.14 Avion en el problema 25 


26 . En el problema 25, en el punto directamente por arriba 
de la estacion de radar, el avion asciende formando un 
angulo de 30° sin aminorar su velocidad. ^Cuan rapido 
aumenta la distancia entre el avion y la estacion 1 minuto 
despues? [ Sugerencia : Use la ley de los cosenos.] 

27. Un avion a una altitud de 4 km pasa directamente por 
arriba de un telescopio de rastreo ubicado en tierra. 
Cuando el angulo de elevacion es de 60°, se observa que 
el angulo decrece a razon de 30 grados/min. ^Cuan 
rapido se mueve el avion? 

28 . Una camara de rastreo, ubicada a 1 200 pies del punto 
de lanzamiento, sigue a un globo de aire caliente con 
ascenso vertical. En el instante en que el angulo de ele¬ 
vacion 6 de la camara es i t/ 6, el angulo 6 crece a razon 
de 0.1 rad/min. Vea la FIGURA 4.2.15. que razon sube el 
globo en ese instante? 



FIGURA 4.2.15 Globo en el problema 28 

29 . Un cohete se desplaza a razon constante de 1 000 mi/h a 
un angulo de 60° con respecto a la horizontal. Vea la FIGU¬ 
RA 4.2.16. 



FIGURA 4.2.16 Cohete en el problema 29 


a) i A que razon crece su altitud? 

b ) ^Cual es la velocidad del cohete con respecto a tie¬ 
rra? 

30 . Un tanque de agua en forma de cilindro circular recto 
de 40 pies de diametro se drena de modo que el nivel 
del agua disminuye a razon constante de § pies/min. 
^Cuan rapido decrece el volumen del agua? 

31 . Un tanque de aceite en forma de cilindro circular recto 
de 8 m de radio se llena a razon constante de 10 m 3 /min. 
^Cuan rapido sube el volumen del aceite? 

32 . Como se muestra en la FIGURA 4.2.17, un tanque rectangu¬ 
lar de agua de 5 pies de ancho esta dividido en dos tan- 
ques por medio de una separacion que se mueve en la 
direccion indicada a razon de 1 pulg/min cuando al tan¬ 
que frontal se bombea agua a razon de 1 pie 3 /min. 

a) i A que razon cambia el nivel del agua cuando el 
volumen de agua en el tanque frontal es de 40 pies 3 
y x = A pies? 

b) En ese instante, el nivel del agua ^sube o baja? 



FIGURA 4.2.17 Tanque en el problema 32 

33. Por la parte inferior de un tanque conico se fuga agua a 

razon de 1 pie 3 /min, como se muestra en la FIGURA 4.2.18. 

a) i A que razon cambia el nivel del agua cuando el agua 
tiene 6 pies de profundidad? 

b) i A que razon cambia el radio del agua cuando el agua 
tiene 6 pies de profundidad? 

c ) Suponga que el tanque estaba lleno en t = 0. i A que 
razon cambia el nivel del agua en 7 = 6 min? 



FIGURA 4.2.18 Tanque en el problema 33 

34 . Un canal de agua con extremos verticales en forma de 
trapezoides isosceles tiene las dimensiones mostradas en 
la FIGURA 4.2.19. Si se bombea agua a razon constante de 
\ m 3 /s, ^cuan rapido sube el nivel del agua cuando la 
profundidad del agua es de \ m? 
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FIGURA 4.2.19 Tanque en el problema 34 


35. Cada uno de los extremos verticales de un canal de agua 
de 20 pies de longitud es un triangulo equilatero con el 
vertice hacia abajo. Se bombea agua a razon constante 
de 4 pies 3 /min. 


a) ^Cuan rapido sube el nivel h del agua cuando la pro- 
fundidad del agua es de 1 pie? 

b ) Si h 0 es la profundidad inicial del agua en el canal, 
demuestre que 


dh 

dt 




-!/2 


41. Suponga que la rueda de la fortuna en el problema 40 
esta equipada con reflectores de colores fijos situados en 
varios puntos a lo largo de su circunferencia. Considere 
el reflector ubicado en el punto P en la FIGURA 4.2.21. Si 
los haces de luz son tangentes a la rueda en el punto P , 
l a que razon se aleja el reflector en Q en tierra del punto 
R en el instante en que 9 = 7 t/4 ? 



FIGURA 4.2.21 Rueda de la fortuna en el problema 41 


[Sugerencia: Considere la diferencia de volumen des¬ 
pues de t minutos.] 

c) Si h 0 = ^ pie y la altura del extremo triangular es 5 
pies, determine el instante en el que el canal esta 
lleno. ^Cuan rapido sube el nivel del agua cuando el 
canal esta lleno? 

36. El volumen V entre dos esferas concentricas esta en 
expansion. El radio de la esfera exterior crece a razon 
constante de 2 m/h, mientras el radio de la esfera inte¬ 
rior disminuye a razon constante \ m/h. que razon 
cambia V cuando el radio exterior es 3 m y el radio inte¬ 
rior es 1 m? 

37. Muchos objetos esfericos como las gotas de lluvia, las 
bolas de nieve y las bolas de naftalina se evaporan a una 
razon proporcional a su area superficial. En este caso, 
demuestre como el radio del objeto decrece a razon 
constante. 

38. Si la razon a la cual cambia el volumen de una esfera 
es constante, demuestre que la razon a la cual cambia 
su area superficial es inversamente proporcional al radio. 

39. Suponga que un cubo de hielo se derrite de modo que 
siempre conserva su forma cubica. Si el volumen del 
cubo decrece a razon de \ pulg 3 /min, ^cuan rapido cam¬ 
bia el area superficial del cubo cuando el area superfi¬ 
cial es de 54 pulg 2 ? 

40. La rueda de la fortuna mostrada en la FIGURA 4.2.20 gira 
una vuelta completa en sentido contrario al movimiento 
de las manecillas del reloj cada 2 minutos. /,Cuan rapido 
sube una pasajera en el instante en que esta 64 pies por 
arriba del suelo? ^Cuan rapido se mueve horizontal- 
mente en el mismo instante? 



42. Un clavadista salta desde una plataforma elevada con 
velocidad inicial hacia abajo de 1 pie/s hacia el centro 
de un gran tanque circular de agua. Vea la FIGURA 4.2.22. 
Por fisica, la altura del clavadista por arriba del nivel del 
suelo esta dada por s(t) = —16 1 2 — t + 200, donde 
t> 0 es el tiempo medido en segundos. 

a) Use una funcion trigonometrica inversa para expresar 
6 en terminos de s. 

b) Encuentre la razon a la cual el angulo 6 subtendido 
por el tanque circular, segun lo ve el clavadista, crece 
en t = 3 s. 

c) /,Cual es el valor de 6 cuando el clavadista golpea el 
agua? 

d) ^Cual es la razon de cambio de 6 cuando el clava¬ 
dista golpea el agua? 



= Modelos matematicos 

43. Resistencia La resistencia total R en un circuito para- 
lelo que contiene dos resistores de resistencias R x y R 2 
esta dada por l/R = 1 /R { + 1 /R 2 . Si cada resistencia 
cambia con el tiempo t , entonces ^como estan relacio¬ 
nadas dR/dt , dRi/dt y dR 2 /dtl 


FIGURA 4.2.20 Rueda de la fortuna en el problema 40 
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44. Presion En la expansion adiabatica del aire, la presion 
P y el volumen V estan relacionados por PV lA = k , 
donde k es una constante. En cierto instante, la presion 
es 100 lb/pulg 2 y el volumen es 32 pulg 3 . que razon 
cambia la presion en ese instante si el volumen dismi- 
nuye a razon de 2 pulg 3 /s? 

45. Cangrejos de no Un estudio acerca de cangrejos de 
rfo (Orconectes virilis) indica que el caparazon de lon- 
gitud C esta relacionado con la longitud total T segun la 
formula C = 0.493 T — 0.913, donde C y T se miden en 
milimetros. Vea la FIGURA 4.2.23. 

a) A medida que el cangrejo de rfo crece, la razon R de 
la longitud del caparazon a la longitud total, ^aumen- 
ta o disminuye? 

b) Si el cangrejo de rfo crece en longitud a razon de 
1 mm por dia, ^a que razon cambia la relation del 
caparazon a la longitud total cuando el caparazon es 
un tercio de la longitud total? 



FIGURA 4.2.23 Cangrejo de rfo en el problema 45 

46. Peso del cerebro Segun estudios de alometrfa, el peso 
del cerebro E en los peces esta relacionado con el 


peso corporal P por E = 0.007P 2 / 3 , y el peso corporal esta 
relacionado con la longitud del cuerpo por P = 0.12L 2 53 , 
donde E y P se miden en gramos y L se mide en centi¬ 
metres. Suponga que la longitud de cierta especie de pez 
evoluciono a razon constante desde 10 cm hasta 18 cm a 
lo largo de 20 millones de anos. ^A que razon, en gramos 
por millones de anos, credo el cerebro de esta especie 
cuando el pez pesaba la mitad de su peso corporal final? 
47. Cantidad de movimiento En fisica, la cantidad de 
movimiento p de un cuerpo de masa m que se mueve en 
linea recta con velocidad v esta dada por p = mv. 
Suponga que un avion de masa 10 5 kg vuela en linea recta 
mientras en los bordes de entrada de sus alas se acumula 
hielo a razon constante de 30 kg/h. Vea la FIGURA 4.2.24. 

a) i A que razon cambia la cantidad de movimiento del 
avion si vuela a razon constante de 800 km/h? 

b) iA que razon cambia la cantidad de movimiento del 
avion en / = 1 h si en ese instante su velocidad es 
750 km/h y aumenta a razon de 20 km/h? 



FIGURA 4.2.24 Avion en el problema 47 


4.3 Extremos de funciones 


■ Introduce ion Ahora abordaremos el problema de encontrar los valores maximo y minimo 
de una funcion/sobre un intervalo I. Veremos que al encontrar estos extremos de/(en caso de 
haber alguno) en muchos casos es posible trazar facilmente su grafica. Al encontrar los extre¬ 
mos de una funcion tambien es posible resolver ciertos tipos de problemas de optimization. En 
esta section establecemos algunas definiciones importantes y mostramos como puede encontrar 
los valores maximo y mmimo de una funcion / que es continua sobre un intervalo cerrado I. 



FIGURA 4.3.1 Mmimo absoluto 
de una funcion 


■ Extremos absolutos En la FIGURA 4.3.1 se ha ilustrado la grafica de la funcion cuadratica 
fix) = x 2 — 3x + 4. A partir de esta grafica debe resultar evidente que el valor de la funcion 
m=i es la coordenada y del vertice, y como la parabola se abre hacia arriba, en el rango 
de / no hay numero menor que Decimos que el extremo /(§) = \ es el minimo absoluto de /. 
A continuacion se definen los conceptos de maximo absoluto y minimo absoluto de una funcion. 


Definicion 4.3.1 Extremos absolutos 

i) Un numero fief) es un maximo absoluto de una funcion / si fix) < fic x ) para toda v en 
el dominio de/. 

ii) Un numero fief) es un minimo absoluto de una funcion / si fix) > fief) para toda v en 
el dominio de/. 


Los extremos absolutos tambien se denominan extremos globales. 

A partir de su experiencia al graficar funciones debe serle facil, en algunos casos, ver 
cuando una funcion posee un maximo o un minimo absoluto. En general, una funcion cuadra- 
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tica f{x) = ax 2 + bx + c tiene un maximo absoluto o un minimo absoluto. La funcion 
fix) = 4 — x 2 tiene el maximo absoluto /(0) = 4. Una funcion lineal fix) = ax + b, a ¥= 0, no 
tiene extremos absolutos. Las graficas de las funciones conocidas y = l/x, y = x 3 , y = tanv, 
y = e x y y = In x muestran que estas no tienen extremos absolutos. Las funciones trigonome- 
tricas y = sen x y y = cos x tienen un maximo absoluto y un minimo absoluto. 


EJEMPLO 1 


Extremos absolutos 


Para/(jc) = senx,/(7 t/ 2) = 1 es su maximo absoluto y f (3 tt/2) = —1 es su minimo abso¬ 
luto. Por periodicidad, los valores maximo y minimo tambien ocurren en x = 7r/2 + 2mr y 
x = 3 tt/2 + 2nir, n = ±1, ±2, . . . , respectivamente. ■ 


El intervalo sobre el que la funcion esta definida es muy importante en la consideracion 
de extremos. 


EJEMPLO 2 


Funciones definidas sobre un intervalo cerrado 


a) fix) = x 2 , definida solo sobre el intervalo cerrado [1, 2], tiene el maximo absoluto 
/(2) = 4 y el minimo absoluto /(l) = 1. Vea la FIGURA 4.3.2a). 

b) Por otra parte, si fix) = x 2 esta definida sobre el intervalo abierto (1, 2), entonces / 
no tiene extremos absolutos. En este caso,/(l) y/(2) no estan definidos. 

c) fix) = x 2 definida sobre [—1, 2], tiene el maximo absoluto /(2) = 4, pero ahora el 
minimo absoluto es/(0) = 0. Vea la figura 43.2b). 

d) fix) = x 2 definida sobre (—1, 2), tiene un minimo absoluto /(0) = 0, pero no un 

maximo absoluto. ■ 




b ) f definida sobre [—1,2] 

FIGURA 4.3.2 Graficas de 
funciones en el ejemplo 2 


Los incisos a) y c) del ejemplo 2 ilustran el siguiente resultado general. 


Teorema 4.3.1 Teorema del valor extremo 

Una funcion / continua sobre un intervalo cerrado [a, b] siempre tiene un maximo absolu¬ 
to y un minimo absoluto sobre el intervalo. 


En otras palabras, cuando / es continua sobre [ a , b\, hay numeros fief) y fief) tales que 
fief) ^ fix) < fief) para toda v en [a, b]. Los valores fief) y fief) son el maximo absoluto y 
el minimo absoluto, respectivamente, sobre el intervalo cerrado [a , b]. Vea la FIGURA 4.3.3. 

■ Extremos de un punto frontera Cuando un extremo absoluto de una funcion ocurre en un 
punto frontera de un intervalo /, como en los incisos a) y c) del ejemplo 2, decimos que se 
trata de un extremo de un punto frontera. Cuando I no es un intervalo cerrado; es decir, 
cuando I es un intervalo como (a, b], (—oo, b] o [ a , oo), entonces aunque/sea continua no 


para a<x<b 



2 b 


FIGURA 4.3.3 La funcion/tiene 
un maximo absoluto y un minimo 
absoluto 


hay garantia de que exista un extremo absoluto. Vea la FIGURA 4.3.4. 


u 


no hay 


maximo 

\ no es un 
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U i punto frontera 

a 
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minimo 7 


absoluto 



y> 

minimo 

^ • absoluto de 

; punto frontera 


b 


no hay extremo absoluto 



a) f definida sobre ( a , b] 


b) f definida sobre b] 


c ) f definida sobre [0, oo) 


FIGURA 4.3.4 Una funcion/continua sobre un intervalo que no tiene ningun extremo absoluto 

■ Extremos relativos En la FIGURA 4.3.5a) se ha ilustrado la grafica de fix) = x 3 - 5x + 8. 
Debido a que el comportamiento final de / es el de y = x 3 ,/(X)—» oo cuando x->oo y 
fix) —» — oo cuando v —» — oo. Con base en esta observacion es posible concluir que esta fun¬ 
cion polinomial no tiene extremos absolutos. No obstante, suponga que centramos la atencion 
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FIGURA 4.3.5 Maximo relativo 
en Ci y minimo relativo en c 2 
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en valores de x proximos a, o en una vecindad de, los numeros c 1 y c 2 . Como se muestra en 
la figura 4.3.5 b), /(a) es el valor mayor o maximo de la funcion / cuando se compara con 
todos los demas valores de la funcion en el intervalo abierto (a l9 b x )\ en forma semejante,/(c 2 ) 
es el valor minimo de / en el intervalo ( a 2 , b 2 ). Estos extremos relativos, o locales, se defi- 
nen como sigue. 


Definicion 4.3.2 Extremos relativos 

i ) Un numero f(c x ) es un maximo relativo de una funcion / si /(x) < f(c x ) para toda x 
en algun intervalo abierto que contiene a c 1 . 

ii) Un numero f(c x ) es un minimo relativo de una funcion / si /(x) > /(c,) para toda x 
en algun intervalo abierto que contiene aq. 


Como consecuencia de la definicion 4.3.2 podemos concluir que 

• Todo extremo absoluto, con excepcion de un extremo de un punto frontera, 
tambien es un extremo relativo. 

Un extremo absoluto de un punto frontera se excluye de ser un extremo relativo con base en 
el tecnicismo de que alrededor de un punto frontera del intervalo no puede encontrarse un 
intervalo abierto contenido en el dominio de la funcion. 

Hemos llegado al planteamiento de una pregunta evidente: 

• ^Como se encuentran los extremos de una funcion? 

Incluso cuando tenemos graficas, para la mayor parte de las funciones la coordenada x en que 
ocurre un extremo no es evidente. Con ayuda de la herramienta para acercar o alejar una pagina 
de un dispositivo para graficar, es posible buscar y, por supuesto, aproximar tanto la ubicacion 
como el valor de un extremo. Vea la FIGURA 4.3.6. A pesar de lo anterior, resulta aconsejable 
poder encontrar la ubicacion exacta y el valor exacto de un extremo. 



Maximo relativo proximo a x = 0 
Minimo relativo proximo a x = 1 

FIGURA 4.3.6 Ubicacion aproximada de extremos relativos 


En la figura 4.3.6a) se plantea que un minimo relativo ocurre cerca de x = —2. Con las 
herramientas de una calculadora o un SAC es posible convencernos de que este minimo rela¬ 
tivo es realmente un minimo absoluto o global, pero con las herramientas del calculo es posi¬ 
ble demostrar en verdad que este es el caso. 



FIGURA 4.3.7 /no es diferencia- 
ble en c x ; f es 0 en c 2 y c 3 


■ Numeros criticos El analisis de la FIGURA 4.3.7 junto con las figuras 4.3.5 y 4.3.6 sugiere 
que si c es un numero en el que la funcion / tiene un extremo relativo, entonces la tangente 
es horizontal en el punto correspondiente a x = c o no es diferenciable en x = c. Es decir, 
una de las dos: f\c) = 0 o f\c) no existe. Este numero c recibe un nombre especial. 


Definicion 4.3.3 Numero critico 

Un numero critico de una funcion/es un numero c en su dominio para el cual f'(c) = 0 o 
/'(c) no existe. 
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En algunos textos un numero critico x = c se denomina punto critico. 


EJEMPLO 3 


Determinacion de numeros criticos 


Encuentre los numeros criticos de fix) = x In x. 

Solucion Por la regia del producto, 

fix) = v • ^ + 1 • In x = 1 + In v. 

La unica solucion de/'(v) = 0 o In v = — 1 esx = e~ l . Hasta dos cifras decimales, el numero 
critico de/esc -1 ~ 0.36. ■ 


EJEMPLO 4 


Determinacion de numeros criticos 


Encuentre los numeros criticos de fix) = 3x 4 + 4x 3 — 12x 2 +10. 

Solucion A1 diferenciar y factorizar se obtiene 

fix) = \2x 3 + \2x 2 — 24x = 12x(x + 2)(x — 1). 

Por tanto, observamos qu e fix) = 0 para x = 0, x = —2yx= 1. Los numeros criticos de/ 
son 0, - 2 y 1. ■ 


EJEMPLO 5 


Determinacion de numeros criticos 


Encuentre los numeros criticos de fx) = (x + 4) 2 / 3 . 


Solucion Por la regia de potencias para funciones, 


fix) 


| (x + 4) -1 / 3 = 


2 

3(x + 4) 1/3 ' 


En este caso observamos que/'(x) no existe cuando x = —4. Puesto que —4 esta en el domi- 
nio de/, concluimos que este es su numero critico. ■ 


EJEMPLO 6 


Determinacion de numeros criticos 


Encuentre los numeros criticos de f(x) = 


x — r 


Solucion Por la regia del cociente, despues de simplificar encontramos, 


fix) 


xix - 2) 
ix~ l) 2 ' 


Ahora, fix) = 0 cuando el numerador de/es 0. A1 resolver la ecuacion xix — 2) = 0 obte- 
nemos r = 0 y x = 2. Ademas, cuando se inspecciona el denominador de / se encuentra que 
fix) no existe cuando x = 1. No obstante, al analizar/se observa que v = 1 no esta en su 
dominio, y asi los unicos numeros criticos son 0 y 2. ■ 


Teorema 4.3.2 Los extremos relativos ocurren en numeros criticos 


Si una funcion / tiene un extremo relativo en x = c, entonces c es un numero critico. 


DEM0STRACI0N Suponga que/(c) es un extremo relativo. 

i) Si/'(c) no existe, entonces, por la definicion 4.3.3, c es un numero critico. 

ii) Si/'(c) existe, entonces hay tres posibilidades:/'(c) > 0,/'(c) < 0 o/'(c) = 0. Para aho- 
rrar argumentos, tambien se supondra que /(c) es un maximo relativo. Asi, por la defini¬ 
cion 4.3.2 hay algun intervalo abierto que contiene a c donde 


f(c + h) < /(c) 


( 1 ) 















208 CAPITULO 4 Aplicaciones de la derivada 


donde el numero h es suficientemente pequeno en valor absoluto. Entonces, la desigual- 
dad en (1) implica que 


/(c + /Q-/(c) 
h 


0 para h > 0 


y 


f(c + h) - /(c) 
h 


0 para h < 0. 


( 2 ) 


Pero como lim [/(c + h) — /(c )]/h existe y es igual a/'(c), las desigualdades en (2) 
muestran que/'(c) < 0 y /'(c) > 0, respectivamente. La unica forma en que esto puede 
ocurrir es cuand of'(c) = 0. El caso en que/(c) es un mmimo relativo se demuestra en forma 
semejante. ■ 


■ Extremos de funciones definidos sobre un intervalo cerrado Se ha visto que una funcion 
/ que es continua sobre un intervalo cerrado tiene tanto un maximo absoluto como un mmimo 
absoluto. El siguiente teorema indica donde ocurren estos extremos. 


Teorema 4.3.3 Determinacion de extremos absolutos 

Si/es continua sobre un intervalo cerrado [< a , b], entonces un extremo absoluto ocurre ya 
sea en un punto frontera del intervalo o en un numero crftico c en el intervalo abierto (< a , b ). 


El teorema 4.3.3 se resume como sigue: 

Directrices para encontrar extremos sobre un intervalo cerrado 

i) Evalue/en los puntos frontera a y b del intervalo [a, b]. 

ii) Encuentre todos los numeros crfticos c 1? c 2 , . . . , c n en el intervalo abierto (< a , b). 

iii) Evalue/en todos los numeros crfticos. 

iv) Los valores mayor y menor en la lista 

/((3),/(C!),/(c 2 ), . . .,/(c n ),/(/?), 

son el maximo absoluto y el mmimo absoluto, respectivamente, de / sobre el inter¬ 
valo [ a , b]. 


EJEMPLO 7 


Determinacion de extremos absolutos 


Encuentre los extremos absolutos de f{x) = v 3 — 3x 2 — 24x + 2 sobre el intervalo 


a) [-3,1] b ) [-3,8]. 


Solucion Debido a que / es continua, solo es necesario evaluar / en los puntos frontera de 
cada intervalo y en los numeros crfticos dentro de cada intervalo. A partir de la derivada 

fix) = 3x 2 — 6x — 24 = 3(x + 2)(x — 4) 

vemos que los numeros crfticos de la funcion/son — 2 y 4. 

a ) A partir de los datos que se muestran en la tabla siguiente resulta evidente que el 
maximo absoluto de/sobre el intervalo [—3, 1] es/( —2) = 30, y que el mmimo abso¬ 
luto es el extremo de un punto frontera/(l) = —24. 


Sobre [-3, 1] 


-3 

-2 

1 

m 

20 

30 

-24 


b ) Sobre el intervalo [—3, 8] a partir de la tabla siguiente observamos que/(4) = —78 
es un mmimo absoluto y que/(8) = 130 es un maximo absoluto de un punto frontera. 


Sobre [-3, 8] 


-3 

-2 

4 

8 

fix) 

20 

30 

-78 

130 
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f'(x ) NOTAS DESDE EL AULA 

i) Una funcion puede, por supuesto, asumir sus valores maximo y minimo mas de una vez 
sobre un intervalo. Usted debe comprobar, con ayuda de un dispositivo para graficar, 
que la funcion/(x) = sen x alcanza su valor de funcion maximo 1 cinco veces y su valor 
de funcion mmimo — 1 cuatro veces en el intervalo [0, 977 ]. 

ii) El converso del teorema 4.3.2 no necesariamente es cierto. En otras palabras: 

Un numero critico de una funcion/no necesita corresponder a un extremo relativo. 

Considere/(x) = x 3 y g(x) = x 1 / 3 . Las derivadas/'(x) = 3x 2 y g'(x) = \x~ 2 ^ muestran 
que 0 es un numero critico de ambas funciones. Pero a partir de las graficas de/y g en 
la FIGURA 4.3.8 vemos que ninguna funcion posee algun extremo sobre el intervalo 

( — oo, oo). 

Hi) Hemos indicado como encontrar los extremos absolutos de una funcion/que es conti- 
nua sobre un intervalo cerrado. En las secciones 4.6 y 4.7 usamos la primera y segun- 
da derivada para encontrar los extremos relativos de una funcion. 



X 


a) 


y 


y = x 


1/3 



X 


b) 

FIGURA 4.3.8 0 es un numero 
critico para ambas funciones, 
pero ninguna tiene extremos 


Ejercicios 4.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-14. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, use la grafica de la funcion dada como 
ayuda para determinar cualquier extremo absoluto sobre los 


intervalos indicados. 



1. fix) = x - 4 



a) [-1,2] b)[3,l] 


c) (2, 5) d) [1, 4] 

2. fix) = |x - 4| 



a) [-1,2] b) [3, 7] 


c) (2, 5) d) [1, 4] 

3. fix) = x 2 — 4x 



a) [1, 4] b) [1, 3] 


c) i~ 1,3) d) i4, 5] 

4. fix) = +9 - x 2 



a) [-3,3] b) (-3,3) 


c) [0,3) d) [-1,1] 

5. fix) = tan x 



a) [-77/2,77/2] 

b) 

[ — 77 / 4 , 77 / 4 ] 

c) [0,77/3] 

d) 

[0,77] 

6. fix) = 2 cos x 



a) [— 77, tt] 

b) 

[-77/2, 77/2] 

c) [ 77 / 3 , 277 / 3 ] 

d) 

[-77/2, 377/2] 

En los problemas 7-22, encuentre los numeros criticos de las 

funciones dadas. 



7. fix) = 2x 2 — 6x + 8 


8. fix) = x 3 + x — 2 

9. fix) = 2x 3 - 15x 2 - 36x 


10. fix) = x 4 - 4x 3 + 7 

11. fix) = (x - 2) 2 (x - 1) 


12. fix) = x 2 (x + l) 3 

1 + X 


x 2 

!3. fix) = ^ x 


14. fix) = 

x + 2 

15. fix) = (4x - 3) 1/3 


16. fix) = x 2/3 + x 

17. fix) = (x - l) 2 Vx + 2 


18. fix) = +_*_ 



\/xTT 

19. fix) = — x + senx 


20. fix) = cos 4x 

21. fix) = x 2 — 8 In x 


22. fix) = + 2x 


En los problemas 23-36, encuentre los extremos absolutos de 
la funcion dada sobre el intervalo indicado. 

23. fix) = -x 1 + 6x; [1, 4] 24. fix) = (x - l) 2 ; [2, 5] 


25. fix) 


= r 2 /3- 


[- 1 . 8 ] 


26. fix) = x 2/3 (x 2 - 1); [-1,1] 

27. fix ) = x 3 — 6x 2 + 2; [—3, 2] 

28. fix) = -x 3 - x 2 + 5x; [ -2, 2] 

29. fix) = x 3 - 3x 2 + 3x - 1; [-4,3] 

30. fix) = x 4 + 4x 3 - 10; [0,4] 

31. fix) = x\x - l) 2 ; [-1,2] 

Vr 

32. fix) = 


_ +r [U] 

X + 1 

33. f{x) = 2 cos 2x — cos 4x; 


34. f(x) = 1+5 sen 3x; 


[0, 2tt] 
[0, tt/2] 


35. fix) = 3 + 2 sen 2 24x; [0, 77 ] 

36. fix) = 2x — tanx; [ — 1, 1.5] 

En los problemas 37 y 38, encuentre todos los numeros cri- 
ticos. Distinga entre extremos absolutos, extremos de un 
punto frontera y extremos relativos. 

37. fix) = x 2 - 2|x|; [-2,3] 

xe ft \ /4x + 12, -5 < x < -2 

38 - /W V. -2CS1 

39. Considere la funcion /continua definida sobre [a, b ] que 
se muestra en la FIGURA 4.3.9. Dado que de c 1 a c 10 son 
numeros criticos: 



ac l c 2 c 3 C 5 c 6 \ ; Jc$C 9 C l0 b 

FIGURA 4.3.9 Grafica para el problema 39 


a) Enumere los numeros criticos en los cuales/'(x) = 0. 

b) Enumere los numeros criticos en los cuales/'(x) no 
esta definida. 

c) Distinga entre los extremos absolutos y los extremos 
absolutos de un punto frontera. 

d) Distinga entre los maximos relativos y los minimos 
relativos. 

40. Considere la funcion/(x) = x + 1/x. Demuestre que el 
minimo relativo es mayor que el maximo relativo. 
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= Aplicaciones 

41. La altura de un proyectil lanzado desde el nivel del suelo 
esta dada por s(t) = —16 1 2 + 320 t, donde t se mide en 
segundos y s en pies. 

a) s(t) esta definida solo en el intervalo [0, 20]. ^Por que? 

b) Use los resultados del teorema 4.3.3 para determinar 
la altura maxima alcanzada por el proyectil. 

42. El fisico fiances Jean Louis Poiseuille descubrio que la 
velocidad v(r) (en cm/s) del flujo sangumeo que circula 
por una arteria con seccion trasversal de radio R esta 
dada por v(r) = (P/4vl)(R 2 — r 2 ), donde P, v y l son 
constantes positivas. Vea la FIGURA 4.3.10. 

a) Determine el intervalo cerrado sobre el que esta defi¬ 
nida v. 

b ) Determine las velocidades maxima y minima del 
flujo sangumeo. 

Seccion transversal circular 



FIGURA 4.3.10 Arteria para el problema 42 

= Piense en ello 

43. Elabore una grafica de una funcion continua / que no 
tenga extremos absolutos pero si un maximo relativo y 
un mmirno relativo que tengan el mismo valor. 

44. Proporcione un ejemplo de una funcion continua, defi¬ 
nida sobre un intervalo cerrado [a, b], para el cual el 
maximo absoluto es el mismo que el mmirno absoluto. 

45. Sea fix) = [x\ la funcion entero mayor. Demuestre que 
todo valor de x es un numero critico. 

46. Demuestre que fix) = (ax + b)/(cx + d) no tiene 
numeros criticos cuando ad — be ^ 0. ^Que ocurre 
cuando ad — be = 01 


47. Sea fix) = x n , donde n es un entero positivo. Determine 
los valores de n para los cuales / tiene un extremo rela¬ 
tivo. 

48. Analice: ^por que una funcion polinomial de grado n 
puede tener a lo sumo n — 1 numeros criticos? 

49. Suponga que/es una funcion par continua tal que/(a) es 
un mmirno relativo. ^Que puede afirmarse sobre /(—a)? 

50. Suponga que / es una funcion impar continua tal que f(a) 
es un maximo relativo. ^Que puede afirmarse sobre /(—a)? 

51. Suponga que/es una funcion par continua que es dife- 
renciable en todas partes. Demuestre que x = 0 es un 
numero critico de/. 

52. Suponga que / es una funcion diferenciable que tiene 
solo un numero critico c. Si k 0, encuentre los nume¬ 
ros criticos de: 

a) k + fix) b) kf(x) c ) fix + k) d) f(kx ) 

= Problemas con calculadora/SAC 

53. a ) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 

fica de f{x) = —2 cos v + cos 2x. 

b) Encuentre los numeros criticos de f en el intervalo 
[0, 2 tt], 

c) Encuentre los extremos absolutos de f en el intervalo 

[ 0 , 277 ] . 

54. En el estudio del crecimiento de los copos de nieve, la 
formula 

b b 2b 

I {t) = -b —sen cot — -—cos 2 cot 

77 2 377 

es un modelo matematico para la variacion diaria en la 
intensidad de radiacion solar que penetra la superficie 
de la nieve. Aqui t representa el tiempo medido en horas 
despues del amanecer (t = 0) y co = 2tt/24. 

a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 
fica de I sobre el intervalo [0, 24]. Use b = 1. 

b) Encuentre los numeros criticos de I en el intervalo 
[0, 24]. 




FIGURA 4.4.1 Dos puntos donde 
la tangente es horizontal 


4.4 Teorema del valor medio 

■ Introduccion Suponga que una funcion y = fix) es continua y diferenciable sobre un inter¬ 
valo cerrado [< a , b] y que f(a) = fib) = 0. Estas condiciones significan que los numeros ay b 
son las coordenadas v de las intersecciones v de la grafica de / En la FIGURA 4.4.1a) se muestra 
una grafica tipica de una funcion/que satisface estas condiciones. A partir de la figura 4.4. lb) 
parece valido que debe haber por lo menos un numero c en el intervalo abierto ia, b) corres- 
pondiente a un punto sobre la grafica de / donde la tangente es horizontal. Esta observacion 
conduce a un resultado denominado teorema de Rolle. Usaremos este teorema para demostrar 
el resultado mas importante de esta seccion: el teorema del valor medio para derivadas. 


Teorema 4.4.1 Teorema de Rolle 

Sea/una funcion continua sobre [a, b] y diferenciable sobre ia , b). Si f{a) = fib) = 0, 
entonces hay un numero c en ia, b) tal que/'(c) = 0. 


DEM0STRACI0N Ocurre que/es una funcion constante sobre el intervalo [a, b] o no lo es. Si 
/es una funcion constante sobre [a, b], entonces debe tenerse/'(c) = 0 para todo numero c en 
ia, b). Luego, si/no es una funcion constante sobre [a, b], entonces debe haber un numero x 
















4.4 Teorema del valor medio 211 


en (a, b) donde fix) > 0 o fix) < 0. Suponga que fix) > 0. Puesto que / es continua sobre 
[ia, b], por el teorema del valor extremo sabemos que/alcanza un maximo absoluto en algun 
numero c en [a, b]. Pero por f{a) = f{b) = 0 y fix) > 0 para alguna v en {a, b), concluimos que 
el numero c no puede ser un punto frontera de [a, b]. En consecuencia, c esta en (a, b). Puesto 
que/es diferenciable sobre (a, b), es diferenciable en c. Entonces, por el teorema 4.3.2 tenemos 
f'ic) = 0. La demostracion para el caso en que fix) < 0 se concluye en forma semejante. ■ 


Comprobacion del teorema de Rolle 


EJEMPLO 1 


Considere la funcion fix) = — x 3 + v definida sobre [ — 1, 1]. La grafica de/se muestra en la 
FIGURA 4.4.2. Puesto que/es una funcion polinomial, es continua en [ — 1,1] y diferenciable 
sobre (—1, 1). Tambien, /(— 1) =/(l) = 0. Por tanto, se cumplen las hipotesis del teorema de 
Rolle. Concluimos que debe haber por lo menos un numero en (—1, 1) para el cual fix) = 
—3x 2 + 1 es cero. Para encontrar este numero, se resuelve f'ic) = 0 o — 3c 2 + 1 = 0. 
Esta ultima conduce a dos soluciones en el intervalo: c x 
0.57. 


-V3/3« —0.57 y c 2 = V3/3 


En el ejemplo 1, observe que la funcion/dada satisface las hipotesis del teorema de Rolle 
sobre [0, 1], asi como sobre [ — 1, 1]. En el caso del intervalo [0, 1 ],/'(/) = — 3c 2 + 1 = 0 
produce la unica solucion c = V3/3. 



FIGURA 4.4.2 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 1 


EJEMPLO 2 


Comprobacion del teorema de Rolle 


a) La funcion fix) = x — 4x ^ 3 , que se muestra en la FIGURA 4.4.3, es continua sobre [ — 8, 8] y 
satisface/(—8) =/(8) = 0. Pero no es diferenciable sobre (—8, 8), puesto que en el origen 
hay una tangente vertical. No obstante, como sugiere la figura, hay dos numeros c x y c 2 en 
(-8, 8) donde fix) = 0. Usted debe comprobar que /'(—8 V3/9) = 0 y /'(8V3/9) = 0. 
Tenga en cuenta que las hipotesis del teorema de Rolle son condiciones suficientes pero no 
necesarias. En otras palabras, si no se cumple una de estas tres hipotesis: continuidad sobre 
[a, b], diferenciabilidad sobre ia, b) y fia) = fib)= 0, la conclusion de que en ia, b) hay 
un numero c tal que f\c) = 0 puede cumplirse o no. 

b) Considere otra funcion g(x) = 1 — x 2 ^. Esta funcion es continua sobre [ — 1,1] y 

/(—1) =/(l) = 0. Pero como la funcion / anterior, g no es diferenciable en v = 0 y por 
tanto no es diferenciable sobre el intervalo abierto (—1, 1). En este caso, sin embargo, en 
(-1, 1) no hay algun c para el cual f'ic) = 0. Yea la FIGURA 4.4.4. ■ 


La conclusion del teorema de Rolle tambien se cumple cuando la condition fia) = fib) 
= 0 se sustituye por fia) = fib). La validez de este hecho se ilustra en la FIGURA 4.4.5. 


■ Teorema del valor medio El teorema de Rolle es de utilidad para demostrar el siguiente 
resultado importante denominado teorema del valor medio. Este teorema establece que 
cuando una funcion/es continua sobre [< a , b] y diferenciable sobre ia , b), entonces debe haber 
por lo menos un punto sobre la grafica donde la pendiente de la recta tangente es la misma 
que la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos ia , fia)) y (/?, fib)). La palabra 
medio se refiere aquf a un promedio; es decir, al valor de la derivada en algun punto es el 
mismo que la razon de cambio media de la funcion sobre el intervalo. 


Teorema 4.4.2 Teorema del valor medio para derivadas 


Sea/una funcion continua sobre [< a , b] y diferenciable sobre ia, b). Entonces en ia, b) existe 
un numero c tal que 


fie) 


fib) -fia) 
b — a 


DEMOSTRACION Como se muestra en la FIGURA 4.4.6, sea d(x ) la distancia vertical entre un 
punto sobre la grafica de y = fix) y la recta secante que pasa por ( a,f(a )) y (b, f(b)). Puesto 
que la ecuacion de la recta secante es 


y -m 


fib) - fia) 


(x ~ b ) 



FIGURA 4.4.3 Grafica de la 
funcion/en el ejemplo 2 



FIGURA 4.4.4 Grafica de la 
funcion g en el ejemplo 2 


m\ 


■ m=m 


itangente horizontal i 

"i-h 


FIGURA 4.4.5 El teorema 
de Rolle se cumple cuando 

fia ) = fib) 



FIGURA 4.4.6 Recta secante que 
pasa por {a, fia)) y (b, fib)) 


b — a 
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tenemos, como se muestra en la figura, d(x) = y 2 — y 1 , o bien, 


d(x) = fix) 


m + 


fib) ~ f(a) 

b — a 


(x 



Puesto que d(a) = d(b) = 0 y d(x) es continua sobre [ a , b ] y diferenciable sobre (< a , /?), el 
teorema de Rolle implica que en {a, b) existe un numero c para el cual d\c) = 0. Entonces, 


d\x) =f\x) 


y asi d\c) = 0 es lo mismo que 


m -f{a) 
b — a 


Ac) 


fib) — f(a) 
b — a 


Como se indica en la FIGURA 4.4.7, en (< a , b) puede haber mas de un numero c para el que 
las rectas tangente y secante son paralelas. 


m - m 



a) Una tangente b ) Dos tangentes 

FIGURA 4.4.7 Las tangentes son paralelas a la recta secante que pasa por ( a,f(a )) y ( b,f(b )) 


EJEMPLO 3 


Comprobacion del teorema del valor medio 


Dada la funcion f(x) = x 3 — I2x definida sobre el intervalo cerrado [ — 1, 3], ^existe un 
numero c en el intervalo abierto (—1, 3) que cumple la conclusion del teorema del valor medio? 


Solucion Puesto que / es una funcion polinomial, es continua sobre [ — 1,3] y diferenciable 
sobre (— 1, 3). Entonces,/(3) = —9,/(—1) = 11, 


Asi, debe tenerse 


f(x) = 3x 2 - 12 y f'(c) = 3c 2 - 12. 


/(3) -/(-l) 

3 - (-D 


-20 

4 


= 3c 2 - 12. 


Por tanto, 3c 2 = 7. Aunque la ultima ecuacion tiene dos soluciones, la unica solucion en el 
intervalo ( — 1, 3) esc = V7/3 ~ 1.53. ■ 


El teorema del valor medio es muy util para demostrar otros teoremas. Recuerde de la 
seccion 3.2 que si fix) = k es una funcion constante, entonces/'(v) = 0. El converso de este 
resultado se demuestra en el siguiente teorema. 


Teorema 4.4.3 Funcion constante 


Si f'(pc) = 0 para toda v en un intervalo [a, b], entonces fix) es una constante sobre el intervalo. 


DEM0STRACI0N Sean Xi y v 2 dos numeros arbitrarios en [ a , b] tales que x x < x 2 . Por el teo¬ 
rema del valor medio, en el intervalo (v l9 x 2 ) hay un numero c tal que 

/(*2> “ f(X l) r „ N 

x 2 -x, =/W ' 

Pero por hipotesis, f'{x) = 0. Entonces, f(x 2 ) — fix x ) = 0 o f{x x ) = f(x 2 ). Puesto que x x y x 2 
se escogen de manera arbitraria, la funcion / tiene el mismo valor en todos los puntos en el 
intervalo. Asi, / es constante. ■ 
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■ Funciones crecientes y decrecientes Suponga que una funcion y = fix) esta definida sobre 
un intervalo I y que x x y x 2 son dos numeros cualesquiera en el intervalo tales que x x < x 2 . 
En la seccion 1.3 vimos que/es creciente sobre I si f{x x ) < f(x 2 ), y decreciente sobre I si 
fix i) > f(x 2 ). Vea la figura 1.3.4. Intuitivamente, la grafica de una funcion creciente sube 
cuando x crece (es decir, la grafica asciende cuando se lee de izquierda a derecha) y la gra¬ 
fica de una funcion decreciente baja cuando x crece. Por ejemplo, y = e x crece sobre (— oo, oo) 
y y = e~ x decrece sobre (— oo, oo). Por supuesto, una funcion/puede ser creciente sobre cier- 
tos intervalos y decreciente sobre intervalos diferentes. Por ejemplo, y = sen x crece sobre 
[—7r/2,7r/2] y decrece sobre [ 77 / 2 , 377/2]. 

La grafica en la FIGURA 4.4.8 ilustra una funcion/que es creciente sobre los intervalos [b, c] 
y [d, e] y decreciente sobre [ a , b], [c, d\ y [ e , h]. 



FIGURA 4.4.8 Una funcion puede crecer sobre algunos intervalos 
y decrecer en otros 

El siguiente teorema es una prueba de la derivada para crecimiento/decrecimiento. 

Teorema 4.4.4 Prueba para crecimiento/decrecimiento 

Sea/una funcion continua sobre [ a , b] y diferenciable sobre ( a , b). 

i) Si f\x) > 0 para toda x en (<2, b), entonces/es creciente sobre [ a , b]. 

ii) Si fix) < 0 para toda x en ia , /?), entonces/es decreciente sobre [ a , b]. 


DEMOSTRACION 


0 Sean Xi y x 2 dos numeros arbitrarios en [a, b] tales que Xi < x 2 . Por el 
teorema del valor medio, en el intervalo (x l9 x 2 ) hay un numero c tal que 


f\c) 


f(xi) - fix 1 ) 

X 2 — Xi 


Pero f'ic) > 0 por hipotesis. Entonces, f(x 2 ) — fix x ) > 0 o/(xj) < /(x 2 ). 
Puesto que x x y x 2 se escogen de manera arbitraria, concluimos que/es cre¬ 
ciente sobre [< a , b]. 

ii) Si f'ic) < 0, entonces f(x 2 ) — fixf) < 0 o fixf) > /(x 2 ). Puesto que x x 
y v 2 se escogen de manera arbitraria, concluimos que / es decreciente 
sobre [a, b\. ■ 


Prueba de la derivada para crecimiento/decrecimiento 


EJEMPLO 4 


Determine los intervalos sobre los cuales fix) = x 3 — 3x 2 — 24x es creciente y los intervalos 
sobre los cuales / es decreciente. 


Solucion La derivada es 

fix) = 3x 2 — 6v — 24 = 3 (x + 2)(v — 4). 

Para determinar cuando fix) > 0 y fix) < 0 es necesario resolver 

(v + 2)ix — 4) > 0 y (jc + 2)ix — 4) < 0, 
respectivamente. Una manera de resolver estas desigualdades es analizar los signos algebrai- 
cos de los factores (x + 2) y (v — 4) sobre los intervalos de la recta numerica determinada 
por los puntos criticos —2 y 4: (- 00 , —2], [-2, 4], [4, 00 ). Vea la FIGURA 4.4.9. 


H-1-1-1-1— 

(* + 2)(*-4) 
(+)(-) 


(* + 2)(*-4) 
(-)(-) 

El signo 
de f'(x ) es + 


-2 



El signo 
de f'(x ) es 



(x + 2)(x — 4) 

(+X+) N 

El signo 
de f'(x) es + y 


En precalculo, este procedimien- 
to para resolver desigualdades 
no lineales se denomina metodo 
de la tab la de signos. 


FIGURA 4.4.9 Signos de/(x) en tres intervalos en el ejemplo 4 
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y. 

i- 



H-1-t-1- 

1 2 3 4 5 


FIGURA 4.4.10 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 5 


La informacion obtenida a partir de la figura 4.4.9 se resume en la tabla siguiente. 


Intervalo 

Signo de/'(x) 

y =/(*) 

(-00, -2) 

+ 

creciente sobre (— oo, —2] 

(-2, 4) 


decreciente sobre [—2,4] 

(4, oo) 

+ 

creciente sobre [4, oo) 


Prueba de la derivada para creciente/decreciente 


EJEMPLO 5 


Determine los intervalos sobre los cuales f(x) = \fxe x ^ es creciente y los intervalos sobre 
los cuales / es decreciente. 


Solucion Primero observe que el dominio de / esta definido por x > 0. Luego, la derivada 

x) 


f(x) = + \x- xfl e-* = |^(1 

es cero en 1 y esta indefinida en 0. Puesto que 0 esta en el dominio de / y ya que fix) —» oo 
cuando v—>0 + , concluimos que la grafica de/tiene una tangente vertical (el eje y) en (0, 0). 
Ademas, debido a que c _ */ 2 /2Vx > 0 para x > 0, solo es necesario resolver 


1 - v > 0 


1 - v < 0 


para determinar donde fix) > 0 y fix) < 0, respectivamente. Los resultados se muestran en 
la tabla siguiente. 


Intervalo 

Signo de fix) 

y =m 

(0,1) 

(1, 00) 

+ 

creciente sobre [0, 1] 
decreciente sobre [1, oo) 


Con ayuda de un dispositivo para graficar obtenemos la grafica de/que se observa en la FIGURA 
4.4.10. ■ 

Si una funcion/es discontinua en uno o en ambos puntos extremos de [ a , b], entonces 
fix) > 0 (o f{x) < 0) sobre ( a , b) implica que / es creciente (o decreciente) sobre el inter- 
valo abierto ( a , b). 

■ Posdata: Un poco de historia Michel Rolle (1652-1719), fiances, maestro de escuela ele¬ 
mental, estaba profundamente interesado en las matematicas, y a pesar de que su educacion 
fue bastante deficiente resolvio varios teoremas de importancia. Pero, curiosamente, Rolle no 
demostro el teorema que lleva su nombre. De hecho, fue uno de los primeros criticos rotun- 
dos del, entonces, nuevo calculo. A Rolle tambien se le acredita la invencion del simbolismo 
V* para denotar la raiz n-esima de un numero x. 


f'{x) NOTAS DESDE EL AULA 

i) Como ya se menciono, las hipotesis planteadas en el teorema de Rolle, asi como las hipote- 
sis del teorema del valor medio, son condiciones suficientes pero no necesarias. En el teore¬ 
ma de Rolle, por ejemplo, si una o mas de las hipotesis: continuidad sobre [a, b], diferencia- 
bilidad sobre (a, b) y f(a) = f(b) = 0 no se cumple, entonces la conclusion de que en el 
intervalo abierto (< a , b) existe un numero c tal que/'(c) = 0 puede cumplirse o no. 

ii) El converso de los incisos i) y ii) del teorema 4.4.4 no necesariamente son ciertos. En otras 
palabras, cuando/es una funcion creciente (o decreciente) sobre un intervalo, no se con- 
cluye que/'(x) > 0 (o f\x) < 0) sobre el intervalo. Una funcion puede ser creciente sobre 
un intervalo e incluso no ser diferenciable sobre ese intervalo. 
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Ejercicios 4.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-14. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, determine si la funcion dada satis- 
face las hipotesis del teorema de Rolle sobre el intervalo 
indicado. En caso afirmativo, encuentre todos los valores de 
c que satisfacen la conclusion del teorema. 

1. /(x)=x 2 -4; [-2,2] 

2. f(x) = x 2 - 6x + 5; [1,5] 

3. fix) = x 3 + 27; [-3,-2] 

4. fix) = x 3 — 5x 2 + 4x; [0,4] 

5. fix) = x 3 + x 2 ; [ — 1, 0] 

6. fix) = x(x - l) 2 ; [0,1] 

7. f(x) = senx; [—7t,2tt] 

8. f(x) = tanx; [0, tt] 

9. f(x) = x 2 ' 3 - 1; [-1,1] 

10. f(x) = x 2/3 - 3x 1/3 + 2; [1,8] 

En los problemas 11 y 12, establezca por que la funcion/ 
cuya grafica se proporciona no satisface las hipotesis del teo¬ 
rema de Rolle sobre [a , b]. 




FIGURA 4.4.11 Grafica FIGURA 4.4.12 Grafica 

para el problema 11 para el problema 12 



para el problema 23 para el problema 24 

En los problemas 25-46, determine los intervalos sobre los 
cuales la funcion dada / es creciente y los intervalos sobre 
los cuales es decreciente. 


25. fix) 

= x 2 + 5 

26 . 

fix) = 



27. fix) 

= x 2 + 6x - 1 

28. 

fix) = 

= —x 2 + lOx 

+ 3 

29. fix) 

= x 3 - 3x 2 

30. 

fix) -- 

1 3 2 

= 3* - * - 

8x + 1 

31. fix) 

= x 4 - 4x 3 + 9 

32. 

fix) = 

II 

Ut 

1 

4^ 

+ 2 

33. fix) 

= 1 - x 1 / 3 

34. 

fix) = 

1 ' 

oT 

ii 


35. fix) 

= x + - 

X 

36. 

fix) -- 



37. fix) 

II 

< 

OO 

1 

* 

38. 

fix) = 

x + 1 

Vx 2 + 1 


39. fix) 

5 

x 2 + 1 

40. 

fix) = 

x 2 

X + 1 


41. fix) 

= x)x — 3) 2 

42. 

fix) = 

= (* 2 -1) 3 


43. fix) 

= senx 

44. 

fix) = 

= —x + tan x 


45. fix) 

= x + e~ x 

46. 

fix) = 

= x 2 e~ x 



En los problemas 47 y 48, demuestre, sin graficar, que la 
funcion dada no tiene extremos relativos. 

47. fix) = 4x 3 + x 48. fix) = —x + V2 - x 


En los problemas 13-22, determine si la funcion dada satis¬ 
face las hipotesis del teorema del valor medio sobre el inter¬ 
valo indicado. En caso afirmativo, encuentre todos los valo¬ 
res de c que satisfacen la conclusion del teorema. 

13. /(x)=x 2 ; [-1,7] 

14. fix) = -x 2 + 8x — 6; [2,3] 

15. fix) = x 3 + x + 2; [2, 5] 

16. fix) = x 4 - 2x 2 ; [-3,3] 

17. fix) = 1/x; [-10,10] 

18. /(*)=*+ f [1,5] 

19. fix) = 1 + \fc; [0, 9] 

20. fix) = V4x + 1; [2, 6] 

21. f(x) = J//; [-2,-1] 

22 . fix) = x 1/3 - x; [-8,1] 

En los problemas 23 y 24, establezca por que la funcion / 
cuya grafica se proporciona no satisface las hipotesis del teo¬ 
rema del valor medio sobre [a, b]. 


= Aplicaciones 

49. Un motociclista entra a una carretera de peaje y en el 
comprobante de pago la hora indicada es 1:15 p.m. Luego 
de 70 millas, cuando el motociclista paga en la caseta de 
peaje a las 2:15 p.m., tambien recibe un comprobante 
de pago. Explique esto por medio del teorema del valor 
medio. Suponga que la velocidad limite es 65 mi/h. 

50. En el analisis matematico de la tos humana se supone que 
la traquea o tubo respiratorio es un tubo cilmdrico. Un 
modelo matematico para el volumen de aire (en cm 3 /s) 
que fluye a traves de la traquea durante su contraccion es 

V(r) = kr 4 ir 0 - r), r 0 /2 < r < r 0 , 

donde k es una constante positiva y r 0 es su radio cuando 
no hay diferencia de presion en los extremos del tubo res¬ 
piratorio. Determine un intervalo para el cual V sea cre¬ 
ciente y un intervalo para el cual V sea decreciente. ^Con 
que radio obtiene el volumen maximo de flujo de aire? 

= Piense en ello 

51. Considere la funcion/(x) = x 4 + x 3 — x — 1. Use esta 
funcion y el teorema de Rolle para demostrar que la 
ecuacion 4x 3 + 3x 2 —1=0 tiene por lo menos una 
raiz en [ — 1,1]. 
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52. Suponga que las funciones / y g son continuas sobre 
[a, b] y diferenciables sobre (a, b) de modo que/'(x) > 0 
y g'(x) > 0 para toda x en (a, b). Demuestre que/+ g 
es una funcion creciente sobre [a, b]. 

53. Suponga que las funciones / y g son continuas sobre 
[a, b] y diferenciables sobre (<a , b) de modo que/'(x) > 0 
y g'(x) > 0 para toda xen (a, b). Proporcione una con- 
dicion sobre/(x) y g(x) que garantice que el producto 
fg es creciente sobre [a, b]. 

54. Demuestre que la ecuacion ax 3 + bx + c = 0, a > 0, 
b > 0, no puede tener dos raices reales. [ Sugerencia : 
Considere la funcion /(x) = ax 3 + bx + c. Suponga que 
hay dos numeros r x y r 2 tales que/fa) =/fa) = 0.] 

55. Demuestre que la ecuacion ax 2 + bx + c = 0 tiene a lo 
sumo una raiz real. [Sugerencia: Considere la funcion 
fix) = ax 2 + bx + c. Suponga que hay tres numeros 
distintos r u r 2 y r 3 tales que/fa) =/fa) =/fa) = 0.] 

56. Para una funcion polinomial cuadratica f(x) = ax 2 + bx 
+ c demuestre que el valor de x 3 que satisface la con¬ 
clusion del teorema del valor medio sobre cualquier 
intervalo [x 1? x 2 ] es x 3 = fa + x 2 )/2. 

57. Suponga que la grafica de una funcion polinomial/tiene 
cuatro intersecciones x distintas. Analice: ^cual es el 
numero minimo de puntos en los cuales una recta tan- 
gente a la grafica de / es horizontal? 


58. Como se menciono despues del ejemplo 2, la hipotesis 
f(a) = f(b) = 0 en el teorema de Rolle puede sustituirse 
por la hipotesis f(a) = fib). 

a) Encuentre una funcion explicita / definida sobre un 
intervalo [a, b] tal que / sea continua sobre el inter¬ 
valo, diferenciable sobre ( a , b) y f (a) =f(b). 

b) Encuentre un numero c para el que f\c) = 0. 

59. Considere la funcion fix) = x sen x. Use/y el teorema 
de Rolle para demostrar que la ecuacion cot x = — 1/x 
tiene una solucion sobre el intervalo (0, i r). 

= Problemas con calculadora/SAC 

60. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 

fica de fix) = x — 4x 1//3 . 

b) Compruebe que todas las hipotesis, excepto una del 
teorema de Rolle, se cumplen en el intervalo [—8, 8]. 

c) Determine si en (—8, 8) existe un numero c para el 
cual f\c) = 0. 

En los problemas 61 y 62, use una calculadora para encon- 
trar un valor de c que satisfaga la conclusion del teorema del 
valor medio. 

61. fix) = cos 2x; [0, 7 t/4] 

62. fix) = 1 + senx; [7 t/4 , tt/2\ 


4.5 Otro repaso a los limites: regia de L'Hopital 

■ Introduce ion En los capitulos 2 y 3 vimos como el concepto de limite conduce a la idea 
de derivada de una funcion. En esta seccion se invierte la situacion. Vemos como la derivada 
puede usarse para calcular ciertos limites con formas indeterminadas. 


Terminologia Recuerde que en el capitulo 2 se consideraron limites de cocientes como 


lim 

*->i 


x 2 + 3x - 4 
x — 1 


lim 


2x 2 — x 


*->°o3x + 1 


( 1 ) 


El primer limite en (1) tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 1, mientras que el segundo 
tiene la forma indeterminada oo/oo. En general, decimos que el limite 

r fix) 

lim—- 

x^a g(X) 

tiene la forma indeterminada 0/0 en x = a si 

/(x) —>0 y g(x)—>0 cuando x— 

y la forma indeterminada oo/oo en x = a si 

| fix )| —> oo y |g(x)| —» oo cuando x —> a. 

Los signos de valor absoluto aqui significan que cuando x tiende a a es posible tener, por ejem¬ 
plo, 

fix) —> oo, g (x) —^ oo ; o bien, 
fix) —» - oo, g (x) —^ oo ; o bien, 

/(x)->- oo, g (x) > — oo, 

y asi sucesivamente. Un limite tambien puede tener una forma indeterminada como 
—>a ~, x^a + , x —^ oo, o bien, x^oo. 


x 
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Limites de la forma 

0 k oo 

&’ 0’ k y oo’ 

donde k es una constante diferente de cero , no son formas indeterminadas. Merece la pena 
recordar que: 

• El valor de un limite cuya forma es 0/k o k/oo es 0. (2) 

• Un limite cuya forma es k/0 o oo/k no existe. (3) 

A1 establecer si limites de cocientes como los que se muestran en (1) existen, usamos 
manipulaciones algebraicas de factorizacion, cancelacion y division. No obstante, recuerde que 
en la demostracion de lim (senx)/x = 1 se uso un razonamiento geometrico elaborado. Sin 

x—>0 

embargo, la intuicion algebraica y geometrica fracasan lamentablemente cuando intentan abor- 
dar un problema del tipo 

senv 


que tiene una forma indeterminada 0/0. El siguiente teorema es de utilidad cuando se demues- 
tra una regia de suma importancia en la evaluacion de muchos limites que tienen una forma 
indeterminada. 


Teorema 4.5.1 Teorema del valor medio ampliado 

Sean/y g continuas sobre [a, b ] y diferenciables sobre ( a , b) y g'{x ) ^ 0 para toda v en (a, b). 
Entonces en ( a , b) existe un numero c tal que 

m-m Ac) 

g{b) - g(a) g\c)' 


Observe que el teorema 4.5.1 se reduce al teorema del valor medio cuando g(x) = x. Aqui 
no se proporciona ninguna demostracion de este teorema, que evoca la demostracion del teo¬ 
rema 4.4.2. 

La siguiente regia se denomina asi en honor del matematico frances G.F.A. L’Hopital. 


Teorema 4.5.2 Regia de L’Hopital 


Suponga que fyg son diferenciables sobre un intervalo abierto que contiene al numero a , 
excepto posiblemente en a mismo, y que g'(A) ^ 0 para toda v en el intervalo salvo posible- 
mente en a. Si Km f(x)/g(x) es una forma indeterminada, y Km f\x)/g\x) = L o ±oo ? 

x—x— 

entonces 


r m 

lim— 

x^a g(x) 


lim 

x—»a 


fix) 

g'(xy 


(4) 


DEMOSTRACION DEL CAS0 0/0 Sea (r, v) el intervalo abierto. Como se supone que 


lim/(x) = 0 y Hmg(x) = 0, 

x—»a x—»a 


tambien puede asumirse que f(a ) = 0 y g(a) = 0. Concluimos que fyg son continuas en a. 
Ademas, puesto que/y g son diferenciables, estas son continuas sobre los intervalos abiertos 
(r, a) y ( a , s). En consecuencia, fyg son continuas en el intervalo (r, s ). Luego, para cual- 
quier v ^ a en el intervalo, el teorema 4.5.1 es aplicable a [x, a] o [ a , x]. En cualquier caso, 
entre xy a existe un numero c tal que 


fix) - f(a ) 
g(x) ~ g(a) 

Al hacer v —> a implica c —» a, y entonces 


Km 

x—»a 


fix) 

g(x) 


lim 


/'(c) 

g'(c) 


fix) f(c) 


gix) g'ic)' 


,, f'ic) 

lim-rr^ 
c^a g (C) 


lim 


fix) 

g'ixY 


<4 Nota 
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La letra h en cursiva roja arriba 
de la primera desigualdad indica 
que los dos limites son iguales 
como resultado de aplicar la 
regia de L’Hopital. 


EJEMPLO 1 


Forma indeterminada 


Evalue lim 

A'—>0 


senx 


0/0 


Solucion Puesto que el limite dado tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 0, por (4) es 
posible escribir 


d 

— senx 

_ senx h dx 
lim-= lim-,- 

x—>0 X x—>0 d 


dx 


x 


= lim 

x—»() 


cosx 

1 



EJEMPLO 2 


Forma indeterminada 


0/0 


t-, w senx 
Evalue lim —-— . 

x^O e x — e x 


Solucion Puesto que el limite dado tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 0, se aplica (4): 


lim - 

x— »o e 


X 


senx 
— e 


—X 


d 



— senx 
dx 


(e x ~ e~ x ) 


= lim 


cosx 


>0 e x + e 


1 + 1 


l 

T 


El resultado proporcionado en (4) sigue siendo valido cuando x —> a se sustituye por limites 
por un lado o por x —» oo, x —» — oo. La demostracion para el caso x —» oo puede obtenerse al 
usar la sustitucion x = l/t en lim fix)/ g(x) y al observar que x —» oo es equivalente a t —> 0 + . 


EJEMPLO 3 


Evalue lim 

x^oo e 


Forma indeterminada oo/oo 


Solucion Puesto que el limite dado tiene la forma indeterminada oo/oo. Asi, por la regia de 
L’Hopital tenemos 

_ lnx h V x 1 

lim —— — lim —— — lim —- 

x—>oo e x — >oo e x—>oo X6 

En este ultimo limite, xe x —» oo cuando x^oo, mientras 1 permanece constante. En conse- 
cuencia, por (2), 


lim —= lim —^ = 0 

x— k>o e x—>oo xe 


Al resolver un problema puede ser necesario aplicar varias veces la regia de L’Hopital. 


EJEMPLO 4 


Aplicaciones sucesivas de la regia de L'Flopital 


Evalue lim 


6x 2 + 5x + 7 
4x 2 + 2x 


Solucion Resulta evidente que la forma indeterminada es oo/oo, de modo que por (4), 

„ 6x 2 + 5x + 7 h 12x + 5 

lim---= lim ———— 

x —>oo 4x + 2x x—>oo oX ~r Z 

Puesto que el nuevo limite sigue teniendo la forma indeterminada oo/oo, aplicamos (4) por 
segunda vez: 

„ 12x + 5 h „ 12 3 

lim = lim— = 

x—»oo ox ~T~ Z x —too 0 Z 
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Hemos demostrado que 


lim 


6x 2 + 5x + 7 


EJEMPLO 5 


- c - >0 ° 4x 2 + 2x 2 ' 

Aplicaciones sucesivas de la regia de L'Hopital 


e 3x 

Evalue lfm — . 

X — 


Solucion El limite dado y el limite obtenido despues de una aplicacion de la regia de 
L’Hopital tienen la forma indeterminada oo/oo: 


,3x 


„ e 3 * h 3e 3x h 9e 

lim —- = lim —— = lim—r—. 

x—»oo x—»oo 2X »oo 2 

Despues de la segunda aplicacion de (4), observamos que e 3x - 
permanece constante. A partir de ello concluimos que 

e 3 * 

lim— = oo. 


► oo mientras el denominador 


En otras palabras, el limite no existe. 

Aplicaciones sucesivas de la regia de L'Hopital 


EJEMPLO 6 


Evalue Km —. 

x —>0 ^,2x 

Solucion Aplicamos (4) cuatro veces: 


x 4 4y 3 

lfm — = lfm — (oo/oo) 


= lim 


12x z 


x—>°° \ e 


2x 


(oo/oo) 


= lim-^- (oo/oo) 

x^oc 2 e 2x ' 

= Km —%r = 0. ■ 

*->00 4e x 

En aplicaciones sucesivas de la regia de L’Hopital, algunas veces es posible cambiar un 
limite de una forma indeterminada a otra; por ejemplo, oo/oo a 0 / 0 . 


EJEMPLO 7 


Evalue Km 


Forma indeterminada oo/oo 


tan t 


7 t/ 2 + tan 3f’ 

Solucion Se observa que tan t - 

_ tan t h 
Km -— = Km 


sec 2 1 


t—>ir/ 2 + tan 3 1 t ^ 77 / 2 + 3 sec 2 3 1 

cos 2 3 1 

= Km -— 

^ 77 / 2 + 3 cos t 


00 y tan 3 1 —> —00 cuando t —> tt/2 + . Entonces, por (4), 

(00/OO) 4 — se yuelve a escribir usando sec t = 1 /cos t 


( 0 / 0 ) 


h 2 cos 3t(— 3 sen 3t) 

= Km —7 - 7 --— 

t^TT / 2 + 6 cos A—sen t) 

_ 2sen3fcos3f 

= lim —- 

> 77 / 2 + 2 sen t cos t 


Km 


sen 6 1 


se vuelve a escribir usando la formula 
del angulo doble en el numerador 
y en el denominador 


t —> 77 / 2 + sen 2 1 


( 0 / 0 ) 


h „ 6 cos 6 1 —6 0 

= lim -— = —y = 3. 

t —> 77 / 2 + 2 cos 2 1 2 
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EJEMPLO 8 


limite por un lado 


Evalue lim — } nX 

x ^ 1+ Vi - 1 

Solution El limite dado tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 1. Asi, por la regia de L’Hopital, 

lnx h _ 


Km ,- 

^i + Vi — 1 


= Km 


- 1 )“ 1/2 


2V* Tr T 0 „ 

= Km-= v = 0. 

x^i + x 1 


■ Otras formas indeterminadas Hay cinco formas indeterminadas adicionales: 

oo — oo, 0 • oo, 0 °, oo° y 1°°. (5) 

Por medio de una combination de algebra y un poco de astucia a menudo es posible conver- 
tir una de estas nuevas formas de limites ya sea a 0/0 o a oo/oo. 

■ La forma oo — oo El siguiente ejemplo ilustra un limite que tiene la forma indeterminada 
oo — oo. Este ejemplo debe anular cualquier conviction garantizada de que oo — oo = 0. 


EJEMPLO 9 


Forma indeterminada oo-oo 


Evalue Km 

x^0+ 


3x + 1 
senx 


1. 


Solution Se observa que (3x + l)/senx oo y 1/x ^ oo cuando x —> 0 + . No obstante, des¬ 
pues de escribir la diferencia como una fraction simple, se identifica la forma 0/0: 


Km 

x^0 + 


3x + 1 
senx 


l 

x 


„ 3x 2 + x — senx 

Km- 

x ->o + x senx 

„ 6x + 1 — cosx 

Km--- 

^o + *cosx + senx 

6 + senx 


x ^o+ —x senx + 2 cosx 
6 + 0 = 

0 + 2 


■ La forma 0 • Si 


f{x) —> 0 y \g (x) | —> oo cuando x-^a, 

entonces lim/(i)g(i) tiene la forma indeterminada 0 • oo. Un limite que tiene este forma puede 

x— 

cambiarse a uno con la forma 0/0 o oo/oo al escribir, a su vez, 


f(x)g(x) = 


m 

1 /g(x) 


o bien, 


EJEMPLO 10 


Forma indeterminada 0 • oo 


Evalue Km x sen— . 


f(x)g(x) = 


g(x) 

1 //(*)’ 


Solution Puesto que 1/x—>0, tenemos sen(l/x) —» 0 cuando x —>oo. Por tanto, el limite 
tiene la forma indeterminada 0 • oo. Al escribir 


lim 

x->oo 


sen(l/x) 

1/x 


ahora tenemos la forma 0/0. Entonces, 


sen(l/x) h (—x 2 )cos(l/x) 
Km -:-= Km 


1/x 




= Km cos— = 1. 

x->oo X 


En la ultima linea se uso el hecho de que 1/x—>0 cuando x—>oo y cos 0=1. 
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■ Las formas 0°, oo° y I 00 Suponga que y = f(x) 8(x) tiende a 0°, oo° o 1°° cuando v —>a. A1 
tomar el logaritmo natural de y: 


Iny = In /(x)* w = g(x)\nf(x) 
observamos que el miembro derecho de 

lfm In y = Km g(x)\nf(x) 

x —>a x— 

tiene la forma 0 • oo. Si se supone que Km In y = ln(lim y) = L , entonces 

x—x— 

limy = e L o bien, Km/(jc) g ^ = e L . 

x—>a x—>a 


Por supuesto, el procedimiento que acaba de presentarse es aplicable a limites que implican 
x—v—»a + , x—»oo obien, v—» — oo. 


EJEMPLO 11 


Forma indeterminada 0° 


Evalue Km x l/lnx . 

x->0 + 


Solucion Ya que lnx^—oo cuando x^0 + , por (2) concluimos que 1/lnx—>0. Asi, el 
limite dado tiene la forma indeterminada 0°. Luego, si se hace y = x l ^ lnx , entonces 

lny = T-^—lnx = 1. 

In jc 


Observe que en este caso no es necesaria la regia de L’Hopital, ya que 

Km lny = Km 1 — 1 obien, Inf limy) — 1. 

x— »0 + x— »0 + V*->0 + J 


Por tanto, Km y = e 1 o de manera equivalente, Km x 1/ln * = e. ■ 

x^0+ 1 x—»0 + 


EJEMPLO 12 


Forma indeterminada 1 c 


X 2x 


Evalue Km (1 — —) . 

x ^oo \ X J 

Solucion Ya que 1 — 3/x—»1 cuando x—»oo, la forma indeterminada es 1°°. Si 
y = ^1 — entonces lny = 2xln^l — 

Observe que la forma de Km 2x ln(l — 3/x) es oo • 0, mientras la forma de 

x—»oo 

.. 2i °(‘~S 

Km--- 

x—»oo 1 


es 0/0. A1 aplicar (4) al ultimo limite y simplificar obtenemos 

3/x 2 

ln(l - 3/x) h (1 - 3/x) _ 6 

lim 2-—-= Km 2--— = Km —-—— = —6. 

x^oo 1 jx —1/x *->°° (1 — 3/x) 

A partir de Km In y = ln( Km y) = — 6 concluimos que Km y = e~ 6 o 

x—»oo Vx—>oo / x—»oo 

i, m r, - =«-«. 

x^ooV xJ 
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L’Hopital 


■ Posdata: Un poco de historia Es cuestionable si el matematico frances Mar¬ 
quis Guillaume Francois Antoine de L’Hopital (1661-1704) descubrio la regia 
que lleva su nombre. El resultado se debe probablemente a Johann Bernoulli. Sin 
embargo, L’Hopital fue el primero en publicar la regia en su texto Analyse des 
Infiniment Petits. Este libro fue publicado en 1696 y es considerado como el pri¬ 
mer libro de texto de calculo. 


f'ix ) NOTAS DESDE EL AULA 


i) En la aplicacion de la regia de L’Hopital, los estudiantes a veces interpretan mal 


lim 

x—»a 


/'(*) 

§'(x) 


cuando 


lim 

x—»a 


d fix) 
dx g(x)' 


Recuerde que en la regia de L’Hopital se utiliza el cociente de derivadas y no la deriva¬ 
da del cociente. 

ii) Analice un problema antes de saltar a su solucion. El limite lim (cos x)/x es de la forma 
1/0 y, en consecuencia, no existe. La falta de prevision matematica al escribir 


lim 

x->0 


cosx 

X 


lim 

x-»0 


— senx 
1 


= 0 


es una aplicacion incorrecta de la regia de L’Hopital. Por supuesto, la “respuesta” carece 
de significado. 

Hi) La regia de L’Hopital no es un remedio para todas las formas indeterminadas. Por ejem- 
plo, lim e x Ie* 1 es ciertamente de la forma oo/oo, pero 

x—too 

e x e x 

lim —- = lim-- 

e x x->oo 2xe X 

no es de ayuda practica. 


Ejercicios 4.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-14. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-40, 
idoneo para encontrar el 

. cosx — 1 

1. lim- 

x->0 X 

~ „ 2x - 2 
3. lim— - - 

x-n lnx 


use la regia de L’Hopital donde sea 
limite dado, o concluya que no existe. 

27 


2. lim — 

f-> 3 t ~ 3 

. In2x 
4. lim 

x^o + ln3x 


5. lim 


e 2 * - 1 


3x + x 2 
5 sen 2 1 


6. lim 


tanx 


7. lim 


t —^77" 1 + COS t 

„ 6 + 6x + 3x 2 - 

9. lim- 

x->o x — senx 


8. lim 


o 2x 

e 2 - i 


^ - e 


6e x 


10. lim 


3x 2 - 4x 3 


11. lim 


cot2x 


13. lim 


x^o + cotx 

t 1 + 3t - 10 


J-* 50 5x + 7x 3 

arcsen(x/6) 

12. lim-7— 

arctan(x/2) 


„3 


15. lim 


t 3 -2 1 2 + t 
x — senx 


14. lim 


5r 


x 3 


16. lim— 0 

x->l - 2 


1 (r + l) 2 

■2 + 4 


17. lim 


cos2x 


x 2 + 1 

„4x 


*->° x 2 


18. lim 


2e 4x + x 
e 4 * + 3x 


^ InV* 

19. lim- — 

X ^i+x 1 

J* _ 

21. lim 


x—>2 X 2 

~~ x lnx 

23. lim 


*-»°° x + 1 

. x — tan _1 x 


25. lim 

x->0 

e x 

27. lim —r 

*->°° x 4 

29. lim 


x — tan l x 


x ^° x — sen x 

In (sen w) 
31. lim -- 

«^V 2 (2 u — 7r) 2 

1 4- e~ 2x 

33. lim 

x—>• oc: y — e 2x 

r — cos r 


35. lim 


r—>o r — sen r 
x 2 


37. lim 

*- >0+ In (1 + 3x) 

„ 3x 2 + e x - e~ 

39. lim- 

x->0 


ln(3x 2 + 5) 

20. lim r-- 

ln(5x 2 + 1) 

4 X - 3 X 

22. lim 


x->0 X 

„ 1 — cosh t 

24. hm- 


(sen 2x) 2 
26. lim--- 

x ~>° x 2 


28. lim 


«°° sen(l/x) 

A/3 _ A/2 

30. lim-- — 

t -+1 t - 1 


32. lim 


tan 6 


6^77/2 ln(cos 0) 

e x - x - 1 
34. lim--- 

2x 2 

_ csc7r 
36. lim-— 

t—>TT esc 2t 

38. 

x—>3 V X - 3 


2 senx .. ,, Vx +1—3 

- 40. lim- 


> 8 x 2 - 64 


x senx 
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En los problemas 41-74, identifique el limite dado como una 
de las formas indeterminadas proporcionadas en (5). Use la 
regia de L’Hopital donde sea idoneo para encontrar el limite 
dado, o concluya que no existe. 

1 42. lim (cot x — esc*) 

m 0 + 

44. limilnr 

x->0 + 

46. Kmx l/n 

JC—>1 


41. lim. „ , 

x-+o\e - 1 x 

43. Ifm x(e' /x - 1) 


45. Km * x 

M-0+ 


47. Km 

mO 


49. Km 

f-> 3 


1 


1 _ 

x sen* 

VV + 1 

t 2 -9 


9 J 


48. Km 

mO 


50. Km 

m 0 + 


cos 3* 


* 


1 


1 


x ln(* + 1) 


51. Km 6 esc 40 

e^o 

53. Km (2 + e x ) e 

x—>oo 


55. Km 1 + - 

*-> oo \ t 

57. lim x ( 1 ~ cos:t) 

x —>0 


59. Km 


1 


61. Km 

x —> 1 


M °° x 2 sen 2 (2/*) 

1 


52. Km (sen 2 *) tan * 

*—>77-/2 

54. Km (1 - e x f 


56. lim(l + 2 h) 4/h 

h—> 0 

58. Km (cos 20) 

0->O 


60. lim(* 2 - If 

x —>1 


63. Km x £ 

*—>oo 


x ~ l x 2 + 3x - 4 

5 —x 


62. Km 

]_ _ 1~ 

m 0 

_* 2 


64. Km (x + 0 2A 


65. KmiU- — arctan*) 

*->°o v 2 J 


67. Km* tan I — 

*->°o \* 


69. Km 


—- — * 
e x 


71. UmlT-^-r 

*->°°\3* + 1 


73. lim (senh *) tan * 


66. Km t —7 tan2r 

t —>7t / 4 V 4; 


68. Km* In (sen*) 

x —>0"*" 


70. lun(l + 5sen*) cot * 

mO 

72. Km (sec 3 # - tan 3 #) 

6 —>77/2 _ 

74. Km x (ln c)2 
*-> 0 + 


En los problemas 75 y 76, identifique el limite dado. 


1 (e x ~ 1 
75. Km-In -- 1 

m0 + * V * 


„ „ 1 1 (e x - 1 

76. Km — In - 

* V * 


= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 77 y 78, use una calculadora o un SAC 
para obtener la grafica de la funcion dada para el valor de n 
sobre el intervalo indicado. En cada caso, conjeture el valor 
de Km fix). 


77. fix) = —; n = 3 sobre [0, 15]; n — 4 sobre [0, 20]; 
n = 5 sobre [0, 25] 

78. fix) =y n = 3 sobre [0, 15]; n = 4 sobre [0, 15]; 


En los problemas 79 y 80, use n\ = 1-2-3 •••(«— 1) • n, 

d n 

—x n = n' 
dx n ’ 

donde n es un entero positivo, y la regia de L’Hopital para 

encontrar el limite. 

79. Km ^7 80. Km ^ 

*->oo e *->oo X 

= Aplicaciones 

81. Considere el circulo que se muestra en la FIGURA 4.5.1. 

a) Si el arco ABC mide 5 pulg de longitud, exprese el 
area A de la region sombreada como una funcion del 
angulo indicado 6. [Sugerencia : El area de un sector 
circular es \r 2 0 y la longitud del arco de un circulo 
es rO , donde 6 se mide en radianes.] 

b) Evalue Km AiO) 

0->O 

c) Evalue Km dA/dO 

0->O 7 



FIGURA 4.5.1 Circulo en el problema 81 
82. En ausencia de fuerzas de amortiguamiento, un modelo 
matematico para el desplazamiento *(£) de una masa en 
un resorte (vea el problema 60 en los ejercicios 3.5) 
cuando el sistema es activado sinusoidalmente por una 
fuerza externa de amplitud F 0 y frecuencia y/h t es 


*(0 = 


co(co 2 — y 2 ) 


i~y seno )t + co senyf), y A co. 


donde co/2tt es la frecuencia de las vibraciones libres 
(no excitadas) del sistema. 

a) Cuando y = co, se dice que el sistema masa-resorte 
esta en resonancia pura, y el desplazamiento de la 
masa se define por 

Fo 


xf) = Km 


7-><o co(co 2 — y ) 


i~y sen cot + co sen yt). 


Determine *(0 al encontrar este limite. 
b) Use un dispositivo para graficar y analice la grafica 
de *(0 encontrada en el inciso a) en el caso en que 
F 0 = 2, y = co = 1. Describa el comportamiento del 
sistema masa-resorte en resonancia pura cuando 
t —>oo. 

83. Cuando un gas ideal se expande a partir de la presion 
Pi y volumen v x hasta la presion p 2 y volumen v 2 tal 
que pv y = k (constante) durante toda la expansion, si 
y ¥= 1, entonces el trabajo realizado esta dado por 

p 2 v 2 - PiVi 


W = 


1 


y 


n = 5 sobre [0, 20] 
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a) Demuestre que 

W = p\V\ 


(v 2 /v i ) 1 7 - r 
1 - y 


b ) Encuentre el trabajo realizado en el caso en que 
pv = k (constante) durante toda la expansion al hacer 
7 —> 1 en la expresion en el inciso a). 


84. La retina es mas sensible a fotones que penetran al ojo 
cerca del centro de la pupila y menos sensible a la luz 
que entra cerca del borde de la pupila. (Este fenomeno 
se denomina efecto Stiles-Crawford del primer tipo.) El 
porcentaje a de fotones que llegan a los fotopigmentos 
esta relacionado con el radio de la pupila p (medido en 
radianes) por el modelo matematico 


a 


1 _ 1Q —0-05/ 

0.115/ 


X 100. 


Yea la FIGURA 4.5.2. 


a) iQu6 porcentaje de fotones llega a los fotopigmentos 
cuando p = 2 mm? 

b ) Segun la formula, ^cual es el porcentaje limitante 
cuando el radio de la pupila tiende a cero? ^Puede 
explicar por que parece ser mas de 100%? 



FIGURA 4.5.2 Ojo en el problema 84 


= Piense en ello 


85. Suponga que una funcion/tiene segunda derivada. Evalue 

f(x + h) — 2 f(x) + f{x - h) 
lim---. 

h—>0 h 

86. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra¬ 

fica de 


fix) = 


x senx 

x 2 + r 


b) A partir de la grafica en el inciso a ), conjeture el 
valor de lim f(x). 

x—»oo 

c) Explique por que la regia de L’Hopital no es valida 
para lim fix). 

x —^oo 



a) 



-h 

a 


/decreciente 


H- x 

b 


f creciente 


b) 

FIGURA 4.6.1 Maximo relativo en 
a); mmimo relativo en b) 


4.6 Graficas y la primera derivada 

■ Introduccion Saber que una funcion tiene, o no, extremos relativos es de gran ayuda al tra- 
zar su grafica. En la seccion 4.3 (teorema 4.3.2) vimos que cuando una funcion tiene un 
extremo relativo debe ocurrir en un numero crftico. Al encontrar los numeros criticos de una 
funcion, tenemos una lista de candidatos para las coordenadas v de los puntos que correspon- 
den a extremos relativos. A continuacion se combinaran las ideas de las primeras secciones de 
este capitulo para establecer dos pruebas para determinar cuando un numero crftico es en rea¬ 
lidad la coordenada v de un extremo relativo. 

■ Prueba de la primera derivada Suponga que/es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] 
y diferenciable sobre un intervalo abierto ( a , b ), excepto tal vez en un numero crftico c den- 
tro del intervalo. Si f'{x) > 0 para toda v en (< a , c) y f(x) < 0 para toda v en (c, b), entonces 
la grafica de/sobre el intervalo (,a , b) puede ser como se muestra en la FIGURA 4.6.1a); es decir, 
f{c) es un maximo relativo. Por otra parte, cuando f(x) < 0 para toda v en ( a , c) y f(x) > 0 
para toda v en (c, b ), entonces, como se muestra en la figura 4.6.1Z?),/(c) es un mmimo rela¬ 
tivo. Se han demostrado dos casos especiales del siguiente teorema. 


Teorema 4.6.1 Prueba de la primera derivada 

Sea/continua sobre [< a , b] y diferenciable sobre ( a , b) excepto tal vez en el numero crftico c. 

i) Si f\x) cambia de positiva a negativa en c, entonces/(c) es un maximo relativo. 

ii) Si f\x) cambia de negativa a positiva en c, entonces/(c) es un mmimo relativo. 

Hi) Si f\x) tiene el mismo signo algebraico a cada lado de c, entonces /(c) no es un 

extremo. 


Las conclusiones del teorema 4.6.1 pueden resumirse en una frase: 

• Una funcion / tiene un extremo relativo en un numero crftico c donde f\x) cambia 
de signo. 

En la FIGURA 4.6.2 se ilustra cual serfa el caso cuando/'(c) no cambia de signo en un numero 
crftico c. En las figuras 4.6.2^) y 4.6.2Z?) se muestra una tangente horizontal en (c, /(c)) y 
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f'ic) = 0 pero f(c) no es ni maximo ni minimo relativo. En la figura 4.6.2c) se muestra una 
tangente vertical en (c, /(c)) y asi /'(c) no existe, pero de nuevo /(c) no es un extremo rela¬ 
tivo porque /'(c) no cambia de signo en el numero critico c. 



En los cinco ejemplos siguientes se ilustra la utilidad del teorema 4.6.1 para trazar a mano 
la grafica de una funcion /. Ademas del calculo: 

• Encuentre la derivada de / y factorice /' tanto como sea posible. 

• Encuentre los numeros criticos de/ 

• Aplique la prueba de la primera derivada a cada numero critico. 


Tambien resulta util preguntar: 


• ^Cual es el dominio de/? 

• La grafica de / ^tiene alguna interseccion? 


intersecciones x: resuelva 
para fix) = 0 

interseccion _y: encuentre /(0) 


• La grafica de / ^tiene alguna simetria? 

/(-*) =/(*) o bien, 

• La grafica de / ^tiene alguna asmtota? 


Las funciones consideradas en los ejemplos 1 y 2 son polinomiales. Observe que estas 
funciones constan de potencias pares e impares de x; esto es suficiente para concluir que las 
graficas de estas funciones no son simetricas con respecto al eje y o al origen. 


EJEMPLO 1 


Funcion polinomial de grado 3 


Grafiqu e/(x) = x 3 — 3x 2 — 9x + 2. 


Solucion La primera derivada 

fix) = 3x 2 - 6x - 9 = 3(x + l)(x - 3) (1) 


produce los numeros criticos — 1 y 3. Luego, la prueba de la primera derivada es esencialmente 
el procedimiento que se uso para encontrar los intervalos sobre los cuales / es creciente o decre- 
ciente. En la FIGURA 4.6.3a) vemos que /'(x) > 0 para -oo<x<-l y /'(x) < 0 para 
— 1 < x < 3. En otras palabras,/'(x) cambia de positiva a negativa en — 1 y asi por el inciso i) 
del teorema 4.6.1 concluimos que/(— 1) = 7 es un maximo relativo. En forma semejante,/'(x) < 0 
para — 1 < x < 3 y/'(x) > 0 para 3 < x < oo. Debido a que/'(x) cambia de negativa a posi¬ 
tiva en 3, el inciso ii) del teorema 4.6.1 indica que/(3) = —25 es un minimo relativo. Luego, como 
/(0) = 2, el punto (0, 2) es la interseccion y para la grafica de /. Ademas, al buscar si la ecua- 
cion x 3 — 3x 2 — 9x + 2 = 0 tiene raices positivas se encuentra que x = —2 es una raiz real. 
Luego, al dividir entre el factor x + 2 obtenemos (x + 2)(x 2 — 5x + 1) = 0. Cuando la formula 
cuadratica se aplica al factor cuadratico se encuentran dos raices reales adicionales: 


^ Vea las MRS para un breve repa- 
so de como encontrar las raices 
de ecuaciones polinomiales. 


|(5 - V2l) « 0.21 y |(5 + V5T) « 4.79. 

Entonces, las intersecciones x son (—2, 0), (f — V T\ o) y (| + o). Al reunir toda esta infor- 

macion se llega a la grafica mostrada en la figura 4.6.3 b): 
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numero numero 

critico critico 

H -♦- h - 1 - h -*- f- 



/(— 1) es un f(3 ) es un 

maximo relativo minimo relativo 
a) Praeba de la primera derivada 
FIGURA 4.6.3 Grafica de la funcion en el ejemplo 1 



b ) Observe las intersecciones x 


yy 


EJEMPLO 2 


Funcion polinomial de grado 4 


Grafiqu e fix) = x 4 — 4x 3 + 10. 


Solucion La derivada 

fix) = 4x 3 - I2x 2 = 4x\x - 3) 

muestra que los numeros criticos son 0 y 3. Luego, como se observa en la FIGURA 4.6.4a),/' tiene 
el mismo signo algebraico negativo en los intervalos adyacentes (—oo, 0) y (0, 3). Entonces/(0) 
= 10 no es un extremo. En este caso/'(0) = 0 significa que en la interseccion y (0,/(0)) = (0, 10) 
hay una sola tangente horizontal. Sin embargo, por la prueba de la primera derivada resulta evi- 
dente que/(3) = —17 es un mmimo relativo. En efecto, la information de que/es decreciente 
por el lado izquierdo y creciente por el lado derecho del numero critico 3 (la grafica de / no 
puede retroceder) permite concluir que/(3) = —17 tambien es un mmimo absoluto. Por ultimo, 
vemos que la grafica de / tiene dos intersecciones x. Con ayuda de una calculadora o un SAC 
se encuentra que las intersecciones x son aproximadamente (1.61, 0) y (3.82, 0). 



/(0) no es 
un extremo 
a) Prueba de la primera derivada 


f(3) es un 
mmimo relativo 


FIGURA 4.6.4 Grafica de la funcion en el ejemplo 2 



b)f'( 0) = 0pero /(0) = 10 
no es un extremo 


EJEMPLO 3 


Grafica de una funcion racional 


Grafique f(x) = * 3 . 

x z + 1 


Solucion La lista que se muestra a continuacion resume algunos hechos que es posible des- 
cubrir sobre la grafica de esta funcion racional / antes de graficarla realmente. 


interseccion y: f{ 0) = —3; en consecuencia, la interseccion y es (0, —3). 
intersecciones x: fix) = 0 cuando x 2 — 3 = 0. Por tanto, x = — V3 y x = V3. Las 
intersecciones x son (— V3, 0) y (V3, 0). 

Simetria : Con respecto al eje y, puesto que/(— x) = fix). 

Asmtotas verticales : Ninguna, puesto que x 2 + 1 ¥= 0 para todos los numeros reales. 
Asmtotas horizontales : Puesto que el limite en el infinito es la forma indeterminada 
oo/oo, podemos aplicar la regia de L’Hopital para demostrar que 

y 2 — ^ h 9 x 2 

lim —-= lim — = Inn — = 1, 


+ 1 


> 2x 


y asi la recta y = 1 es una asmtota horizontal. 
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Derivada: Con la regia del cociente obtenemos fix) = —-- 

(x * 2 + 1 ) 2 

Numeros criticos: /'(x) = 0 cuando x = 0. En consecuencia, 0 es el unico numero critico. 
Prueba de la primera derivada: Vea la FIGURA 4.6.5a); /(0) = —3 es un mmimo relativo. 
Grafique: Vea la figura 4.6.5 b). 


numero 

critico 



f(0) es un 
mmimo relativo 



a) Prueba de la primera derivada 
FIGURA 4.6.5 Grafica de la funcion en el ejemplo 3 


b) y = 1 es una asmtota horizontal 


EJEMPLO 4 


Grafica con una asmtota vertical 


Grafique/(x) = x 2 + x — ln|x|. 


Solucion Primero observe que el dominio de/es (— oo, 0) U (0, oo). Luego, al igualar a cero 
el denominador de la derivada 


fix) = 2x + 1 - d 


2x 2 + x — 1 
x 


(2x - l)(x + 1) 

X 


se observa que — 1 y \ son numeros criticos. Aunque / no es diferenciable en x = 0, 0 no es 
un numero critico puesto que 0 no esta en el dominio de /. De hecho, x = 0 es una asmtota 
vertical para ln|x| y tambien es una asmtota vertical para la grafica de/. Los numeros criticos 
y 0 se escriben en la recta numerica porque el signo de la derivada a la izquierda y a la dere- 
cha de 0 indica el comportamiento de/. Como se observa en la FIGURA 4.6.6a), /'(x) < 0 para 
— oo < x < —1 y f\x) > 0 para — 1 < x < 0. Concluimos que /(—1) = 0 es un mmimo 
relativo (al mismo tiempo, /(—1) = 0 muestra que x = — 1 es la coordenada x de una intersec- 
cion x). Al continuar, /'(x) < 0 para 0 < x < \ y /'(x) > 0 para \ < x < oo muestra que 
/(|) = | — ln^ ~ 1.44 es otro mmimo relativo. 

Como se observo, / no esta definida en x = 0, de modo que no hay interseccion y. Por Verifique que/(-x) fix) y 

ultimo, no hay simetria con respecto al eje y o con respecto al origen. La grafica de la fun- f(~ x ) ^ 

cion/se muestra en la figura 4.6.6Z?). 



numero 

critico 



/(—1) es un 
mmimo relativo 


x = 0 es una 
asmtota vertical 


/ (.2/ es un 
mmimo relativo 


a) Prueba de la primera derivada 
FIGURA 4.6.6 Grafica de la funcion en el ejemplo 4 



b) x = 0 es una asmtota vertical 


EJEMPLO 5 


Grafica con una cuspide 


Grafique /(x) = -x 5 / 3 + 5x 2 / 3 . 


Solucion La derivada es 


fix) = -|x 2 / 3 + 


10 r — 1/3 = 5 i-x + 2) 

3 3 *i/3 
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Observe que /' no existe en 0 pero 0 esta en el dominio de la funcion puesto que /(0) = 0. Los 
numeros crfticos son 0 y 2. La prueba de la primera derivada, ilustrada en la FIGURA 4.6.7a), mues- 
tra que/(0) = 0 es un minimo relativo y que/(2) = — (2) 5/3 + 5(2) 2/3 ~ 4.76 es un maximo rela- 
tivo. Ademas, puesto que f'(x) —»oo cuando v —> 0 + y f\x) —> — oo cuando x^0~ en (0, 0) hay 
Revise la definition de cuspide una cuspide. Por ultimo, al escribir f(x) = x 2 ^ 3 (~x + 5), vemos que f(x) = 0 y que x = 5. Las 

intersecciones x son los puntos (0, 0) y (5, 0). La grafica de/se muestra en la figura 4.6.1b). 




f(x)< 0 
f decreciente 


/'(*)> 0 
f creciente 


/'(*)< 0 
f decreciente 


f(0) es un /(2) es un 

minimo relativo maximo relativo 

a) Prueba de la primera derivada 
FIGURA 4.6.7 Grafica de la funcion en el ejemplo 5 



Algunas veces resulta conveniente saber antes de graficar, e incluso antes de molestarse 
en graficar, si un extremo relativo /(c) es un extremo absoluto. El siguiente teorema es algo 
util. Usted debe trazar algunas graficas y convencerse sobre la validez del teorema. 


Teorema 4.6.2 Prueba del unico numero crftico 

Suponga que c es el unico numero crftico de una funcion / dentro de un intervalo 1. Si se 
demuestra que/(c) es un extremo relativo, entonces/(c) es un extremo absoluto. 


En el ejemplo 3, mediante la prueba de la primera derivada se demostro que/(0) = 0 es 
un minimo relativo. Tambien se hubiera podido concluir de inmediato que este valor de la fun¬ 
cion es un minimo absoluto. Este hecho se concluye por el teorema 4.6.2 porque 0 es el unico 
numero crftico en el intervalo ( — oo, oo). 


Ejercicios 4.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-15. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-32, use la prueba de la primera derivada 
para encontrar los extremos relativos de la funcion dada. 
Grafique. Encuentre las intersecciones cuando sea posible. 


1. f{x) = —x 2 + 2x + 1 

3 . f(x) = x 3 — 3x 

5 . fix) = x(x - 2) 2 
7 . f{x) = x 3 + x — 3 
9 . fix) = x 4 + 4x 

11. f(x) = | 

13 . fix) = — xfx 


2 . fix) = ix- l)(x + 3) 

4. fix) = f* 3 - fx 2 + 1 

6. fix) = —x? + 3x 2 + 9x — 1 
8. fix) = x 3 + 3x 2 + 3x-3 
10 . fix) = ix 2 - l) 2 


+ — x 3 + 2x 2 12 . fix) = 2x 4 — 16x 2 + 3 
3) 2 14 . fix) = -3x 4 + 8x 3 -6x 2 -2 


15. fix) 

= 4x 5 - 5x 4 

16. fix) 


x 2 + 3 


17. fix) 

X + 1 

18. fix) 

19. fix) 

_ 1 _ J_ 

X X 3 

20. fix) 

21. fix) 

10 

22. fix) 


X 2 + 1 


23. fix) 

= (x 2 - 4) 2 / 3 

24. fix) 

25. fix) 

= xVl - x 2 

26. fix) 

27. fix) 

= x - 12x 1/3 

28. fix) 

29. fix) 

= x 3 - 24 In |x| 

30. fix) 

31. fix) 

= (x + 3) 2 e~ x 

32. fix) 


= ix - 2)\x + 3) 3 

, 25 

— x H- 

x 


x 2 - 4 


x 4 + 1 

= (x 2 - l) 1 / 3 
= x(x 2 - 5) 1/3 
= x 4/3 + 32x 1/3 
_ Inx 
x 

= 8x 2 e~ x2 
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En los problemas 33-36, trace una grafica de la funcion / 
cuya derivada/' tiene la grafica dada. 




FI GURA 4.6.10 Grafica 
para el problema 35 



FIGURA 4.6.9 Grafica 
para el problema 34 



FIGURA 4.6.11 Grafica 
para el problema 36 


En los problemas 37 y 38, trace la grafica de/' a partir de 
la grafica de / 



para el problema 37 



FIGURA 4.6.13 Grafica 
para el problema 38 


En los problemas 39-42, trace una grafica de una funcion / 
que tenga las propiedades dadas. 

39. /(-1) = 0,/(0) = 1 

/'(3) no existe, /'(5) = 0 
f'(x) >0,x<3yx>5 
f'(x) <0,3 <x < 5 

40 . /(0) = 0 

/'(-l) = 0,/'(0) = 0,/'(l) = 0 
f'(x) < 0,x < -1, -1 < x < 0 
f'(x) > 0,0 < x < l,x > l 

41 . f(-x) = f{x) 

/(2) = 3 

f'(x) <0,0 <x <2 
f'{x) > 0,x> 2 

42 . /(1) = — 2,/(0) = -1 
Hm f(x) = oo,/'(4) = 0 

>3 

fix) < 0, V < 1 
fix) < 0, X > 4 


En los problemas 43 y 44, determine donde la pendiente de 
la tangente a la grafica de la funcion dada tiene un maximo 
relativo o un mmirno relativo. 

43. f{x) = x 3 + 6x 2 - x 44. /(x) = x 4 - 6x 2 

45. a) A partir de la grafica de g(x) = sen 2x determine los 
intervalos para los cuales g(x) > 0 y los intervalos 
para los cuales g(x) < 0. 


b ) Encuentre los numeros criticos de/(x) = sen 2 x. Use 
la prueba de la primera derivada y la informacion 
en el inciso a) para encontrar los extremos relativos 
de/ 

c) Trace la grafica de la funcion/en el inciso b). 

46. a) Encuentre los numeros criticos de/(x) = x — senx. 

b) Demuestre que / no tiene extremos relativos. 

c ) Trace la grafica de / 


= Aplicaciones 

47. La media aritmetica, o promedio, de n numeros a u 
a 2 ,a n esta dada por 

a i + a 2 T • • • + a n 

x = -. 

n 


a) Demuestre que x es un numero critico de la funcion 
fix) = (x - af) 1 + (x - a 2 ) 2 + • • • + (x - a n ) 2 . 


b) Demuestre que fix) es un mmirno relativo. 

48. Cuando el sonido pasa de un medio a otro, puede per- 
der algo de su energia debido a una diferencia en las 
resistencias acusticas de los dos medios. (La resistencia 
acustica es el producto de la densidad y la elasticidad.) 
La fraction de la energia transmitida esta dada por 


Tir) = 


4 r 

(T + l) 2 ’ 


donde r es la razon de las resistencias acusticas de los 
dos medios. 

a) Demuestre que Tir) = T(l/r). Explique el signifi- 
cado fisico de esta expresion. 

b) Use la prueba de la primera derivada para encontrar 
los extremos relativos de T. 

c) Trace la grafica de la funcion T para r > 0. 


= Piense en ello 

49. Encuentre valores de a, b y c tales que/(x) = ax 2 + bx 
+ c tenga un maximo relativo 6 en x = 2 y la grafica 
de / tenga interseccion y igual a 4. 

50. Encuentre valores de a, b, c y d tales que fix) = ax 3 + 
bx 2 + cx + d tenga un mmirno relativo — 3 en x = 0 y 
un maximo relativo 4 en x = 1. 

51. Suponga que/es una funcion diferenciable cuya grafica es 
simetrica con respecto al eje y. Demuestre que/'(0) = 0. 
/Tiene/necesariamente un extremo relativo en x = 0? 

52. Sean m y n enteros positivos. Demuestre que fix) = 
x m (x — X) n siempre tiene un mmirno relativo. 

53. Suponga que/y g son diferenciables y que tienen maxi- 
mos relativos en el mismo numero critico c. 

a) Demuestre que c es un numero critico para las / + 
gj - g yfg- 

b) /,Se concluye que las / + g,f— g y fg tienen maxi- 
mos relativos en c? Demuestre sus aseveraciones o 
de un contraejemplo. 
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a) “Contiene agua” 



b ) “Derrama agua” 

FIGURA 4.7.1 Concavidad 


4.7 Graficas y la segunda derivada 

■ Introduce ion En el siguiente analisis el objetivo es relacionar el concepto de concavidad 
con la segunda derivada de una funcion. Asi, la segunda derivada constituye otra manera para 
probar si un extremo relativo de una funcion / ocurre en un numero critico. 

■ Concavidad Tal vez usted tiene una idea intuitiva del significado de concavidad. En las 
FIGURAS 4.7.1a) y 4.7. lb) se ilustran formas geometricas concavas hacia arriba y concavas hacia 
abajo, respectivamente. Por ejemplo, el Arco de San Luis Missouri es concavo hacia abajo; 
los cables entre los soportes verticales del puente Golden Gate son concavos hacia arriba. A 
menudo decimos que una forma concava hacia arriba “contiene agua”, mientras una forma 
concava hacia abajo “derrama agua”. No obstante, la definicion precisa de concavidad se pro- 
porciona en terminos de la derivada. 


Definicion 4.7.1 Concavidad 

Sea / una funcion diferenciable sobre un intervalo (a, b). 

i) Si /' es una funcion creciente sobre (a, b), entonces la grafica de / es concava hacia 
arriba sobre el intervalo. 

ii) Si /' es una funcion decreciente sobre ( a , b ), entonces la grafica de / es concava hacia 
abajo sobre el intervalo. 


En otras palabras, si las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de/crecen (decre- 
cen) cuando v crece sobre ( a , b), entonces la grafica de/es concava hacia arriba (abajo) sobre 
el intervalo. Si las pendientes crecen (decrecen) cuando x crece, entonces esto significa que 
las rectas tangentes giran en sentido contrario al de las manecillas del reloj sobre el intervalo. 
La validez de la definicion 4.7.1 se ilustra en la FIGURA 4.7.2. Una manera equivalente de con- 
siderar la concavidad tambien resulta evidente a partir de la figura 4.7.2. La grafica de una 
funcion / es concava hacia arriba (hacia abajo) sobre un intervalo si la grafica en cualquier 
punto se encuentra por arriba (abajo) de las rectas tangentes. 




a) f crece 
de — a + 



b) f decrece c) f decrece sobre {a, c ) 

de + a — f crece sobre (c, b ) 


FIGURA 4.7.2 Concavidad sobre intervalos 


■ Concavidad y la segunda derivada En el teorema 4.4.4 de la seccion 4.4 vimos que el 
signo algebraico de la derivada de una funcion indica cuando la funcion es creciente o decre¬ 
ciente sobre un intervalo. En especifico, si la funcion referida en la oracion precedente es la 
derivada/', entonces podemos concluir que el signo algebraico de la derivada de/', es decir, 
/", indica cuando /' es creciente o decreciente sobre un intervalo. Por ejemplo, si f"{x) > 0 
sobre ( a , b), entonces /' es creciente sobre ( a , b). Debido a la definicion 4.7.1, si/' es cre¬ 
ciente sobre (< a , b), entonces la grafica de/es concava hacia arriba sobre el intervalo. En con- 
secuencia, se llega a la siguiente prueba para concavidad. 
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Teorema 4.7.1 Prueba para concavidad 

Sea/una funcion para la cual /" existe sobre (< a , b). 

i) Si fix) > 0 para toda v en (, a , b), entonces la grafica de/es concava hacia arriba sobre 
(a, b). 

ii) Si fix) < 0 para toda x en ( a , b), entonces la grafica de/es concava hacia abajo sobre 
(a, b). 


EJEMPLO 1 


Prueba para concavidad 


Determine los intervalos sobre los cuales la grafica d q fix) = x 2 + \x 2 es concava hacia arriba 
y los intervalos sobre los cuales la grafica es concava hacia abajo. 


Solucion A partir de fix) = 3x 2 + 9x obtenemos 

fix) = 6x + 9 = 6{x + §). 

Se observa que/"(x) < 0cuando6(x + §) < Ooi < -§yque/"(x) > 0cuando6(x + §) > 0 
o x > — \. Por el teorema 4.7.1 concluimos que la grafica de/es concava hacia abajo sobre 
el intervalo ( — oo, — §) y concava hacia arriba sobre el intervalo (—|, oo). ■ 

■ Punto de inflexion La grafica de la funcion en el ejemplo 1 cambia de concavidad en el 
punto que corresponde ax = — |. Cuando x crece a traves de —§, la grafica de/cambia de con¬ 
cava hacia abajo a concava hacia arriba en el punto (—§, ^). Un punto sobre la grafica de una 
funcion donde la concavidad cambia de arriba abajo o viceversa tiene un nombre especial. 


Definicion 4.7.2 Punto de inflexion 

Sea/continua sobre un intervalo ( a , b) que contiene al numero c. Un punto (c,/(c)) es un 
punto de inflexion de la grafica de/si en (c,/(c)) hay una recta tangente y la grafica cam¬ 
bia de concavidad en este punto. 


Al volver a examinar el ejemplo 1 se observa que/(v) = x 3 + \x 2 es continua en — §, tiene 
una recta tangente en (—§, y cambia de concavidad en este punto. Por tanto, (—es un 
punto de inflexion. Tambien observe que/"(—§) = 0. Vea la FIGURA 4.7.3a). Tambien sabemos 
que la funcion/(v) = x es continua en 0 y tiene una tangente vertical en (0, 0) (vea el ejem¬ 
plo 10 de la seccion 3.1). A partir de/"(x) = —\x~ 5 ^ se observa que/"(v) > 0 para x < 0 y 
que f”(x) < 0 para x > 0. Por tanto, (0, 0) es un punto de inflexion. Observe que en este caso 
f”(x) = — I* -5 / 3 no esta definida en x = 0. Vea la figura 4.1.3b). Estos dos casos se ilustran 
en el siguiente teorema. 



concava 

hacia arriba 

„ 1/3 


> ^ X 

concava 

hacia abajo 

b) f'(x) no existe en 0 


FIGURA 4.7.3 Puntos de inflexion 


Teorema 4.7.2 Punto de inflexion 

Si (c,/(c)) es un punto de inflexion para la grafica de una funcion/ entonces/"(c) = 0 o/"(c) 
no existe. 


■ Prueba de la segunda derivada Si c es un numero critico de una funcion y = fix) y, por 
ejemplo, /"(c) > 0, entonces la grafica de / es concava hacia arriba sobre algun intervalo 
abierto (a, b) que contiene a c. Entonces, necesariamente/(c) es un minimo relativo. En forma 
semejante, /"(c) < 0 en un valor critico c implica que /(c) es un maximo relativo. Este teo¬ 
rema se denomina prueba de la segunda derivada y se ilustra en la FIGURA 4.7.4. 


y = m 


punto de 

inflexion m 4ximo 
/ relativo 



FIGURA 4.7.4 Prueba de la 
segunda derivada 


Teorema 4.7.3 Prueba de la segunda derivada 

Sea/una funcion para la cual/" existe sobre un intervalo (a, b) que contiene al numero critico c. 

i) Si/"(c) > 0, entonces/(c) es un mmimo relativo. 

ii) Si/"(c) < 0, entonces/(c) es un maximo relativo. 

in) Si /"(c) = 0, entonces la prueba falla y /(c) puede ser o no un extremo relativo. En este 
caso se usa la prueba de la primera derivada. 
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En este punto podrfa plantearse la pregunta: ^por que se requiere otra prueba para extre- 
mos relativos cuando ya se cuenta con la prueba de la primera derivada? Si la funcion / en 
consideracion es un polinomio, es muy sencillo calcular la segunda derivada. A1 usar el teo- 
rema 4.7.3 solo necesitamos determinar el signo algebraico de f"(x) en el numero critico. 
Compare esto con el teorema 4.6.1, donde es necesario determinar el signo de fix) en los 
numeros a la derecha y a la izquierda del numero critico. Si no es facil factorizar/', el ultimo 
procedimiento puede ser algo dificil. Por otra parte, puede resultar igualmente tedioso usar el 
teorema 4.7.3 en el caso de algunas funciones que impliquen productos, cocientes, potencias, 
etcetera. Por tanto, los teoremas 4.6.1 y 4.7.3 pueden tener ventajas y desventajas, 


EJEMPLO 2 


Prueba de la segunda derivada 


Grafiqu z fix) = 4x 4 - 4x 2 . 


Solucion A partir de/(x) = 4x 2 (x 2 — 1) = 4x 2 (x + 1)(jc — 1) se observa que la grafica de/ 
tiene las intersecciones (—1, 0), (0, 0) y (1, 0). Ademas, puesto que/es un polinomio que solo 
tiene potencias pares, concluimos que su grafica es simetrica con respecto al eje y (funcion 
par). Asi, las derivadas primera y segunda son 

fix) = 16V - 8* = 8x(V2x + l)(V2x - l) 
fix) = 48V - 8 = 8(V6x + l)(V6x - l). 

A partir de /' vemos que los numeros crfticos de/son 0, — V2/2 y V2/2. La prueba de la 
segunda derivada se resume en la tabla siguiente. 



FIGURA 4.7.5 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 2 


x 

Signo de fix) 

/(*) 

Conclusion 

0 

~ 

0 

maximo relativo 

V2/2 

+ 

-1 

minimo relativo 

-V2/2 

+ 

-1 

minimo relativo 


Por ultimo, a partir de la forma factorizada de /" observamos que fix) cambia de signo en 
x = — V6/6 y en x = V6/6. Por tanto, la grafica de / tiene dos puntos de inflexion: 
(—V6/6, -§) y (V6/6, -§). Vea la FIGURA 4.7.5. ■ 



Fracaso de la prueba de la segunda derivada 


EJEMPLO 3 


Considere la funcion simple f(x) = x 4 + 1. A partir de fix) = 4x 3 vemos que 0 es un numero 
critico. Pero por la segunda derivada/"(x) = I2x 2 obtenemos /"(0) = 0. Por tanto, la prueba 
de la segunda derivada no conduce a ninguna conclusion. No obstante, a partir de la primera 
derivada/'(x) = 4x 3 vemos lo siguiente: 

f{x) < 0 para x < 0 y fix) > 0 para x > 0. 


La prueba de la primera derivada indica que /(0) = 1 es un minimo relativo. La FIGURA 4.7.6 
muestra que /(0) = 1 es realmente un minimo absoluto. ■ 


EJEMPLO 4 


Prueba de la segunda derivada 


Grafique fix) = 2 cos x — cos 2x. 

Solucion Debido a que cos x y cos 2x son pares, la grafica de / es simetrica con respecto al 
eje y. Tambien,/(0) = 1 produce la interseccion (0, 1). Asi, las derivadas primera y segunda son 


fix) — —2 sen x + 2 sen 2x y /"(x) — —2 cos x + 4 cos 2x. 

Al usar la identidad trigonometrica sen 2x = 2 sen x cos x es posible simplificar la ecuacion/'(x) 
= 0 a sen x(l — 2 cos x) = 0. Las soluciones de sen x = 0 son 0, ±7r, ±277,... y las solucio- 
nes de cos x = \ son ±7 t/3, ±57t/ 3, . . . Pero como el periodo de/es 2tt (jdemuestrelo!), es sufi- 
ciente considerar solo los numeros crfticos en [0, 27r], a saber, 0, 7 t/3, i r, 5tt/3 y 2tt. En la tabla 
siguiente se resume la aplicacion de la prueba de la segunda derivada a estos valores. 
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X 

Signo de fix) 

fix) 

Conclusion 

0 

+ 

1 

minimo relativo 

7t/3 

- 

3 

2 

maximo relativo 

77 

+ 

-3 

minimo relativo 

577-/3 


3 

2 

maximo relativo 

277 

+ 

1 

minimo relativo 


La grafica de/es la extension con periodo 277 de la porcion azul que se muestra en la FIGURA 
4.7.7 sobre el intervalo [0, 2tt] . ■ 



FIGURA 4.7.7 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 4 


f’(x) NOTAS DESDE EL AULA 

i) Si (c,f(c)) es un punto de inflexion, entonces f”(c) = 0 of "(c) no existe. El converso de 
esta afirmacion no necesariamente es verdadero. No es posible concluir, simplemente a 
partir del hecho de que cuand of"(c) = 0 of"(c) no existe, que (c,f(c)) es un punto de 
inflexion. En este sentido, en el ejemplo 3 vimos que/"(0) = 0 para f(x) = x 4 + 1. Pero 
a partir de la figura 4.7.6 resulta evidente que (0,/(0)) no es un punto de inflexion. 
Tambien, para/(x) = 1/x, vemos que/"(x) = 2/x 3 esta indefinida en x = 0 y que la gra¬ 
fica de/cambia de concavidad en x = 0: 

f"(x) < 0 para x < 0 y f"(x) > 0 para x > 0. 

No obstante, x = 0 no es la coordenada x de un punto de inflexion porque / no es con- 
tinua en 0. 

ii) Usted no debe pensar que la grafica de una funcion debe tener concavidad. Hay fun- 
ciones perfectamente bien diferenciables cuyas graficas no poseen concavidad. Vea el 
problema 60 en los ejercicios 4.7. 

iii) Usted debe estar al tanto de que los libros de texto no coinciden respecto a la definicion 
precisa de punto de inflexion. Esto no es algo por lo cual deba preocuparse, pero si usted 
tiene interes, vea el problema 65 en los ejercicios 4.7. 


Ejercicios 4.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-16. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-12, use la segunda derivada para deter- 
minar los intervalos sobre los cuales la grafica de la funcion 
dada es concava hacia arriba y los intervalos sobre los cua¬ 
les es concava hacia abajo. Grafique. 


1. f(x) = —X 1 + lx 
3. f(x) = —x 3 + 6x 2 + x — 1 
5. fix) = x(x - 4) 3 
7. fix) = x 1/3 + 2x 

9 . f(x) = x + — 
x 


2. fix) = -ix + 2) 2 + 8 
4. fix) = ix + 5) 3 
6. fix) = 6x 4 + 2x 3 — 12x 2 + 3 
8. fix) = x 8/3 - 20x 2/3 

10 . fix) = Vx 2 + 10 



para el problema 13 



para el problema 15 


12 - Jw = fri 

En los problemas 13-16, a partir de la grafica de la funcion 
dada / calcule los intervalos sobre los cuales /' es creciente 
y los intervalos sobre los cuales /' es decreciente. 



FIGURA 4.7.9 Grafica 
para el problema 14 



FIGURA 4.7.11 Grafica 
para el problema 16 
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17. Demuestre que la grafica de fix) = sec x es concava 
hacia arriba sobre los intervalos donde cos x > 0 y con¬ 
cava hacia abajo sobre los intervalos donde cos x < 0. 

18. Demuestre que la grafica de /(x) = esc x es concava 
hacia arriba sobre los intervalos donde sen x > 0 y con¬ 
cava hacia abajo sobre los intervalos donde sen x < 0. 

En los problemas 19-26, use la segunda derivada para loca- 
lizar todos los puntos de inflexion. 

19. f{x) = x 4 - 12x 2 + x - 1 20 . fix) = x 5 / 3 + 4x 

21 . fix) = sen x 22 . fix) = cos x 

23 . fix) = x — sen x 24 . fix) = tan x 

25 . fix) = x + xc“* 26 . fix) = xe~ x 2 

En los problemas 27-44, use la prueba de la segunda deri¬ 
vada, cuando sea pertinente aplicarla, para encontrar los 
extremos relativos de la funcion dada. Grafique y encuentre 
todos los puntos de inflexion cuando sea posible. 


27. 

fix) = 

= -(2x - 5) 2 

28. fix) 

II 

1 

1 

29. 

fix) -- 

= x 3 + 3x 2 + 3x 4 

- 1 30. fix) 

= jx 4 — 2x 2 

4 

31. 

fix) = 

= 6x 5 - lOr 

32. fix) 

= x 3 (x + l) 2 

33. 

fix) = 

X 

34. fix) 




x +2 


x 2 

35. 

fix) = 

<N 

H 

1 

S 

11 

36. fix) 

V ,0 

1 

S 

H 

II 

37. 

fix) = 

= x l/ \x + 1) 

38. fix) 

= X 1 / 2 - jx 

4 

39. 

fix) -- 

= COS 3x, [0, 277 ] 

40. fix) = 

2 + sen 2x, [0, 277 ] 


41. fix) = cos x + senx, [0, 27 t] 

42. fix) = 2 senx + sen2x, [0, 277] 

43. fix) = 2x — x In x 44. fix) = In (x 2 + 2) 

En los problemas 45-48, determine si la funcion dada tiene 
un extremo relativo en el numero critico indicado. 

45. fix) = senx cos x; tt/A 46. fix) = x senx; 0 
47. fix) = tan 2 x; i t 48. fix) = (1 + sen4x) 3 ; 77/8 

En los problemas 49-52, trace una grafica de una funcion 
que tenga las propiedades dadas. 

49. /(—2) = 0,/(4) = 0 

/'(3)=o,r(i)=o,r(2)=o 

fix) < 0, x < 1, x > 2 
fix) > 0, 1 < x < 2 


50. /(0) = 5,/(2) = 0 

/'(2) = 0,/"(3) no 
existe 

fix) > 0, x < 3 
fix) < 0, x > 3 


51. /(0) = — 1,/(tt/2) > 0 
fix) > 0 para toda x 

fix) > 0, (2n — l)y < x < (2n + l)y, n par 
fix) < 0, (2n - l)y < x < (2n + l)y, n impar 

52. /(-x) = -fix) 

asmtota vertical x = 2, lim /(x) = 0 

*->00 

fix) < 0, 0 < x < 2 
fix) > 0, x > 2 


= Piense en ello 

53. Encuentre valores de a, b y c tales que la grafica de 
fix) = ax 3 + bx 2 + cx pase por (—1, 0) y tenga un 
punto de inflexion en (1, 1). 

54. Encuentre valores de a, b y c tales que la grafica de 
fix) = ax 3 + bx 2 + cx tenga una tangente horizontal en 
el punto de inflexion en (1, 1). 

55. Use la prueba de la segunda derivada como ayuda para 
graficar/(x) = sen(l/x). Observe que/es discontinua 
en x = 0. 

56. Demuestre que la grafica de una funcion polinomial 
general 

fix) = a n x n + a n - X x n ~ x + ••• + a x x + a 0 , a n ¥= 0 

puede tener cuando mucho n — 2 puntos de inflexion. 

57. Sea fix) = (x — x 0 ) n , donde n es un entero positivo. 

a) Demuestre que (x 0 , 0) es un punto de inflexion de la 
grafica de / si n es un entero impar. 

b) Demuestre que (x 0 , 0) no es un punto de inflexion de 
la grafica de f sino que corresponde a un minimo 
relativo cuando n es un entero par. 

58. Demuestre que la grafica de una funcion polinomial cua- 
dratica /(x) = ax 2 + bx + c, a 0, es concava hacia 
arriba sobre el eje x cuando a > 0 y concava hacia abajo 
sobre el eje x cuando a < 0. 

59. Sea / una funcion para la cual f existe sobre un inter¬ 
val ia , b) que contiene al numero c. Si /"(c) = 0 y 
/'"(c) ¥= 0, ^que puede afirmarse sobre (c, /(c))? 

60. Proporcione un ejemplo de una funcion diferenciable 
cuya grafica no tenga concavidad. No piense demasiado. 

61. Demuestre o refute lo siguiente. Un punto de inflexion 
para una funcion/debe ocurrir en un valor critico de/'. 

62. Sin graficar, explique por que la grafica de /(x) = 
10x 2 — x — 40 + e x no puede tener un punto de infle¬ 
xion. 

63. Demuestre o refute lo siguiente. La funcion 



tiene un punto de inflexion en (0, 0). 

64. Suponga que / es una funcion polinomial de grado 3 y 
que c x y c 2 son numeros criticos distintos. 

a) fic x ) y/(c 2 ), £son necesariamente extremos relativos 
de la funcion? Demuestre su respuesta. 

b) ^Cual considera que es la coordenada x del punto de 
inflexion para la grafica de/? Demuestre su respuesta. 

= Proyecto 

65. Puntos de inflexion Encuentre otros libros de texto de 
calculo y anote como definen el punto de inflexion. 
Luego, investigue en internet acerca de la definicion de 
punto de inflexion. Escriba un breve articulo en que 
compare estas definiciones. Ilustre su articulo con grafi- 
cas idoneas. 
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4.8 Optimizacion 

■ Introduce ion En ciencia, ingenierfa y negocios a menudo tenemos interes en los valores 
maximo y minimo de una funcion; por ejemplo, una empresa tiene interes natural en maximi- 
zar sus ganancias a la vez que minimiza los costos. La proxima vez que vaya al supermercado, 
observe que todas las latas que contienen, por ejemplo, 15 oz de alimento (0.01566569 pies 3 ) 
tienen el mismo aspecto fisico. El hecho de que todas las latas de un volumen especifico ten- 
gan la misma forma (mismos radio y altura) no es coincidencia, puesto que hay dimensiones 
especificas que minimizan la cantidad de metal usado y, entonces, reducen los costos de cons- 
truccion de la lata a una empresa. En el mismo tenor, muchos de los denominados automovi- 
les economicos comparten muchas caracteristicas extraordinariamente semejantes. Esto no es 
tan simple como el que una empresa copie el exito de otra empresa, sino, en vez de ello, que 
un gran numero de ingenieros buscan el diseno que minimice la cantidad de material usado. 


■ Jugar con algunos numeros Se empezara con un problema simple: 

Encontrar dos numeros no negativos cuya suma sea 5 tales que el producto 
de uno y el cuadrado del otro sea el mas grande posible. 

En el ejemplo 1 de la seccion 1.7 presentamos el problema: 

La suma de dos numeros no negativos es 5. Exprese el producto de uno 
y el cuadrado del otro como una funcion de uno de los numeros. 


( 1 ) 


<4 En este punto se recomienda 
bastante repasar la seccion 1.7. 


( 2 ) 


Al comparar (1) y (2) se observa que (2), donde simplemente se pide establecer una funcion, 
esta contenido en el problema de calculo (1). La parte de calculo de (1) requiere encontrar 
numeros no negativos de modo que su producto sea maximo. Al revisar los ejemplos 1 y 2 de 
la seccion 1.7 se indica que el producto descrito en (1) es 

P = x(5 — x) 2 o bien, P(x) = 25x — I0x 2 + v 3 . (3) 


El dominio de la funcion P(x) en (3) es el intervalo [0, 5]. Este hecho proviene de la combi- 
nacion de las dos desigualdades i>0yj = 5- i>0odel reconocimiento de que si se 
permite que v fuese mas grande que 5, entonces y serfa negativo, contradiciendo la hipotesis 
inicial. Hay una cantidad infinita de pares de numeros reales no negativos (racionales e irra- 
cionales) cuya suma es 5. jObserve que no dijimos enteros no negativos! Por ejemplo 


Numeros: x, y 

Producto: P = xy 2 

1, 4 

P = 1 • 4 2 = 16 

2, 3 

P = 2 • 3 2 = 18 

1 9 

1 f9\ 2 

2’ 2 

p = 2 \y.) = 10,125 

77, 5 — 77 

P = 77 • (5 - 77) 2 * 10.85 


Pares de numeros como —1 y 6, cuya suma es 5, se rechazan porque ambos numeros deben 
ser no negativos. ^Como saber cuando se han descubierto los numeros x y y que proporcio- 
nan el valor mas grande; es decir, el maximo optimo, de PI La respuesta reside en darse cuenta 
que el dominio de la funcion P{x) es el intervalo cerrado [0, 5]. Por el teorema 4.3.3 
sabemos que la funcion continua P{x) tiene un extremo absoluto ya sea en el punto frontera 
del intervalo o en un numero critico en el intervalo abierto (0, 5). Por (3) vemos que 
P'(x) = 25 — 20x + 3x 2 = (3x — 5)(x — 5) de modo que el unico numero critico en el inter¬ 
valo abierto (0, 5) es §. Resulta evidente que los valores de la funcion P(0) = 0 y P(5) = 0 
representan el producto minimo, de modo que el producto maximo absoluto es P(§) = f(5) — 
(I) = I? ~ 18.52 . En otras palabras, los dos numeros son x = \y y = 5 — § = y. 

■ Terminologia En general, la funcion que describe la cantidad que se quiere optimizar, al 
encontrar su valor maximo o minimo, se denomina funcion objetivo. La funcion en (3) es la 
funcion objetivo para el problema dado en (1). Una relacion entre las variables en un problema 
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de optimizacion, como la ecuacion v + y = 5 entre los numeros v y y en el analisis anterior, 
se denomina restriccion. La restriccion permite eliminar una de las variables en la construc- 
cion de la funcion objetivo, como P(x) en (3), asi como impone una limitacion sobre la forma 
en que variables como x y y pueden variar en realidad. Vimos que las limitaciones i>0y 
y = 5 — v > 0 fueron de utilidad para inferir que el dominio de la funcion P(x) en (3) era el 
intervalo [0, 5]. Usted debe considerar que el tipo de problemas coloquiales en esta seccion 
pueden o pueden no tener una restriccion. 

■ Sugerencias En los ejemplos y problemas siguientes se proporciona una funcion objetivo 
y es necesario traducir el lenguaje coloquial a simbolos matematicos y construir una funcion 
objetivo. Estos son los tipos de problemas coloquiales que muestran el poder del calculo y 
constituyen una de muchas respuestas posibles a la vieja pregunta: ^para que es bueno? 
Mientras no se garantice nada, hay algunas sugerencias que es necesario tomar en cuenta al 
resolver un problema de optimizacion. Primero y lo mas importante: 

Desarrolle una actitud positiva y analitica. Trate de ser claro y organizado. 


Directrices para resolver problemas de optimizacion 

i) Lea el problema con atencion; luego lealo de nuevo. 

ii) Elabore un dibujo cuando sea posible; hagalo sencillo. 

iii) Introduzca variables (en su dibujo, en caso de haber alguna) y observe cualquier restric¬ 
cion entre las variables. 

iv) Use todas las variables necesarias para establecer la funcion objetivo. Si usa mas de una 
variable, aplique la restriccion para reducir la funcion a una variable. 

v) Note el intervalo en que esta definida la funcion. Determine todos los numeros crfticos. 
Vi) Si la funcion objetivo es continua y esta definida sobre un intervalo cerrado [a, b], 

entonces compruebe los extremos en puntos frontera. Si el extremo deseado no ocurre 
en un punto frontera, debe ocurrir en un numero critico en el intervalo abierto (a, b). 
vii) Si la funcion objetivo esta definida sobre un intervalo que no es cerrado, entonces es 
necesario aplicar una prueba de la derivada en cada numero critico en ese intervalo. 


En el primer ejemplo se analiza un modelo matematico que proviene de fisica. 



FIGURA 4.8.1 Bala de canon en 


el ejemplo 1 


EJEMPLO 1 


Alcance maximo 


Cuando se ignora la resistencia del aire, el alcance horizontal R de un proyectil esta dado por 

(4) 


v 2 o 


R(0) = —sen 26, 
8 


donde v 0 es la velocidad inicial constante, g es la aceleracion de la gravedad y 6 es el angulo 
de elevacion o salida. Encuentre el alcance maximo del proyectil. 


Solucion Como modelo fisico del problema puede imaginarse que el proyectil es una bala 
de canon. Vea la FIGURA 4.8.1. Para angulos 6 mayores que tt/2, la bala de canon mostrada en 
la figura debe salir hacia atras. Por tanto, tiene sentido fisico restringir la funcion en (4) al 
intervalo cerrado [0, 7r/2]. A partir de 


dR 

dO 


v o 

= —2 cos 26 


se observa que dR/d6 = 0 cuando cos 26 = 0 o 26 = tt/2, de modo que el unico numero cri¬ 
tico en el intervalo abierto (0, tt/2) es tt/4. Al evaluar la funcion en los puntos finales y el 
numero critico obtenemos 


R( 0) = 0, R(tt/4) = y, R(tt/2) = 0. 
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Puesto que R(0) es continua sobre el intervalo cerrado [0, 7 t/ 2], estos valores indican que el 
alcance mmimo es 7?(0) = R{tt/2) = 0 y que el alcance maximo es R(tt/4) = vl/g. En otras 
palabras, para lograr la distancia maxima, el proyectil debe ser lanzado a un angulo de 45° 
con respecto a la horizontal. ■ 

Si las balas de canon en el ejemplo 1 se disparan con la velocidad inicial u 0 pero con 
angulos de elevacion variables 6 diferentes de 45°, entonces sus alcances horizontales son 
menores que R m & x = vfi/g. A1 analizar la funcion en (4) se observa que obtenemos el mismo 
alcance horizontal para angulos complementarios como 20° y 70°, y 30° y 60°. Vea la FIGURA 
4.8.2. Si se toma en cuenta la resistencia del aire, el alcance de todos los proyectiles es mas 
corto que vl/g , aunque se hay an disparado a un angulo de elevacion de 45°. 


EJEMPLO 2 


Volumen maximo 


Un canalon para agua de 20 pies de longitud tiene extremos en forma de triangulos isosceles 
cuyos lados miden 4 pies de longitud. Determine la dimension a traves del extremo triangular 
de modo que el volumen del canalon sea maximo. Encuentre el volumen maximo. 


Solucion El canalon con la dimension desconocida x se muestra en la FIGURA 4.8.3. El volu¬ 
men V del canalon es 


V = (area del extremo triangular) X (longitud). 


Por la FIGURA 4.8.4 y el teorema de Pitagoras, el area del extremo triangular como una funcion 
de v es \x\J 16 — x 2 /4. En consecuencia, el volumen del canalon como una funcion de x , la 
funcion objetivo, es 


V(x) = 20 ■( \xJ 16 - \x 2 ) = 5xV64 - 


La funcion V(x) solo tiene sentido sobre el intervalo cerrado [0, 8]. (^Por que?) 
A1 tomar la derivada y simplificar se obtiene 

- 2 - 32 


V(x) = -10 


V64 - 


Aunque V'(x) = 0 para x = ±4V2, el unico numero crftico en el intervalo abierto (0, 8) es 
4V2. Puesto que la funcion V(x) es continua sobre [0, 8], sabemos por el teorema 4.3.3 que 
V(0) = V(8) = 0 debe ser su mmimo absoluto. Entonces, el maximo absoluto de V(v) debe 
ocurrir cuando el ancho a traves de la parte superior del canalon es 4 V2 ~ 5.66 pies. El volu¬ 
men maximo es V(4V2) =160 pies 3 . ■ 


Nota: A menudo un problema puede resol verse en mas de una forma. En retrospectiva, usted 
debe comprobar que la solucion del ejemplo 2 es ligeramente “mas limpia” si la dimension a 
traves de la parte superior del extremo del canalon se identifica como 2 x en vez de como x. 
En efecto, como se muestra en el siguiente ejemplo, el ejemplo 2 puede resolverse usando una 
variable completamente distinta. 


EJEMPLO 3 


Solucion alterna del ejemplo 2 


Como se muestra en la FIGURA 4.8.5, 6 denota el angulo entre la vertical y uno de los lados. A 
partir de trigonometrfa de triangulos rectangulos, la altura y la base del extremo triangular son 
4 cos 6 y 8 sen 6, respectivamente. Cuando V se expresa como una funcion de 6 obtenemos 
• base • altura) X (longitud), o bien, 


V(0) = \{4 cos 0)(8 sen 6 ) • 20 
= 320 sen 6 cos 6 


= 160 (2 sen 6 cos 6) 

= 160 sen 20, formula de doble angulo 

donde 0 < 0 < 7t/ 2. A1 proceder como en el ejemplo 1, encontramos que el valor maximo 
V = 160 pies 3 ocurre en 0 = 77 /4. La dimension a traves de la parte superior del canalon, o 
la base del triangulo isosceles, es 8 sen(7r/4) = 4 V2 pies. ■ 


■ Problemas con restricciones A menudo es mas conveniente plantear una funcion en ter- 
minos de dos variables en lugar de una. En este caso es necesario encontrar una relacion entre 



y2 o/s 


FIGURA 4.8.2 Mismo alcance 
para angulos complementarios 



FIGURA 4.8.3 Canalon de agua 
en el ejemplo 2 


-1 f r 



FIGURA 4.8.4 Extremo triangular 
del canalon en el ejemplo 2 



FIGURA 4.8.5 Extremo triangular 
del canalon en el ejemplo 3 
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y i 

(2, 4) 


r 



FIGURA 4.8.6 Circuit) y punto en 
el ejemplo 4 



FIGURA 4.8.7 Terreno rectangular 
en el ejemplo 5 


estas variables que pueden usarse para eliminar una de las variables de la funcion en conside- 
racion. Como se analizo junto con (1), esta relacion suele ser una ecuacion denominada res¬ 
triccion. Este concepto lo ilustran los dos siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 4 


Punto mas proximo 


Encuentre el punto en el primer cuadrante sobre el circulo x 2 + y 2 = 1 mas proximo a (2, 4). 


Solucion Sea (x, y), x > 0, y > 0 el punto sobre el circulo mas proximo al punto (2, 4). Vea 
la FIGURA 4.8.6. 

Como se muestra en la figura, la distancia d entre (x, y) y (2, 4) es 

d = V(x - 2) 2 + (y - 4) 2 o bien, d 2 = (x - 2) 2 + (y - 4) 2 . 

Luego, el punto que minimiza el cuadrado de la distancia d 2 tambien minimiza la distancia d. 
Se escribira D = d 2 . Al desarrollar (x — 2) 2 y (y — 4) 2 y usar la restriccion x 2 + y 2 = 1 en 
la forma y = Vl — x 2 , encontramos 


D(x) = x 2 - 4x + 4 + (1 - x 2 ) - 8 Vl - x 2 + 16 
= —4x - 8 V1 - x 2 + 21. 


Debido a que se ha supuesto que x y y son positivos, el dominio de la funcion anterior es 
el intervalo abierto (0, 1). No obstante, la solucion del problema no es afectada de ninguna 
manera si se supone que el dominio es el intervalo cerrado [0, 1]. 

Al diferenciar obtenemos 

DXx) = -4 - 4(1 - , 2 m-2v) = ~ 4V V^+ 8J 

Vl -X 2 

Luego, D'{x) = 0 solo si —4A/1 — x 2 + 8x = 0 o 2x = \/1 — x 2 . Despues de elevar al cua¬ 
drado ambos miembros y simplificar, encontramos que V5/5 es el unico numero critico en 
el intervalo (0, 1). Debido a que D(x) es continua sobre [0, 1], a partir de los valores de la 
funcion 

D(0) = 13, D(V5/5) = 21 - 4\/5 « 12.06 y D{ 1) = 17 


concluimos que D y, por consiguiente, la distancia d son minimos cuando x = V5/5. Al usar 
la restriccion x 2 + y 2 = 1, de manera correspondiente encontramos que y = 2V5/5. Esto sig- 
nifica que (V5/5, 2V5/5) es el punto sobre el circulo mas proximo a (2, 4). ■ 


EJEMPLO 5 


Cerca minima 


Un granjero intenta delimitar un terreno rectangular que tenga un area de 1 500 m 2 . El terreno 
estara cercado y dividido en dos partes iguales por medio de una cerca adicional paralela a 
dos lados. Encuentre las dimensiones del terreno que requiere la menor cantidad de cerca. 


Solucion Como se muestra en la FIGURA 4.8.7, xyy denotan las dimensiones del terreno cercado. 
La funcion que queremos minimizar es la cantidad total de cerca; es decir, la suma de las lon¬ 
gitudes de las cinco porciones de cerca. Si esta suma se denota por el shnbolo L, tenemos 

L = 2x + 3y. (5) 

Debido a que el area del terreno cercado debe ser de 1 500 m 2 , x y y deben estar relaciona- 
dos por el requisite de que xy = l 500. Usamos esta restriccion en la forma y = 1 500/x para 
eliminar y en (5) y escribir la funcion objetivo L como una funcion de x: 


L(x) = 2x + 


4 500 

x 


( 6 ) 


Puesto que x representa una dimension fisica que satisface xy = l 500, concluimos que 
es positiva. Pero aparte de esta restriccion, sobre x no hay ninguna otra restriccion. Por tanto, 
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a diferencia de los ejemplos anteriores, la funcion en consideracion no esta definida sobre un 
intervalo cerrado; L(x) esta definida sobre el intervalo no acotado (0, oo). 

A1 igualar a cero la derivada 


L\x) = 2- 


4 500 


y despejar x, encontramos que el unico numero critico es 15 VTO. Puesto que es facil calcu- 
lar la segunda derivada, usamos la prueba de la segunda derivada. A partir de 


L"(x) = 


9 000 


observamos que L"(l5 VTo) > 0. Por el teorema 4.7.3 concluimos que L(l5 VTo) =2(l5VIo) 
+ 4 500/(l5VIo) = 60 VTO m es la cantidad minima requerida de cerca. Volviendo a la res- 
triccion y= 1 500/x, encontramos que el valor correspondiente de y es 10 VTO. En consecuen- 
cia, las dimensiones del terreno deben ser 15VT0m X lOVTOm. ■ 


Si un objeto se mueve a razon constante, entonces la distancia, la razon y el tiempo estan 
relacionados por distancia = razon X tiempo. Este resultado se usara en el ultimo ejemplo en 
la forma 


tiempo = 


distancia 

razon 


(7) 


EJEMPLO 6 


Tiempo mmimo 


Una mujer en el punto P sobre una isla desea llegar a una poblacion situada en el punto S 
sobre una play a recta en tierra firme. El punto P esta a 9 millas del punto mas proximo Q 
sobre la playa y la poblacion en el punto S esta a 15 millas de Q. Vea la FIGURA 4.8.8. Si la mujer 
rema un bote a razon de 3 mi/h hacia un punto R en tierra, luego camina el resto del camino 
hacia S a razon de 5 mi/h, determine donde debe desembarcar en la playa a fin de minimizar 
el tiempo total de viaje. 


Solucion Como se muestra en la figura, si v denota la distancia del punto Q en la playa al 
punto R donde la mujer d esembarc a en la playa, entonces por el teorema de Pitagoras, la dis¬ 
tancia que ella rema es V81 + v 2 . La distancia que camina es 15 — v. Por (7), el tiempo total 
del viaje desde P hasta S es 


T = tiempo de remado + tiempo caminando, o bien, T{x) 


Vsi 


+ 


+ 


15 — v 


Puesto que 0 < v < 15, la funcion T{x) esta definida sobre el intervalo cerrado [0, 15]. 
La derivada de T es 


f = 1(81 + 


l 

5 


Igualamos esta derivada a cero y despejamos x: 


v_ 

3V81 + x 2 


V _ J_ 

3V81 + X 2 5 


81 + x 2 25 
16v 2 = 729 
27 


l 

5’ 


Es decir, 2 4 7 es el unico numero critico en [0, 15]. Puesto que T(x) es continua sobre el 
intervalo, a partir de los tres valores de la funcion 

7X0) = 6 h, r(3r ) = 5.4 h y 7X15) « 5.83 h 

el tiempo de viaje mmimo ocurre cuando x = ^ = 6.75. En otras palabras, la mujer desem- 
barca en el punto R , a 6.75 millas del punto Q , y luego camina las 8.25 millas restantes hacia 
el punto S. ■ 


15 mi 



FIGURA 4.8.8 Mujer que se 
desplaza en el ejemplo 6 
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FIGURA 4.8.9 Grafica de la fun- 
cion objetivo en el ejemplo 5 


f '{x) NOTAS DESDE EL AULA 

Un lector perspicaz podria cuestionar por lo menos dos aspectos del ejemplo 5. 

0 En la solucion, ^donde entra la hipotesis de que el terreno sea dividido en dos partes 
iguales? De hecho, no lo hace. Lo importante es que la cerca divisoria sea paralela a los 
dos extremos. Preguntese cual seria L(x) si este no fuera el caso. No obstante, la ubicacion 
real de la cerca divisoria entre los extremos es irrelevante en tanto sea paralela a estos. 
ii) En un problema aplicado, por supuesto que tenemos interes solo en los extremos absolu- 
tos. En consecuencia, otra pregunta podria ser: puesto que la funcion L en (6) no esta 
definida sobre un intervalo cerrado y como la prueba de la segunda derivada no garanti- 
za extremos absolutos, /,como puede tenerse la certeza de que L(15 VTO) es un mmimo 
absolute? Cuando se tengan dudas, siempre es posible trazar una grafica. La FIGURA 4.8.9 
responde la pregunta para L(x). Tambien, observe de nuevo el teorema 4.6.2 en la seccion 
4.6. Debido a que 15 VTO es el unico numero critico en el intervalo que (0, oo) y ya que 
se demostro que L(15 VTO) es un mmimo relativo, el teorema 4.6.2 garantiza que el valor 
de la funcion L(15 VTO) = 60VT0 es un mmimo absolute. 


Ejercicios 4.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-17. 


= Fundamentos 

1. Encuentre dos numeros no negativos cuya suma sea 60 
y cuyo producto sea maximo. 

2 . Encuentre dos numeros no negativos cuyo producto sea 
50 y cuya suma sea minima. 

3. Encuentre un numero que exceda su cuadrado por la 
mayor cantidad. 

4. Sean my n enteros positivos. Encuentre dos numeros no 
negativos cuya suma sea S de modo que el producto de 
la m-esima potencia de uno y la n-esima potencia del 
otro sea maximo. 

5. Encuentre dos numeros no negativos cuya suma sea 1 
de modo que la suma del cuadrado de uno y el doble 
del cuadrado del otro sea minima. 

6 . Encuentre el valor mmimo de la suma de un numero no 
negativo y su reciproco. 

7. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de y 2 = 6x 
mas proximo(s) a (5, 0), mas proximo(s) a (3, 0). 

8. Encuentre el punto sobre la grafica de x + y = 1 mas 
proximo a (2, 3). 

9. Determine el punto sobre la grafica de y = x 3 — 4x 2 en 
que la recta tangente tiene pendiente minima. 

10. Determine el punto sobre la grafica de y = 8x 2 + l/x 
en que la recta tangente tiene pendiente maxima. 

En los problemas 11 y 12, encuentre las dimensiones de la 
region sombreada de modo que su area sea maxima. 




para el problema 11 para el problema 12 


13. Encuentre los vertices (x, 0) y (0, y) de la region trian¬ 
gular sombreada en la FIGURA 4.8.12 tal que su area sea 
minima. 



FIGURA 4.8.12 Grafica 
para el problema 13 


14. Encuentre la distancia vertical maxima d entre las gra- 
ficas de y = x 2 — 1 y y = 1 — x para — 2 < x < 1. Vea 

la FIGURA 4.8.13. 



para el problema 14 

15. Un granjero tiene 3 000 pies de cerca a la mano. Deter¬ 
mine las dimensiones de un corral rectangular que con- 
tenga el area maxima. 

16. Un terreno rectangular ha de cercarse en tres porciones 
iguales al dividir cercas paralelas a dos lados. Vea la 
FIGURA 4.8.14. Si el area a encerrar es de 4 000 m 2 , encuen¬ 
tre las dimensiones de terreno que requiere la cantidad 
minima de cerca. 
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FIGURA 4.8.14 Terreno rectangular en el problema 16 


17. Si la cantidad total de cerca usada es 8 000 m, encuen- 
tre las dimensiones de terreno encerrado en la figura 
4.8.14 que tenga el area maxima. 

18. Se piensa cercar un patio rectangular sujetando la cerca 
a una casa de 40 pies de ancho. Vea la FIGURA 4.8.15. La 
cantidad de cerca es 160 pies. Describa como debe usar 
la cerca de modo que se abarque la mayor area. 


40 pies- *■ 



FIGURA 4.8.15 Casa y patio en el problema 18 

19. Resuelva el problema 18 si la cantidad de cerca a usar 
mide 80 pies. 

20. Un granjero desea construir un corral rectangular de 
128 000 pies 2 con un lado a lo largo de un acantilado 
vertical. El cercado a lo largo del acantilado cuesta 
$1.50 por pie, mientras que a lo largo de los otros tres 
lados cuesta $2.50 por pie. Encuentre las dimensiones 
del corral, de modo que el costo del cercado sea minimo. 

21. Se desea construir una caja rectangular cerrada con base 
cuadrada y volumen de 32 000 cm 3 . Encuentre las 
dimensiones de la caja que requiera la menor cantidad 
de material. 

22. En el problema 21, encuentre las dimensiones de una 
caja cerrada que requiera la menor cantidad de material. 

23. Se producira una caja, abierta por la parte superior, de 
una pieza cuadrada de carton cortando un cuadrado 
de cada esquina y doblando los lados. En la FIGURA 4.8.16, 
los cuadrados blancos se han cortado y el carton se ha 
doblado a lo largo de las lineas discontinuas. Dado que 
la pieza de carton mide 40 cm por lado, encuentre las 
dimensiones de la caja con que se obtiene el volumen 
maximo. ^Cual es el volumen maximo? 


& 

b) 

FIGURA 4.8.16 Caja abierta en el problema 23 

24. Se producira una caja, abierta por la parte superior, de una 
pieza rectangular de carton que mide 30 pulg de largo por 
20 pulg de ancho. La caja puede cerrarse al cortar un cua¬ 
drado en cada esquina, al cortar sobre las lineas solidas 
interiores y doblar luego el carton por las lineas discon¬ 



tinuas. Vea la FIGURA 4.8.17. Exprese el volumen de la caja 
como una funcion de la variable indicada x. Encuentre las 
dimensiones de la caja con que se obtiene el volumen 
maximo. ^Cual es el volumen maximo? 



FIGURA 4.8.17 Caja abierta en el problema 24 


25. Se producira un canalon con seccion transversal rectan¬ 
gular al doblar cantidades iguales de los extremos de una 
plancha de aluminio de 30 cm de ancho. ^Cuales son las 
dimensiones de la seccion transversal de modo que el 
volumen sea maximo? 

26. Se producira un canalon cuya seccion transversal es un 
trapezoide isosceles con dimensiones indicadas en la 
FIGURA 4.8.18. Determine el valor de 6 tal que maximice 
el volumen. 



FIGURA 4.8.18 Canalon en el problema 26 

27. Dos astabanderas estan aseguradas con cables sujetos a 
un solo punto entre las astas. Vea la FIGURA 4.8.19. ^Donde 
debe ubicarse el punto a fin de minimizar la cantidad de 
cable usado? 



FIGURA 4.8.19 Astabanderas en el problema 27 

28. La pista de carreras que se muestra en la FIGURA 4.8.20 
debe constar de dos partes rectas paralelas y dos partes 
semicirculares. La longitud de la pista debe medir 2 km. 
Encuentre el diseno de la pista de modo que el terreno 
rectangular encerrado por la pista sea maximo. 

pista de 



FIGURA 4.8.20 Pista de carreras en el problema 28 

29. Una ventana normanda es un rectangulo con un semi- 
circulo arriba de este. Encuentre las dimensiones de la 
ventana con mayor area si su perimetro mide 10 m. Vea 
la FIGURA 4.8.21. 
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FIGURA 4.8.21 Ventana 
normanda en el problema 29 

30. Vuelva a trabajar el problema 29 dado que el rectangulo 
esta arriba de un triangulo equilatero. 

31. Un muro de 10 pies de altura esta a 5 pies de un edifi- 
cio, como se muestra en la FIGURA 4.8.22. Encuentre la lon- 
gitud L de la escalera mas corta, apoyada en el muro, 
que llega desde el suelo hasta el edificio. 



FIGURA 4.8.22 Escalera en el problema 31 

32. Las regulaciones del servicio postal estadounidense esta- 
blecen que una caja rectangular enviada por servicio de 
cuarta clase debe satisfacer el requerimiento de que su 
longitud mas su circunferencia (perfmetro de un extremo) 
no debe exceder 108 pulg. Dado que se elaborara una 
caja con base cuadrada, encuentre las dimensiones de 
la caja que tenga volumen maximo. Yea la FIGURA 4.8.23. 


34. Encuentre la longitud maxima L de una lamina delgada 
que puede transportarse horizontalmente alrededor de 
una esquina en angulo recto mostrada en la FIGURA 4.8.25. 
[Sugerencia: Utilice triangulos similares.] 



FIGURA 4.8.25 Lamina en el problema 34 

35. Se producira una lata para jugo en forma de cilindro 
circular recto con volumen de 32 pulg 3 . Vea la FIGURA 
4.8.26. Encuentre las dimensiones de la lata de modo que 
para hacerla se use la menor cantidad de material. [Suge¬ 
rencia: Material = area superficial total de la lata = area 
de la parte superior + area de la parte inferior + area de 
lado lateral. Si las partes circulares superior e inferior se 
retiran y el cilindro se corta en forma recta por el lado 
y se aplana, el resultado es el rectangulo mostrado en la 
figura 4.8.26c).] 



a) Cilindro circular b ) Las partes superior e c) El lado es rectangular 

inferior son circulares 

FIGURA 4.8.26 Lata de jugo en el problema 35 



33. Encuentre las dimensiones del cilindro circular recto con 
volumen maximo que puede inscribirse en un cono circu¬ 
lar recto de 8 pulg de radio y 12 pulg de altura. Vea la 
FIGURA 4.8.24. 



FIGURA 4.8.24 Cilindro inscrito 
en el problema 33 


36. En el problema 35, suponga que las partes circulares 
superior e inferior se cortan de laminas metalicas cua- 
dradas como se muestra en la FIGURA 4.8.27. Si se desper- 
dicia el metal cortado de las esquinas de la lamina cua¬ 
drada, encuentre las dimensiones de la lata de modo que 
para elaborarla se use la menor cantidad de material 
(incluyendo el desperdicio). 



Metal de 
desecho 


FIGURA 4.8.27 Partes superior e 
inferior de la lata en el problema 36 


37. Algunas aves vuelan mas lentamente sobre agua que 
sobre tierra. Un ave vuela a razones constantes de 
6 km/h sobre agua y 10 km/h sobre tierra. Use la infor- 
macion de la FIGURA 4.8.28 para encontrar la trayectoria a 
la cual el ave debe seguir para minimizar el tiempo total 
de vuelo entre la costa de una isla y su nido ubicado en 
la costa de otra isla. [ Sugerencia : Use distancia = razon 
X tiempo .] 
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FIGURA 4.8.28 Ave en el problema 37 


38. Se va a construir una tuberia desde una refineria a tra- 
ves de un pantano hasta tanques de almacenamiento. Vea 
la FIGURA 4.8.29. El costo de construccion es $25 000 por 
milla sobre el pantano y $20 000 por milla sobre tierra. 
^Como debe construirse la tuberia para que el costo de 
produccion sea mmimo? 



FIGURA 4.8.29 Tuberia en el problema 38 


39. Vuelva a trabajar el problema 38 dado que el costo por 
milla a traves del pantano es el doble del costo por milla 
sobre tierra. 

40. A medianoche, el barco A esta a 50 km al norte del 
barco B. El barco A se dirige hacia el sur a 20 km/h y 
el barco B se dirige al oeste a 10 km/h. ^En que instante 
es minima la distancia entre los barcos? 

41. Un contenedor que transporta desechos peligrosos se 
fabrica de plastico pesado y se forma al unir dos hemis- 
ferios a los extremos de un cilindro circular recto como 
se muestra en la FIGURA 4.8.30. El volumen total del con¬ 
tenedor es de 3077 pie 3 . El costo por pie cuadrado para 
los extremos es una vez y media el costo por pie cua¬ 
drado del plastico usado en la parte cilmdrica. Encuentre 
las dimensiones del contenedor de modo que su costo 
de produccion sea mmimo. [Sugerencia: El volumen de 
una esfera es |7rr 3 y su area superficial es 47rr 2 .] 



|«< h -►] hemisferio 

FIGURA 4.8.30 Contenedor en el problema 41 


42. Una pagina impresa debe tener margenes izquierdo y 
derecho de 2 pulg de espacio en bianco y margenes 
superior e inferior de 1 pulg de espacio en bianco. Vea 
la FIGURA 4.8.31. El area de la porcion impresa es 32 pulg 2 . 
Determine las dimensiones de la pagina de modo que se 
use la menor cantidad de papel. 



FIGURA 4.8.31 Pagina impresa en el problema 42 


43. Una esquina de una hoja de papel de 8.5 pulg X 11 pulg 
se dobla sobre el otro borde del papel como se muestra 
en la FIGURA 4.8.32. Encuentre el ancho v del doblez de 
modo que la longitud L del pliegue sea minima. 



en el problema 43 

44. El marco de una cometa consta de seis partes de plastico 
ligero. Como se muestra en la FIGURA 4.8.33, el marco exte¬ 
rior de la cometa consta de cuatro piezas precortadas, dos 
piezas de 2 pies de longitud y dos piezas de 3 pies de lon¬ 
gitud. Las partes restantes en forma de cruz, identificadas 
por x en la figura, deben cortarse de longitudes tales que 
la cometa sea lo mas grande posible. Encuentre estas lon¬ 
gitudes. 



FIGURA 4.8.33 Cometa en el problema 44 

45. Encuentre las dimensiones del rectangulo de area maxi¬ 
ma que puede circunscribirse alrededor de un rectangulo 
de longitud a y ancho b. Vea el rectangulo rojo en la FIGU¬ 
RA 4.8.34. 
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FIGURA 4.8.34 Rectangulo en el problema 45 


46. Una estatua se coloca sobre un pedestal como se mues- 
tra en la FIGURA 4.8.35. que distancia del pedestal debe 
pararse una persona para maximizar el angulo de vision 
01 [Sugerencia : Revise la identidad trigonometrica para 
tan(# 2 ~ Oi). Tambien es suficiente maximizar tan 0 mas 
que 0 . ^Por que?] 



FIGURA 4.8.35 Estatua en el problema 46 


47. La seccion transversal de una viga de madera cortada de 
un tronco circular de diametro d mide x de ancho y y 
de profundidad. Vea la FIGURA 4.8.36. La resistencia de la 
viga varia directamente con el producto del ancho y el 
cuadrado de la profundidad. Encuentre las dimensiones 
de la seccion transversal de maxima resistencia. 



FIGURA 4.8.36 Tronco en el problema 47 

48. El contenedor que se muestra en la FIGURA 4.8.37 se cons- 
truira al unir un cono invertido (abierto en la parte supe¬ 
rior) con la parte inferior de un cilindro circular recto 
(abierto en sus partes superior e inferior) de radio 5 pies. 
El contenedor debe tener un volumen de 100 pies 3 . 
Encuentre el valor del angulo indicado de modo que el 
area superficial total del contenedor sea minima. ^Cual 
es el area superficial minima? [ Sugerencia : Vea el pro¬ 
blema 38 en la parte C de la revision del capitulo 1.] 


abierto 



= Modelos matematicos 

49. La iluminancia E debida a una fuente de luz o intensi- 
dad I a una distancia r de la fuente esta dada por 
E = I/r 2 . La iluminancia total proveniente de dos focos 
de intensidades I\ = 125 e / 2 = 216 es la suma de las 
iluminancias. Encuentre el punto P entre los dos focos 
a 10 m de distancia de estos en que la iluminancia total 
es minima. Vea la FIGURA 4.8.38. 



FIGURA 4.8.38 Focos en el problema 49 

50. La iluminancia E en cualquier punto P sobre el borde 
de una mesa redonda originada por una luz colocada 
directamente arriba del centro de la mesa esta dada por 
E = (i cos 0)/r 2 . Vea la FIGURA 4.8.39. Dado que el radio 
de la mesa es 1 m y que I = 100, encuentre la altura en 
que debe colocarse la luz de modo que E sea maxima. 



FIGURA 4.8.39 Luz y mesa en el problema 50 

51. El principio de Fermat en optica establece que la luz 
se desplaza del punto A (en el piano xy) en un medio 
hasta el punto B en otro medio siguiendo una trayecto- 
ria que requiere tiempo minimo. Si c x es la rapidez de 
la luz en el medio que contiene al punto A y c 2 es la 
rapidez de la luz en el medio que contiene al punto B , 
demuestre que el tiempo de recorrido de A a B es 
mmimo cuando los angulos 0 X y 0 2 , que se muestran en 
la FIGURA 4.8.40, cumplen la ley de Snell: 

sen#! sen # 2 

c \ c 2 


1 



FIGURA 4.8.37 Contenedor en el problema 48 


FIGURA 4.8.40 Dos medios en el problema 51 
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52. La sangre es transportada por el cuerpo mediante el 
tejido vascular, que consta de vasos capilares, venas, arte- 
riolas y arterias. Una consideracion de los problemas de 
minimizacion de la energia utilizada para mover la san¬ 
gre a traves de varios organos consiste en encontrar un 
angulo optimo 6 para la ramification vascular de modo 
que sea minima la resistencia total de la sangre a lo largo 
de una trayectoria de un vaso capilar mas grande a un 
vaso capilar mas pequeno. Vea la FIGURA 4.8.41. Use la ley 
de Poiseuille, que establece que la resistencia R de un 
vaso capilar de longitud / y radio r es R = klj r 4 , donde 
k es una constante, para demostrar que la resistencia total 



a lo largo de la trayectoria P\P 2 P 3 es minima cuando 
cos 6 = r 4 /r 4 . [ Sugerencia : Exprese x y y en terminos 
de 9 y a.] 



FIGURA 4.8.41 Ramificacion vascular en el problema 52 

53. La energia potencial entre dos atomos en una molecula 
diatomica esta dada por U(x) = 2/x 12 — 1/x 6 . Encuentre 
la energia potencial minima entre los dos atomos. 

54. La altitud de un proyectil lanzado con una velocidad ini- 
cial constante v 0 a un angulo de elevacion 9 0 esta dada 

por y = (tan Otix — ( — „ ^ „ — )x 2 , donde x es su des- 
V2u 0 2 cos 2 eJ 

plazamiento horizontal medido desde el punto de lanza- 
miento. Demuestre que la altitud maxima alcanzada por 
el proyectil es h = (vq/ 2g) sen 2 6 0 . 

55. Una viga de longitud L se incrusta en muros de concreto 
como se muestra en la FIGURA 4.8.42. Cuando una carga 
constante w 0 se distribuye uniformemente a lo largo de 
su longitud, la curva de desviacion y(x) para la viga esta 
dada por 

w 0 L 2 w 0 L w 0 4 

y(x) = 24Ei X ~UEI X + 24EI X ' 
donde E e I son constantes ( E es el modulo de elasti- 
cidad de Young e I es el momento de inercia de una 
seccion transversal de la viga). La curva de desviacion 
aproxima la forma de la viga. 

a) Determine la deflexion maxima de la viga. 

b) Trace la grafica de y(x). 


Muro 


w 0 

Hill 








- L - >~ 







FIGURA 4.8.42 Viga en el problema 55 


56. La relacion entre la altura h y el diametro d de un arbol 
puede aproximarse por la expresion cuadratica h = 137 + 
ad — bd 2 , donde h y d se miden en centimetros, y ay b 
son parametros positivos que dependen del tipo de arbol. 
Vea la FIGURA 4.8.43. 


a) Suponga que el arbol alcanza una altura maxima 
de H centimetros a un diametro de D centimetros. De¬ 
muestre que 


h = 137 + 2 


H 


D 


137 , H 
d - 


137 


D 2 


b) Suponga que cierto arbol alcanza su altura maxima 
posible (segun la formula) de 15 m a un diametro de 
0.8 m. ^Cual es el diametro del arbol cuando mide 
10 m de alto? 



FIGURA 4.8.43 Arbol en el problema 56 


57. 


Los huesos largos en los mamiferos pueden represen- 
tarse como tubos cilmdricos huecos, llenos con medula, 
de radio exterior R y radio interior r. Se piensa fabricar 
huesos ligeros pero capaces de soportar ciertos momen- 
tos de flexion. Para resistir un momento de flexion Af, 
puede demostrarse que la masa m por longitud unitaria 
del hueso y medula esta dada por 


777 


77 f) 


M 


2/3 


1 - ^ 




_K (1 - x 4 ). 

donde p es la densidad del hueso y K es una constante 
positiva. Si x = r/R, demuestre que m es minima 
cuando r = 0.637? (aproximadamente). 

58. La razon P (en mg de carbono/m 3 /h) a la cual se lleva 
a cabo la fotosmtesis para ciertas especies de fitoplanc- 
ton esta relacionada con la intensidad de la luz I (en 10 3 
pies-candela) por la funcion 

P = 

I 2 + / + 4 

/A que intensidad de la luz se cumple que P es maxima? 


= Piense en ello 

59. Un clasico matematico Una persona desea cortar una 
pieza de 1 m de longitud de alambre en dos partes. Una 
parte debe doblarse en forma de circulo y la otra en 
forma de cuadrado. /,Como debe cortarse el alambre de 
modo que la suma de las areas sea maxima? 

60. En el problema 59, suponga que una parte del alambre 
se dobla en forma de circulo y que la otra se dobla en 
forma de triangulo equilatero. /,Como debe cortarse el 
alambre de modo que la suma de las areas sea minima? 
[Y maxima? 
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61. Un vaso conico se elabora a partir de una pieza circular 
de papel de radio R al cortar un sector circular y luego 
unir los hordes sombreados como se muestra en la 
FIGURA 4.8.44. 

a) Determine el valor de r indicado en la figura 4.8.44Z?) 
de modo que el volumen del vaso sea maximo. 

b) ^Cual es el volumen maximo del vaso? 

c ) Encuentre el angulo central 6 del sector circular de 
modo que el volumen del vaso conico sea maximo. 




FIGURA 4.8.44 Vaso conico en el problema 61 

62. Se piensa elaborar la cara lateral de un cilindro a partir 
de un rectangulo de lamina de plastico ligero. Debido a 
que el material plastico no puede sostenerse por si 
mismo, en el material se incrusta un delgado alambre 
rigido, como se muestra en la FIGURA 4.8.45a). Encuentre 
las dimensiones del cilindro de volumen maximo que 
puede elaborarse si el alambre tiene una longitud fija L. 
[Sugerencia: En este problema hay dos restricciones. En 
la figura 4.8.45/?), la circunferencia de un extremo circu¬ 
lar del cilindro es y.] 



X 


a) Lamina rectangular b) Lado del 
de plastico cilindro 

FIGURA 4.8.45 Cilindro en el problema 62 

63. En el problema 27, demuestre que cuando se usa la can- 
tidad optima de alambre (la cantidad minima) entonces 
el angulo 0 X que el alambre del asta bandera izquierda 
forma con el suelo es el mismo que el angulo 0 2 que el 
alambre del asta bandera derecha forma con el suelo. 
Vea la figura 4.8.19. 

64. Encuentre una ecuacion de la recta tangente L a la gra- 
fica de y = 1 — x 2 en P(x 0 , y 0 ) tal que e l triangulo en el 
primer cuadrante acotado por los ejes coordenados y L 
tenga area minima. Vea la FIGURA 4.8.46. 



FIGURA 4.8.46 Triangulo en el problema 64 


= Problemas con calculadora/SAC 

65. En una carrera, a una mujer se le solicita que nade desde 
un muelle flotante A hacia la playa y, sin detenerse, que 
nade de la playa hacia otro muelle flotante C. Las dis¬ 
tances se muestran en la FIGURA 4.8.47a). La mujer calcula 
que puede nadar del muelle A a la playa y luego al mue¬ 
lle C a razon constante de 3 mi/h y luego del muelle C 
a la playa a una razon de 2 mi/h. ^Donde debe tocar la 
playa a fin de minimizar el tiempo total de natacion de 
A a Cl Introduzca un sistema de coordenadas xy como 
se muestra en la figura 4.8.47/?). Use una calculadora o 
un SAC para encontrar los numeros criticos. 



66. Una casa de dos pisos en construccion consta de dos 
estructuras A y B con secciones transversales rectangu- 
lares como se muestra en la FIGURA 4.8.48. Para elaborar 
el armazon de la estructura B se requieren sostenes tem- 
porales de madera desde el nivel del suelo apoyados 
contra la estructura A como se muestra. 

a) Exprese la longitud L del sosten como una funcion 
del angulo 6 indicado. 

b) Encuentre L'(0). 

c) Use una calculadora o un SAC para encontrar la gra- 
fica de L'(0) sobre el intervalo (0, tt/2). Use esta gra- 
fica para demostrar que L solo tiene un numero cri- 
tico 6 C en (0, tt/2). Use esta grafica para determinar 
el signo algebraico de L'(0) para 0 < 6 < 0 C9 y el 
signo algebraico de L'(0) para 6 C < 6 < tt/2. i Cual 
es su conclusion? 

d) Encuentre la longitud minima de un sosten. 



FIGURA 4.8.48 Casa en el problema 66 

67. Considere los tres cables mostrados en la FIGURA 4.8.49. 


a) Exprese la longitud total L de los tres cables mostra¬ 
dos en la figura 4.8.49a) como una funcion de la lon¬ 
gitud L del cable AB. 

b) Use una calculadora o un SAC para comprobar que 
la grafica de L tiene un minimo. 

c) Exprese la longitud del cable AB de modo que la lon¬ 
gitud total L de las longitudes de los tres cables sea 
minima. 
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d) Exprese la longitud total L de los tres cables mostra- 
dos en la figura 4.8.49Z?) como una funcion de la lon¬ 
gitud del cable AB. 

e) Use una calculadora o un SAC para comprobar que 
la grafica de L tiene un mmimo. 

/) Use la grafica obtenida en el inciso e) o un SAC 
como ayuda en la aproximacion de la longitud del 
cable AB que minimiza la funcion L obtenida en el 
inciso d). 



FIGURA 4.8.49 Cables en el problema 67 


= Proyecto 

68. Interferencia de frecuencia Cuando la Administra- 
cion Federal de Aviacion (FAA, por sus siglas en ingles) 
asigna numerosas frecuencias para un radiotransmisor en 
un aeropuerto, bastante a menudo los transmisores cerca- 
nos usan las mismas frecuencias. Como consecuencia, la 
FAA intenta minimizar la interferencia entre estos trans¬ 
misores. En la FIGURA 4.8.50, el punto (x f , y t ) representa la 
ubicacion de un transmisor cuya jurisdiccion radial esta 
indicada por el circulo C de radio con centro en el origen. 
Un segundo transmisor se encuentra en (x h 0) como se 
muestra en la figura. En este problema, usted desarrolla y 
analiza una funcion para encontrar la interferencia entre 
dos transmisores. 

a) Fa intensidad de la senal de un transmisor a un punto 
es inversamente proporcional al cuadrado de la dis- 
tancia entre ambos. Suponga que un punto (x, y) esta 
ubicado sobre la porcion superior del circulo C como 
se muestra en la figura 4.8.50. Exprese la intensidad 
primaria de la senal en (x, y) desde un transmisor en 
(x„ y t ) como una funcion de x. Exprese la intensidad 
secundaria en (x, y) desde el transmisor en (x h 0) 
como una funcion de x. Luego defina una funcion 


R(x) como un cociente de la intensidad primaria de 
la senal entre la intensidad secundaria de la senal. 
Puede considerarse que R(x) es una razon senal a 
ruido. Para garantizar que la interferencia perma- 
nezca pequena es necesario demostrar que la razon 
senal a ruido minima es mayor que el umbral mmimo 
de la FAA de -0.7. 

b) Suponga que x t = 760 m, y t = —560 m, r = 1.1 km 
y x t = 12 km. Use un SAC para simplificar y luego 
trazar la grafica de R(x). Use la grafica para estimar 
el dominio y el rango de R(x). 

c) Use la grafica en el inciso b) para estimar el valor de 
x donde ocurre la razon minima R. Estime el valor 
de R en ese punto. Este valor de R , ^excede el umbral 
mmimo de la FAA? 

d) Use un SAC para diferenciar R(x). Use un SAC para 
encontrar la raiz de R'(x) = 0 y para calcular el valor 
correspondiente de R(x). Compare sus respuestas 
aqui con las estimaciones en el inciso c). 

e) ^Cual es el punto (x, y) sobre el circulo C? 

/) Se supuso que el punto (x, y) estaba en el semipiano 
superior cuando (x„ y t ) estaba en el semipiano infe¬ 
rior. Explique por que esta suposicion es correcta. 

g ) Use un SAC para encontrar el valor de x donde 
ocurre la interferencia minima en terminos de los 
simbolos x t , y t , x t y r. 

h) ^Donde esta el punto que minimiza la razon senal a 
ruido cuando el transmisor en (x„ y t ) esta sobre el 
eje x? Proporcione un argumento convincente y jus- 
tifique su respuesta. 



FIGURA 4.8.50 Radiotransmisores en el problema 68 


4.9 Linealizacion y diferenciales 

■ Introduce ion Empezamos el analisis de la derivada con el problema de encontrar la recta tan- 
gente a la grafica de una funcion y = /(x) en un punto ( a,f(a )). Intuitivamente, es de esperar que 
una recta tangente este muy proxima a la grafica de/siempre que x este cerca del numero a. En 
otras palabras, cuando x esta en una pequena vecindad de a , los valores de la funcion/(x) estan 
muy proximos al valor de las coordenadas y de la recta tangente. Asi, al encontrar una ecuacion 
de la recta tangente en ( a,f(a )) podemos usar esa ecuacion para aproximar/(x). 

Una ecuacion de la recta tangente mostrada en rojo en la FIGURA 4.9.1 esta dada por 

y ~ f(a) = f(a)(x - a) o bien, y = f(a) + f\a){x - a). (1) 

Al usar notacion funcional estandar, la ultima ecuacion en (1) se escribira como 
L(x) = f(a ) + f\a)(x — a). Esta funcion lineal recibe un nombre especial. 


y = L(x ) y=f(x) 



FIGURA 4.9.1 Cuando x esta 
proximo a a, el valor L(x) esta 
cerca de f(x) 
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V = X 



FIGURA 4.9.2 Grafica de funcion 
y linealizacion en el ejemplo 1 


Definicion 4.9.1 Linealizacion 

Si una funcion y = /(x) es diferenciable en un numero a , entonces decimos que la funcion 

L(X) = m + f(d)(x - a) (2) 

es una linealizacion de/en a. Para un numero x proximo a a , la aproximacion 

f(x) « L(x) (3) 

se denomina aproximacion lineal local de / en a. 


No es necesario memorizar (2); es simplemente la forma punto-pendiente de una recta tan- 
gente en (a,f(a)). 


EJEMPLO 1 


Linealizacion de sen* 


Encuentre una linealizacion de/(x) = sen x en a = 0. 


Solucion A1 usar/(0) = 0 ,f'(x) = cos x y /'(0) = 1, la recta tangente a la grafica de/(x) = 
senx en (0, 0) es y — 0 = 1 • (x — 0). En consecuencia, la linealizacion d e/(x) = sen* en a = 0 
es L(x) = x. Como se observa en la FIGURA 4.9.2, la grafica de/(x) = senx y su linealizacion en 
a = 0 son casi indistinguibles cerca del origen. La aproximacion lineal local f(x) ~ L{x) de / 
en a = 0 es 

senx ~ x. (4) ■ 


■ Errores En el ejemplo 1 se recalca algo que usted ya sabe por trigonometrfa. La aproxima¬ 
cion lineal local (4) muestra que el seno de un angulo pequeno x (medido en radianes) es apro- 
ximadamente el mismo que el angulo. Para efectos de comparacion, si se escoge x = 0.1, enton¬ 
ces (4) indica que/(0.1) ~ L(0.1) o sen(O.l) — 0.1. Para efectos de comparacion, con una 
calculadora se obtiene (redondeado hasta cinco cifras decimales)/(0.1) = sen(O.l) = 0.09983. 
Luego, un error en el calculo se define por 

error = valor verdadero — valor aproximado. (5) 

No obstante, en la practica 

i ^ error 

error relativo = — --—-— (6) 

valor verdadero v y 

suele ser mas importante que el error. Ademas (error relativo) • 100 se denomina error porcen- 
tual. Asi, con ayuda de una calculadora se encuentra que el error porcentual en la aproximacion 
/(0.1) — L(0.1) es solo alrededor de 0.2%. En la figura 4.9.2 se muestra claramente que cuando 
x se aleja de 0, la precision de la aproximacion senx — x disminuye. Por ejemplo, para el nume¬ 
ro 0.9, con una calculadora obtenemos/(0.9) = sen(0.9) = 0.78333, mientras que L(0.9) = 0.9. 
En esta ocasion el error porcentual es aproximadamente 15%. 

Tambien hemos visto el resultado del ejemplo 1 presentado de manera ligeramente distinta 
en la seccion 2.4. Si la aproximacion lineal local senv — x la dividimos entre jc, obtenemos 

senx — 1 para valores de x proximos a 0. Esto lleva de regreso al limite trigonometrico impor- 

x 

. . senx , 

tante lim-= 1. 

x 


Linealizacion y aproximacion 


EJEMPLO 2 


a ) Encuentre una linealizacion de/(x) = Vx + 1 en a = 3. 

b) Use una aproximacion lineal local para aproximar V3.95 y V4.01. 

Solucion 

a) Por la regia de potencias para funciones, la derivada de/es 


fix) = Ux + l)-'/ 2 = 


1 


2Vx + 1 
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Cuando ambas se evaluan en a = 3 obtenemos: 


/(3) = V4 = 2 


el punto de tangencia es (3, 2) 


/'( 3 ) = 


1 

2V4 


4' 


la pendiente de la tangente en (3, 2) es \ 


Asi, por la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, la linealizacion de / en 
a = 3 esta dada por y — 2 = \{x — 3), o bien 


L(x) = 2 + \{x- 3). 


(7) 


Las graficas de/y L se muestran en la FIGURA 4.9.3. Por supuesto, L puede expresarse en 
la forma punto-pendiente L(x) = \x + f, pero para efectos de calculo es mas conve- 
niente la forma proporcionada en (7). 

b) A1 usar (7) del inciso a ), tenemos la aproximacion lineal local/(x) ~ L(x), o bien 



funcion y linealizacion en el 
ejemplo 2 


A/l 


+ 1 - 2 + 2(x - 3), 


( 8 ) 


siempre que x este cerca de 3. Luego, al hacer x = 2.95 
a su vez, las aproximaciones: 

/(2.95) £(2.95) 

Vl95 « 2 + 2(2.95 - 3) = 2 - ^ = 

/(3.01) L(3.01) 


y V^OT * 2 + 2(3.01 - 3) = 2 + ^ = 


y x = 3.01 en (8) obtenemos, 

1.9875. 

2.0025. ■ 


■ Diferenciales La idea fundamental de linealizacion de una funcion originalmente fue expre- 
sada en la terminologia de diferenciales. Suponga que y = /(x) es una funcion diferenciable en 
un intervalo abierto que contiene al numero a. Si x x es un numero diferente sobre el eje x, enton- 
ces los incrementos Ax y Ay son las diferencias 

Ax = X! — a y Ay = f(x x ) - f(a). 

Pero ya que x x = a + Ax, el cambio en la funcion es 

Ay = f(a + Ax) - f(a). 

Para valores de Ax que estan proximos a 0, el cociente diferencial 

f{a + Ax) - f(a) = Ay 

Ax Ax 


es una aproximacion del valor de la derivada de/en a\ 


« f\d) o bien, Ay « f\d) Ax. 

Las cantidades Ax yf(a)Ax se denominan diferenciales y se denotan por los simbolos dx y Jy, 
respectivamente. Es decir, 

Ax = dx y dy = f(a ) dx. 

Como se muestra en la FIGURA 4.9.4, para un cambio dx en x la cantidad dy = f\a)dx representa 
el cambio en la linealizacion (el ascenso en la recta tangente en (a,f(a)).* Y cuando dx ~ 0, el 
cambio en la funcion Ay es aproximadamente el mismo que el cambio en la linealizacion dy. 

Ay - dy. (9) 



FIGURA 4.9.4 Interpretaciones 
geometricas de dx, A y y dy 


Por esta razon, la notacion dy!dx de Leibniz para la derivada parece un cociente. 
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Definicion 4.9.2 Diferenciales 

La diferencial de la variable independiente x es el numero diferente de cero Ax y se denota 
por dx ; es decir, 

dx = Ax. (10) 

Si/es una funcion diferenciable en x, entonces la diferencial de la variable dependientey se 
denota por dy\ es decir, 

dy = fix) Ax = fix) dx. (11) 


EJEMPLO 3 


Diferenciales 


a) Encuentre Ay y dy para /(x) = 5x 2 + 4x + 1. 

b) Compare los valores de Ay y dy para x = 6, Ax = dx = 0.02. 


Solucion 

a) Ay = f{x + Ax) - fix) 

= [5(x + Ax) 2 + 4(x + Ax) + 1] - [5x 2 + 4x + 1] 

= lOxAx + 4 Ax + 5 (Ax) 2 . 

Luego, puesto que/'(x) = lOx + 4, por (11) de la definicion 4.9.2 tenemos 

dy = (lOx + 4) dx. (12) 

A1 volver a escribir Ay como Ay = (lOx + 4)Ax + 5 (Ax) 2 y usar dx = Ax, se obser- 
va que dy = (lOx + 4)Ax y Ay = (lOx + 4)Ax + 5 (Ax) 2 difieren por la cantidad 
5 (Ax) 2 . 

b) Cuando x = 6, Ax = 0.02: 

Ay = 10(6)(0.02) + 4(0.02) + 5(0.02) 2 = 1.282 
mientras dy = (10(6) + 4)(0.02) = 1.28. 

Por supuesto, la diferencia en las respuestas es 5 (Ax) 2 = 5(0.02) 2 = 0.002. ■ 


En el ejemplo 3, el valor Ay = 1.282 es la cantidad exacta por la cual la funcion 
fix) = 5x 2 + 4x + 1 cambia cuando x cambia de 6 a 6.02. La diferencial dy = 1.28 representa 
una aproximacion de la cantidad por la cual cambia la funcion. Como se muestra en (9), para un 
cambio o incremento pequeno Ax en la variable independiente, el cambio correspondiente Ay 
en la variable dependiente puede aproximarse por la diferencial dy. 

■ Otro repaso a la aproximacion lineal Las diferenciales pueden usarse para aproximar el 
valor fix + Ax). A partir de Ay = fix + Ax) — fix), obtenemos 

/(x+ Ax) = fix) + Ay. 

Pero debido a (9), para un cambio pequeno en x puede escribirse como 

f{x + Ax) = fix) + dy. 

Con dy = f\x)dx = fix) Ax la linea precedente es exactamente la misma que 

fix + Ax) — fix) + fix) dx. (13) 

La formula en (13) ya se ha visto bajo otra forma. Si se hace x = ay dx = Ax = x — a, enton¬ 
ces (13) se vuelve 

fix) ~ fa) + fia)ix - a). (14) 

El miembro derecho de la desigualdad en (14) se identifica como L(x) y (13) se vuelve 
fix) ~ L(x), que es el resultado proporcionado en (3). 


EJEMPLO 4 


Aproximacion por diferenciales 


Use (13) para aproximar (2.01) 3 . 


Solucion Primero se identifica la funcion/(x) = x 3 . Deseamos calcular el valor aproximado de 
fix + Ax) = (x + Ax) 3 cuando x = 2 y Ax = 0.01. Asi, por (11), 
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dy = 3 x 2 dx = 3x 2 Ax. 

Por tanto, (13) proporciona 

(x + Ax) 3 * x 3 + 3x 2 Ax. 

Con x = 2 y Ax = 0.01, la formula precedente proporciona la aproximacion 

(2.01) 3 = 2 3 + 3(2) 2 (0.01) = 8.12. 


EJEMPLO 5 


Aproximacion por diferenciales 


La arista de un cubo mide 30 cm con un error posible de ±0.02 cm. ^Cual es el maximo error 
posible aproximado en el volumen del cubo? 

Solucion El volumen de un cubo es V = x 3 , donde v es la longitud de la arista. Si Av repre- 
senta el error en la longitud de la arista, entonces el error correspondiente en el volumen es 

AV = (x + Ax) 3 - x 3 . 

Para simplificar la situacion se utiliza la diferencial dV = 3 x 2 dx = 3x 2 Ax como una aproxima¬ 
cion a AV. Asi, para x = 30 y Ax = ±0.02 el maximo error aproximado es 

dV = 3(30) 2 (±0.02) = ±54 cm 3 . ■ 

En el ejemplo 5, un error de alrededor de 54 cm 3 en el volumen para un error de 0.02 cm en 
la longitud de la arista parece considerable. Sin embargo, observe que si el error relativo (6) es 
AV/V, entonces el error relativo aproximado es dV/V. Cuando x = 30 y V = (30) 3 = 27 000, el 
error porcentual maximo es ±54/27 000 = ±1/500, y el error porcentual maximo es aproxima- 
damente de solo ±0.2%. 


■ Reglas para diferenciales Las reglas para diferenciacion consideradas en este capitulo pue- 
den volver a plantearse en terminos de diferenciales; por ejemplo, si u = fix) y v = g(x) y y = 
f{x) + g{x), entonces dy/dx = f'{x) + g\x). Por tanto, dy = \f\x) + g'C*)] dx =f'(x) dx + g'(x) dx 
= du + dv. A continuacion se resumen los equivalentes diferenciales de las reglas de la suma, el 
producto y el cociente: 


d(u/v) = 


du + dv 

(15) 

udv + vdu 

(16) 

vdu — udv 

(17) 

-.2 


Como se muestra en el siguiente ejemplo, casi no es necesario memorizar las expresiones 
(15), (16) y (17). 


EJEMPLO 6 


Diferencial de y 


Encuentre dy para y = x cos 3x. 

Solucion Para encontrar la diferencial de una funcion, simplemente puede multiplicar su deri- 
vada por dx. Asi, por la regia del producto, 

dy o 

^ = x 2 (-sen3v • 3) + cos3x(2v) 


(dy\ o 

de modo que dy = ’ dx = (~3x sen3v + 2x cos 3 x)dx. 

Solucion alterna A1 aplicar (16) obtenemos 

dy = x 2 J(cos3v) + cos 3 x d(x 2 ) 

= x 2 ( — sen3x • 3 dx) + cos3v(2 xdx). 


(IB) 


(19) 


A1 factorizar dx en (19) obtenemos (18). 
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Ejercicios 4.9 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-17. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-8, encuentre una linealizacion de la fun- 
cion dada en el numero indicado. 

1. f{x) = Vi; a = 9 2. fix) = a = 1 

3. fix) = tanx; a = tt/A 4. fix) = cosx; a = tt/2 

5. fix) = lnx; a = 1 6. fix) = 5x + e x ~ 2 ; a = 2 

7. /(x) = Vl + x; a = 3 8. /(x) = , ^ ; a = 6 

V3 + x 


En los problemas 9-16, use una linealizacion en a = 0 para 
establecer la aproximacion lineal local dada. 


9. « 1 + x 

11. (1 + x) 10 - 1 + lOx 

13. Vl - x ~l||x 


10 . tanx ~ x 

12 . (1 + 2x)“ 3 « 1 - 6x 

14. v/x 2 + x + 4 ~ 2 + — x 
4 


1 1 

3 + x 3 9 X 


16. Vl - 4x » 1 - jx 


En los problemas 17-20, use un resultado idoneo de los proble¬ 
mas 1-8 para encontrar una aproximacion de la cantidad dada. 

17. (l.Oir 2 18. VV05 19. 10.5 + e 01 20. In0.98 


En los problemas 21-24, use un resultado idoneo de los proble¬ 
mas 9-16 para encontrar una aproximacion de la cantidad dada. 


21 . 


(l.l ) 3 


22 . ( 1 . 02 ) 


10 


23. (0.88) 


1/3 


24. V4TT 


En los problemas 25-32, use una funcion idonea y una apro¬ 
ximacion lineal local para encontrar una aproximacion de la 
cantidad dada. 


25. (1.8) 5 

(0.9) 4 

27. 


(0.9) + 1 


29. cos(f - 0.4) 


31. sen 33° 


26. (7.9) 2/3 

28. (l.l) 3 + 6(1.1) 2 

30. sen 1° 


32. tan(-^- + 


O' 1 ) 


En los problemas 33 y 34, encuentre una linealizacion L(x) de 
/en el valor dado de a. Use L(x) para aproximar el valor de la 


funcion dado. 

33. a = 1; /(1.04) 



para el problema 33 


34. a = -2; /(-1.98) 

y = L{x) 



para el problema 34 


En los problemas 35-42, encuentre Ay y dy. 

35. y = x 2 + 1 36. y = 3x 2 — 5x + 6 

37. y = (x + l) 2 38. y = x 3 


39. y - 


3x + 1 


41. y = senx 


40. y = \ 

X 

42. y = — 4cos2x 


En los problemas 43 y 44, complete la tabla siguiente para 
cada funcion. 


X 

Ax 

Ay 

dy 

1 

<1 

2 

1 




2 

0.5 




2 

0.1 




2 

0.01 





43. y = 5x 2 44. y = 1/x 

45. Calcule la cantidad aproximada por la cual la funcion 
fix) = 4x 2 + 5x + 8 cambia cuando x cambia de: 

a) 4 a 4.03 ^) 3 a 2.9. 

46. a) Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la gra- 

fica de/(x) = x 3 + 3x 2 en x = 1. 

b) Encuentre la coordenada y del punto sobre la recta 
tangente en el inciso a) que corresponde a x = 1.02. 

c) Use (3) para encontrar una aproximacion a/(1.02). 
Compare su respuesta con la del inciso b). 

47. El area de un circulo con radio r es A = irr 2 . 

a) Dado que el radio de un circulo cambia de 4 cm a 5 
cm, encuentre el cambio exacto en el area. 

b) ^Cual es el cambio aproximado en area? 


= Aplicaciones 

48. Segun Poiseuille, la resistencia R de un vaso capilar de 
longitud / y radio r es R = klj r 4 , donde k es una constan- 
te. Dado que / es constante, encuentre el cambio aproxi¬ 
mado en R cuando r cambia de 0.2 mm a 0.3 mm. 

49. Muchas pelotas de golf constan de una cubierta esferica 
sobre un nucleo solido. Encuentre el volumen exacto de 
la cubierta si su grosor es t y el radio del nucleo es r. 
[Sugerencia: El volumen de una esfera es V = f^r 3 . 
Considere esferas concentricas cuyos radios son r y 
r + Ar.] Use diferenciales para encontrar una aproxima¬ 
cion al volumen de la cubierta. Vea la FIGURA 4.9.7. En¬ 
cuentre una aproximacion al volumen de la cubierta si 
r = 0.8 y t = 0.04 pulg. 



FIGURA 4.9.7 Pelota de golf en el problema 49 
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50. Un tubo de metal hueco mide 1.5 m de longitud. En- 
cuentre una aproximacion al volumen del metal si el 
radio interior mide 2 cm y el grosor del metal es 0.25 cm. 
Yea la FIGURA 4.9.8. 


FIGURA 4.9.8 Tubo en el problema 50 

51. El lado de un cuadrado mide 10 cm con un error posible 
de ±0.3 cm. Use diferenciales para encontrar una aproxi¬ 
macion al error maximo en el area. Encuentre el error 
relativo aproximado y el error porcentual aproximado. 

52. Un tanque de almacenamiento de petroleo en forma de 
cilindro circular mide 5 m de altura. El radio mide 8 m 
con un error posible de ±0.25 m. Use diferenciales para 
estimar el error maximo en el volumen. Encuentre el error 
relativo aproximado y el error porcentual aproximado. 

53. En el estudio de ciertos procesos adiabaticos, la presion 
P de un gas esta relacionada con el volumen V que ocupa 
por P = c/V y , donde c y y son constantes. Demuestre 
que el error relativo aproximado en P es proporcional al 
error relativo aproximado en V. 

54. El alcance de un proyectil R con velocidad inicial u 0 y 
angulo de elevacion 9 esta dado por R = (uo/g)sen 29 , 
donde g es la aceleracion de la gravedad. Si u 0 y 6 se man- 
tienen constantes, demuestre entonces que el error porcen¬ 
tual en el alcance es proporcional al error porcentual en g. 

55. Use la formula en el problema 54 para determinar el 
alcance de un proyectil cuando la velocidad inicial es 
256 pies/s, el angulo de elevacion es 45° y la aceleracion 
de la gravedad es 32 pies/s 2 . ^Cual es el cambio aproxi¬ 
mado en el alcance del proyectil si la velocidad inicial se 
incrementa a 266 pies/s? 

56. La aceleracion debida a la gravedad g no es constante, ya 
que varia con la altitud. Para efectos practicos, en la 
superficie terrestre, g se considera igual a 32 pies/s 2 , 980 
cm/s 2 o 9.8 m/s 2 . 

a) A partir de la ley de la gravitacion universal, la fuerza 
F entre un cuerpo de masa m x y la Tierra de masa m 2 
es F = kmim 2 /r 2 , donde k es una constante y r es 
la distancia al centro de la Tierra. En forma alterna, la 
segunda ley de movimiento de Newton implica 
F = rriig. Demuestre que g = km 2 / r 2 . 

b) Use el resultado del inciso a) para demostrar que 
dg/g = -2 dr/r. 

c ) Sea r = 6 400 km en la superficie de la Tierra. Use el 
inciso b) para demostrar que el valor aproximado de g 
a una altitud de 16 km es 9.75 m/s 2 . 

57. La aceleracion debida la gravedad g tambien cambia con 
la latitud. La International Geodesy Association ha defi- 
nido g (a nivel del mar) como una funcion de la latitud 6 
como sigue: 

g = 978.0318 (1 + 53.024 X 10“ 4 sen 2 6 - 5.9 X 10“ 6 sen 2 26), 
donde g se mide en cm/s 2 . 


a) Segun este modelo matematico, i donde es minima gl 
('Donde es maxima? 

b) ^Cual es el valor de g a latitud 60° N? 

c ) ^Cual es el cambio aproximado en g cuando 9 cambia 
de 60° N a 61° N? [ Sugerencia : Recuerde usar medida 
en radianes.] 

58. El periodo (en segundos) de un pendulo simple de longi¬ 
tud L es T = 2i rVL/g, donde g es la aceleracion debida 
a la gravedad. Calcule el cambio exacto en el periodo si 
L se incrementa de 4 m a 5 m. Luego use diferenciales 
para encontrar una aproximacion al cambio en periodo. 
Suponga g = 9.8 m/s 2 . 

59. En el problema 58, dado que L es fijo a 4 m, encuentre 
una aproximacion al cambio en el periodo si el pendulo 
se mueve a una altitud donde g = 9.75 m/s 2 . 

60. Puesto que casi todas las placas de circulacion son del 
mismo tamano (12 pulg de largo), un detector optico 
computarizado montado en la parte frontal del automovil 
A puede registrar la distancia D al automovil B directa- 
mente enfrente del automovil A para medir el angulo 6 
subtendido por la placa de circulacion del automovil B. 
Yea la FIGURA 4.9.9. 



A circulacion B 

a) 



FIGURA 4.9.9 Automoviles en el problema 60 

a) Exprese D como una funcion del angulo subtendido 9. 

b) Encuentre la distancia al automovil de enfrente si el 
angulo subtendido 9 es 30 minutos de arco (es decir, 

1 °). 

c) Suponga en el inciso b) que 9 decrece a razon de 
2 minutos de arco por segundo, y que el automovil A 
se mueve a razon de 30 mi/h. que razon se mueve 
el automovil B2 

d) Demuestre que el error relativo aproximado al medir 
D esta dado por 

dD _ d9 

D sen#’ 

donde d9 es el error aproximado (en radianes) al 
medir 9. ^Cual es el error relativo aproximado en D 
en el inciso b) si el angulo subtendido 9 se mide con 
un error posible de ± 1 minuto de arco? 

= Piense en ello 

61. Suponga que la funcion y = f(x) es diferenciable en un 
numero a. Si un polinomio p(x) = c x x + c 0 tiene las pro- 
piedades de que p(a ) = f(a) y p\a ) = f'(a), demuestre 
entonces que p{x) = L(x), donde L se define en (2). 

62. Sin usar trigonometria, explique por que para valores 
pequenos de x, cosx = 1. 
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63. Suponga que una funcion/y/' son diferenciables en un 
numero a y que L(x) es una linealizacion de / en a. 
Analice: Si /"(x) > 0 para toda x en algun intervalo 
abierto que contiene a a , L(x) ^sobrestima o subestima 
f{x) para x proximo a al 

64. Suponga que (c,/(c)) es un punto de inflexion para la gra¬ 
fica de y = fix) tal que/"(c) = 0 y suponga tambien que 
Lix) es una linealizacion de/en c. Describa a que se pare- 
ce la grafica de y = fix) — Lix) en una vecindad de c. 

65. El area de un cuadrado cuyo lado mide x es A = x 2 . 
Suponga, como se muestra en la FIGURA 4.9.10, que cada 


lado del cuadrado se incrementa por una cantidad Ax. En 
la figura 4.9.10, identifique por color las areas AA, dA y 
AA - dA. 



FIGURA 4.9.10 Cuadrado en el problema 65 


4.10 Metodo de Newton 

■ Introduce ion Encontrar raices de ciertos tipos de ecuaciones fue un problema que cautivo a 
los matematicos durante siglos. Los ceros de una funcion polinomial f de grado 4 o menos (es 
decir, las raices de la ecuacion fix) = 0) siempre pueden encontrarse por medio de una formula 
algebraica que expresa la incognita x en terminos de los coeficientes de/. Por ejemplo, la ecua¬ 
cion polinomial de grado 2, ax 2 + bx + c, a A 0, puede resolverse con la formula cuadratica. 
Uno de los logros mas importantes en la historia de las matematicas fue la demostracion en el 
siglo xix de que las ecuaciones polinomiales de grado mayor que 4 no pueden resolverse por 
medio de formulas algebraicas; en otras palabras, en terminos de radicales. Por tanto, resolver 
una ecuacion algebraica como 

x 5 - 3x 2 + 4x - 6 = 0 (1) 

plantea un dilema a menos que el polinomio de quinto grado x 5 — 3x 2 + 4x — 6 pueda factori- 
zarse. Ademas, en analisis cientificos, a menudo se pide encontrar las raices de ecuaciones tras- 
cendentes como 

2x = tanx. (2) 

En el caso de problemas como (1) y (2), suele acostumbrarse usar algun metodo que produzca 
una aproximacion o estimacion de las raices. En esta seccion consideraremos una tecnica de 
aproximacion que utiliza la derivada de una funcion/o, con mas precision, una recta tangente a 
la grafica de /. Este nuevo metodo se denomina metodo de Newton, o metodo de Newton- 
Raphson. 

■ Metodo de Newton Suponga que/es diferenciable y suponga que c representa alguna raiz 
real desconocida de/(x) = 0; es decir,/(c) = 0. Seax 0 un numero que se escoge de manera arbi- 
traria como primera conjetura para c. Si/(x 0 ) A 0, calcule/'(x 0 ) y, como se muestra en la FIGU¬ 
RA 4.10.1a), construya una tangente a la grafica de/en (x 0 ,/(x 0 )). Si se hace que (x 1? 0) denote la 
interseccion x de la recta tangente y — /(x 0 ) = /'(x 0 )(x — x 0 ), entonces las coordenadas x = x x y 
y = 0 deben satisfacer esta ecuacion. Al despejar x x de 0 — /(x 0 ) = /'(x 0 )(x 1 — x 0 ) obtenemos 

fix 0 ) 

Xl Xo f(x 0 y 




a) Una recta tangente b) Tres rectas tangentes 

FIGURA 4.10.1 Coordenadas x sucesivas de intersecciones x de rectas tangentes 
proximas a la rafz c 













Repita el procedimiento en (x h f(xi)) y sea (x 2 , 0) la interseccion x de la segunda recta tangente 
y — f(xi) = f'(xi)(x — x{). Por 0 — f(x x ) = f(x i)(x 2 — Xj) encontramos 

f(x l) 

X2_Xl my 

A1 continuar de esta manera, determinamos x n+1 a partir de x n al usar la formula 

x (3) 

n+I n f(x n y 

Para n = 0, 1, 2,... la formula (3) produce una sucesion de aproximaciones x l9 x 2 , x 3 , ... a la raiz 
c. Como se sugiere en la figura4.10.1Z?), si los terminos de la sucesion x h x 2 , x 3 ,... se aproximan 
cada vez mas a c cuando n crece sin lhnite, es decir, x n ^c cuando n —» oo, se escribe lim x n = c 
y se dice que la sucesion converge a c. 

■ Ana I is is grafico Antes de aplicar (3), una buena idea es determinar la existencia y el nume- 
ro de raices reales de/(x) = 0 por medios graficos. Por ejemplo, el numero irracional V3 puede 
interpretarse como 

• una raiz de la ecuacion cuadratica x 2 — 3 = 0 y, por tanto, como un cero de la funcion 
continua/(x) = x 2 — 3, o 

• la coordenada x de un punto de interseccion de las graficas de y = x 2 y y = 3. 

Ambas interpretaciones se ilustran en la FIGURA 4.10.2. Por supuesto, otra razon para una grafica es 
permitir la eleccion de la conjetura inicial x 0 de modo que este proximo a la raiz c. 

Aunque el calculo verdadero del numero V3 es trivial en una calculadora, su calculo sirve 
muy bien como introduccion al uso del metodo de Newton. 


Uso del metodo de Newton 


EJEMPLO 1 


Aproxime V3 por el metodo de Newton. 

Solucion Si definimos f{x) = x 2 — 3, entonces f'(x) = 2x y (3) se vuelve 


x 2 ~ 3 _ If ^ 3 

Xn+i x n 2^. o bien, x n +\ ^\^x n ~\~ ^ 


(4) 


A partir de la figura 4.10.2 parece razonable escoger x 0 = 1 como conjetura inicial para el valor 
de V3. Usamos (4) y se muestra cada calculo hasta ocho cifras decimales: 


*' = K* + 1) 

= !(*' + 7) 
>' - K* + 7) 

x ‘ - + 7) 

■ K* + 7 ) 


\ (1 + 3) = 2 

K 2 + f) - 175 

+ y) « 1.73214286 
1.73205081 
1.73205081. 


El proceso continua hasta que obtenemos dos aproximaciones consecutivas x n y x n+x que coinci- 
den con el numero deseado de cifras decimales. Entonces, si estamos satisfechos con una aproxi- 
macion de ocho decimales a V3, es posible detenerse con x 5 y concluir V3 ~ 1.73205081. ■ 


EJEMPLO 2 


Aproximacion a la raiz de una ecuacion 


Use el metodo de Newton para aproximar las raices reales de x 3 — x + 1 = 0. 


Solucion Puesto que la ecuacion dada es equivalente ax 3 = x — 1, en la FIGURA 4.10.3 se han 
graficado las funciones y = x 2 yy = x— 1. La figura debe convencerlo de que la ecuacion 
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a) coordenada x de interseccion x 



b ) coordenada x del punto de 
interseccion de dos graficas 
FIGURA 4.10.2 Localizacion 
grafica de V3 



-3 


FIGURA 4.10.3 Graficas de las 
funciones en el ejemplo 2 
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original solo tiene una raiz real c; a saber, la coordenada x del punto de interseccion de las dos 
graficas. Luego, si f(x) = x 3 — x + 1, entonces f'(x) = 3x 2 — 1. Por tanto, (3) es 


4 - x n + i 

Xyt + 1 X n - 

3x„ 2 - 1 


o bien, 


x n +1 


2xj ~ 1 

34 - 1 


(5) 


Si estamos interesados en tres y tal vez cuatro cifras decimales de precision, usamos (5) para 
calcular x l9 x 2 , x 3 ,... hasta que dos x n consecutivas en la sucesion coincidan hasta en cuatro cifras 
decimales. Tambien, la figura 4.10.3 pide que x 0 = — 1.5 sea la conjetura inicial. En consecuen- 
cia, 


_ 24 - 1 _ 2(—1.5) 3 - 1 
Xl ~ 3xi - l~ 3 (—1.5) 2 - 1 

2*i — 1 

x 2 = -4-= -1.3252 

3.4 - 1 

24 - 1 

x 3 = -4-= -1.3247 

3x\ - 1 

24 - 1 

x 4 = -4-= -1.3247. 

34 - 1 


-1.3478 


Por tanto, la raiz de la ecuacion dada es aproximadamente c ~ —1.3247. 


EJEMPLO 3 


Aproximacion de una raiz de una ecuacion 


Aproxime la primera raiz positiva de 2x = tanx. 



FIGURA 4.10.4 Graficas de las 
funciones en el ejemplo 3 


Solucion En la FIGURA 4.10.4 se muestra que hay una infinidad de puntos de interseccion de las 
graficas de y = 2x y y = tan x. La primera coordenada x positiva correspondiente a un punto de 
interseccion se indica por la letra c en la figura. Con /(x) = 2x — tan x y f\x) = 2 — sec 2 x, (3) 
se vuelve 

_ 2x n - tan x n 

X n +1 X n _ 9 

2 — sec x„ 

Si en la utilizacion recursiva de la formula precedente usamos una calculadora, resulta mejor 
expresar la formula en terminos de senx y cosx: 


Xn + 1 Xy, 


2Xn cos 2 x n — sen x n cos x n 
2 COS 2 Xy, — 1 


( 6 ) 


Puesto que la asmtota vertical de y = tanx a la derecha del eje y es x = 7r/2 ~ 1.57, a partir de 
la figura 4.10.4 se observa que la primera raiz positiva esta proxima a x 0 = 1. A1 usar esta con¬ 
jetura inicial y colocar la calculadora en modo de radianes, (6) produce entonces 


X! - 1.310478 
x 2 - 1.223929 
x 3 - 1.176051 
x 4 - 1.165927 
x 5 - 1.165562 
x 6 - 1.165561 
x 7 « 1.165561. 


Concluimos que la primera raiz positiva es aproximadamente c ~ 1.165561. ■ 


El ejemplo 3 ilustra la importancia de la seleccion del valor inicial x 0 . Usted debe compro- 
bar que la eleccion x 0 = \ en (6) conduce a una sucesion de valores x l9 x 2 , x 3 ,... que converge a 
la unica raiz evidente de 2x = tanx; a saber, c = 0. 

■ Posdata: Un poco de historia El problema de encontrar una formula que exprese las raices 
de una ecuacion polinomial general de grado ft-esimo /(x) = 0 en terminos de sus coeficientes 
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dejo perplejos a los matematicos durante siglos. Sabemos que en el caso de una funcion polino- 
mial de segundo grado, o funcion cuadratica, fix) = ax 2 + bx + c donde los coeficientes a, by 
c son numeros reales, las raices c x y c 2 de la ecuacion ax 2 + bx + c = 0 pueden encontrarse 
usando la formula cuadratica. 

La solucion al problema de encontrar raices de una ecuacion general de tercer grado, o fun¬ 
cion cubica, suele atribuirse al matematico italiano Nicolo Fontana (1499-1557), tambien cono- 
cido como Tartaglia “el Tartamudo”. Alrededor de 1540, el matematico italiano Lodovico Farra- 
ri (1522-1565) descubrio la formula algebraica para encontrar las raices de la ecuacion polinomial 
general de cuarto grado, o cuartica. Puesto que estas formulas son complicadas 
y dificiles de usar, rara ocasion se analizan en cursos elementales. 

Durante los siguientes 284 anos nadie descubrio ninguna formula para 
encontrar las raices de ecuaciones polinomiales de grado 5 o mayor. jPor una 
buena razon! En 1824, a la edad de 22 anos, el matematico noruego Niels 
Henrik Abel (1802-1829) fue el primero en demostrar que es imposible 
encontrar formulas para las raices de ecuaciones polinomiales generates de 
Niels Henrik Abel grado n > 5 en terminos de sus coeficientes. 



f 'ix) NOTAS DESDE EL AULA 

Hay problemas con el metodo de Newton. 

i) Es necesario calcular/'(*). Aunque no sobra decirlo, la forma d t fix) podrfa ser formi¬ 
dable cuando la ecuacion/(x) = 0 es complicada. 

ii) Si la raiz c de/(x) = 0 esta proxima a un valor para el cual fix) = 0, entonces el deno- 
minador en (3) tiende a cero. Esto demanda el calculo de f(x n ) y f(x n ) hasta un grado 
superior de precision. Para esto se requiere una computadora. 

Hi) Es necesario encontrar una ubicacion aproximada de una raiz de/(x) = 0 antes de esco- 
ger a x 0 . Concomitante a esto son las dificultades usuales para graficar. Pero, lo que es 
peor, la iteracion de (3) puede no converger para una x 0 escogida de manera imprudente 
o a degas. En la FIGURA 4.10.5 se observa que x 2 esta indefinida porqu ef'(x{) = 0. 

iv) Ahora, algunas buenas nuevas. A pesar de los problemas que acaban de analizarse, la 
ventaja mas importante del metodo de Newton es que cuando converge a una raiz c de 
una ecuacion fix) = 0, suele no hacerlo de manera rapida. Puede demostrarse que en 
ciertas circunstancias, el metodo de Newton converge cuadraticamente; es decir, el error 
en cualquier paso en el calculo no es mayor que un multiplo constante del cuadrado del 
error en el paso precedente. En terminos generates, esto significa que el numero de cifras 
de precision puede (aunque no necesariamente) duplicarse en cada paso. 



FIGURA 4.10.5 Si f(x l ) = 0, 
entonces x 2 esta indefinido 


Ejercicios 4.10 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-17. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, determine graficamente si la ecuacion 
dada tiene raices reales. 

1. x 3 = —2 + senv 2. x 3 — 3x = x 2 — 1 

3. x 4 + x 2 — 2x + 3 = 0 4. cotx = x 

5. e~ x = x + 2 6. e~ x — 2 cos x = 0 

En los problemas 7-10, use el metodo de Newton para encon¬ 
trar una aproximacion para el numero dado. 

7. VTO 8. 1 + V5 

9. ^4 10. V2 

En los problemas 11-16, use el metodo de Newton, de ser 
necesario, para encontrar aproximaciones a todas las raices 
reales de la ecuacion dada. 

11. x 3 = -X+ l 12. X 3 - x 2 + 1 = 0 


13. x 4 + x 2 - 3 = 0 14. x 4 = 2x + 1 

15. x 2 = senx 16. x + cosx = 0 

17. Encuentre la interseccion x mas pequena de la grafica de 
fix) = 3 cos x + 4 senx. 

18. Considere la funcion/(x) = x 5 + x 2 . Use el metodo de 
Newton para aproximar el menor numero positivo para el 
cual fix) = 4. 

= Aplicaciones 

19. Una viga voladiza de 20 pies de longitud con una carga 
de 600 lb en su extremo se desvia por una cantidad d = 
(60x 2 — x 3 )/16 000, donde d se mide en pulgadas y x en 
pies. Vea la FIGURA 4.10.6. Use el metodo de Newton para 
aproximar el valor de x que corresponde a una desviacion 
de 0.01 pulg. 
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FIGURA 4.10.6 Viga en el problema 19 

20. Una columna vertical cilmdrica solida de radio fijo r que 
soporta su propio peso termina por flexionarse cuando 
aumenta su altura. Es posible demostrar que la altura 
maxima, o crftica, de tal columna es h cr = kr 2 ^ 3 , donde k 
es una constante y r se mide en metros. Use el metodo de 
Newton para aproximar el diametro de una columna para 
la cual h cr = 10 m y k = 35. 

21. Un haz de luz que se origina en el punto P en el medio A, 
cuyo mdice de refraccion es n l9 choca contra la superficie 
del medio B, cuyo mdice de refraccion es n 2 . Con base en 
la ley de Snell es posible demostrar que el haz se refracta 
de manera tangente a la superficie para el angulo crftico 
que se determina a partir de sen 0 C = n 2 l n l9 0 < 6 C < 90°. 
Para angulos de incidencia mayores que el angulo crftico, 
toda la luz se refleja internamente al medio A. Vea la FIGU¬ 
RA 4.10.7. Si n 2 = 1 para aire y n x — 1.5 para vidrio, use el 
metodo de Newton para aproximar 6 C en radianes. 



FIGURA 4.10.7 Refraccion de la luz en el problema 21 

22. Para un puente colgante, la longitud s de un cable entre 
dos soportes verticales cuya extension es l (distancia 
horizontal) esta relacionada con la flexion d del cable por 

_ , , 8d 2 32c/ 4 

S 31 5/ 3 

Vea la FIGURA 4.10.8. Si s = 404 pies y / = 400 pies, use el 
metodo de Newton para aproximar la flexion. Redondee 
su respuesta a una cifra decimal.* [ Sugerencia : La raiz c 
satisface 20 < c < 30.] 



FIGURA 4.10.8 Puente colgante en el problema 22 


* La formula para 5 en si es solo una aproximacion. 


23. Se vacia un bloque rectangular de acero para formar una 
tina de grosor uniforme t. Las dimensiones de la tina se 
muestran en la FIGURA 4.10.9a). Para que la tina flote en agua, 
como se muestra en la figura 4.10.9 b), el peso del agua des- 
plazada debe ser igual al peso de la tina (principio de 
Arquhnedes). Si el peso especifico del agua es 62.4 lb/pies 3 
y el peso especifico del acero es 490 lb/pies 3 , entonces 

peso del agua desplazada = 62.4 X (volumen del agua 

desplazada) 

peso de la tina = 490 X (volumen de acero de la tina). 


a) Demuestre que t satisface la ecuacion 



1 638 
1 225 


= 0 . 


b ) Use el metodo de Newton para aproximar la maxima 
raiz positiva de la ecuacion en el inciso a). 



2 pies 


superficie 


± 

t 




t 

2 pies 

1 

! 

•<—3 pies—► 



b) 


FIGURA 4.10.9 Tina flotante en el problema 23 


24. Una banda metalica flexible de 10 m de longitud se dobla 
en forma de arco circular al asegurar los extremos entre 
si por medio de un cable de 8 pies de longitud. Vea la 
FIGURA 4.10.10. Use el metodo de Newton para aproximar el 
radio r del arco circular. 



FIGURA 4.10.10 Banda metalica doblada en el problema 24 


25. Dos extremos de una via de ferrocarril de L pies de lon¬ 
gitud se empujan € pies a fin de acercarlos entre si, de 
modo que la via se dobla hacia arriba formando un arco 
de circulo de radio R. Vea la FIGURA 4.10.11 . La pregunta es: 
^cual es la altura h por arriba del nivel del suelo del punto 
mas elevado sobre la via? 

a) Use la figura 4.10.11 para demostrar que 

L(i - (/Lye 

2(l + Vl - (1 - €/L) 2 0 2 )' 

donde 6 > 0 satisface sen 6 = (1 — €/ L)6. [Sugeren- 
cia : En un sector circular, i como estan relacionados la 
longitud de arco, el radio y el angulo central?] 

b) Si L = 5 280 pies y € = 1 pie, use el metodo de 
Newton para aproximar 6 y luego resuelva para el 
valor correspondiente de h. 
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c ) Si €/L y 6 son muy pequenos, entonces h ~ L0/4 y 
sen 6 ~ 6 — \0 3 . Use las dos aproximaciones para 
demostrar que h ~ V3CL/8. Use esta formula con 
L = 5 280 pies y € = 1 pie, y luego compare con el 
resultado en el inciso b). 



FIGURA4.10.il Via de ferrocarril 
arqueada en el problema 25 


a) Demuestre que la altura indicada v en la figura puede 
determinarse por medio de la ecuacion 

x 4 — 2 hx 3 + (l\ — L 2 )x 2 — 2 h(L\ — L 2 )x 
+ h 2 {Lj - Lf) = 0. 

b) Use el metodo de Newton para aproximar la solucion 
de la ecuacion en el inciso a). ^Por que tiene sentido 
escoger x 0 > 10? 

c ) Aproxime la distancia z entre los dos muros. 



26. En un taller de fundicion una esfera metalica de radio 
2 pies vuelve a fundirse como barra en forma de cilindro 
circular recto de 15 pies de longitud en el que se forma 
un hemisferio en un extremo. El radio r del hemisferio es 
el mismo que el radio de la base del cilindro. Use el 
metodo de Newton para aproximar r. 

27. Una rueda redonda pero sin balancear de masa M y radio 
r esta conectada por una cuerda y poleas sin friccion a 
una masa ra, como se muestra en la FIGURA 4.10.12. O es el 
centro de la rueda y P es su centro de masa. Si la rueda 
se suelta desde el reposo, es posible demostrar que el 
angulo 6 al que la rueda se detiene en primera instancia 
satisface la ecuacion 

r 

Mg — sen 0 — mgr 6 = 0, 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Use el 
metodo de Newton para aproximar 9 si la masa de la 
rueda es cuatro veces la masa m. 



FIGURA 4.10.12 Rueda sin 
balancear en el problema 27 


28. Dos escaleras de longitudes L x = 40 pies y L 2 = 30 pies 
se colocan contra dos muros verticales como se muestra 
en la FIGURA 4.10.13. La altura del punto donde las escaleras 
se cruzan es h = 10 pies. 


FIGURA 4.10.13 Escaleras en el problema 28 


= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 29 y 30, use una calculadora o un SAC para 
obtener la grafica de la funcion dada. Use el metodo de 
Newton para aproximar las raices de/(x) = 0 que descubra a 
partir de la grafica. 

29. f{x) = 2x 5 + 3x 4 — lx 3 + 2x 2 + 8x — 8 

30. f(x) = 4x 12 + x 11 - 4x 8 + 3x 3 + 2x 2 + x ~ 10 

31. a) Use una calculadora o un SAC para obtener las grafi- 

cas de fix) = 0.5x 3 — x y g(x) = cos x en el mismo 
sistema de coordenadas. 

b) Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica 
de y = fix) — gix), donde/y g se proporcionan en el 
inciso a). 

c) Use las graficas en el inciso a) o la grafica en el inci¬ 
so b) para determinar el numero de raices de la ecua¬ 
cion 0.5x 3 — x = cos x. 

d) Use el metodo de Newton para aproximar las raices de 
la ecuacion en el inciso c). 


= Piense en ello 

32. Sea / una funcion diferenciable. Muestre que si f(x 0 ) = 
—fix i) yf'ix 0 ) = fix i), entonces (3) implica x 2 = x 0 . 

33. Para la funcion definida por partes 


fix) = 


— V4 - x, 
Vx - 4, 


x < 4 
x > 4 


observe que /(4) = 0. Demuestre que para cualquier 
eleccion de x 0 , el metodo de Newton no converge a la 
raiz. [ Sugerencia : Yea el problema 32.] 
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Revision del capitulo 4 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-17. 

A. Falso/verdadero_ 

En los problemas 1-20, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 

1. Si/es creciente sobre un intervalo, entonces fix) > 0 sobre el intervalo._ 

2. Una funcion/tiene un extremo en c cuando /'(c) = 0._ 

3. Una particula en movimiento rectilmeo desacelera cuando su velocidad v(t) disminuye._ 

4. Si la posicion de una particula en movimiento rectilmeo sobre una recta horizontal es 

s {t) = t 2 — 2 1, entonces la particula acelera para t > 1._ 

5. Si f"(x) < 0 para toda v en el intervalo ( a , b ), entonces la grafica de/es concava hacia abajo 

sobre el intervalo._ 

6. Si /"(c) = 0, entonces (c,/(c)) es un punto de inflexion._ 

7. Si /(c) es un maximo relativo, entonces /'(c) = 0 y fix) > 0 para x < c y fix) < 0 para 

x> c. _ 

8. Si /(c) es un minimo relativo, entonces /"(c) > 0._ 

9. Una funcion/que es continua sobre un intervalo cerrado [a, b] tiene tanto un maximo abso¬ 
lute como un minimo absoluto sobre el intervalo._ 

10. Todo extremo absoluto tambien es un extremo relativo._ 

11. Si c > 0 es una constante y fix) = \x 3 — cx 2 , entonces (c,/(c)) es un punto de inflexion._ 

12. x = 1 es un numero critico de la funcion/(x) = Vx 2 — 2x. _ 

13. Si f{x) > 0 y g’(x) > 0 sobre un intervalo /, entonces / + g es creciente sobre I. _ 

14. Si fix) > 0 sobre un intervalo /, entonces /"(x) > 0 sobre I. _ 

15. Un limite de la forma oo — oo siempre tiene valor 0._ 

16. Un limite de la forma 1°° siempre es 1._ 

17. Un limite de la forma oo/oo es indeterminado._ 

18. Un limite de la forma 0/oo es indeterminado._ 

f{x) y fix) 

19. Si lim y lhn „ N son ambos de la forma oo/oo, entonces el primer limite no existe. 

*->°°gW ^°°g(x) ' 


20. Para una forma indeterminada, la regia de L’Hopital establece que el limite de un cociente 
es lo mismo que la derivada del cociente._ 

B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-10, llene los espacios en bianco. 

1. Para una particula que se mueve rectilmeamente, la aceleracion es la primera derivada de 

2. La grafica de un polinomio cubico puede tener a lo sumo_punto(s) de inflexion. 

3. Un ejemplo de una funcion y = fix) que es concava hacia arriba sobre ( —oo, 0), concava 

hacia abajo sobre (0, oo) y creciente sobre (—oo, oo) es_. 

4. Dos numeros no negativos cuya suma es 8 tales que la suma de sus cuadrados es maximo 

son_. 

5. Si/es continua sobre [a, b], diferenciable sobre ia , b) y fa) = fib) = 0, entonces en ia , b) 

existe algun c tal que/'(c) = _. 

x n 

6. lim — = para todo entero n. 

x —>oo e 

7. La suma de un numero positivo y su reciproco siempre es mayor que o igual a-• 

8. Si/(1) = 13 y fix) = 5 X \ entonces una linealizacion de / en a = 1 es_y 

/(l.l) -_• 
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9. Si y = x 2 — x, entonces Ay = _. 

10. Si y = x 3 e~ x , entonces dy = _. 

C. Ejercicios_ 

En los problemas 1-4, encuentre los extremos absolutos de la funcion dada sobre el intervalo 
indicado. 

1. fix) = X 3 - 75x + 150; [-3, 4] 2. fix) = 4x 2 - A; [\, l] 

3. /(*) = ^4’ [-1,3] 4. f(x) = (x 2 -3x + 5) 1 / 2 ; [1,3] 

5. Trace la grafica de una funcion continua que tenga las propiedades: 

/(0) = 1, /(2) = 3 

/'(0) = 0, /'(2) no existe 

/'(x) >0, x < 0 

f'(x) >0, 0< x < 2 

fix) <0, x > 2. 

6. Use las derivadas primera y segunda como ayuda para comparar las graficas de 

y = x + senx y y = x + sen2x. 

7. La posicion de una particula que se mueve sobre una linea recta esta dada por s(t) = 
-t 3 + 6 1 2 . 

a) Grafique el movimiento sobre el intervalo de tiempo [ — 1,5]. 

b ) ^En que instante la funcion velocidad es maxima? 

c) ^Corresponde este instante a la rapidez maxima? 

8 . La altura por arriba del nivel del suelo alcanzada por un proyectil disparado verticalmente 
es s{t) = —4.9 1 2 + 14.7* + 49, donde s se mide en metros y * en segundos. 

a) ^Cual es la altura maxima alcanzada por el proyectil? 

b) que velocidad choca el proyectil contra el suelo? 

9. Suponga que/es una funcion polinomial con ceros de multiplicidad 2 en x = a y x = b; es 
decir, 

fix) = ix - a) 2 ix - b) 2 gix) 
donde g es una funcion polinomial. 

a) Demuestre que/' tiene por lo menos tres ceros en el intervalo cerrado [a, b]. 

b) Si g(x) es constante, encuentre los ceros de/' en [a, b]. 

10. Demuestre que la funcion/(x) = x 1 / 3 no satisface las hipotesis del teorema del valor medio 
sobre el intervalo [ — 1, 8], aunque es posible encontrar un numero c en (—1, 8) tal que 
f'ic) = [fib) -fia)]/ib - a). Explique. 

En los problemas 11-14, encuentre los extremos relativos de la funcion dada/ Grafique. 

11. fix) = 2x 3 + 3x 2 - 36x 12. fix) = x 5 - |x 3 + 2 

13. fix) = 4x - 6x 2/3 + 2 14. fix) = — ~ ^ + - 

En los problemas 15-18, encuentre los extremos relativos y los puntos de inflexion de la funcion 
dada/. No grafique. 

15. /(x) = x 4 + 8x 3 + 18x 2 16. f{x) = x 6 — 3x 4 + 5 

17. fix) =10- (x - 3) 1/3 18. fix) = xix - 1) 5/2 

En los problemas 19-24, relacione cada figura con una o mas de las siguientes afirmaciones. 
Sobre el intervalo correspondiente a la porcion de la grafica de y = fix) mostrada: 

a) /tiene una primera derivada positiva. 

b) /tiene una segunda derivada negativa. 

c) La grafica de/tiene un punto de inflexion. 

d) /es diferenciable. 
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e) f tiene un extremo relativo. 

/) Las pendientes de las rectas tangentes crecen cuando x crece. 



FIGURA 4.R.1 Grafica 
para el problema 19 



FIGURA 4.R.2 Grafica 
para el problema 20 



FIGURA 4.R.3 Grafica para 
el problema 21 



FIGURA 4.R.4 Grafica 
para el problema 22 



FIGURA 4.R.5 Grafica 
para el problema 23 



para el problema 24 


25. Sean a, b y c numeros reales. Encuentre la coordenada x del punto de inflexion para la gra¬ 
fica de 


/(x) = (x — a)(x — b)(x — c). 


26. Un triangulo se expande con el tiempo. El area del triangulo crece a razon de 15 pulg 2 /min, 
mientras la longitud de su base decrece a razon de \ pulg/min. i A que razon cambia la altu- 
ra del triangulo cuando la altura mide 8 pulg y la base mide 6 pulg? 

27. Un cuadrado esta inscrito en un circulo de radio r, como se muestra en la FIGURA 4.R.7. que 
razon cambia el area del cuadrado en el instante en que el radio del circulo mide 2 pulg y 
crece a razon de 4 pulg/min? 



FIGURA 4.R.7 Circulo 
en el problema 27 

28. De un tanque hemisferico de 10 m de radio gotea agua a razon de ^ m 3 /min, y esta sale por 
un orificio en la parte inferior del tanque a razon de | m 3 /min. Es posible demostrar que el 
volumen del agua en el tanque en t es V = lOirh 2 — (7t/3)/z 3 . Vea la FIGURA 4.R.8. 

a ) La profundidad del agua, ^aumenta o disminuye? 

b) i A que razon cambia la profundidad del agua cuando la profundidad es de 5 m? 
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FIGURA 4.R.8 Tanque en el problema 28 


29. Dos bobinas que conducen la misma corriente producen en el punto Q sobre el eje x un 
campo magnetico de intensidad 



rl 



ro 


,2 


3/2 

+ 




donde /r 0 > r o e ^ son constantes. Vea la FIGURA 4.R.9. Demuestre que el valor maximo de B ocu- 
rre en v = 0. 



X 


FIGURA 4.R.9 Bobinas en el problema 29 


30. Una bateria con fem constante E y resistencia interna constante r esta conectada en serie con 
un resistor cuya resistencia es R. Entonces, la corriente en el circuito es I = E/(r + R ). 
Encuentre el valor de R para el que la potencia P = RI 2 disipada en la carga externa es 
maxima. Esto se denomina comparacion de impedancia. 

31. Cuando en el lado de un cilindro lleno de agua se perfora un orificio, la corriente resultan- 
te choca contra el piso a una distancia x de la base, donde x = 2Vy(/i — y). Vea la FIGURA 
4.R.10. 

a) i En que punto debe hacerse el orificio de modo que la corriente alcance una distancia 
maxima de la base? 

b) i Cual es la distancia maxima? 



FIGURA 4.R. 10 Tanque perforado en el problema 31 

32. El area de un sector circular de radio r y longitud de arco s es A = \rs. Vea la FIGURA 4.R.11. 
Encuentre el area maxima de un sector limitado por un perimetro de 60 cm. 



FIGURA 4.R.11 Sector circular en el problema 32 
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33. Un chiquero, junto a un granero, se delimita usando cerca en dos lados, como se muestra en 
la FIGURA 4.R.12. La cantidad de cerca que se usara mide 585 pies. Encuentre los valores de x 
y y indicados en la figura de modo que se delimite la mayor area. 



34. Un granjero desea usar 100 m de cerca para construir una valla diagonal que conecte dos 
muros que se encuentran en angulo recto. /,C6mo debe proceder el grajero de modo que el 
area limitada por los muros y la valla sea maxima? 

35. Segun el principio de Fermat, un rayo de luz que se origina en un punto A y se refleja en 
una superficie plana hacia el punto B recorre una trayectoria que requiere el menor tiempo. 
Vea la FIGURA 4.R.13. Suponga que la rapidez de la luz c, asi como h x , h 2 y d , son constantes. 
Demuestre que el tiempo es mmimo cuando tan 6 X = tan 0 2 . Puesto que 0 < 0 X < 7t/2 y 
0 < 0 2 < 7t/2, se concluye que 0 X = 0 2 . En otras palabras, el angulo de incidencia es igual 
al angulo de reflexion. [ Nota : La figura 4.R.13 es inexacta a proposito.] 


normal a la superficie 



FIGURA 4.R. 13 Rayos de luz reflejados en el problema 35 

36. Determine las dimensiones de un cono circular recto que tiene volumen mmimo V que cir- 
cunscribe una esfera de radio r. Vea la FIGURA 4.R.14. [ Sugerencia : Use triangulos semejantes.] 


A 



FIGURA 4.R. 14 Esfera y cono 
en el problema 36 

37. Un contenedor en forma de cilindro circular recto tiene un volumen de 100 pulg 3 . La parte 
superior del contenedor cuesta tres veces por unidad de area que la parte inferior y los lados. 
Demuestre que la dimension con que se obtiene el menor costo de construccion es una altu- 
ra igual a cuatro veces el radio. 
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38. Se va a elaborar una caja con cubierta hecha de una pieza rectangular de carton de 30 pulg 
de longitud y 15 pulg de ancho al cortar un cuadrado en un extremo del carton y cortando 
un rectangulo de cada esquina del otro extremo, como se muestra en la FIGURA 4.R.15. 
Encuentre las dimensiones de la caja con que se obtiene el volumen maximo. ^Cual es el 
volumen maximo? 



corte corte 



a) b ) 

FIGURA 4.R.15 Caja en el problema 38 


En los problemas 39-48, use la regia de L’Hopital para encontrar el limite. 

10 6 — 5 sen 2 6 


V3 - tan(7r/x 2 ) 

39. lim- -= L — 

X^V3 X — V3 


41. 11m x[ cos— - e 2// * 


43. 11m 

0 


45. 11m (3 jc) 


(sen/) 2 

sen/ 2 

-l/lnx 


47. lfm In I * + e 

x^°° Vl + e 4x 


,2x 


40. Inn 


o 10 0 — 2 sen 50 


42. lim 

y ->0 


44. lim 


1 


l _ 

y ln(y + l) 

tan(5x) 


^^0 e 3x / 2 — e ~ x / 2 

46. lfm (2x + e 3x ) 4/x 

x —^0 


48. limx(lnx) 2 


En los problemas 49 y 50, use el metodo de Newton para encontrar la raiz indicada. Aplique el 
metodo hasta que dos aproximaciones sucesivas coincidan hasta cuatro cifras decimales. 

49. x 3 — 4x + 2 = 0, la raiz positiva mas grande. 

50. 


senx 


x J 


Y _ 1 

I — 2 ’ l a ™ z positiva mas pequena. 




























Capitulo 5 


Integrates 



En este capitulo En los dos ultimos capitulos analizamos las definiciones, propiedades y apli- 
caciones de la derivada. Ahora pasaremos del calculo diferencial al calculo integral. Leibniz 
denomino calculus summatorius a esta segunda de las dos divisiones mas importantes del 
calculo. En 1696, persuadido por el matematico suizo Johann Bernoulli, Leibniz cambio el nom- 
bre a calculus integralis. Como sugieren las palabras latinas originales, el concepto de suma 
desempena un papel importante en el desarrollo completo de la integral. 

En el capitulo 2 vimos que el problema de la tangente conduce de manera natural a la 
derivada de una funcion. En el problema de area, el problema motivacional del calculo 
integral, deseamos encontrar el area acotada por la grafica de una funcion y el eje x. Este 
problema Neva a I concepto de integral definida. 

5.1 La integral indefinida 

5.2 Integracion por sustitucion u 

5.3 El problema de area 

5.4 La integral definida 

5.5 Teorema fundamental del calculo 
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5.1 La integral indefinida 

■ Introduce ion En los capitulos 3 y 4 solo abordamos el problema basico: 

• Dada una funcion/ encontrar su derivada/'. 

En este capitulo y en los subsecuentes veremos cuan importante es el problema de: 

• Dada una funcion/, encontrar una funcion F cuya derivada sea / 

En otras palabras, para una funcion dada / ahora pensamos en/como una derivada. Deseamos 
encontrar una funcion F cuya derivada sea/; es decir, F\x) = fix) para toda v en algun interva- 
lo. Planteado en terminos generales, es necesario diferenciar en reversa. 

Empezamos con una definicion. 


Definicion 5.1.1 Antiderivada 

Se dice que un funcion F es una antiderivada de una funcion / sobre algun intervalo I si 
F '(x) = fix) para toda v en I. 


EJEMPLO 1 


Una antiderivada 


Una antiderivada de f(x) = 2x es F(x) = v 2 , puesto que F'{x) = 2x. 


Una funcion siempre tiene mas de una antiderivada. Asi, en el ejemplo anterior, Ffx) = 
x 2 — 1 y F 2 (x) = x 2 + 10 tambien son antiderivadas de f(x) = 2x, puesto que F[{x) = 
F&x) = 2x. 

A continuacion demostraremos que cualquier antiderivada de / debe ser de la forma 
G(x) = F(x) + C; es decir, dos antiderivadas de la misma funcion pueden diferir a lo mas en 
una constante. Por tanto, F(x) + C es la antiderivada mas general de/(v). 


Teorema 5.1.1 Las antiderivadas difieren por una constante 

Si G'{x) = F\x) para toda v en algun intervalo [a,b], entonces 

G(x) = F(x) + C 

para toda v en el intervalo. 


DEM0STRACI0IM Suponga que se define g(x) = G(x) — Fix). Entonces, puesto que G\x) = 
F'ix), se concluye que g'(X) = G\x) — F\x) = 0 para toda v en [a, b] . Si x x y x 2 son dos nume- 
ros cualesquiera que satisfacen a < X\ < x 2 ^ b, por el teorema del valor medio (teorema 4.4.2) 
se concluye que en el intervalo abierto (x 1? x 2 ) existe un numero k para el cual 

, /IX g(x 2 ) - g(x l) 

g W = — y - O g(x 2 ) ~ g(xi) = g (k)(x 2 - Xj). 

X 2 X\ 

Pero gfx) = 0 para toda v en [a , /?]; en particular, g\k) = 0. Por tanto, gix 2 ) — gix x ) = 0 o 
gix 2 ) = gUO. Luego, por hipotesis, x x y x 2 son dos numeros arbitrarios, pero diferentes, en el 
intervalo. Puesto que los valores funcionales g(v!) y gix 2 ) son iguales, debe concluirse que la 
funcion g(v) es una constante C. Por tanto, gix) = C implica G(v) — Fix) = C o G(v) = 
Fix) + C. ■ 
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La notacion F(x ) + C representa una familia de fundone s\ cada miembro tiene una deriva- 
da igual a fix). Volviendo al ejemplo 1, la antiderivada mas general de/(x) = 2x es la familia 
F(x) = x 2 + C. Como se ve en la FIGURA 5.1.1, la grafica de la antiderivada de/(x) = 2x es una 
traslacion vertical de la grafica de x 2 . 


EJEMPLO 2 


Antiderivadas mas generales 


a) Una antiderivada de/(x) = 2x + 5 es F(x) = x 2 + 5x puesto que F'(x) = 2x + 5. La 
antiderivada mas general de/(x) = 2x + 5 es F(x) = x 2 + 5x + C. 

b ) Una antiderivada de/(x) = sec 2 x es F(x) = tan x puesto que F\x) = sec 2 x. La antide¬ 
rivada mas general de/(x) = sec 2 x es F{x) = tan x + C. ■ 


■ Notacion de la integral indefinida Por conveniencia, se introducira la notacion para una anti¬ 
derivada de una funcion. Si F\x) = fix ), la antiderivada mas general de/se representa por 



FIG URA 5.1.1 Algunos miembros 
de la familia de antiderivadas de 
f{x) = 2x 


fix) dx = F(x) + C. 

- 

El simbolo / fue introducido por Leibniz y se denomina signo integral. La notacion Sfix) dx 
se denomina integral indefinida de/(v) respecto a v. La funcion/(v) se denomina integrando. 
El proceso de encontrar una antiderivada se denomina antidiferenciacion o integracion. El 

numero C se denomina constante de integracion. Justo como ) denota la operacion de dife- 

renciacion de ( ) con respecto a x, el simbolismo f()dx denota la operacion de integracion de 
( ) con respecto a x. 

La diferenciacion y la integracion son fundamentalmente operaciones inversas. Si ff(x) dx = 
F{x) + C, entonces F es la antiderivada de/; es decir, F'(x) = f(x) y asi 

F'(x) dx = F{x) + C. (1) 


Ademas, 


d_ 

dx 


fix) dx = 


d_ 

dx 


iFix) + C) = F\x) = fix) 


( 2 ) 


En palabras, (1) y (2) son, respectivamente: 

• Una antiderivada de la derivada de una funcion es esa funcion mas una constante. 

• La derivada de una antiderivada de una funcion es esa funcion. 

A partir de lo anterior se concluye que siempre que se obtiene la derivada de una funcion, al 
mismo tiempo se obtiene una formula de integracion. Por ejemplo, debido a (1), si 


d x n 


dx n + \ 


entonces 


d dx= \x-dx x 


dx n + 1 


n + 1 


+ C, 


Ai i i _ I 
dx v 


entonces 


ln|x| dx = dx = ln\x\ + C, 


d 

dx 


sen x = cos x 


entonces 


^rsen x dx = | cos x dx = sen x + C, 


d —i 1 

-^-tan x =-- 

dx 1 + x 2 


entonces 


- 7 - tan 1 x dx = —-—- dx = tan 1 x + C. 

dx J 1 + x 2 


< 4 ^ Este primer resultado solo es 
valido si n A — 1 . 


De esta manera es posible construir una formula de integracion a partir de cada formula de 
derivada. En la TAB LA 5.1.1 se resumen algunas formulas de derivadas importantes para las funcio- 
nes que se han estudiado hasta el momento, asi como sus formulas de integracion analogas. 
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TABLA 5.1.1 


Formula de diferenciacion Formula de integracion Formula de diferenciacion Formula de integracion 



Con respecto a la entrada 3 de la tabla 5.1.1, es cierto que las formulas de derivadas 

d_ = l d_ 1 d lo g b * = 1 

dx nX x 9 dx x 9 dx In b x 

significan que una antiderivada de l/x = x -1 puede tomarse como In x, x > 0, ln\x\, x ^ 0, o 
log^ x/ln b,x> 0. Pero como resultado mas general y util escribimos 


— dx = ln\x\ + C. 


Observe tambien que en la tabla 5.1.1 solo se proporcionan tres formulas que implican funcio- 
nes trigonometricas inversas. Esto se debe a que, en forma de integral indefinida, las tres formu¬ 
las restantes son redundantes. Por ejemplo, de las derivadas 


- sen v 


1 


dx Vi -x 2 


COS V = 


-1 


dx Vl -X 2 


observamos que es posible tomar 
1 


vT 


dx = sen 1 x + C 


1 


VT 


dx = —cos 1 v + C. 


Observaciones semej antes se cumplen para la cotangente inversa y la cosecante inversa. 

Una antiderivada simple pero importante 


EJEMPLO 3 


La formula de integracion en la entrada 1 en la tabla 5.1.1 se incluye para recalcar: 

dx = | 1 • dx = x + C ya que + C) = 1 + 0 = 1. 

Este resultado tambien puede obtenerse a partir de la formula de integracion 2 de la tabla 5.1.1 
con n = 0. ■ 


A menudo es necesario volver a escribir el integrando f(x) antes de realizar la integracion. 
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EJEMPLO 4 


Como volver a escribir un integrando 


Evalue 


a) 


~~r dx y b) Vi dx . 


Solucion 

a) A1 volver a escribir l/x 5 como x -5 e identificar n = —5, por la formula de integracion 2 
de la tabla 5.1.1 tenemos: 


-5 + 1 


—4 


x 5 dx — —z—■—— + C — —-—I- C —- - + C. 

5 + 1 4 4 x 4 

b) Primero volvemos a escribir el radical Vx como x 1 / 2 y luego se usa la formula de inte¬ 
gracion 2 de la tabla 5.1.1 con n — 

x 1/2 Jx = V^ + C = |x 3/2 + C. ■ 

Debe tomarse en cuenta que los resultados de la integracion siempre pueden comprobarse 
por diferenciacion ; por ejemplo, en el inciso b) del ejemplo 4: 

En el siguiente teorema se proporcionan algunas propiedades de la integral indefinida. 


Teorema 5.1.2 Propiedades de la integral indefinida 

Sean F\x) = f{x) y G\x) = g{x). Entonces 

i) kf(x ) dx = k\ f{x) dx = kF(x) + C, donde k es cualquier constante, 


ii) 


[fix) ± g(x)] dx = \fix) dx ± g(x) dx = Fix) ± G(x) + C. 


Estas propiedades se concluyen de inmediato a partir de las propiedades de la derivada. Por 
ejemplo, ii) es una consecuencia del hecho de que la derivada de una suma es la suma de las deri- 
vadas. 

Observe en el teorema 5.1.2//) que no hay razon para usar dos constantes de integracion, 
puesto que 

[fix) ± gix)] dx = iF(x) + Ci) ± (G(x) + C 2 ) 

= Fix) ± Gix) + (Ci ± C 2 ) = Fix) ± Gix) + C, 

donde ± C 2 se ha sustituido por la simple constante C. 

Una integral indefinida de cualquier suma infinita de funciones la podemos obtener al inte- 
grar cada termino. 


EJEMPLO 5 


Uso del teorema 5.1.2 


Evalue 


^4x — ^ + 5 sen dx. 


Solucion Por los incisos /) y ii) del teorema 5.1.2, esta integral indefinida puede escribirse 
como tres integrales: 


2 

x 


) dx = 4 \x dx — 2 

— dx + 5 

’ J J 

x J 


sen x dx. 
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Debido a las formulas de integracion 2, 3 y 5 en la tabla 5.1.1, entonces tenemos 


4x -h 5 sen xjdx = 4 • —— 2 • ln|x| + 5 • (—cos x) + C 


= 2x 2 — 2 In lx I - 5 cos x + C. 


■ Uso de la division Escribir un integrando en forma mas manejable algunas veces conlleva a 
una division. La idea se ilustra con los dos ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 6 


Division terming por terming 


Evalue 



dx. 


Si el concepto de comun deno- 
minador 

a + b_ _ a + b 
c c c 

se lee de derecha a izquierda, se 
esta realizando “division termino 
por termino”. 


^ Solucion Por la division termino por termino, el teorema 5.1.2 y las formulas de integracion 2 
y 3 de la tabla 5.1.1 tenemos: 




5 N 

Jy 


dx 





- 5 • ln|x| + C = 2x 3 - 5 ln\x\ + C. 


Para resolver el problema de evaluar Jf(x) dx , donde/(x) = p(x)/q(x) es una funcion racio- 
nal, a continuacion se resume una regia practica que debe tomarse en cuenta en esta subseccion 
y en la subseccion subsecuente. 


Integracion de una funcion racional 

Suponga qu z fix) = p(x)/q(x ) es una funcion racional. Si el grado de la funcion poli- 
nomial p{x) es mayor que o igual al grado de la funcion polinomial q{x ), use division 
larga antes de integrar; es decir, escriba 


P(x) 

q(x) 


un polinomio + 


r(x) 

q(x)’ 


donde el grado del polinomio r{x) es menor que el grado de q(x). 


EJEMPLO 7 


Division larga 


Evalue 


1 + v 2 


dx. 


Solucion Puesto que el grado del numerador del integrando es igual al grado del denominador, 
se efectua la division larga: 


= 1 - 


1 


1 + x 2 1 + x 2 ' 

Por ii) del teorema 5.1.2 y las formulas de integracion 1 y 11 en la tabla 5.1.1 obtenemos 


1 + v 2 


dx = 


1 - 


1 


1 + .r 


dx = x — tan 1 x + C. 


■ Ecuaciones diferenciales En varios conjuntos de ejercicios en el capitulo 3 se pide compro- 
bar que una funcion dada satisface una ecuacion diferencial. En terminos generates, una ecua- 
cion diferencial es una ecuacion que implica las derivadas o el diferencial de una funcion desco- 
nocida. Las ecuaciones diferenciales se clasifican segun el orden de la derivada mas alta que 
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aparece en la ecuacion. El objetivo consiste en resolver ecuaciones diferenciales. Una ecuacion 
diferencial de primer orden de la forma 


dy 

T x = (3) 

puede resolverse usando integracion indefinida. Por (1) se ve que 



Asi, la solucion de (3) es la antiderivada mas general de g; es decir, 

y = I g(x) dx. (4) 


EJEMPLO 8 


Resolucion de una ecuacion diferencial 


Encuentre una funcion y =f(x) cuya grafica pase por el punto (1, 2) y tambien satisfaga la ecua¬ 
cion diferencial dy/dx = 3x 2 — 3. 


Solucion Por (3) y (4) se concluye que si 


£ = 3x’-3 

ax 


entonces 


y = 


('.3x 2 — 3 )dx. 


Es decir, y = J (3x 2 — 3 )dx = 3 • ^— 3 • v + C 

o bien, y = x 2 — 3x + C. Asi, cuando x = 1, y = 2, de modo que 2=l-3 + CoC = 4. Por 
tanto, y = x 2 — 3x + 4. Entonces, de la familia de antiderivadas de 3x 2 — 3 que se muestra en 
la FIGURA 5.1.2, se ve que solo hay una cuya grafica (mostrada en rojo) que pasa por (1,2). ■ 


A1 resolver una ecuacion diferencial como dy/dx = 3x 2 — 3 en el ejemplo 8, la condicion 
lateral especificada de que la grafica pase por (1, 2), es decir,/(l) = 2, se denomina condicion 
inicial. Una condicion inicial como esta suele escribirse como y( 1) = 2. La solucion y = x 3 
— 3x + 4 que fue determinada por la familia de soluciones y = x 3 — 3x + C por la condicion 
inicial se denomina solucion particular. El problema de resolver (3) sujeto a una condicion ini¬ 
cial, 


^ = g(x), y(xo) = y 0 

se denomina problema con valor inicial. 

Observamos que una ecuacion diferencial de orden n-esimo de la forma d n y/dx n = g(x) 
puede resolverse al integrar n veces consecutivas la funcion g(x). En este caso, la familia de solu¬ 
ciones contiene n constantes de integracion. 


EJEMPLO 9 


Resolucion de una ecuacion diferencial 


Encuentre una funcion y = f(x) tal que = 1. 


d 2 y 

dx 2 


Solucion La ecuacion diferencial dada se integra dos veces consecutivas. Con la primera inte¬ 
gracion se obtiene 


dy 

dx 



1 • dx = x + 


Ci. 


Con la segunda integracion se obtiene y = f(x): 


y = 



(x + Ci) dx — ——F C\X + C 2 . 



FIGURA 5.1.2 La curva roja es la 
grafica de la solucion del 
problema en el ejemplo 8 
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j NOTAS DESDE EL AULA 

A menudo, a los estudiantes se les dificulta mas calcular antiderivadas que derivadas. Dos 
palabras de advertencia. Primero, debe tenerse mucho cuidado con el procedimiento algebrai- 
co, especialmente con las leyes de los exponentes. La segunda advertencia ya se ha plantea- 
do, aunque vale la pena repetirla: tenga en cuenta que los resultados de la integracion indefi- 
nida siempre pueden comprobarse. En un cuestionario o en un examen vale la pena que 
dedique unos minutos de su valioso tiempo para comprobar su respuesta al tomar la deriva- 
da. A veces esto puede hacerse mentalmente. Por ejemplo, 


integracion 



compruebe por 
diferenciacion 


Ejercicios 5.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-18. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-30, evalue la integral indefinida dada. 
1. I 3 dx 2. \(tt 2 - 1) dx 


3. v 5 dx 




7. (l - r u - 52 ) dt 


9. (3x + 2x - 1) dx 


11 . Vx(x 2 - 2) dx 


13. J (4x + 1 Y dx 
15. | (4 w — l) 3 dw 
17. \ rl ~ m + A dr 


19. 

21 . 

23. 


x _1 - x -2 + x -3 


4. J5 x l/4 dx 
6. Vx 2 dx 


8. | 10 w^Av dw 

10 . | (2 Vi - t-^jdt 


12 . 


5 + -+= 1 ds 


Vs 2 


14. (Vx - l) 2 dx 


16. | (5 u — 1)(3 u + 2) du 

,'(x + l) 2 
18. \- - 7^-dx 


dx 20 . 


Vx 
t 3 - 8; + 1 
(20 4 


dt 


(4 sen x - 1 + 8 x 5 ) dx 22. | (-3 cos x + 4 sec 2 x) dx 

sen t 


27. (8x + 1 — 9e x ) dx 28. (15x 1 — 4 senhx) dx 


- dx 


29. | 2x 3 -x 2 + 2x + 4 ^ ^ 

1 + x 2 


1 + x 2 


En los problemas 31 y 32, use una identidad trigonometrica 
para evaluar la integral indefinida dada. 


31. 


tan 2 x dx 


32. 


cos 2 — dx 


En los problemas 33-40, use diferenciacion y la regia de la 
cadena para comprobar el resultado de integracion dado. 

1 


33. 


V2x + 1 


dx — V2x + 1 + C 


34. | (2x 2 — 4x) 9 (x — 1) dx = ^(2x 2 — 4x) 10 + C 


35. I cos 4x dx = ^sen 4x + C 


36. | sen x cos x dx = — sen 2 x + C 


37. | x senx 2 dx = ——cos x 2 + C 


38. \^dx = 
sen x 


1 


2 sen 2 x 

39. I lnx dx = x In x — x + C 


+ C 


esc x(csc x — cot x) dx 24. 


cos 2 1 


dt 


,2 + 3 sen 2 x 7 

25. |--- dx 

sen x 


26. 40 - 


sec 6 


dO 


40. xe* dx = xe x - e x + C 


En los problemas 41 y 42, efectue las operaciones indicadas. 
41. (x 2 — 4x + 5) dx 42. \-j^(x 2 — 4x + 5) dx 
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En los problemas 43-48, resuelva la ecuacion diferencial dada. 


dy o 

43. -f = 6x 2 + 9 
dx 

dy 1 
45 — = — 
dx r 2 


44. f- = Kk + 3Vx 
dx 

dy (2 + x) 2 

46. ~T =-<— 

dx r 5 


47. — = 1 — 2x + sen x 48. — = —-— 

dx dx cos 2 x 

49. Encuentre una funcion y = fix) cuya grafica pase por el 
punto (2, 3) y que tambien satisfaga la ecuacion diferen¬ 
cial dy/dx = 2x - 1. 

50. Encuentre una funcion y = fix) de modo quel dy/dx = 

i/v* y/(9) = i. 

51. Si/"(x) = 2x, encuentre /'(x) y fix). 

52. Encuentre una funcion/tal que/"(x) = 6, /'(—1) = 2 y 

/(-i) = o. 

53. Encuentre una funcion/tal que/"(x) = 12x 2 + 2 para la 
cual la pendiente de la recta tangente a su grafica en (1,1) 
es 3. 

54. Si f (n \x) = 0, ^cual es/? 


seccion transversal del liquido giratorio en el piano xy 
esta determinada por 

dy = of 

dx g X ' 

Con ejes de coordenadas como se muestra en la FIGURA 
5.1.5, encuentre y =/(x). 



FIGURA 5.1.5 Cubo en el problema 57 

58. Los extremos de una viga de longitud L estan sobre dos 
soportes como se muestra en la FIGURA 5.1.6. Con una carga 
uniforme sobre la viga, su forma (o curva elastica) esta 
determinada a partir de 


En los problemas 55 y 56, la grafica de la funcion/se mues¬ 
tra en azul. De las graficas de las funciones F, G y H cuyas 
graficas se muestran en negro, verde y rojo, respectivamente, 
^cual funcion es la grafica de una antiderivada de/? Jus- 
tifique su razonamiento. 


Ely" = f/Lx - fx 2 , 

donde E, I y q son constantes. Encuentre y = fix) si 

/(0) = 0y/U/2) = 0. 

y i 



FIGURA 5.1.3 Graficas para el problema 55 

56. 



FIGURA 5.1.4 Graficas para el problema 56 

= Aplicaciones 

57. Un cubo que contiene un liquido gira alrededor de un eje 
vertical a velocidad angular constante co. La forma de la 


ZT 


/ 


viga 




FIGURA 5.1.6 Viga en el problema 58 


= Piense en ello 

En los problemas 59 y 60, determine/ 


59. /(x) dx = ln|lnx| + C 


60. 


fix) dx = x 2 e x — 2xe x + 2e x + C 


61. Encuentre una funcion/tal que/'(x) = x 2 y y = 4x + 7 
sea una recta tangente a la grafica de/ 

62. Simplifique la expresion e 4 ^ x tanto como sea posible. 

63. Determine cual de los dos resultados siguientes es co- 
rrecto: 

(x + l) 3 dx = /x + l) 4 + C 


(x + l) 3 dx = t-x 4 + x 3 + ~x 2 + x + C. 


3., 


64. Dado que sen ttx = tt cos 7tx, encuentre una antideri- 
dx 

vada F de cos 7rx que tenga la propiedad de que F(§) = 0. 
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Revise la seccion 4.9 


5.2 Integracion por sustitucion u 

■ Introduce ion En la ultima seccion se analizo el hecho de que para cada formula para la deri- 
vada de una funcion hay una formula de antiderivada o integral indefinida correspondiente. Por 
ejemplo, al interpretar cada una de las funciones 

x n (n A —1), x~ l y cos x 

como una antiderivada, se encuentra que la “reversa de la derivada” correspondiente es una fami- 
lia de antiderivadas: 


x n dx = 


v n +1 


n + 1 


C (n —1), 


— dx = ln|jc| 


C, 


cos x dx = senv + C. (1) 


En la siguiente exposicion se analiza la “reversa de la regia de la cadena”. En este analisis, el 
concepto de diferencial de una funcion desempena un papel importante. Recuerde que si u = 
g(x) es una funcion diferenciable, entonces su diferencial es du = g'{x ) dx. 

Se empieza con un ejemplo. 


■ Potencia de una funcion Si deseamos encontrar una funcion F tal que 


(5x + 1) 1/2 dx = F(x) + C, 


debemos tener F'(x) = (5jc + 1) 1//2 . 

Al razonar “hacia atras”, podemos argumentar que para obtener ( 5x + l) 1 / 2 necesitamos haber 
diferenciado ( 5x + 1) 3 ^ 2 . Entonces, pareceria que es posible proceder como en la primera formu¬ 
la en (1); a saber: incrementar la potencia por 1 y dividir entre la nueva potencia: 

f 1/9 (5x + 1) 3/2 2 o/ 9 

j (5x + l) 1 / 2 dx = 3/2 ; + C = - (5x + 1) 3/2 + C. (2) 


Lamentablemente, la “respuesta” en (2) no concuerda, puesto que con la regia de la cadena, en 
la forma de la regia de potencias para funciones, se obtiene 


d_ 

dx 


|(5x + l) 3 / 2 + C 


| • |(5jc + 1) 1/2 • 5 = 5(5x + 1) 1/2 # (5x + 1) 1/2 . 


(3) 


Para tomar en cuenta el factor 5 faltante en (2) usamos el teorema 5.1.2/) y un poco de pers- 
picacia: 


(5x+l ) l/2 dx= (5jc+1) 1/2 


dx <— — — l 


1 

5 ^ 

1 . 

5 

2 _ 

15 


(5x + l) 1/2 5 


• |(5x + 1) 3/2 + C 


(5x + 1) 3/2 + C. 


derivada de — (5x + 


l ) 3 / 2 


por (3) 


Ahora, usted debe comprobar por diferenciacion que la ultima funcion es, en efecto, una antide¬ 
rivada de (5x + 1) 1//2 . 

La clave para evaluar integrales indefinidas como 


(5x + 1) 1/2 dx, 


(4x 2 + 3) 6 


dx 


sen 10 v dx 


(4) 


reside en el reconocimiento de que los integrandos en (4), 

(5v + l) 1 / 2 , —-- y senlOv 

(4x 2 + 3) 6 

son resultado de diferenciar una funcion compuesta por medio de la regia de la cadena. Para 
hacer este reconocimiento es util realizar una sustitucion en una integral indefinida. 
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Teorema 5.2.1 Regia de la sustitucion u 

Si u = g(x) es una funcion diferenciable cuyo rango es un intervalo /, / es una funcion con- 
tinua sobre / y Fes una antiderivada de/sobre /, entonces 



(5) 


DEMOSTRACION Por la regia de la cadena, 


J/(*(*)) = F'(g(x))g'(x) 


y entonces por la definicion de antiderivada tenemos 



Puesto que F es un antiderivada de/, es decir, si F' =/ entonces la linea precedente se vuelve 


f(g{x))g'{x) dx = F(g(x)) + C = F{u) + C = F'{u) du = \f{u) du. (6) ■ 


La interpretation del resultado en (6) y su resumen en (5) es sutil. En la section 5.1, el sim- 
bolo dx se uso simplemente como un indicador de que la integracion es con respecto a la varia¬ 
ble v. En (6) observamos que es permisible interpretar dx y du como diferenciales. 

■ Uso de la sustitucion u La idea basica consiste en poder reconocer una integral indefinida en 
una variable x (como la proporcionada en (4)) que sea la reversa de la regia de la cadena al con- 
vertirla en una integral indefinida diferente en la variable u por medio de la sustitucion u = g(x). 
Por conveniencia, a continuacion se enumeran algunas directrices para evaluar Jf(g(x))g'(x) dx 
al efectuar una sustitucion u. 

Directrices para efectuar una sustitucion u 

i) En la integral Jf(g(x))g'(x) dx identifique las funciones g(x) y g'(x) dx. 

ii) Exprese la integral totalmente en terminos del simbolo u al sustituir u y du por g(x) 
y g'(x) dx respectivamente. En su sustitucion no debe haber variables x; dejelas en la 
integral. 

iii) Efectue la integracion con respecto a la variable u. 

iv) Finalmente, vuelva a sustituir g(x) por el simbolo u. 

■ Integral indefinida de la potencia de una funcion La derivada de la potencia de una funcion 
era un caso especial de la regia de la cadena. Recuerde que si F{x) = x n+l /(n +1), donde n es 
un numero real, n^—1 y si u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces 



y /^(x)) = U(x)]Y(x). 


Entonces, por el teorema 5.2.1 de inmediato se deduce que 



(7) 


En terminos de sustituciones 

u = g(x) y du = g\x) dx , 
(7) puede resumirse como sigue: 



n — 1 . 


( 8 ) 


En el siguiente ejemplo se evalua la segunda de las tres integrales indefinidas en (4). 
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EJEMPLO 1 


Evalue 


Uso de (8) 


- dx. 


(4x 2 + 3) 6 

Solucion La integral vuelve a escribirse como 

( 4x 2 + 3 )~ 6 x dx 


y se hace la identificacion 

u = 4x 2 + 3 y du = 8v dx. 

Luego, para obtener la forma precisa f u~ 6 du es necesario ajustar el integrando al multiplicar y 
dividir entre 8: 


du 


1 


( 4x +3) x dx = — ( 4x + 3) (8 x dx) sustitucion 


u 6 du 


ahora use (8) 


= I.“2 + c 

8-5 
1 


= — 7 — (4x 2 + 3) 5 + C. <— otra sustitucion 

40 v 7 

Comprobacion por diferenciacion: Por la regia de potencias para funciones, 


d_ 

dx 


^ xl + 3) 5 + C 


1 \, 2 , 


= ( ~4Q + 3)“ (8x) = 


(■ 4x 2 + 3) 6 


EJEMPLO 2 


Uso de (8) 


Evalue ( 2x — 5) u dx. 


Solucion Si u = 2x - 5, entonces du = 2 dx. La integral se ajusta al multiplicar y dividir entre 
2 para obtener la forma correcta de la diferencial du\ 

u 11 du 


(2x - 5) 11 dx = ^ 

= l 

~ 2 


( 2x — 5) 11 (2 dx) 


u ll du 


1 u 12 

= — . -- 1 - C 

2 12 L 

= ^(2x~ 5) 12 + C. 


ahora use (8) 


otra sustitucion 


En los ejemplos 1 y 2, el integrando se “arreglo” o ajusto al multiplicar y dividir por una 
constante a fin de obtener la du idonea. Este procedimiento funciona bien si de inmediato se 
reconoce g(x) en ff(g(x))g'(x) dx y que a g'(x) dx simplemente le falta un multiplo constante ido- 
neo. El siguiente ejemplo ilustra una tecnica algo diferente. 


EJEMPLO 3 


Uso de (8) 


Evalue 


cos 4 v sen x dx. 


Solucion Para recalcar, volvemos a escribir el integrando como / (cos x) 4 sen x dx. Una vez 
que se hace la identificacion u = cos x, se obtiene du = —sen x dx. Al despejar el producto sen x 
dx de la ultima diferencial obtenemos sen x dx = —du. Luego, 
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(cos x) 4 sen x dx = 


De nuevo, se solicita que el lector diferencie el ultimo resultado. ■ 

En los ejemplos que restan en esta seccion se alternara entre los metodos empleados en los 
ejemplos 1 y 3. 

En un nivel practico no siempre es evidente que se esta tratando con una integral de la forma 
/ [gM] VM dx. Cuando trabaje cada vez mas problemas, observara que las integrates no siem¬ 
pre son lo que parecen a primera vista. Por ejemplo, usted debe convencerse de que al usar sus- 
tituciones en u la integral /cos 2 v dx no es de la forma / [g(v)] n g'(*) dx. En un sentido mas gene¬ 
ral, en Jf(g(x))g'(x) dx no siempre es evidente que funciones deben escogerse como u y du. 


U -du 

A 4 / 


(cos X) (sen x dx) <— sustitucion 
— | U 4 du <— ahora use (8) 


-- + C 
5 C 

——cos 5 v + C. 


■ Integrates indefinidas de funciones trigonometricas Si u = g(x) es una funcion diferencia- 
ble, entonces las formulas de diferenciacion 

d du d , . du 

— $znu = cosu— y cos u) = senu — 

dx dx dx dx 


conducen, a su vez, a las formulas de integracion 


dx = sen u + C 
dx 

(9) 

du 

— dx = —cos u + C. 
dx 

00) 


Puesto que du = g'(^) dx = ^ dx , (9) y (10) son, respectivamente, equivalentes a 


cos u du = sen u + C, 

sen u du = —cos u + C. 


(ID 

( 12 ) 


EJEMPLO 4 


Uso de (11) 


Evalue cos 2x dx. 


Solucion Si u = 2x, entonces du = 2 dx y dx = — du. En consecuencia, escribimos 

j 2 


U 2^ U 

COS 2 X dx — I COS 2x {dx) <— sustitucion 


— | COS U du <— ahora use (1 


—sen u + C 


— sen 2x + C. <— otra sustitucion 
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Las formulas de integracion (8), (11) y (12) son los analogos de la regia de la cadena de las 
formulas de integracion 2, 4 y 5 en la tabla 5.1.1. En la tabla 5.2.1 que se muestra a continua- 
cion se resumen los analogos de la regia de la cadena de las 16 formulas de integracion de la 
tabla 5.1.1. 


TABLA 5.2.1 


Formulas de integracion 



En otros libros de texto, formulas como 3, 10, 11 y 12 en la tabla 5.2.1 suelen escribirse con 
el diferencial du como numerador: 

du I du I du I du 

U ’ J Vl - M 2 ’ j 1 + U V J kVm 2 - 1 

Pero como a lo largo del tiempo hemos encontrado que estas ultimas formulas a menudo se 
malinterpretan en un entorno de aula, aqui se prefieren las formas proporcionadas en la tabla. 


EJEMPLO 5 


Uso de la tabla 5.2.1 


Evalue 



Ax) dx. 


Solucion Reconocemos que la integral indefinida tiene la forma de la formula de integracion 
6 en la tabla 5.2.1. Si u = 1 # Ax, entonces du = —A dx. Ajustar el integrando para obtener la 
forma correcta de la diferencial requiere multiplicar y dividir entre — A: 


sec 2 (l - Ax) dx = —— 


u du 

sec 2 (l - 4x)(-4 dx) 


sec 2 U du < — formula 6 en la tabla 5.2.1 


——tan u + C 


——tan(l — Ax) + C. 
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EJEMPLO 6 


Evalue 


Uso de la tabla 5.2.1 


x 3 + 5 


- dx. 


Solucion Si u = x 3 + 5, entonces du = 3x 2 dx y x 2 dx = ^ du. Por tanto, 


x 3 + 5 


dx = 


1 


x 3 + 5 


(x 2 dx) 


= \\-du 
3 u 


— —In | m | + C 


formula 3 en la tabla 5.2.1 


= ^-ln|x 3 + 5| + C. 


EJEMPLO 7 


Vuelta a escribir y uso de la tabla 5.2.1 


Evalue 


1 


1 + e 


dx. 


Solucion La integral dada no se ve como ninguna de las formulas de integracion en la tabla 


5.2.1. No obstante, si el numerador y el denominador se multiplican por e 2x , obtenemos 


1 


1 + e 


—2x 


dx = 


e 2x + 1 


dx. 


Si u = e 2x + 1, entonces du = 2e Zx dx , de modo que por la formula 3 de la tabla 5.2.1, 


2x 


1 + e 


1 -* = i 


— 2x 


l 


2 ) e 2x + 1 


(2 e 2x dx) 


2 u 


= —In | m | + C 
= lp\(e 2x + 1) + C. 

Observe que el simbolo de valor absoluto puede eliminarse porque e 2x + 1 > 0 para todos los 
valores de x. ■ 


EJEMPLO 8 


Uso de la tabla 5.2.1 


Evalue e 5x dx. 


Solucion Sea u = 5x de modo que du = 5 dx. Entonces 

1 


e 5x dx = y e 5x (5 dx) 


= j\e u du 

= i," + c 
= + c. 


formula 14 en la tabla 5.2.1 


EJEMPLO 9 


Uso de la tabla 5.2.1 


/A 

Evalue I — dx. 


Solucion Si hacemos u = 4/x, entonces du = (— 4/x 2 ) dx y (1/x 2 ) dx = — ^— du. 
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De nuevo a partir de la formula 14 de la tabla 5.2.1 observamos que 


,4/x 


~~r dx = I e 4 H ~ dx 


= \e u [ ~du 


= ~^\e u du 


= ~r u + c 

= -t- e 4 A + c. 


EJEMPLO 10 


Uso de la tabla 5.2.1 


Evalue 


(tan 1 x) 2 


dx. 


j 1 + x 2 

Solucion Como en el ejemplo 7, a primera vista la integral dada no se ve como ninguna de las 

formulas en la tabla 5.2.1. Pero si la sustitucion u se intenta con u = tan -1 xy du = -—-—- dx , 
entonces 


1 + X 2 


'(tan 'x) 2 

— dx= | (tan x) 


1 + x 2 


U 

-1 v \2 . 


du 

~T~ 


- dx 


1 + x 2 

= \ U 2 du <— formula 2 en la tabla 5.2.1 


= — + c 

3 C 


= ^-(tan 1 x) 3 + C. 


EJEMPLO 11 


Uso de la tabla 5.2.1 


Evalue 


1 


VlOO - X 2 


dx. 


Solucion A1 factorizar 100 del radical e identificar u = y du = yy dx , el resultado se 
obtiene a partir de la formula 10 de la tabla 5.2.1: 


1 


VlOO - x 2 


dx = 


1 


*-'15 


,05* 


1 




du 


= sen 1 u + C 

= sen -1 ^ + C. ■ 

■ Tres formulas alternas Por razones de conveniencia, las formulas de integracion 10, 11 y 12 
en la tabla 5.2.1 se extienden como sigue. Para a > 0, 


1 


V a 2 — u 2 

1 

a 2 + u 2 


wV u 2 — 


- + c 

(13) 

^ + c 

(14) 

a 


l-l + c. 

1 a 1 

(15) 
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Para adquirir practica, compruebe estos resultados por diferenciacion. Observe que la integral 
indefinida en el ejemplo 11 puede evaluarse rapidamente al identificar u = x y a = 10 en (13). 

■ Integrates trigonometricas especiales Las formulas de integracion que se proporcionan en 
seguida, que relacionan algunas funciones trigonometricas con el logaritmo natural, a menudo 
ocurren en la practica, por lo que merecen atencion especial: 


Para encontrar (16) escribimos 


tan xdx — — ln|cosx| + C 
cot xdx — In|sen x\ + C 
sec xdx = In|sec x + tan x\ + C 
esc xdx = In I esc x — cot x I + C. 


, . senx , 

tan x dx = - dx 


cos x 


y se identifica u = cos x, du = — sen x dx , de modo que 


tan x dx = 


sen v 


dx — — 


1 


( — sen x dx) 


cos v J cos x 

— du 
u 

== — ln|w| + C 
= —In I cos x\ + C. 


Para obtener (18) escribimos 


sec xdx = 


sec x + tan x 7 

sec x--- dx 

sec x + tan x 


sec x + sec x tan x 
sec x + tan x 


dx. 


(16) ^ En tablas de formulas de 

integrales a menudo observamos 
(16) escrita como 

(17) 

f tan x dx = In |sec x\ + C. 
Por las propiedades de los 

(18) logaritmos 

—In Icos x\ = In Icos x| -1 


In I sec x\. 


(19) 


( 20 ) 


Si hacemos u = sec x + tan x, entonces du = (sec x tan x + sec 2 x) dx y asi, 

1 


sec xdx = 


sec x + tan x 

— du 
u 


— ln\u\ + C 

= In I sec x + tan x I + C. 


(sec 2 x + sec x tan x) dx 


Tambien, cada una de las formulas (16)-(19) podemos escribirlas en una forma general: 


tan u dx = —In cos u + C 


(21) 

cot u du = In sen u + C 


(22) 

sec u dx = In sec u + tan u 

+ c 

(23) 

esc u du = In esc u — cot u\ 

+ c. 

(24) 
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■ Identidades utiles Cuando se trabaja con funciones trigonometricas, a menudo es necesario 
usar una identidad trigonometrica para resolver un problema. Las formulas de la mitad de un 
angulo para el coseno y el seno en la forma 


? 1 9 1 

cos i = —(1 + cos 2x) y sen r = —(1 — cos 2x) 

son particularmente utiles en problemas que requieren antiderivadas de cos 2 x y sen 2 x. 

Uso de la formula de la mitad de un angulo 


(25) 


EJEMPLO 12 


Evalue 


cos 2 v dx. 


cos xdx = —(1 + cos 2x) dx 


Solucion Es necesario comprobar que la integral no es de la forma fu 2 du. Luego, al usar la 
formula de la mitad de un angulo cos 2 x = \ (1 + cos 2x), obtenemos 

1 


vea el ejemplo 4 


= \ X + ^ sen 2*+ C. ■ 

Por supuesto, el metodo ilustrado en el ejemplo 12 funciona igualmente bien para encon- 
trar antiderivadas como / cos 2 5x dx y / sen 2 \x dx. Con x sustituida por 5x y luego con x 
sustituida por \x, las formulas en (25) permiten escribir, respectivamente, 

cos 2 5 xdx = ^(1 + cos 10v) dx = ^x 4- ^sen 10v + C 


_ 1 
“ 2 

.l^ + i 

cos 2x(2 dx) 

1 

2 

v + ^-sen2v 

+ c 


,1 


1 


1 


sen —x dx = —(1 — cos x) dx = — x — —sen x + C. 


En la seccion 7.4 abordaremos antiderivadas de potencias mas complicadas de funciones 
trigonometricas. 


NOTAS DESDE EL AULA 


El siguiente ejemplo ilustra un procedimiento comun, pero totalmente incorrecto , para eva- 
luar una integral indefinida. Ya que 2x/2x = 1, 


J<4 + ^-f, 

= Yx j (4 + x2 ^ l2lxdx 


= — J u 1 / 2 du 
-i|(4 + ^ + C. 

Usted debe comprobar que la diferenciacion de la ultima funcion no produce (4 + x 2 )^ 2 . El 
error esta en la primera linea de la “solucion”. Las variables, en este caso 2x, no pueden 
sacarse del simbolo de la integral. Si u = x 2 + 4, entonces al integrando le falta la funcion 
du = 2x dx; de hecho, no hay ninguna forma de arreglar el problema para adecuarse a la forma 
dada en (8). Con las “herramientas” con que contamos en este momento, simplemente no es 
posible evaluar la integral / (4 + x 2 )^ 2 dx. 
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Ejercicios 5.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-18. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-50, evalue la integral indefinida dada 
usando una sustitucion u idonea. 


1. I Vl — 4x dx 
1 


3. 


dx 


(5x + l) 3 
5. I jcVjc 2 + 4 dx 


sen 5 3x cos 3x dx 
9. j tan 2 2x sec 2 2x dx 
11. | sen 4x dx 
13. |(V2 1 — cos 6 t)dt 
15. \x sen x 2 dx 


dx 


17. | x 2 sec 2 x 3 dx 
esc Vi cot Vi 


19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 


Vr 


1 


lx + 3 
x 

X 2 + 1 
X 


dx 

dx 


x 4- 1 
1 


dx 

dx 


x In x 
sen (In x) 


dx 


31. \e Wx dx 


33. \x 2 e~ 2x3 dx 

-Vx 


35. 

37. 

39. 

41. 


V5 


dx 


e — e 
e x + e 

1 


V5" 


— dx 

dx 


x 


1 


1 + 25x 2 


dx 


2. (8x + 2) 1/3 dx 


4. | (7 - x) 49 dx 
t 


6 . 


d£ 


v? 2 + 9 

8. I sen 26 cos 4 26 d6 


10 . Vtanx sec 2 xdx 


12. I 5 cos — dx 


14. I sen (2 - 3 x)dx 
cos(l/x) 


16. 


- dx 


x 

0 2/ 


18. Jcsc(0.1x)dx 
20. tan 5u sec 5u dv 


22. | (5x + 6) _1 dx 


24. 

26. 

28. 

30. 


32. I^dx 


34. 

36. 

38. 

40. 

42. 


5x 3 + 8 
(* + 3) 2 
x + 2 

1 — sen 6 
6 + cos 6 

1 

x (In x) 2 

1 

3 iA 3 
—- Jx 


dx 

dx 

d0 


dx 


dx 


j e 3x Vl + 2e 31 dx 


1 


V9 - 16x 2 

1 


dx 


2 + 9x 2 


dx 


43. 

45. 

47. 

49. 


dx 


1 + <? 2 * 
2x - 3 


dx 


dx 


tan x x 

1 + x 2 

tan 5x dx 


44. 

46. 

48. 

50. 


6 


Vi - 0 4 

x — 8 


d0 


x 2 + 2 


dx 


sen l x 


1 -x 2 
cot e x dx 


dx 


En los problemas 51-56, use las identidades en (25) para 
evaluar la integral indefinida dada. 


51. sen 2 x dx 


52. cos 2 7 tx dx 


53. cos 2 4x dx 


54. | sen 2 ^x dx 


55. (3 — 2 sen x) dx 


56. (1 + cos 2x) dx 


En los problemas 57 y 58, resuelva la ecuacion diferencial 
dada. 

57. 58 

dx dx cos 2 x 

59. Encuentre una funcion y = f{x) cuya grafica pase por el 
punto (77, — 1) y tambien satisfaga dy/dx= 1 - 6 sen 3x. 

60. Encuentre una funcion / tal que f'\x) = (1 + 2x) 5 , 
/(0) = 0 y/'(0) = 0. 

61. Demuestre que: 


1 ? 

sen x cos x dx = — sen x + C x 

1 7 . 




| senx cos x dx = ——cos 2 x + C 2 


c) 


senx cos x dx = —rcos 2x + CA. 

4 3 


62. En el problema 61: 

a) Compruebe que la derivada de cada respuesta en los 
incisos a ), b) y c) es sen x cos x. 

b) Use una identidad trigonometrica para demostrar que 
el resultado en el inciso b) puede obtenerse a partir 
de la respuesta en el inciso a). 

c) Sume los resultados de los incisos a ) y b) para ob- 
tener el resultado en el inciso c). 

= Aplicaciones 

63. Considere el pendulo piano mostrado en la FIGURA 5.2.1, 
que oscila entre los puntos A y C. Si B es el punto medio 
entre A y C, es posible demostrar que 

dt 


ds 


g(sc - s 2 ) 


donde g es la aceleracion debida a la gravedad. 

















































286 CAPfTULO 5 Integrates 


a) 


Si t( 0) = 0, demuestre que el tiempo necesario para En los problemas 65 y 66, use las identidades en (25) para 

que el pendulo vaya de B a P es evaluar la integral indefinida dada. 


t(s) 


/sen/—) 

65. 

cos 4 x dx 

66. 

v 8 W' 

> 


- 


sen 4 x dx 


b) Use el resultado del inciso a ) para determinar el 
tiempo de recorrido de B a C. 

c ) Use b) para determinar el periodo T del pendulo; es 
decir, el tiempo para hacer una oscilacion de A a C 
y de regreso a A. 



FIGURA 5.2.1 Pendulo en el problema 63 


= Piense en ello 

64. Encuentre una funcion y = fix) para la cual/(7r/2) = 0 

dy 3 32 

y — = cos x. [ Sugerencia : cos x = cos x cos x.\ 


En los problemas 67 y 68, evalue la integral indefinida dada. 


67. 


1 


cVx 4 - 16 


dx 


68 . 


J2x 


e x + 1 


dx 


En los problemas 69 y 70, evalue la integral indefinida dada. 


69. 


1 


1 — COS X 


dx 


70. 


1 


1 + sen2x 


dx 


En los problemas 71-74, evalue la integral indefinida dada. 
Suponga que / es una funcion diferenciable. 


71. J/'(8 x)dx 
73. V/(2x)/'(2x) dx 


72. | xf'(5x) dx 

74. 


/(3-v + 1) 

75. Evalue I /"( Ax) dx si fix) = Vx 4 + 1. 


76. Evalue 


sec 2 3x dx } dx 


5.3 El problema de area 

■ Introduce ion Asi como la derivada es motivada por el problema geometrico de construir una 
tangente a una curva, el problema historico que conduce a la definicion de integral definida es el 
problema de encontrar un area. En especifico, tenemos interes en la siguiente version de este 
problema: 

• Encontrar el area A de una region acotada por el eje v y la grafica de una funcion no 
negativa continua y = fix) definida sobre un intervalo [a, b]. 

El area de esta region se denomina area bajo la grafica de/sobre el intervalo [ a , b]. El reque- 
rimiento de que/sea no negativa sobre [ a , b] significa que ninguna parte de esta grafica sobre 
el intervalo esta por abajo del eje v. Yea la FIGURA 5.3.1. 



FIGURA 5.3.1 Area bajo la grafica 
de/sobre [a, b ] 
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Antes de continuar con la solucion del problema de area es necesario hacer una breve digre- 
sion para analizar una notacion util para una suma de numeros como 

1 + 2 + 3 + • • • + n y l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + n 2 . 


■ Notacion sigma Sea a k un numero real que depende de un entero k. La suma a x + a 2 + a 3 
+ • • • + a n se denota por el simbolo 2&= i%; esto es, 

n 

2% = a \ + a 2 + a 3 + ••• + a n . (1) 

k=\ 

Puesto que 2 es la letra griega mayuscula sigma , (1) se denomina notacion sigma o notacion 
de suma. La variable k se denomina indice de la suma. Asi, 

termina con este valor de k 

i 

el simbolo 2 indica _ 

la suma de ak 2^ a k 

k= 1 

t 

empieza con el valor 
indicado de k 

es la suma de todos los numeros de la forma a k cuando k asume los valores sucesivos k= 1, 
k = 2, ... ,y termina con k = n. 


EJEMPLO 1 


Uso de la notacion sigma 


La suma de los diez primeros enteros pares 


2 + 4 + 6+ ••• +18 + 20 

puede escribirse de manera abreviada como 2^=i2 k. La suma de los diez enteros positivos impa- 
res 


1 + 3 + 5 + ••• +17+19 


puede escribirse como 2 1=1 (2 k — 1). 


El indice de la suma no necesita empezar en el valor k= 1; por ejemplo, 

5 5 

2 2 k = 2 3 + 2 4 + 2 5 y ^ 2 k = 2° + 2 1 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 . 

k =3 k =o 

Observe que la suma de los diez enteros positivos impares en el ejemplo 1 tambien puede escri¬ 
birse como +1). Sin embargo, en un analisis general siempre se supone que el indice 

de la suma empieza en k = 1. Esta suposicion responde mas a razones de conveniencia que de 
necesidad. El indice de la suma a menudo se denomina variable ficticia, puesto que el simbolo 
en si carece de importancia; lo que importa son los valores enteros sucesivos del indice y la suma 
correspondiente. En general, 

n 

2A = 

k= 1 i=l /= 1 m = 1 

Por ejemplo, 

10 10 10 

2 4* = X 4 ‘ = 2 4i = 4 1 + 4 2 + 4 3 + • • • + 4 10 . 

k= 1 i=l 7=1 

■ Propiedades A continuacion se presenta una lista de algunas propiedades importantes de la 
notacion sigma. 


2 a i = 2 a i = 2 a 
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Teorema 5.3.1 Propiedades de la notacion sigma 

Para enteros positivos m y n, 

n n 

i ) 2 ca k = c 2 a b donde c es cualquier constante 

k=l k= 1 

n n n 

ii) X (a k ± b k) = 2 a k ± 

k =1 k =1 *=1 

n m n 

iii) 2 % = 2 % + ^ a k ,m < n. 

k=l k=l k=m +1 


La demostracion de la formula /) es una consecuencia inmediata de la ley distributiva. Por 
supuesto, ii) del teorema 5.3.1 se cumple para la suma de mas de tres terminos; por ejemplo, 

n n n n 

^ ; fak ^k "f" ^k) ^ y ^^ bk ^ v ^k' 

k= 1 &=1 &=1 &=1 


■ Formulas de sumas especiales Para tipos especiales de sumas indicadas, particularmente 
sumas que implican potencias de enteros positivos del mdice de la suma (como sumas de ente¬ 
ros positivos consecutivos, cuadrados sucesivos, cubos sucesivos, etc.) es posible encontrar una 
formula que proporcione el valor numerico verdadero de la suma. Para efectos de esta seccion, 
centraremos la atencion en las cuatro formulas siguientes. 


Teorema 5.3.2 Formulas de sumas 


Para n un entero positivo y c cualquier constante, 

^ , n(n + 1) 

i) 2 jC ~ nc 

k= i 


iii) ^k 2 = 

k= i 


n(n + 1)(2 n + 1) 


ii) ^ k = 

k= i 

iv) 2 k 3 = 


2 

n 2 (n + l) 2 


k= i 


Las formulas i) y ii) pueden justificarse facilmente. Si c es una constante, es decir, indepen- 
diente del mdice de la suma, entonces \C significa c + c + c+ • • • + c. Puesto que hay n 
c , tenemos 2*=i c = n - c, que es i) del teorema 5.3.2. Luego, la suma de los n primeros enteros 
positivos puede escribirse como 2&=i&. Si esta suma se denota por la letra S , entonces 

S = 1 + 2 + 3 + • • • + (n ^2) + (n ^1) + n. (2) 

En forma equivalente, S = n + (n - 1) + {n - 2) + ••• + 3 + 2 + 1. (3) 

Si sumamos (2) y (3) con los primeros terminos correspondientes, luego los segundos ter¬ 
minos, y asi sucesivamente, entonces 

2 S = {n + 1) + (n + 1) + {n + 1) + ••• + (n + 1) = n(n + 1). 

V__' 

n terminos de n + 1 

A1 despejar S obtenemos S = n(n + l)/2, que es ii). Usted debe poder obtener las formulas iii) 
y iv) con las sugerencias que se proporcionan en los problemas 55 y 56 en los ejercicios 5.3. 


EJEMPLO 2 


Uso de formulas de suma 


Encuentre el valor numerico de 2^1 1 (k + 5) 2 . 
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Solucion A1 desarrollar ( k + 5) 2 y usar i) y ii) del teorema 5.3.1, podemos escribir 

20 20 

2 (k + 5) 2 = 2 (* 2 + l0k + 25) se eleva al cuadrado el binomio 
k =l k =l 

20 20 20 

= 2 k 2 + 10 k + ^j25. <—i) y //) del teorema 5.3.1 
&=1 k= 1 &=1 


Con la identificacion n = 20, por las formulas de sumas iii), ii) y i) del teorema 5.3.2, respecti- 
vamente, se concluye 

4, . 20(21)(41) 20(21) 

2 (k + 5) 2 = + 10 + 20 • 25 = 5 470. ■ 


La notacion sigma y las formulas de sumas anteriores se usaran de inmediato en el siguien- 
te analisis. 


■ Area de un triangulo Suponga por el momento que no se conoce ninguna formula para 
calcular el area A del triangulo rectangulo proporcionado en la FIGURA 5.3.2a). Al superponer un sis- 
tema rectangular de coordenadas sobre el triangulo, como se muestra en la figura 5.3.2 b), se ve 
que el problema es el mismo que encontrar el area en el primer cuadrante acotada por las lmeas 
rectas y = ( h/b)x , y = 0 (el eje x) y x = b. En otras palabras, deseamos encontrar el area bajo la 
grafica de y = ( h/b)x sobre el intervalo [0, b ]. 

Al usar rectangulos, la FIGURA 5.3.3 indica tres formas diferentes de aproximar el area A. Por 
conveniencia, seguiremos con mayor detalle el procedimiento sugerido en la figura 53.3b). 
Empezamos al dividir el intervalo [0, b] en n subintervalos del mismo ancho A. 
punto fronterizo derecho de estos intervalos se denota por x* 9 entonces 

xf = Ax = - 


4 = 2Ax = 2( ^ 


4 = 3 Ax = 3[~ 



a) Triangulo rectangulo 



b ) Triangulo rectangulo en 
un sistema de coordenadas 
FIGURA 5.3.2 Encuentre el area 
A del triangulo rectangulo 


x* = nAx = n\ — ) = b. 




FIGURA 5.3.3 Aproximacion del area A usando tres rectangulos 




Como se muestra en la FIGURA 5.3.4a), ahora construimos un rectangulo de longitud/(x*) y ancho 
Ax sobre cada uno de estos n subintervalos. Puesto que el area de un rectangulo es largo X 
ancho , el area de cada rectangulo es/(x*)Ax. Vea la figura 5.3Ab). La suma de las areas de los 
n rectangulos es una aproximacion al numero A. Escribimos 

A ~/(xf)Ax + /(xf)Ax + ••• +/(x*)Ax, 

o en notacion sigma, 

n 

A - 2/(4) A*. (4) 

k= 1 



b ) Area de un rectangulo general 
FIGURA 5.3.4 El area A del trian¬ 
gulo es aproximada por la suma 
de las areas de n rectangulos 
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Parece valido que reduzcamos el error introducido por este metodo de aproximacion (el area 
de cada rectangulo es mayor que el area bajo la grafica sobre un subintervalo [x k -i, x k ]) al divi- 
dir el intervalo [0, b] en subdivisiones mas finas. En otras palabras, esperamos que una mejor 
aproximacion a A pueda obtenerse usando mas y mas rectangulos (n —» oo) de anchos decrecien- 
tes (Ax —> 0). Luego, 

fix) = |x, x't = k(^J, fix*) = ^ • k y Ax = / 


de modo que con ayuda de la formula de suma ii) del teorema 5.3.2, (4) se vuelve 


, y(h A_b = bhy k bh Mn + 1) 

)n « 2 *= i n 2 2 



(5) 


Finalmente, al hacer n —> oo en el miembro derecho de (5), obtenemos la formula conocida para 
el area de un triangulo: 


A = 



lim 1 

oo ' 




■ El problema general Ahora pasaremos del ejemplo precedente especifico al problema gene¬ 
ral de encontrar el area A bajo la grafica de una funcion y = fix) que es continua sobre un inter¬ 
valo [<a , b]. Como se muestra en la FIGURA 5.3.5a), tambien suponemos que/(x) > 0 para toda x en 
el intervalo [a, b]. Como sugiere la figura 5.3.5b), el area A puede aproximarse al sumar las areas 
de n rectangulos que se construyen sobre el intervalo. A continuacion se resume un procedimien- 
to posible para determinar A: 

• Divida el intervalo [a, b] en n subintervaloss [x k -i, x k \, donde 

a = x 0 < Xi < x 2 < ••• < x n -i < x n = b, 

de modo que cada subintervalo tiene el mismo ancho A x = (b — a)/n. Esta coleccion de 
numeros se denomina particion regular del intervalo [a, b]. 

• Escoja un numero x* en cada uno de los n subintervalos [x k - h x k ] y forme los n produc- 
tos/(x*)Av. Puesto que el area de un rectangulo es largo X ancho, f{x*) Ax es el area del 
rectangulo de largo f(x*) y ancho Ax construido sobre el &-esimo subintervalo [x k - h x k ]. 
Los n numeros xf, **, x% ... ,x* se denominan puntos muestra. 

• La suma de las areas de los n rectangulos 

n 

2/(4)Ax = f(xf)Ax +f(xt)Ax +f(xf)Ax + ••• + f(x*) Ax, 

k=l 

representa una aproximacion al valor del area A bajo la grafica de/sobre el intervalo 
[a, b]. 

Con estas notas preliminares, ahora ya es posible definir el concepto de area bajo una gra¬ 
fica. 




FIGURA 5.3.5 Encuentre el area A bajo la grafica de/sobre el intervalo [a, b ] 

































5.3 El problems de area 291 


Definicion 5.3.1 Area bajo una grafica 

Sea/continua sobre [a, b] y fix) > 0 para toda x en el intervalo. El area A bajo la grafica 
de / sobre el intervalo se define como 

n 

A = lim ^f(x*)Ax. (6) 

tt->° 0£ =1 


Es posible demostrar que cuando/es continua , el limite en (6) siempre existe sin importar 
el metodo usado para dividir [, a , b] en subintervalos; es decir, los subintervalos pueden tomarse 
o no de modo que su ancho sea el mismo, y los puntos x* pueden escogerse en forma arbitraria 
en los subintervalos [x k - h x k \. No obstante, si los subintervalos no tienen el mismo ancho, 
entonces en (6) es necesario un tipo diferente de limite. Necesitamos sustituir ft —» oo por el 
requerimiento de que la longitud del subintervalo mas ancho tienda a cero. 

■ Una forma practica de (6) Para usar (6), suponga que escogemos x* como se hizo en el ana- 
lisis de la figura 5.3.4; a saber: sea x* el punto fronterizo derecho de cada subintervalo. Puesto 
que el ancho de cada uno de los n subintervalos de igual ancho es A x = (b — a)/n , tenemos 

x* = a + kAx = a + k~ -—. 

* n 

Luego, para k = 1, 2, . . . , n tenemos 

* . * b — a 

xT = a + Ax = a H- 

n 

xf = a + 2Ax = a + 2^ - — — 
x* = a + 3Ax = a + 3 ^ ^ ^ 


= a + nAx = a + 


b — a 


= b. 


y = x + 2 


A1 sustituir a + — a)/n por x* y (b — a)/n por Ax en (6), se concluye que el area A tam- 

bien esta dada por 


A = Km 2/( a + ^ 


^=1 


b — a\ b — a 


(7) 


Observamos que puesto que A x = (b — a)/n , ft —» oo implica Ax —» 0. 

Area usando (7) 


EJEMPLO 3 


Encuentre el area A bajo la grafica de/(x) = x + 2 sobre el intervalo [0, 4]. 



Solucion El area esta acotada por el trapezoide indicado en la FIGURA 5.3.6a). A1 identificar 
a = 0 y b = 4, encontramos 


Ax = 


4-0 

ft 


4 

ft’ 


Asi, (7) se vuelve 


A = lfm 2/(o + k—j— = Km — 

\ ft/ ft «->°° ft \ ft 

= lfm — ^ f — + 2 


^OO ft | \ ft 


= lfm- 

n _ > ooft 


-2* + 22i 




- por las propiedades i) y ii) del teorema 5.3.1 



FIGURA 5.3.6 Area bajo la grafica 
en el ejemplo 3 
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Luego, por las formulas de suma i) y ii) del teorema 5.3.2, tenemos 


A = Inn - 

>oo n 


4 n(n + 1) 


n 2 
16 n(n + 1) 
2 zz 2 


+ 2zz 


= lim 

ft->oo 

= Km 

ft-> OO 


= 8Km l+- +8Kml 

ft—>00 \ ZZ J ft—>oo 

= 8 + 8 = 16 unidades cuadradas. 


- se divide entre n 2 


1 + - + 8 
zz 




FIGURA 5.3.7 Area bajo la grafica 
en el ejemplo 4 


EJEMPLO 4 


Area usando (7) 


Encuentre el area A bajo la grafica de f{x) = 4 — x 2 sobre el intervalo [—1, 2]. 

Solucion El area se indica en la FIGURA 5.3.7a). Puesto que a = — l y b = 2, se concluye que 

A 2 — (—1) 3 

Ax =-= -. 

n n 

A continuacion se revisaran los pasos que llevan a (7). El ancho de cada rectangulo esta dado por 
Ax — (2 — (—1 ))/n = 3/n. Luego, empezando en x = — 1, el punto fronterizo derecho de los n 
subintervalos es 


r* - 
Xi — 


r* — 
x 2 ~ 


r* — 
x 3 ~ 


■i+i 

n 

.i + 2 fij = -i + 6 

\nj n 

■1 + 3| -) = -1 + - 

. n ) n 


x*= -1 + n[ - ) = 2. 


Entonces, la longitud de cada rectangulo es 


/«)=/(-! +;) = 4 - 
/«)“/(- 1 + !)- 4 - 
/<4)-/(-! + ’) = 4 - 




2 




2 




2 


f(x*) =/( -1 + ^ ] =/( 2) = 4 - (2) z = 0. 


El area del /r-esimo rectangulo es largo X ancho: 


M) 


3 



-1 + A:- 
n 


3 


3 + 6- 
n 



3 


A1 sumar las areas de los /z rectangulos obtenemos una aproximacion al area bajo la grafica sobre 
el intervalo: A ~ 2 £=i/(**)(3/h). A medida que el numero zz de rectangulos crece sin limite, 
obtenemos 
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A= Hmi(W —9# 

»-»»*= A w «/« 

= Km — 2^3 + 6— — 9 + 

n—»oo n “ V ft r 


= Km- 

n _>.ooft 




. &= i n k= i n" k= \ 

A1 usar las formulas de sumas /), ii) y m) del teorema 5.3.2 obtenemos 


A = lim - 

—>oo ft 


= Km 

n-> oo 


6 n(« + 1) 
3« H - ~- 

ft 2 


9 ft(ft + l)(2ft + 1) 

2 ’ 


ft 


9ii+ £)-f i+ i 


6 

2 + - 
ft 


= 9 + 9 — 9 = 9 unidades cuadradas. 


■ Otras elecciones para x% No hay nada en especial si x* se escoge como el punto fronterizo 
derecho de cada subintervalo. Volvemos a recalcar que x* puede tomarse como cualquier nume- 
ro conveniente en [x k - X , x k \ . En caso de que se elija x* como el punto fronterizo izquierdo de 
cada subintervalo, entonces 

b 


x* = a + (k — l)Av = a + (k — 1)- 


k = 1,2, ..., ft, 


y (7) se volveria 


A = Km 2/( a + (k - 1) 


ft \ Z? 


( 8 ) 


En el ejemplo 4, los rectangulos correspondientes serfan como se observa en la FIGURA 5.3.8. En 
este caso se hubiera tenido x* = — 1 + (k — 1)(3/ft). En los problemas 45 y 46 de los ejercicios 
5.3 se le pide resolver el problema de area en el ejemplo 4 escogiendo x* como primer punto 
fronterizo izquierdo y punto medio de cada subintervalo [x k - h x k ] . A1 elegir x* como el punto 
medio de cada [x k - h x k ], entonces 


x* = ft + ( k — )Av, k = 1, 2, ..., ft. 



(9) 


FIGURA 5.3.8 Rectangulos usando 
los puntos fronterizos izquierdos 
de los intervalos 


Ejercicios 5.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-18. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, desarrolle la suma indicada. 


1. ^3 * 

k— 1 

4 9* 

3. 

*=1 K 

. y (-D* 
A 2k + 5 

5 


7. 2(/ 

7 = 2 
5 

9. 2 cos ^ 77 


27) 


2. 2 (2* - 3) 

4 - J+)‘ 

U ( _d*-i 

6 - 2, ,2 

&=i k 

4 

8 . 2 (rn + l) 2 

m = 0 

in v sen (^ 77 /^) 

*=i K 


En los problemas 11-20, use notacion sigma para escribir la 
suma dada. 

11. 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 

12. 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 

13. 1 + 4 + 7 + 10 + ••• +37 


14. 2 + 6 + 10 + 14 + ••• +38 

15 1-- + -- - + - 
1 2 3 4 5 

1* 1 + 2 3 + 4 5 

16< "2 + 3 " 4 + 5 6 

17. 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 

18. 1 + V2+V3 + 2+ V5 + ••• + 3 

... 77 1 277 1 377 1 477 

19. COS—X — TCOS- X + “COS-V — — COS-V 

p 4 p 9 p 16 p 

f"(\) f"’( l) 

20. AD(x - 1) - - l) 2 + J -A L (x - l) 3 


3 

'-(x - l ) 4 + ' 


/ <4) (l),. , / (5) (D 

9 


5 

(x - l ) 5 


En los problemas 21-28, encuentre el valor numerico de la 
suma dada. 

20 50 

21. 22 k 22. 2 (-3*) 
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10 

23. 2 (* + 1) 

k=l 

6 

25. 2 (* 2 + 3) 

k—l 

10 

27. 2+ + 4) 

p = 0 


1 000 

24. 2 (2Jfc - 1) 

k=l 

5 

26. 2 (6& 2 - A:) 

*=1 

10 

28. 2 ( 2i ' 3 “ 5i + 3) 

i = 1 


En los problemas 29-42, use (7) y el teorema 5.3.2 para 
encontrar el area bajo la grafica de la funcion dada sobre el 
intervalo indicado. 

29. fix) = x, [0, 6] 30. fix) = 2x, [1, 3] 

31. f{x) = 2x + 1, [1, 5] 32. fix) = 3x - 6, [2, 4] 

33. fix) = x 2 , [0, 2] 34. fix) = x 2 , [ -2, 1 ] 

35. fix) = 1 - x 2 , [-1, 1] 

36. fix) = 2x 2 + 3, [-3,-1] 

37. fix) = x 2 + 2x, [1,2] 

38. fix) = ix ~ l) 2 , [0, 2] 39. fix) = x\ [0, 1] 

40. fix) = x 3 — 3x 2 + 4, [0, 2] 


41. /(*) = 


2 , 

x + 1, 


0 < x < 1 
1 < x < 4 


42. fix) = 


f-x + 1, 

+ 2 , 


0 < x < 1 
1 <x < 3 


43. Trace la grafica de y = l/x sobre el intervalo [|, §]. A1 
dividir el intervalo en cuatro subintervalos del mismo 
ancho, construya rectangulos que aproximen el area A 
bajo la grafica sobre el intervalo. Primero use el punto 
fronterizo derecho de cada subintervalo, y luego use el 
punto fronterizo izquierdo. 


44. Repita el problema 43 para y = cos x sobre el intervalo 
[-77/2,77/2]. 

45. Vuelva a trabajar el ejemplo 4 escogiendo x* como el 
punto fronterizo izquierdo de cada subintervalo. Vea (8). 

46. Vuelva a trabajar el ejemplo 4 escogiendo x* como el 
punto medio de cada subintervalo. Vea (9). 


En los problemas 47 y 48, dibuje la region cuya area A esta 
dada por la formula. No intente evaluar. 


47. A = h'm 2 \/ 4 

n^co k=l V 


4^2 

n 2 n 


n 


48. A = h'm 2 

n^°° k =i 


k7r\ 
sen— 
n ) 


77 

n 


b) Use el inciso a) para encontrar el valor numerico de 

400 

2(vs - Vk^\). 

k= i 

55. a) Use el inciso a) del problema 54 para demostrar que 

n 

2 [(k + l) 2 - k 2 ] = -1 + (n + l) 2 = n 2 + In. 

k= 1 

b) Use el hecho de que ik + l) 2 - k 2 = 2k + 1 para de¬ 
mostrar que 

n n 

2 [(k + l) 2 - k 1 ] = n + 2^k. 

k =1 k =1 

c) Compare los resultados de los incisos a) y b) para 
obtener la formula de suma Hi) del teorema 5.3.2. 

56. Muestre como el patron ilustrado en la FIGURA 5.3.9 puede 
usarse para inferir la formula de suma iv) del teorema 
5.3.2. 



I 3 2 3 3 3 

FIGURA 5.3.9 Arreglo para el problema 56 


57. Obtenga la formula para el area del trapezoide proporcio- 
nado en la FIGURA 5.3.10. 



FIGURA 5.3.10 Trapezoide en el problema 57 


= Piense en ello 

En los problemas 49 y 50, escriba el numero decimal dado 

usando notacion sigma. 

49. 0.11111111 50. 0.3737373737 

51. Use la formula de suma iii) del teorema 5.3.2 para encon¬ 
trar el valor numerico de 2^1 2 i^ 2 - 

52. Escriba la suma 8 + 7 + 8 + 9+10+11 + 12 usan¬ 
do notacion sigma de modo que el mdice de la suma 
empiece con k — 0. Con k — 1. Con k = 2. 

53. Despeje T: — x) 2 = 0. 

54. a) Encuentre el valor de 2*=i [/(&) - f(k — 1)]. Se 

dice que una suma de esta forma es telescopica. 


58. En un supermercado, 136 latas se acomodan en forma 
triangular como se muestra en la FIGURA 5.3.11. ^Cuantas 
latas puede haber en la parte inferior de la pila? 



FIGURA 5.3.11 Pila de latas en el problema 58 
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59. Use (7) y la formula de suma 

A 4 n(n + 1)(6 n 3 + 9 n 2 + n — 1) 

2 j k = 30 

k= 1 

para encontrar el area bajo la grafica de/(x) = 16 — x 4 
sobre [-2, 2]. 

60. Encuentre el area bajo la grafica de y = Vi sobre [0, 1] 
al considerar el area bajo la grafica de y = x 2 sobre [0, 1]. 
Lleve a cabo sus ideas. 

61. Encuentre el area bajo la grafica de y = '\/x sobre [0, 8] 
al considerar el area bajo la grafica de y = x 3 sobre 
0 < x < 2. 

62. a) Suponga que y = ax 2 + bx + c > 0 sobre el interva- 

lo [0, x 0 ]. Demuestre que el area bajo la grafica sobre 
[0, x 0 ] esta dada por 

3 2 

Xn Xn 

A = a— + b— + cx 0 . 

b ) Use el resultado en el inciso a) para encontrar el area 
bajo la grafica de y = 6x 2 + 2x + 1 sobre el interva- 
lo [2,5]. 


63. Una formula de suma para la suma de los n terminos de 
una sucesion geometrica finita a , ar, ar 2 , ..., ar n ~ l esta 
dada por 



Use esta formula de suma, (8) de esta seccion, y la regia 
de L’Hopital para encontrar el area bajo la grafica de 
y = e x sobre [0, 1]. 

64. Un poco de historia En un curso de fisica para princi- 
piantes todo mundo sabe que la distancia de un cuerpo 
que cae es proporcional al cuadrado del tiempo trans- 
currido. Galileo Galilei (1564-1642) fue el primero en 
descubrir este hecho. Galileo encontro que la distancia 
que se mueve una masa hacia abajo en un piano inclina- 
do es proporcional a un entero positivo impar. Por tanto, 
la distancia total s que una masa se mueve en n segundos, 
con n un entero positivo, es proporcional a 1 + 3 + 5 + 
• • • + 2n — 1. Demuestre que esto es lo mismo que afir- 
mar que la distancia total que se mueve una masa hacia 
abajo en un piano inclinado es proporcional al tiempo 
transcurrido n. 


5.4 La integral definida 

■ Introduce ion En la seccion previa vimos que el area bajo la grafica de una funcion continua 
no negativa/sobre un intervalo [a, b] se definia como el lhnite de una suma. En esta seccion 
vera que el mismo tipo de proceso lhnite conduce al concepto de integral definida. 

Sea y = fix) una funcion definida sobre un intervalo cerrado [a, b]. 

Considere los siguientes cuatro pasos: 

• Divida el intervalo [a, b] en n subintervalos [x k - h x k ] de anchos Ax k = x k — x k - U 
donde 


a = x 0 < Xi < x 2 < ••• < x n -i < x n = b. 


( 1 ) 


La coleccion de numeros (1) se denomina particion del intervalo y se denota por P. 

• Sea ||P|| el mayor numero de los n anchos de los subintervalos Ax b Ax 2 , , Ax n . El 
numero ||P|| se denomina norma de la particion P. 

• Escoja un numero x* en cada subintervalo [x^_ 1? x k ] como se muestra en la FIGURA 5.4.1. 
Los n numeros x* x*, x*, ..., x* se denominan puntos muestra en estos subintervalos. 

• Forme la suma 

n 

2/(4) Ax,. (2) 

k= 1 


4 

—i—i—i—i—i • i —i—i—i— 

a = x 0 x i x k _ l x k x n = b 

FIGURA 5.4.1 Punto muestra x* 

en [x k - u x k ] 


Sumas del tipo proporcionado en (2) que corresponden a varias particiones de [a, b] se 
denominan sumas de Riemann en honor del famoso matematico aleman Georg Friedrich 
Bernhard Riemann. 

Aunque el procedimiento anterior parece muy semejante a los pasos que llevan a la defini- 
cion de area bajo una grafica dada en la seccion 5.3, hay algunas diferencias importantes. 
Observe que una suma de Riemann (2) no requiere que / sea continua o no negativa sobre el 
intervalo [a, b ]. Asi, (2) no necesariamente representa una aproximacion al area bajo una grafi¬ 
ca. Tenga en cuenta que “area bajo una grafica” se refiere al area acotada entre la grafica de una 
funcion continua no negativa y el eje x. Como se muestra en la FIGURA 5.4.2, si/(x) < 0 para algu- 
na x en [a, b], una suma de Riemann puede contener terminos f(x*)Ax k , donde/(x^) < 0. En 
este caso, los productos/(x*)Ax^ son numeros que son los negativos de las areas de rectangulos 
trazados abajo del eje x. 



FIGURA 5.4.2 La funcion/es 
positiva y negativa sobre el 
intervalo [a, b] 
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EJEMPLO 1 


Una suma de Riemann 


Calcule la suma de Riemann para /(x) = x 2 — 4 sobre [—2, 3] con cinco subintervalos determina- 
dos porx 0 = —2, x x = — x 2 = 0, x 3 = 1, x 4 = x 5 = 3 y x* = — l,x 2 = x* = x* = |, 
x* = §. Encuentre la norma de la particion. 


Solucion En la FIGURA 5.4.3 se muestra que los numeros x k , k = 0, 1, . . . , 5 determinan cinco 
subintervalos [—2, —|], [—o], [0, 1], [l, |] y [|, 3] del intervalo [—2, 3] y un punto muestra 
x* (en rojo) dentro de cada subintervalo. 




x 0 = -2 



x*=-l x 2 =~ x\=- 

FIGURA 5.4.3 Cinco subintervalos y puntos muestra en el ejemplo 1 

Luego, evalue la funcion/de cada punto muestra y determine el ancho de cada subintervalo: 
/(*?) =/(-!) = -3, Ax, = x, - * (1 




/(4)=/1-j)=- T 6 > 


63 


Ax 2 = x 2 - x l = 0 - (-■= |- 


15 


Ax 3 = x 3 — x 2 = 1 — 0=1 

A 7,3 

Ax 4 = x 4 — x 3 = — — 1 = — 

Ax 5 = x 5 - x 4 = 3 - | 

Entonces, la suma de Riemann para esta particion y esa eleccion del punto muestra es 

f(xf)Ax l + f(x%) Ax 2 + /(**) Ax 3 + f(xX) Ax 4 + /(x* )Ax 5 

-<-4)-CIXD--f— 


/(4)=/UJ = -f, 
/(4)=/U)= 
/(4)=/m = 7- 


A1 analizar los valores de los cinco Ax*. observamos que la norma de la particion es ||P|| = §. 


Para una funcion/definida sobre un intervalo [a, b\, hay un numero linito de posibles sumas 
de Riemann para una particion dada P del intervalo, puesto que los numeros x* pueden escoger- 
se arbitrariamente en cada subintervalo [x k - h x k ]. 


EJEMPLO 2 


Otra suma de Riemann 


Calcule la suma de Riemann para la funcion del ejemplo 1 si la particion de [ — 2, 3 ] es la misma 
pero los puntos muestra son x* = —§, x* — — x* = §, x* = § y x* = 2.1. 


Solucion Solo es necesario calcular / en los nuevos puntos muestra, puesto que los numeros 
Ax*. son los mismos que antes: 

/«) =/(-!)=- i 

/«>-/( 4 ) --W 
/«)-/(!)=-§ 

/(4) =/( 2.1) = 0.41. 
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Ahora la suma de Riemann es 


/(*?) A*! +/(4)A* 2 +/(4)Ax 3 + /(x?)Ax 4 + /(*?) Ax 5 




+ 




+ (0.41) 



-8.85. ■ 


Tenemos interes en un tipo especial de limite de (2). Si las sumas de Riemann 2&= i/(x*) Ax*, 
estan proximas a un numero L para toda partition P de [a, b] para la cual la norma ||P|| este 
cerca de cero, entonces escribimos 

n 

Km 2/(4)Ax, = L (3) 

n->o * =1 

y se dice que L es la integral definida de/sobre el intervalo [a, b] . En la siguiente definicion 
se introduce un nuevo simbolo para el numero L. 


Definicion 5.4.1 La integral definida 

Sea/una funcion definida sobre un intervalo cerrado [a, b]. Entonces la integral definida de 
fdeaab, que se denota por /j/(x) dx , se define como 

"b n 

f{x) dx = lfm 2/(4)Ax*. (4) 

-a M->0 £ = i 


Si el limite en (4) existe, se dice que la funcion/es integrable sobre el intervalo. Los nume- 
ros a y b en la definicion precedente se denominan limite inferior y limite superior de integra¬ 
tion, respectivamente. La funcion/se denomina integrando. El simbolo integral /, segun lo 
usaba Leibniz, es una S alargada que representa la palabra suma. Tambien observe que ||P|| —> 0 
siempre implica que el numero de subintervalos n se vuelve infinito (n —» oo). No obstante, 
como se muestra en la FIGURA 5.4.4, el hecho de que n —> oo no necesariamente implica ||P|| —> 0. 

■ Integrabilidad En los dos teoremas siguientes se plantean condiciones que son suficientes 
para que una funcion /sea integrable sobre un intervalo [a, b] . No se proporcionan las demos- 
traciones de estos teoremas. 


a 

♦ III I l-h 


IIPII 


+ 


f b 

el numero de intervalos 
se vuelve una infinidad 


FIGURA 5.4.4 Una infinidad de 
subintervalos no implica ||P|| —>0. 


Teorema 5.4.1 Continuidad implica integrabilidad_ 

Si/es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] , entonces /^/(x) dx existe; es decir,/es inte¬ 
grable sobre el intervalo. 


Hay funciones definidas para cada valor de x en [a, b] para las cuales el limite en (4) no 
existe. Tambien, si la funcion/no esta definida para todos los valores de x en el intervalo, la inte¬ 
gral definida puede no existir; por ejemplo, despues se vera por que una integral como 
J^ 3 (l/x) dx no existe. Observe que y= 1/x es discontinua en x = 0 y no esta acotada sobre el 
intervalo. Sin embargo, a partir de este ejemplo no debe concluirse que cuando una funcion/ 
tiene una discontinuidad en [ a , b], dx necesariamente no existe. La continuidad de una 

funcion sobre [a, b] es condicion suficiente pero no necesaria para garantizar la existencia 
de S b f(x) dx. El conjunto de funciones continuas sobre [a, b] es un subconjunto del conjunto de 
funciones que son integrables sobre el intervalo. 

El siguiente teorema proporciona otra condicion suficiente para integrabilidad sobre [a, b]. 


Teorema 5.4.2 Condiciones suficientes para integrabilidad 

Si una funcion/esta acotada sobre el intervalo cerrado [a, b] , es decir, si existe una cons- 
tante positiva B tal que — B < /(x) < B para toda x en el intervalo y tiene un numero finito 
de discontinuidades en [a, b] , entonces/es integrable sobre el intervalo. 
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y k 

y=m 

■n-O 


- 1 - 1 - 1 -► * 

FIGURA 5.4.5 La integral definida 
de/sobre [0, 3] existe 


y=m 



FIGURA 5.4.6 La funcion/no 
esta acotada sobre [a, b] 



-1 1 
FIGURA 5.4.7 Area en el 
ejemplo 3 


Cuando una funcion/esta acotada, su grafica completa debe estar entre dos rectas horizon- 
tales, y=Byy= —B. En otras palabras, | fix )| < B para toda ren [a, b]. La funcion 


/w - {t 


0 < x < 2 
2 < 3 


mostrada en la FIGURA 5.4.5 es discontinua em = 2 pero esta acotada sobre [0, 3], puesto que 
|/(x)| < 4 para toda x en [0, 3]. (Para el caso, 1 < fix) < 4 para toda x en [0, 3] muestra que/ 
esta acotada sobre el intervalo.) Por el teorema 5.4.2 se concluye que / 0 3 /(x) dx existe. La FIGU¬ 
RA 5.4.6 muestra la grafica de una funcion/que no esta acotada sobre un intervalo [a, b]. Sin 
importar cuan grande sea el numero B escogido, la grafica de / no puede estar confinada a la 
region entre las rectas horizontales y = Byy = —B. 


■ Particion regular Si se sabe que una integral definida existe (por ejemplo, el integrando/es 
continuo sobre [a, b]), entonces: 


• El limite en (4) existe para cualquier forma posible de particion [a, b] y para toda forma 
posible de escoger x* en los subintervalos [x k - U x k ]. 

En particular, al escoger los subintervalos del mismo ancho y los puntos muestra como los pun- 
tos fronterizos derechos de los subintervalos [x k - h x k ], es decir, 

a b — a * , , b — a , , _ 

Av =- y xf = a + k -, k = 1,2, ..., n, 

n j k n 


la expresion (4) puede escribirse en forma alterna como 

[ fix) dx = lim 2 /( a + -— . (5) 

Ja [ V n ) n 

Recuerde por la seccion 5.3 que una particion P de [ a , b] donde los subintervalos tienen el 
mismo ancho se denomina particion regular. 

■ Area Tal vez usted concluya que los planteamientos de J^f(x) dx dados en (4) y (5) son 
exactamente los mismos que (6) y (7) de la seccion 5.3 para el caso general de encontrar el area 
bajo la curva y =f(x) sobre [a, b ]. En cierta forma esto es correcto; no obstante, la definicion 
5.4.1 es un concepto mas general puesto que, como ya se observo, no estamos requiriendo que/ 
sea continua sobre [ a , b] o que f(x) > 0 sobre el intervalo. Por tanto, una integral definida no 
necesita ser un area. Entonces, ^que es una integral definida? Por ahora, acepte el hecho de que 
una integral definida es simplemente un numero real. Compare esto con la integral indefinida, 
que es una funcion (o una familia de funciones). El area bajo la grafica de una funcion continua 
no negativa, ^es una integral definida? La respuesta es si. 


Teorema 5.4.3 El area como integral definida 

Si/es una funcion continua sobre el intervalo cerrado [ a , b]yf(x) > 0 para toda v en el inter¬ 
valo, entonces el area A bajo la grafica sobre [a, b] es 


A = 


~b 

fix) dx. 


(6) 


EJEMPLO 3 


El area como integral definida 


Considere la integral definida , \/1 — x 2 dx. El integrando es continuo y no negativo, de 

modo que la integral definida representa el area bajo la grafica de fix) = \/ \ — x 1 sobre el 
intervalo [—1, 1]. Debido a que la grafica de la funcion / es el semicirculo superior de 
x 2 + y 2 = 1, el area bajo la grafica es la region sombreada en la FIGURA 5.4.7. Por geometria sabe- 
mos que el area de un circulo de radio r es irr 2 , y asi con r = 1 el area del semicirculo y, por 
tanto, el valor de la integral definida, es 



- x 2 dx = 2 7T ^ 2 = 2 7T ' 
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En la seccion 6.2 volveremos a la cuestion de encontrar areas por medio de la integral definida. 

Integral definida usando (5) 


EJEMPLO 4 


Evalue J x 3 dx. 

Solucion Puesto que/(x) = x 3 es continua sobre [—2, 1 ], por el teorema 5.4.1 sabemos que la 
integral definida existe. Usamos una particion regular y el resultado dado en (5). A1 escoger 

1 ~ (~2) 3 

n n ^ 


A* = 


xt= -2 + k-~ 
k n 


tenemos 


A- 2 +f) - (- 2+ f ) J - -<* + K») - 54 (S) +27 (S> 

Luego, por (5) y las formulas de suma /), ii), Hi) y iv) del teorema 5.3.2 se concluye que 


-2 


n-+oo k=l 


= lim 


jit dx = Km 2/( — 2 + — J— 
" v n n 


•oo n 7 _ 


k=l L 


-8 + 361 -i - 54 (K 


27I S 


= lim- 

n —>oo fl 

= Km 

n—> oo 


36 n(n + 1 ) 54 n(n + 1)(2 n + 1 ) 27 n\n + 1 ) 

-8 n H ----- t - L 


2 "I 




n 


,3 


-24 + 54| 1 + - 
n 


-"4 2 4 h s i>^ 


81 15 

= -24 + 54 - 27(2) + 

En la FIGURA 5.4.8 se muestra que no se esta considerando el area bajo la grafica sobre [ — 2, 1 ]. ■ 

Integral definida usando (5) 

Los valores de las sumas de Riemann en los ejemplos 1 y 2 son aproximaciones al valor de la 
integral definida Jl 2 (x 2 — 4) dx. Se deja como ejercicio demostrar que (5) da 

r3 25 


(x z -4)dx= ~ = -8.33. 

2 ^ 

Vea el problema 16 en los ejercicios 5.4. ■ 

■ Propiedades de la integral definida A continuacion se analizaran algunas propiedades 
importantes de la integral definida que se definio en (4). 

Las dos siguientes definiciones son utiles cuando se trabaja con integrales definidas. 


Definicion 5.4.2 Limites de integracion 

/) Igualdad de limites 

Si a esta en el dominio de/, entonces 




I fix) dx — 0. 

(7) 

ii) Inversion de limites 

Si/es integrable sobre [a, b], entonces 




a lb 

fix) dx = — fix) dx. 

( 8 ) 


- 

b Ja 



La definicion 5.4.2/) puede motivarse por el hecho de que el area bajo la grafica de/y por 
arriba de un solo punto a sobre el eje x es cero. 

En la definicion de J^/(jc) dx se supuso que a < b, de modo que la direccion de “costum- 
bre” de la integracion definida es de izquierda a derecha. El inciso ii) de la definicion 5.4.2 esta- 
blece que invertir esta direccion, es decir, intercambiar los limites de integracion, resulta en la 
negativa de la integral. 


yi y = * 3 



FIGURA 5.4.8 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 4 
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Definicion 5.4.2 


EJEMPLO 6 


Por el inciso /) de la definicion 5.4.2, 

los lfmites de integracion 


EJEMPLO 7 


son los mismos 

Otro repaso al ejemplo 4 


(x 3 + 3x) dx = 0. 


4 > 


15 
4 ' 


En el ejemplo 4 vimos que J/ 2 x 3 dx = —Por el inciso //) de la definicion 5.4.2 se concluye que 

'-2 n 

x 3 dx = — \ x 3 dx = 

J\ J—2 

En el siguiente teorema se enumeran algunas de las propiedades basicas de la integral definida. 
Estas propiedades son analogas a las propiedades de la notacion sigma proporcionadas en el teore¬ 
ma 5.3.1, asi como a las propiedades de la integral indefinida que se analizaron en la seccion 5.1. 

Teorema 5.4.4 Propiedades de la integral definida 

Si/y g son funciones integrables sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces 

Cb Cb 


i) 


ii) 


kf(x) dx = k\ f{x) dx , donde k es cualquier constante 


[/(*) ± g(x)] dx = f(x) dx ± 


Cb 


gix) dx. 


El teorema 5.4.4//) se extiende a cualquier suma finita de funciones integrables sobre el in¬ 
tervalo [ a, b]: 

Cb cb rb rb 

[fito +/2W + ••• +/nWl dx = flix) dx + f 2 (x)dx + ■■■ + fnix)dx. 

Ja 2 a J a 

La variable independiente x en una integral definida se denomina variable ficticia de inte¬ 
gracion. El valor de la integral no depende del simbolo usado. En otras palabras, 


f{x) dx = 

Jc 

y asi sucesivamente. 

Otro repaso al ejemplo 4 


f(r) dr = 


/(■s') ds = 


fit) dt 


(9) 


EJEMPLO 8 


Por (9), no importa que simbolo se use como la variable de integracion: 


x 3 dx 


r 3 dr 


s 3 ds 


3 , 15 

t 3 dt = —— 



FIGURA 5.4.9 Las areas son 
aditivas 


Teorema 5.4.5 Propiedad aditiva del intervalo 

Si/es una funcion integrable sobre un intervalo cerrado que contiene a los numeros a, by 
c , entonces 

fix) dx = fix) dx + fix) dx. (10) 


Resulta facil interpretar la propiedad aditiva del intervalo dada en el teorema 5.4.5 en el caso 
especial en que/es continua sobre [ a , b]y fix) > 0 para toda x en el intervalo. Como se ve en 
la FIGURA 5.4.9, el area bajo la grafica de/sobre [a, c] mas el area bajo la grafica del intervalo 
adyacente [c, b] es la misma que el area bajo la grafica de/sobre todo el intervalo [a, b]. 

Nota: La conclusion del teorema 5.4.5 se cumple cuando a, by c son tres numeros cualesquie- 
ra en un intervalo cerrado. En otras palabras, no es necesario tener el orden a<c <b como se 
muestra en la figura 5.4.9. Ademas, el resultado en (10) se extiende a cualquier numero finito de 
numeros a , b, c h c 2 , ..., c n en el intervalo. Por ejemplo, para un intervalo cerrado que contiene 
a los numeros a , b, c 1 y c 2 , 
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Para una particion P dada de un intervalo [a, b ], tiene sentido afirmar que 

n 

lim 2 \x k = b — a, (11) 

ni->o * =1 

en otras palabras, el limite ^liin^ 2Jt=i Av^ es simplemente el ancho del intervalo. Como una con- 
secuencia de (11), tenemos el siguiente teorema. 


Teorema 5.4.6 Integral definida de una constante 


Para cualquier constante k. 


b rb 

kdx = k\ dx = k(b — a). 


Si k > 0, entonces el teorema 5.4.6 implica que j b k dx es simplemente el area de un rectan- 



gulo de ancho b - ay altura k. Vea la FIGURA 5.4.10. 

Integral definida de una constante 


FIGURA 5.4.10 Si k > 0, el area 
bajo la grafica es k(b — a) 


EJEMPLO 9 


Por el teorema 5.4.6, 


5 dx = 5 dx = 5(8 - 2) = 30. 

'2 h 


EJEMPLO 10 


Uso de los ejemplos4y 9 


E value J (x 3 + 5) dx. 

Solucion Por el teorema 5.4.4//) podemos escribir la integral dada como dos integrales: 


(.x 3 + 5) dx = x 5 dx + 


-2 


5 dx. 


J-2 


Luego, por el ejemplo 4 sabemos que /J_ 2 x 3 dx = —y con ayuda del teorema 5.4.6 vemos que 
/L 2 5 dx = 5[1 — (—2)] = 15. En consecuencia, 


(-?) 


(x* + 5)<fc = (-^rJ+15 = ^p ■ 

Por ultimo, los siguientes resultados no son sorprendentes si la integral se interpreta como 
un area. 


Teorema 5.4.7 Propiedades de comparacion 

Sean/y g funciones integrables sobre el intervalo cerrado[< 2 , b]. 
/) Si f{x) > g(x) para toda x en el intervalo, entonces 

fix) dx > g(x) dx. 


//) Si m < f(x) < M para toda x en el intervalo, entonces 

m(b - a) < f f(x) dx < M{b — a). 


Las propiedades /) y //) del teorema 5.4.7 se entienden facilmente en terminos de area. Para 
/), si se supone/(jt) > gix) > 0 para toda jc en [ a , /?], entonces sobre el intervalo el area A x bajo 
la grafica de/es mayor que o igual al area A 2 bajo la grafica de g. En forma semejante, para //) 
si se supone que/es continua y positiva sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces por el teorema 
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del valor extremo,/tiene un minimo absoluto m > 0 y un maximo absoluto M > 0 en el interva- 
lo. Entonces, el area bajo la grafica f*f(x) dx sobre el intervalo es mayor que o igual al area 
m(b - a ) del rectangulo mas pequeno mostrado en la FIGURA 5.4.11a) y menor que o igual al 
area M{b - a ) del rectangulo mas grande mostrado en la figura 5.4.11Z?). 

Si en i) del teorema 5.4.7 se hace g(x) = 0 y se usa el hecho de que f*0 dx = 0, se conclu- 
ye lo siguiente: 

• Si f{x) > 0 sobre [< a , b], entonces /*/(x) dx > 0. (12) 



FIGURA 5.4.11 Motivacion para el 
inciso ii) del teorema 5.4.7 


y 



x 


FIGURA 5.4.12 La integral 
definida de / sobre [a, b ] propor- 
ciona el area neta con signo 




En torma semejante, al escogerj(x) : 

• Si g(x) < 0 sobre [a, b], entonces S*g(x) dx < 0. 




(13) 


■ Area neta con signo Debido a que la funcion/en la FIGURA 5.4.12 asume valores tanto positi- 
vos como negativos sobre [a, b], la integral definida Jj/(x) dx no representa area bajo la grafica 
de/sobre el intervalo. Por el teorema 5.4.5, la propiedad aditiva del intervalo, 

fb r cj r c 2 Cb 

fix) dx = fix) dx + fix) dx + fix) dx. (14) 


Debido a que f(x) > 0 sobre [a , Cy] y [ c 2 , b] tenemos 


f Cl 


fix) dx = y 


fix) dx = A 3 , 


J C 2 


donde Ay y A 3 denotan las areas bajo la grafica de/sobre los intervalos [ a , Cy] y [c 2 , b], respec- 
tivamente. Pero puesto que/(v) < 0 sobre [cy, c 2 ] en virtud de (13), tenemos J^fi x ) dx < 0 y 
asi fix) dx no representa area. No obstante, el valor de J^/(x) dx es el negativo del area ver- 
dadera A 2 acotada entre la grafica de / y el eje v sobre el intervalo [cy,c 2 ]. Es decir, 
If-fix) dx = —A 2 . Por tanto, (14) es 

f fix) dx = Ay A (—A 2 ) + A 3 = Ay - A 2 + A 3 . 

JCL 



FIGURA 5.4.13 Area neta con 
signo en el ejemplo 11 


Vemos que la integral definida proporciona el area neta con signo entre la grafica de/y el eje 
v sobre el intervalo [ a , b]. 


Area neta con signo 


EJEMPLO 11 


El resultado f- 2 x 3 dx = —^ obtenido en el ejemplo 4 puede interpretarse como el area neta con 
signo entre la grafica d e fix) = x 3 y el eje x sobre [ — 2, 1 ]. Aunque la observacion de que 


x 3 dx = | x 3 dx + | x 3 dx = —Ay + A 2 = — 


no proporciona los valores de Ay y A 2 , el valor negativo es consistente con la FIGURA 5.4.13 donde 
resulta evidente que el area Ay es mayor que A 2 . ■ 


■ La teoria Sea/una funcion definida sobre [a, b] y sea L un numero real. El concepto intui- 
tivo de que las sumas de Riemann estan proximas a L siempre que la norma ||P|| de una particion 
P este cerca de cero puede expresarse en forma precisa usando los simbolos s-8 introducidos en 
la seccion 2.6. Al afirmar que/es integrable sobre [ a , b], se esta diciendo que para todo nume¬ 
ro real s > 0 existe un numero real 8 > 0 tal que 


n 


2/(4)Ax, - L 

k=l 


< £, 


(15) 


siempre que P sea una particion de [a, b] para la cual \\P\\ < 8 y el x* son los numeros en los 
subintervalos [ x k -y , x k ],k = 1,2, ..., n. En otras palabras, 


n 


lfm 2/(4)A** 
riM> t= i 


existe y es igual al numero L. 
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■ Posdata: Un poco de historia Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) nacio en 
Hanover, Alemania, en 1826. Fue hijo de un ministro luterano. Aunque era cristiano devoto, 
Riemann no se inclino por seguir la vocacion de su padre y abandono el estu- 
dio de teologia en la Universidad de Gotinga para seguir una carrera de estu- 
dios en los que su genio era evidente: matematicas. Es probable que el con- 
cepto de sumas de Riemann haya sido resultado de un curso sobre integral 
definida que tomo en la universidad; este concepto refleja su intento por asig- 
nar un significado matematico preciso a la integral definida de Newton y 
Leibniz. Despues de presentar su examen doctoral sobre los fundamentos de 
las funciones de una variable compleja al comite examinador en la 
Universidad de Gotinga, Karl Friedrich Gauss, el “principe de las matemati¬ 
cas”, dedico a Riemann un elogio bastante singular: “La disertacion ofrece 
pruebas concluyentes. . . de una mente creativa, activa, verdaderamente 
matematica. . . de fertil originalidad”. Riemann, como muchos otros estudiantes promisorios de 
la epoca, era de constitucion fragil. Fallecio a los 39 anos de edad, de pleuresia. Sus originales 
contribuciones a la geometria diferencial, topologia, geometria no euclidiana y sus intrepidas 
investigaciones concernientes a la naturaleza del espacio, la electricidad y el magnetismo anun- 
ciaron el trabajo de Einstein en el siglo siguiente. 

b NOTAS DESDE EL AULA 

J a . 

El procedimiento bosquejado en (5) tenia una utilidad limitada como medio practico para 
calcular una integral definida. En la siguiente seccion se introducira un teorema que permite 
encontrar el numero fix) dx de manera mucho mas facil. Este importante teorema consti- 
tuye el puente entre el calculo diferencial y el calculo integral. 



Ejercicios 5.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-19. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, calcule la suma de Riemann SJLi/C**) 
Ax k para la particion dada. Especifique ||P||. 

1. f{x) = 3x + 1, [0, 3],cuatrosubintervalos;v o = 0,v 0 = 1, 

X 2 — y U " y X 4 — J, X\ — 2 » x 2 ~ y V 3 - Z, X 4 — ^ 

2. fix) = x — 4, [—2, 5], cinco subintervalos; x 0 = —2, x x 

1 1 1 o c * 3 

= - 1 , v 2 = -y x 3 = -, x 4 = 3, v 5 = 5; xf = 

x$ = ~ xf = 0, xf = 2, xf = 4 

2 1 

3. fix) = x , [—1, 1] cuatro subintervalos: x 0 = —l,Xi = — —, 

1 3 . J; 3 ± ± 1 

X 2=y X 3=y X 4 = U x l = x 2 = 0, x 3 = y 

x *= I 
4 8 

2 3 

4. fix) = x + 1, [1, 3], tres subintervalos; x 0 = 1, x } = — , 

X2 = |, X 3 = 3; xf = |, xf = |, xf = 3 

5. fix) = sen jc, [0, 277 ], tres subintervalos; x 0 = 0, xi = tt , 
v 2 = 37 t/2, v 3 = 27r; X* = 77 / 2 , v* = 777 / 6 , x* = 1 tt/A 

6. fix) = cosx, [— 77 / 2 , 77 / 2 ], cuatro subintervalos; x 0 = 
— 77 / 2 , Xi = — 77 / 4 , x 2 = 0, x 3 = 77 / 3 , x 4 = 77/2; 
xf = — 77 / 3 , xf = - 77 / 6 , xf = 77 / 4 , xf = 77/3 

7. Dada fix) = x — 2 sobre [0, 5], calcule la suma de 
Riemann usando una particion con cinco subintervalos de 


la misma longitud. Sea x% k = 1, 2,. . ., 5, el punto fron- 
terizo derecho de cada subintervalo. 

8. Dada fix) = x 2 — x + 1 sobre [0, 1], calcule la suma de 
Riemann usando una particion con tres subintervalos de 
la misma longitud. Sea x% k = 1, 2, 3, el punto fronteri- 
zo izquierdo de cada subintervalo. 


En los problemas 9 y 10, sea P una particion del intervalo 
indicado y xf un numero en el &-esimo subintervalo. Escriba 
las sumas dadas como una integral definida sobre el intervalo 
indicado. 

n 

9. Km 2 V9 + (xf) 2 Ax^; [-2,4] 

M->o k=l 

n 

10. lim 2 (tanv*)Av^; [0,77/4] 

k= i 


En los problemas 11 y 12, sean P una particion regular del 
intervalo indicado y xf el punto fronterizo de cada subinter¬ 
valo. Escriba la suma dada como una integral definida. 


11. Km 2 ( 1 + 


12. Km 1 + 

n^oo k=l 


2k\2' 
n )n 

3&Y_3 
n J n 


[ 0 , 2 ] 

[1,4] 


En los problemas 13-18, use (5) y las formulas de suma en el 
teorema 5.3.2 para evaluar la integral definida dada. 

f 3 

v dx 


f 1 

13. v dx 

14. 

J-3 


f 2 


15. ix 2 - x) dx 

16. 


ix 2 — 4) dx 


-2 
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17. (V - 1) dx 


18. (3 - x*)dx 


En los problemas 19 y 20, proceda como en los problemas 
13-18 para obtener el resultado dado. 

19. f x dx = ^-( b 2 — a 2 ) 20. f x 2 dx = |-( b 3 — a 3 ) 


21. Use el problema 19 para evaluar J x dx. 

f 3 ? 

22. Use el problema 20 para evaluar x dx. 

En los problemas 23 y 24, use el teorema 5.4.6 para evaluar la 
integral definida dada. 

23. [ 4 dx 24. [ (-2 )dx 

h J-2 

En los problemas 25-38, use la definicion del teorema 5.4.2 y 
los teoremas 5.4.4, 5.4.5 y 5.4.6 para evaluar la integral defi¬ 
nida dada. Donde sea idoneo, use los resultados obtenidos en 
los problemas 21 y 22. 

25. [ i* 


26. J lOx dx 

r 3 

28. (3x + 1) dx 

--i 

30. | (3x 2 - 5) dx 
31. J (~3x 2 + 4x - 5) dx 32. [ 6x(x - 1 ) dx 

f 0 [3 

.2 T , 


27. — J lOx dx 
29. I t 2 dt 


n .2 

34. 2 tdt 

2-1 


1.2 


2 tdt 


33. x dx + x dx 
2-1 2 0 

J r 4 r 4 

x dx + (9 — x) dx 

0 2 0 

r0 r2 r 3 

36. f 2 d£ + v 2 dx + w 2 dw 

2-1 2 0 22 

37. I* v 3 Jv + f ^ 3 
20 2 3 

38. | 5v dx — | (v — 4) dx 

En los problemas 39-42, evalue la integral definida usando la 
informacion dada. 

39. f f{x) dx si j* fix) dx = 6 y j* fix) dx = 8.5 

22 2 0 2o 

r 3 r 4 r 4 

40. J /(v) dx si J /(x) dx = 2.4 y J /(x) dx = —1.7 
41. j 12/(x) + ^(x) | Jx si 

r-2 r2 

/(x) dx = 3.4 y 3g(x) dx = 12.6 
2-1 2-1 


42. g(x) dx si 
2-2 

-2 f 2 

/(x) Jx = 14 y [/(x) - 5g(x)] dx = 24 
22 2-2 

En los problemas 43 y 44, evalue las integrales definidas 


( fix) dx 

b ) ( fix) dx 

C) [ fix) dx 

>a 

h 

i c 

[ C 

[ d 

( d 

fix) dx 

'a 

e) fix) dx 

J b 

f) fix) dx 

2a 


usando la informacion en la figura dada. 



44. 


FIGURA 5.4.14 Grafica para el problema 43 
Area = 9.2 



FIGURA 5.4.15 Grafica para el problema 44 

En los problemas 45-48, la integral dada representa el area 
bajo una grafica sobre un intervalo dado. Trace esta region. 


45. j (2x + 3) dx 

J r 377- 

sen x dx 

277 


46. 


48. 


(—x 2 + 4x) dx 


20 


Vx + 2 dx 


2-2 


En los problemas 49-52, la integral dada representa el area 
bajo una grafica sobre un intervalo dado. Use formulas ido- 
neas de geometria para encontrar el area. 

r3 


49. (x + 2) dx 
2-2 


50. 


lx — 11 dx 


20 


51. VT — x 2 dx 


52. (2 + V9 - x 2 ) dx 


-3 


En los problemas 53-56, la integral dada representa la 
siguiente area con signo entre una grafica y el eje x sobre un 
intervalo. Trace esta region. 


53. (—2x + 6) dx 


55. 


- 1 / 2 - 


4x 

x + 1 


dx 


54. 


56. 


(1 — x 2 ) dx 

-l 

577/2 

cos x dx 


20 
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En los problemas 57-60, la integral dada representa el area 
con signo entre una grafica y el eje x sobre un intervalo. Use 
formulas idoneas de geometria para encontrar el area neta con 
signo. 



58. 

60. 


KM* 

(1 — |x|) dx 


En los problemas 69 y 70, compare las dos integrales dadas 
por medio de un simbolo de desigualdad < o >. 

69. [ x 2 dx , [ x 3 dx 

70. 

= Piense en ello 


'i _ r l 

V4 + x 2 dx , V4 + x dx 

Jo Jo 


En los problemas 61-64, la funcion/se define como 

rs x f x, X < 3 
« = \3, x>3. 

Use formulas idoneas de geometria para encontrar la integral 
definida dada. 

61. f fix) dx 

J-2 

63. f fix) dx 

J -4 


62. J f(x) dx 
'10 

fix) dx 


64. 


En los problemas 65-68, use el teorema 5.4.7 para establecer 
la desigualdad dada. 


e x dx < e x dx 
i l-i 

77/4 

(cos x — sen x) dx ^ 0 


65. 

66 . 

67. 1 

68. —2 < I (x 2 — 2x) dx ^ 0 


[ (x 3 + l) 1/2 dx < 1.42 

Jo 


71. Si/es integrable sobre el intervalo [a, b ], entonces tam- 
bien lo es/ 2 . Explique por que /j/ 2 M dx > 0. 

72. Considere la funcion definida para toda x en el intervalo 

[- 1 , 1 ]: 


fix) 


\ 0, v racional 
\l, xirracional. 


Demuestre que/no es integrable sobre [ — 1, 1 ], es decir, 
JV« dx no existe. [ Sugerencia : El resultado en (11) 
puede ser util.] 

73. Evalue la integral definida /q 1 Vx dx usando una particion 
de [0, 1] donde los subintervalos [x k - h x k ] estan defini- 
dos por [ ik — l) 2 /n 2 , J^/n 2 ] y escogiendo x* como el 
punto fronterizo derecho de cada subintervalo. 

74. Evalue la integral definida cos x dx usando una par¬ 
ticion regular de [0, tt/2] y escogiendo x* como el 
punto medio de cada subintervalo [x^_ b x^]. Use los 
resultados conocidos 

i) cos 6 + cos 3 0 + + cos(2?z - 1)6 = ^ en 

2 sen 6 


n— >oo/2 sen(7r/4ft) tt’ 


5.5 Teorema fundamental del calculo 

■ Introduce ion A1 final de la seccion 5.4 se indico que hay una forma mas sencilla para eva- 
luar una integral definida que calculando el limite de una suma. Esta “manera mas sencilla” se 
logra por medio del teorema fundamental del calculo. En esta seccion vera que hay dos for¬ 
mas de este importante teorema: la primera forma, que se presenta a continuacion, permite eva- 
luar muchas integrales definidas. 

■ Teorema fundamental del calculo: primera forma En el siguiente teorema se ve que el con- 
cepto de antiderivada de una funcion continua constituye el puente entre el calculo diferencial y 
el calculo integral. 


Teorema 5.5.1 Teorema fundamental del calculo: forma de antiderivada 

Si/es una funcion continua sobre un intervalo [a, b] y F es una antiderivada de/sobre el 
intervalo, entonces 

( fix) dx = Fib) - Fia). (1) 
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Se presentaran dos demostracio- 
nes del teorema 5.5.1. En la 
demostracion que se proporcio- 
na se usa la premisa basica de 
que una integral definida es un 
lfmite de una suma. Despues 
que se demuestre la segunda 
forma del teorema fundamental 
del calculo, se volvera al teore¬ 
ma 5.5.1 y se presentara una 
demostracion alterna. 


DEMOSTRACION Si F es una antiderivada de/, entonces por definicion F'{x) = /(x). Puesto 
que F es diferenciable sobre (< a , b ), el teorema del valor medio (teorema 4.4.2) garantiza que 
existe un x* en cada subintervalo (x,_ 1? x k ) de la particion P: 


tal que 


a = x 0 < Xi < x 2 < ••• < x n -i < x n = b 


F(x k ) - F(x k . x ) = F\xf)(x k - x*_ x ) o F(x k ) - F(x k . x ) = /(x?) Ax,. 


Luego, para k = 1, 2, 3, . . ., n con el ultimo resultado obtenemos 

F(x x ) - F{a) = f(xX) ±x x 
F(x 2 )-F(x 1 ) = /(x|)Ax 2 
F{x 3 )-F{x 2 ) = f(xf) Ax 3 


F(b ) - F(x n - l )=f(x*) Ax n . 

Si sumamos las columnas precedentes, 

n 

[F(x { ) - F(a )] + [ F(x 2 ) - F(x t )] + ••• + [F(b) - F(x n _ t )] = ^M)Ax k 

k= 1 

vemos que la suma de todos los terminos, menos los dos sin color en el miembro izquierdo de 
la igualdad, es igual a 0, con lo cual tenemos 

n 

F(b) - F(a ) = 2/(4) A x k . (2) 

k= 1 

Pero \im [F(b) — F(a)] = F{b) - F(a ), de modo que el lfmite de (2) cuando ||P|| -^>0 es 

n 

Fib) - F(a ) = ljm 2/(4) Ax,. (3) 

Por la definicion 5.4.1, el miembro derecho de (3) es f*f(x) dx. ■ 


La diferencia F(b) - F(a) en (1) suele representarse por el simbolo F(x) \ h (n es decir, 


~b 

f 

b 

fix) dx = 

f(x)dx 

= Fix) 

~a 

J ^ ^ 

a 

integral 

integral 


definida 

indefinida 



Puesto que el teorema 5.5.1 indica que F es cualquier antiderivada de/, siempre es posible esco- 
ger la constante de integracion C como igual a cero. Observe que si C ¥= 0, entonces 

-\b -ib 


(F(x) + C) 


= {Fib) + C) - {F{a) + C) = F{b) - F{a) = Fix) 


EJEMPLO 1 


Uso de (1) 


En el ejemplo 4 de la seccion 5.4 se apelo a la definicion mas bien larga de integral definida para 
demostrar que f^_ 2 x 3 dx = — Puesto que F(x) = \x 4 es una antiderivada de/(x) = x 3 , a partir 
de (1) obtenemos inmediatamente 

'i 


x 

-2 


3 dx = ^r 


1 = I _ —( _ = I _ 16 = _15 

_ 2 4 4^ ^ 4 4 4 ' 


EJEMPLO 2 


Uso de (1) 


Evalue 


3 

x dx. 


Solucion Una antiderivada de/(x) = x es F(x) = \x 2 . En consecuencia, (1) del teorema 5.5.1 
proporciona 


f 3 x 2 ! 3 

x dx = — 

h 2 -I 1 
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EJEMPLO 3 


Evalue (3x — x + 1) dx. 

J-2 


Solucion Aplicamos ii) del teorema 5.1.2 y la formula de integracion 2 de la tabla 5.1.1 a cada 
termino del integrando, y luego usamos el teorema fundamental: 


| (3x 2 — x + 1) dx = (x 3 - y + x) 


= (8 - 2 + 2 ) - (-8 - 2 - 2 ) = 20 . 


EJEMPLO 4 


Uso de (1) 


r 

Evalue cos x dx. 

*'77/6 


Solucion Una antiderivada de/(x) = cos x es Fix) = sen x. En consecuencia, 


cos x dx = sen x 


77/6 


_ tt/6 


sen 77 


77 

sen— 

6 



1 

2 ' 


■ Teorema fundamental del calculo: segunda forma Suponga que/es continua sobre un inter- 
valo [a, b ], por lo que se sabe que la integral f*f(t) dt existe. Para toda x en el intervalo [ a , b], 
la integral definida 


g(x) = fit) dt (4) 

•'a 

representa un solo numero. De esta forma, se ve que (4) es una funcion con dominio [a, b ]. En 
la FIGURA 5.5.1 se muestra que/es una funcion positiva sobre [a, b ], y asi cuando x varia a traves 
del intervalo es posible interpretar g(x) como un area bajo la grafica sobre el intervalo [a, x]. En 
la segunda forma del teorema fundamental del calculo se demostrara que g(x) definida en (4) es 
una funcion diferenciable. 


Teorema 5.5.2 Teorema fundamental del calculo: forma de derivada 

Sea/continua sobre [a, b] y seax cualquier numero en el intervalo. Entonces g(x) = f*f(t) dt 
es continua sobre [a, b] y diferenciable sobre ( a , b) y 

g'(x) = f{x). (5) 


DEM0STRACI0N PARA Ii 0 Sean x y x + h en (a, b), donde h> 0. Por la defmicion de derivada, 


g(x + h) — g(x) 

g'(x) = lim-- y -—. 

d h -+o h 


( 6 ) 


A1 usar las propiedades de la integral definida, la diferencia g(x + h)~ g(x) puede escribirse como 


g(x + h) - g(x) = fit) dt - 


x+h 


x+h 


x+h 


fit) dt. 


fit) dt + 


fit) dt 

a 

fit) dt +- - por (8) de la seccion 5.4 

por (10) de la seccion 5.4 


Tenga en cuenta que una integral 
definida no depende de la 
variable de integracion t. 



B-g(x) 


- 1 - 1 - 1 —w 

ax b 

FIGURA 5.5.1 g(x) como area 


Por tanto, (6) se vuelve 
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Puesto que/es continua sobre el intervalo cerrado [x, x + h] , por el teorema del valor extremo 
(teorema 4.3.1) se sabe que/alcanza un valor mmimo wyun valor maximo M sobre el interva¬ 
lo. Puesto que my M son constantes con respecto a la integracion sobre la variable t , por el teo¬ 
rema 5.4.7//) se concluye que 


x+h 


m dt < 


x+h [x+h 

fit) dt < | Mdt. 


( 8 ) 


Con ayuda del teorema 5.5.1, 



x+h 

= m(x + h 

X 


x) = mh 


x+h 


M dt = Mt 


x+h 


= M{x + h - x) = Mh. 


Por tanto, la desigualdad en (8) se vuelve 

C x+h 


mh < fit) dt < Mh o 


m < — 
h 


x+h 


fit) dt < M. 


(9) 


Puesto que/es continua sobre [x, x + h] tiene sentido afirmar que Km m = Km M=fix). A1 
tomar el limite de la segunda expresion en (9) cuando h—> 0 + obtenemos 


fix) ^ li'm 1 
h-+ o + h 


x+h 


fit) dt< fix). 


Esto demuestra que g\x) existe y por fix) < g'W — fix) concluimos que g'(X) = fix). Puesto 
que g es diferenciable, necesariamente es continua. Un razonamiento semejante se cumple para 
h< 0. ■ 


Otra forma mas tradicional de expresar el resultado en (5) es 


d_ 

dx 


”x 

fit) dt = f(x). 

'a 


( 10 ) 


EJEMPLO 5 


Por (10), 


Uso de (10) 


a) 



h) f | V? + 1 dt = Vx 2 + 1 . 


EJEMPLO 6 


Encuentre — 
dx 


Regia de la cadena 

r 3 

cos t dt. 

77 


Solucion Si identificamos g(v) = f* cos t dt , entonces la integral dada es la composicion g(v 3 ). 
Realizamos la diferenciacion al aplicar la regia de la cadena con u=x 3 : 


d 

dx 


cos t dt = 


d 

du 


cos t dt 


du 

dx 


du 3 o 2 

— cos u • — = cos x • 3x 
dx 


= 3v 2 cosx 3 . 


■ Demostracion alterna del teorema 5.5.1 Vale la pena examinar otra demostracion del teo¬ 
rema 5.5.1 usando el teorema 5.5.2. Para una funcion / continua sobre [a,h], la declaracion 
g'( x ) — fi x ) para g(x) = f*fi0 dt significa que gix) es una antiderivada del integrando /. Si F es 
cualquier antiderivada de/, por el teorema 5.1.1 sabemos que g(v) — Fix) = Cog(v) = Fix) + C, 
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donde C es una constante arbitraria. Puesto que g(x) = /*/(/ dt, para cualquier xen [a, b] se 
concluye que 

I f{t) dt = F(x) + C. (11) 

Ja 

Si en (11) sustituimos x = a, entonces 


fit) dt = F{d) + C 

l 

implica C = —F(a ), puesto que dt = 0. Asi, (11) se vuelve 

fit) dt = F{x) - F(a). 


Puesto que la ultima ecuacion es valida en x = b, encontramos 


fit) dt = F{b) - Fid). 


■ Funciones continuas por partes Se dice que una funcion/es continua por partes sobre un 
intervalo [a, b] si existe a lo mas un numero finito de puntos c k , k = 1, 2, . . . , n, ic k - x < c k ) 
en los que/tiene una discontinuidad finita, o salto, sobre cada subintervalo abierto (c fc _ 1? c k ). Vea 
la FIGURA 5.5.2. Si una funcion/es continua por partes sobre [a, b ], esta acotada sobre el interva¬ 
lo, y entonces por el teorema 5.4.2,/es integrable sobre [a, b ]. Una integral definida de una fun- 
cion continua por partes sobre [a, b] puede evaluarse con ayuda del teorema 5.4.5: 
rb r cj r c 2 rb 

fix) dx = fix) dx + fix) dx + ••• + fix) dx 

Ja Ja •'ci Jc n 

y al tratar a los integrandos de las integrales definidas en el miembro derecho de la ecuacion 
anterior simplemente como si fuesen continuos sobre los intervalos cerrados [a, cj, [c 1? c 2 ],.. ., 
[c n , b\. 


EJEMPLO 7 


Integracion de una funcion continua por partes 


Evalue J fix) dx donde 


\x + l, 
fix) = lx. 


-1 < x < 0 
0 < x < 2 
2 < x < 4. 


Solucion La grafica de una funcion/ continua por partes se muestra en la FIGURA 5.5.3. Luego, 
por el analisis precedente y la definicion de/: 


-l 


fix) dx = fix) dx + fix) dx + fix) dx 


= (x + 1) dx + \ x dx + 3 dx 


-1 JO J 2 



° i i 

+ \x 2 

2 

(—x 2 + x) 

+ 3x 

\2 ) _ 

-1 2 J 

0 


17 
2 ' 


EJEMPLO 8 


Integracion de una funcion continua por partes 


Evalue 


\x — 21 dx. 


Solucion Por la definicion de valor absoluto, 

i ol jx ~ 2 six - 2 > 0 , 0 , 

\x ~ 2\ = < _ _ ^ ^ ,, o \x — 2\ = 


si x — 2 > 0 
2) six - 2 < 0 


x - 2 
x + 2 


six > 2 
six < 2. 



T T T 


discontinuidades finitas 
FIGURA 5.5.2 Funcion continua 
por partes 



FIGURA 5.5.3 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 7 
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y 



3 


FIGURA 5.5.4 Grafica de la 
funcion en el ejemplo 8 


En la FIGURA 5.5.4 se muestra la grafica de/(x) = \x — 2|. Luego, debido a (10) del teorema 5.4.5, 
podemos escribir 


x — 2\ dx = \x — 21 dx + \x — 2\ dx 


(—x + 2 ) dx + I (x — 2) dx 

1 


= ( —^-x 2 + 2 x 


+ (\x 2 — 2x 


(-2 + 4) + (fi- 6 W - 4) = f. 


■ Sustitucion en una integral definida Recuerde por la seccion 5.2 que algunas veces usamos 
una sustitucion como ayuda para evaluar una integral indefinida de la forma ff(g(x))g'(x) dx. Es 
necesario tener cuidado al usar una sustitucion en una integral definida f%f(g(x))g'(x) dx, pues- 
to que es posible proceder de dos formas. 


Directrices para sustituir una integral definida 

• Evalue la integral indefinida Jf(g(x))g f (x) dx por medio de la sustitucion u = g(x). 
Vuelva a sustituir u = g(x) en la antiderivada y luego aplique el teorema fundamen¬ 
tal del calculo usando los limites de integracion originales x = ay x = b. 

• En forma alterna, la segunda sustitucion puede evitarse al cambiar los limites de 
integracion de modo que correspondan al valor de u en x = a y u en x = b. El ultimo 
metodo, que suele ser mas rapido, se resume en el siguiente teorema. 


Teorema 5.5.3 Sustitucion en una integral definida 

Sea u = g(x) una funcion cuya derivada es continua sobre el intervalo [a, b], y sea/una fun¬ 
cion continua sobre el rango de g. Si F'(u) = f(u) y c = g(a), d = gib), entonces 

fb f g(b) 

f(g(x))g'(x) dx = m du = Fid) - Fic). (12) 

4 Jg(a) 


DEM0STRACI0N Si u = gix), entonces du = gfx) dx. En consecuencia, 


f(g(x))g'(x) dx 


g(b) 


g(a) 


m'fdx 


f(u ) du = F(u) 


F(d) - F(c). 


EJEMPLO 9 


Sustitucion en una integral definida 


Evalue A/ 2x 2 + l x dx. 


Solucion Primero se ilustraran los dos procedimientos presentados en las directrices que pre- 
ceden al teorema 5.5.3. 

a) Para evaluar la integral indefinida f \/2x 2 + 1 x dx usamos u = 2x 2 + 1 y du = 4x dx. 
Asi, 


\/2x 2 + 1 x dx = | V2x 2 + 1 (4x dx) 


- sustitucion 


1 
4 

luW 
4 3/2 


= — I u 1//2 du 


+ C 


= \{2x 2 + 1) 3/2 + C. 

o 


otra sustitucion 
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En consecuencia, por el teorema 5.5.1, 


V2x 2 + 1 xdx = 7 ( 2 x 2 + l) 3 / 2 

6 


= | [9 3/2 - 1 3/2 ] 

1 13 

= 6 [27 - 1]= T- 

b) Si u = 2x 2 + 1, entonces x = 0 implica u = 1, mientras que con x = 2 obtenemos 
u = 9. Asi, por el teorema 5.5.3, 

u lfmites 
1 


[ \/2x 2 + 1 xdx = — \ u <- 
4 c 

J 0 ^1 


integration 
con respecto a w 


1^ 

4 3/2 _ 


= -t[9 3 / 2 - 1 3/2 | = % 

o 3 


Cuando la grafica de una funcion y = fix) es simetrica con respecto al eje y (funcion par) o 
al origen (funcion impar), entonces la integral definida de/sobre un intervalo simetrico [~a, a], 
es decir, f° a f(x) dx , puede evaluarse por medio de un “atajo”. 


Teorema 5.5.4 Regia de la funcion par 

Si/es una funcion par integrable sobre [ — a, a] 

, entonces 


f fix) dx — 2 

fix) dx. 

03) 

J-a 

J() 



Se demostrara el siguiente teorema, pero la demostracion del teorema 5.5.4 se deja como 
ejercicio. 


Teorema 5.5.5 Regia de la funcion impar 


Si/es una funcion impar integrable sobre [~a, a], entonces 

fix) dx = 0. 

(14) 

J-a 



DEMOSTRACION Suponga que/es una funcion impar. Por la propiedad aditiva del intervalo, 
teorema 5.4.5, tenemos 


fix) dx = fix) dx + fix) dx. 


En la primera integral en el miembro izquierdo, sea x = —t, de modo que dx = —dt , y cuando 
x = —a y x = 0, entonces t = a y t = 0: 


fix) dx 4—f(—f) = —fit), f una funcion impar 


= fit) dt + fix) dx 


fix) dx = fi~t)i~dt) + 


= “ fit) dt + 


fix) dx <— por (8) de la seccion 5.4 


•'O 
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J r a r a 

fix) dx + f{x) dx t era una variable de integracion “ficticia” 

0 Jo 

= 0 . ■ 

La cuestion importante en el teorema 5.5.5 es esta: cuando una funcion integrable impar/ 
se integra sobre un intervalo simetrico [—a, a], no es necesario encontrar una antiderivada de/; 
el valor de la integral siempre es cero. 

En la FIGURA 5.5.5 se muestran motivaciones geometricas para los resultados en los teoremas 
5.5.4 y 5.5.5. 



a) Funcion par: el valor de la integral 
definida sobre [—a, 0] es el mismo 
que el valor sobre [0, a] 

FIGURA 5.5.5 Regia de la funcion par en 



b ) Funcion impar: el valor de la integral 
definida sobre [—a, 0] es el opuesto 
que el valor sobre [0, a] 
i; regia de la funcion impar en b ) 


EJEMPLO 10 


Uso de la regia de la funcion par 


Evalue (x 4 + x 2 ) dx. 


-l 


Solucion El integrando fix) = x 4 + x 2 es una funcion polinomial cuyas potencias son todas 
pares, de modo que / necesariamente es una funcion par. Puesto que el intervalo de integracion 
es el intervalo simetrico [—1, 1 ], por el teorema 5.5.4 se concluye que es posible integrar sobre 
[0, 1 ] y multiplicar el resultado por 2: 


(x 4 + x 2 ) dx = 2 (x 4 + x 2 ) dx 


-l 


= 2( ^-x 5 + ^-x 3 


= 2 (i + i) = ^ 

',5 3 15' 


EJEMPLO 11 


77/2 


Uso de la regia de la funcion impar 


Evalue 


sen x dx. 


77/2 


Solucion En este caso fix) = sen x es una funcion impar sobre el intervalo simetrico 
[—7r/2,7r/2]. Asi, por el teorema 5.5.5 de inmediato tenemos 


t/2 


sen x Jx = 0. 


-77/2 


rb 

NOTAS DESDE EL AULA 

J a . 

La forma de antiderivada del teorema fundamental del calculo constituye una herramienta 
extremadamente importante y poderosa para evaluar integrates definidas. ^Por que molestar- 
se con un burdo limite de una suma cuando el valor de J^/(x) dx puede encontrarse al calcu- 
lar JY(x) dx en los dos numeros ay bl Esto es cierto hasta cierto punto; no obstante, ya es 
hora de aprender otro hecho de las matematicas. Hay funciones continuas para las cuales la 
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antiderivada //(x) dx no puede expresarse en terminos d efunciones elementales : sumas, pro- 
ductos, cocientes y potencias de funciones polinomiales, trigonometricas, trigonometricas 
inversas, logaritmicas y exponenciales. La simple funcion continua /(x) = X/x 3 + 1 no tiene 
antiderivada que sea una funcion elemental. Sin embargo, aunque por el teorema 5.4.1 es 
posible afirmar que la integral definida J 0 ' Vx 3 + 1 dx existe, el teorema 5.5.1 no es de nin- 

guna ayuda para encontrar su valor. La integral / () ' Vx 3 + 1 dx se denomina no elemental. 
Las integrales no elementales son importantes y aparecen en muchas aplicaciones como teo- 
ria de probabilidad y optica. A continuation se presentan algunas integrales no elementales: 


f senx 4c, 

sen x 2 dx. 

y f 

J X 

J 

J 0 J 


— dx. 


x 


Yea los problemas 71 y 72 en los ejercicios 5.5. 


Ejercicios 5.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-19. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-42, use el teorema fundamental del calcu¬ 
lo proporcionado en el teorema 5.5.1 para evaluar la integral 
definida dada. 

1. [ dx 2. [ (—4) dx 

43 h 

f 2 f4 


(2x + 3) dx 
1 

5. | (6x 2 — 4x + 5) dx 
1 

fir/2 


7. 

9. 

11 . 


sen x dx 


tt/2 

'tt/A 

3/4 


cos 3 1 dt 


2 du 

1/2 U 
1 


r dt 

4-5 

6. [ (12x 5 - 36) dx 
4-2 

[tt/A 

8. cos 9 dO 

4-77/3 

r 1 

10. sen 27 tx dx 
41/2 
'-1 , 


12 . 


13. j e x dx 


-dx 

x 


14. (2x - 3e x ) dx 


'o 


15. I x(l — x) dx 

0 

-i 

^3 


16. I x(x — 2)(x + 2) dx 

3 

'-1 


17. I (7x 3 — 2x 2 + 5x — 4) dx 18. J (x 2 — 4x + 8) dx 


19. 

21 . 

23. 

25. 


x — 1 
1 Vx 

V3 1 


dx 


20 . 


1 + x 2 


- dx 


r 12 n /2 

VzTAdz 24. (2x + 1 )~ l/3 dx 

4-4 4n 


'0 X/x 2 + 16 


dx 


22 . 

24. 

26. 


4 x 2 + 8 


1/4 


dx 


Vl - 4x : 


: dx 


- 2 (l + ir 


- dt 


27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 


IV 1 


^ 1 H— ) — dx 
1/2 V 

x + 1 

1 x/x 2 + 2x + 3 

77/8 

sec 2 2x dx 


dx 


3/2 

( 

-1/2 

77/2 


(x — COS 77X) dx 


Vcos x sen x dx 


71/2 1 + cos 0 
W/6 ( 0 + Sen 0 ) 2 

3/4 

sen 2 ttx dx 


d6 


28. 

30. 

32. 

34. 

36. 

38. 

40. 


4 Vl + 4Vx 
! Vx 

1 3 , 

U + U 


dx 


du 


_i (w 4 + 2 u 2 + l) 5 

Vtt/2 

x esc x 2 cot x 2 dx 

V77/4 

4 cos Vx 
2Vx 

77/3 

f 77/6 
77/4 


dx 


sen x cos x dx 


1 


1 + 2x 


dx 


(sec x + tan x) 2 dx 

4-77/4 
f 77/2 

cos 2 x dx 

4-77/2 

r 1 

42. tan x dx 


En los problemas 43-48, use el teorema fundamental del 
calculo proporcionado en el teorema 5.5.2 para encontrar la 
derivada indicada. 

44. 4t| In tdt 


43. — I te* dt 


45. | 

dt 


(3x 2 — 2x) 6 dx 


42 


[6x-l 

47. ^ I V^FT9 Jr 


46. — u 2 + 2 Jw 
48. — sen r Jr 


En los problemas 49 y 50, use el teorema fundamental del 
calculo proporcionado en el teorema 5.5.2 para encontrar 
F'{x). [Sugerencia : Use dos integrales.] 

f 5;t 


49. F(x) = 


1 


r 3 + 1 


Jr 


50. F(x) = 


x/r 2 + 1 Jr 
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En los problemas 51 y 52, compruebe el resultado dado al 
evaluar primero la integral definida y luego diferenciando. 

J 


51. 

52. 


dx 


(6r — 8r + 5) dt = 6x 2 — 8x + 5 


d [ x , t 

— sen — dx = sen — 

dt 3 3 


53. Considere la funcion/(x) = ln(2r + 1) Jr. Encuentre 
el valor funcional indicado. 

a) /(l) *) /'(l) 

c) /"(1) J) /'"(l) 

54. Suponga que G(x) = J*/(r) dt y G'(x) = /(x). Encuentre 
la expresion dada. 


a) G(x 2 ) 
c) G(x 3 + 2x) 


*> 

rf) G(x 3 + 2.v) 


En los problemas 55 y 56, evalue , fix) dx para la funcion 

/ dada. 

—x, x < 0 

[x 2 , x > 0 


55. /(x) 


56. f(x) = 


2x + 3, x < 0 


3, 


x > 0 


En los problemas 57-60, evalue la integral definida de la fun¬ 
cion/continua por partes. 

57. [ f(x) dx , donde fix) 


4, 0 < x < 2 

1, 2<x<3 


58. 


59. 


fix) dx , donde fix) 


Jo 


■{ 


_ J sen x, 0 < x < 7 t/2 

COS X, 7t/2 < X < 77 


2 X 2 , —2 < X < —1 

/(x) Jx, donde /(x) = \ 4, — 1 < x < 1 

-2 lx 2 , 1<X<2 


60. fix) dx , donde/(x) = |_xj es la funcion entero mayor 
Jo 

En los problemas 61-66, proceda como en el ejemplo 8 para 
evaluar la integral definida dada. 

i 

lx I dx 62. 


61. 

63. 

65. 


j* V|x| + 1 Jx 

J-8 


|senx| dx 


64. 

66 . 


|2x — 61 dx 


|x 2 - 1 | Jx 


|cos x| dx 


En los problemas 67-70, proceda como en el inciso b) del 
ejemplo 9 y evalue la integral definida dada usando la sustitu- 
cion u indicada. 

(In It) 5 


67. 


Jr; u — In It 


68 . 


69. 


70. 


1 


V 2 / 2 (tan 1 x)(l + x 2 ) 


Jx; u = tan 1 x 


„-2x 


-2x 


1/V2 


+ 1 


Jx; u = e Zx + 1 




: Jx; w 


= x 2 


= Aplicaciones 

71. En matematicas aplicadas, algunas funciones importan- 
tes se definen en terminos de integrales no elementales. 
Una de estas funciones especiales se denomina funcion 
error, que se define como 

2 


erf(x) = 


V 77 


’ Jr. 


a) Demuestre que erf(x) es una funcion creciente sobre 
el intervalo (— 00 , 00 ). 

b) Demuestre que la funcion y = e x [l + V7rerf(x)] 
satisface la ecuacion diferencial 

dy 

Tx~ 2xy = 2 ’ 

y que y(0) = 1. 

72. Otra funcion especial definida por una integral no ele¬ 
mental es la funcion integral seno 

c sen r 


Si(x) = 


Jr. 


La funcion Si(x) tiene una infinidad de puntos fronterizos 

relativos. 

a) Encuentre los cuatro primeros numeros criticos para 
x > 0. Use la prueba de la segunda derivada para de- 
terminar si estos numeros criticos corresponden a un 
maximo o a un minimo relativo. 

b) Use un SAC para obtener la grafica de Si(x). [Suge- 
rencia : En Mathematica , la funcion integral seno se 
denota por Sinlntegral[x].] 

= Piense en ello 

En los problemas 73 y 74, sean P una particion del intervalo 
indicado y x* un numero en el &-esimo subintervalo. Deter¬ 
mine el valor del limite dado. 

n 

73. lim 2 (2x* + 5) Ax^; [-1,3] 

ltelK°A := 1 

n x * 

74. Km y cos —p- Ax^; [0, 277 ] 

M-+0k=i 4 

En los problemas 75 y 76, sean P una particion regular del 
intervalo indicado y x* un numero en el /c-esimo subinterva¬ 
lo. Establezca el resultado dado. 


75. Km— ysenx*=2; [0,77] 

n —>00 fi 


1/2 


76. lim-y.xt=0; [-1,1] 
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77. 

79. 

80. 


En los problemas 77 y 78, evalue la integral definida dada. 

| | I2t 2 dt^ dx 78. | || senxdxj dt 

Demuestre la prueba de la funcion par, teorema 5.5.4. 
Suponga que / es una funcion impar definida sobre un 
intervalo [ — 4, 4] . Ademas, suponga que/es diferencia- 
ble sobre el intervalo, /(—2) = 3.5, que/tiene ceros en 
— 3 y 3 y numeros criticos —2 y 2. 

a) /,Cual es/(0)? 

b ) Trace la grafica aproximada de/ 

c ) Suponga que F es una funcion definida sobre [ — 4, 4] 

por F(x) = dt. Encuentre F( — 3) y F(3). 

d) Trace una grafica aproximada de F. 

e) Encuentre los numeros criticos y los puntos de infle¬ 
xion de F. 

Determine si el siguiente razonamiento es correcto: 

■/2 r 77/2 

sen 2 1 dt = — I sen^( — sen £ dt) 


81. 


■77/2 


-77/2 

77/2 


f V1 — cos 2 t (-sen t dt) 

J —77/2 


—77/2 

0 


M = COS t 

du = — sen t dt 


'0 


82. Calcule las derivadas. 


| a Ft 2 7 A J Teorema 5.5.3 
= - | VI - « du = 0. <- | DefinicMn5A2i) 


a) d- x | V? + 7 dt 


2x 


b ) /xj Vf 3 + 7 


= Problemas con calculadora/SAC 

83. a) Use una calculadora o un SAC para obtener las grafi- 

cas de/(x) = cos 3 x y g(x) = sen 3 x. 
b) Con base en su interpretacion de area neta con signo, 
use las graficas del inciso a) para conjeturar los valo- 
res de / 0 277 cos 3 x dx y / 0 277 sen 3 x dx. 

= Proyectos 

84. Integracion por dardos En este problema se ilustra un 
metodo para aproximar el area bajo una grafica al “lanzar 
dardos”. Suponga que deseamos encontrar el area A bajo 
la grafica de/(x) = cos 3 (7tx/2) sobre el intervalo [0, 1 ]; 
es decir, se quiere aproximar A = f* cos 3 (7rx/2) dx. 

Si se lanza, sin ningun intento particular de ser ex- 
perto, un gran numero de dardos, por ejemplo N, hacia el 
bianco cuadrado de 1 X 1 mostrado en la FIGURA 5.5.6 y n 
dardos se insertan en la region roja bajo la grafica de 
f{x) = cos 3 (7tx/2), entonces es posible demostrar que la 
probabilidad de que un dardo se inserte en la region esta 
dada por la relacion de dos areas: 

area de la region A 
area del cuadrado 1 ’ 

Ademas, esta probabilidad teorica es aproximadamente 
la misma que la probabilidad empirica n/N: 


A 

1 


n 

N 


A 


n 

AT 


Para simular el lanzamiento de dardos hacia el bianco, 
use un SAC como Mathematica y su funcion de numeros 
aleatorios para generar una tabla de N pares ordenados 

(x, y), 0 < x < 1, 0 < y < 1. 

a) Sea N = 50. Trace los puntos y la grafica de/sobre el 
mismo conjunto de ejes coordenados. Use la figura 
para contar el numero de exitos n. Construya por lo 
menos 10 tablas diferentes de puntos aleatorios y gra¬ 
ficas. Para cada grafica calcule la razon n/N. 

b) Repita el inciso a) para N = 100. 

c) Use el SAC para encontrar el valor exacto del area A 
y compare este valor con las aproximaciones obteni- 
das en los incisos a) y b). 



n tiros fuera de N dardos lanzados 
FIGURA 5.5.6 Blanco en el problema 84 

85. Derrame de petroleo en expansion Un modelo mate- 
matico que puede usarse para determinar el tiempo t 
necesario para que un derrame de petroleo se evapore 
esta dado por la formula 

RT = ^KAiu) 

Pv 1 v 


- du , 


donde A(u) es el area del derrame en el instante u , RT/Pv 
es un termino termodinamico adimensional, K es un coe- 
ficiente de transferencia de masa y V 0 es e l volumen ini- 
cial del derrame. 

a) Suponga que el derrame de petroleo se expande en 
forma circular cuyo radio inicial es r 0 . Vea la FIGURA 
5.5.7. Si el radio r del derrame crece a razon dr/dt = C 
(en metros por segundo), resuelva para t en terminos 
de los otros simbolos. 

b) Valores tipicos para RT/Pv y K son 1.9 X 10 6 (para el 
tridecano) y 0.01 mm/s, respectivamente. Si C = 
0.01 m/s 2 , r 0 = 100 m y V 0 = 10 000 m 3 , determine en 
cuanto tiempo se evapora el petroleo. 

c) Use el resultado en el inciso b) para determinar al area 
final del derrame de petroleo. 

Petroleo en el instante t 



FIGURA 5.5.7 Derrame circular del petroleo en el problema 85 
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86. Proyeccion de Mercator y la integral de sec x En ter- 
minos generales, una mapa de Mercator es una represen- 
tacion de un mapa global tridimensional sobre una super- 
ficie tridimensional. Vea la FIGURA 5.5.8. Encuentre y 
estudie el articulo “Mercator’s World Map and the 
Calculus”, Phillip M. Tuchinsky, UMAP, Unit 206, 
Newton, MA, 1978. Escriba un informe breve que resu- 
ma el articulo y por que Gerhardus Mercator (c. 1569) 
necesitaba el valor de la integral definida f sec x dx 
para llevar a cabo sus construcciones. 



a) Globo b ) Mapa de Mercator 

FIGURA 5.5.8 Globo y proyeccion de Mercator en el problema 86 


Revision del capitulo 5 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-19. 

A. Falso/verdadero_ 


En los problemas 1-16, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 

1. Si f\x) = 3x 2 + 2x, entonces fix) = x 3 + x 2 ._ 

6 4 

2 . 2 ( 2 *- 3 ) = 2 ( 2 . 7 + 1 )_ 

k =2 7=0 

40 20 

3 . 2 5 = 2 10 _ 

k=l k =1 


4. [ V ? + 7 dt = - [ V? + 7 dt _ 

n r o 

5. Si/es continua, entonces fit) dt + f{x)dx = 0.. 

J 0 J\ 

6. Si/es integrable, entonces/es continua._ 


7. (x — x ) dx es el area bajo la grafica de y = x — x sobre el intervalo [0, 1 ]. _ 

Jo 

f b [ b 

8. Si f(x) dx > 0, entonces fix) dx es el area bajo la grafica de/sobre [ a , b ].. 


9. Si P es unaparticion de [a, b] en n subintervalos, entonces n—>oo implica ||P|| —>0. 
10. Si F\x) = 0 para toda x, entonces Fix) = C para toda x._ 


11. Si/ es una funcion impar integrable sobre [—77,77], entonces fix) dx = 0 . 


12. f |x| dx = 2 f x dx . 

J-i J 0 


13. sen x dx = cos x + C 


14. x cos x dx = x sen x + cos x + C . 


15. | fit)dt=fib)~fia). 

r 2x 


16. La funcion Fix) = it + 4)e f dt es creciente sobre el intervalo [ — 2, 00 ). 


-5 
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B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-16, llene los espacios en bianco. 

1. Si G es una antiderivada de una funcion f entonces G'{x ) = 


2 . 


~^~x 2 dx = 
dx 


3. Si | f{x) dx = — (lnx) 2 + C, entonces/(x) = 


4. El valor de — 
dx 


Vr 2 + 5 dt en x = 1 es . 


5. Si g es diferenciable, entonces — 

ox 


fit) dt = 


J g(x) 


6 -fx[ e ~' dt = 


1 2 3 4 5 

7. A1 usar notacion sigma, la suma — + — + — + — + yy P uec ^ e expresarse como. 


8. El valor numerico de 2 (3& 2 ~ 2 k) es . 


k=i 


1 4 1 

9. Si u = t 2 + 1, entonces la integral definida J t(t 2 + l) 1 / 3 Jr se vuelve — 

10. El area bajo la grafica de/(x) = 2x sobre el intervalo [0, 2] es_ 


u 1 / 3 du. 

_, y el area neta 


con signo entre la grafica d Q fix) = 2x y el eje v sobre [ — 1,2] es . 


11. Si el intervalo [1, 6] se parte en cuatro subintervalos determinados por x 0 = 1, Xi = 2, 

x 2 = v 3 = 5 y x 4 = 6, la norma de la particion es_. 

12. Una particion de un intervalo [a, b] donde todos los subintervalos tienen el mismo ancho 

se denomina particion_. 

13. Si P es una particion de [0, 4] y x* es un numero en el &-esimo subintervalo, entonces 

_. Por el teorema fun- 


lim o i v x* Ax k es la definicion de la integral definida _ 
damental del calculo, el valor de esta integral definida es _ 

J r 6 r 4 r 6 

f(x) dx = 11 y f(x) dx = 15, entonces fix) dx = 
o Jo h 

15. | || e~ l dt\ dx = 


J e 1 dt} dx = 


16. Para t > 0, el area neta con signo I (x 3 — x z ) dx = 0 cuando t = 


C. Ejercicios 


En los problemas 1-20, evalue la integral dada. 


1. J (4x 3 - 6 x 2 + 2 x — 1) dx 


3. 


(5r + l) 100 dt 


r 9 


2 . 


4. 


Vr 


dx 


w 2 a/3w 3 + 1 dw 


r 77/4 

5. (sen 2x — 5 cos Ax) dx 
Jo 

7. [ (- 2x 2 + x 1/2 )dx 


, , senVz 

6. | - dz 

r 2 /9 VZ 


8 . 


■/4 r 77/4 

Jv + tan 2 x Jx 

4 — 77/4 J —77/4 

































318 CAPITULO 5 Integrates 


9. cot 6 8x esc 2 8x dx 


11. \{4x 2 - I6x + l)\x - 2)dx 
x 2 + 1 


13. 

15. 

17. 

19. 


W 4- 3x — 16 


dx 


x 


' 0 16 + x 2 
2 i 


dx 


Jo 


V16 - 


: dx 


tan 1 Ox dx 


10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 


esc 3x cot 3x dx 

(x 2 + 2x - 10) 2/3 (5x + 5) dx 
x 2 + 1 

x 3 + 3x — 16 


dx 


1 


Jo 


16 + x 2 


Vl6 - 


dx 


: dx 


cot lOx dx 


21. Suponga que /(x) dx = — 3 y /(x) dx = 2. Evalue 


/(x) Jx. 


J5 


22. Suponga que /(x) dx = 2 y f(x)dx= —8. Evalue /(x) dx. 


En los problemas 23-28, evalue la integral dada. 


23. 

25. 

27. 


(1 + |x — 1|) dx 


77/2 10 

' sen t 


V/2 

1 


16r 7 + 1 
1 


dt 


, 1 + 3x 2 


Jx 


24. 

26. 

28. 


^ 10r 4 

* l_(2r 3 + 6t + 1) 2 _ 


Jr 


1 


r sen r 2 Jr 


J-l 

2 


/(x) Jx, donde /(x) = \ x 


-2 


En los problemas 29 y 30, encuentre el limite dado. 


29. lim 

ft—»oo 


1 + 2 + 3 + 


+ n 


30. lim 

ft->0o 


l 2 + 2 + 3 + 



x < 0 

u 

0 < x < 1 

u 

x > 1 

+ n 2 



31. En la FIGURA 5.R.1 se muestra un cubo con las dimensiones dadas (en pies) que se llena a razon 
constante de dV/dt = \ pies 3 /min. Cuando t = 0, en la balanza se lee 31.2 lb. Si el agua pesa 
62.4 lb/pie 3 , ^cual es la lectura de la balanza luego de 8 minutos? cuando el cubo esta 
lleno? [ Sugerencia : Vea la pagina FM-2 para la formula para el volumen del tronco de un 
cono. Tambien ignore el peso del cubo.] 




M 



FIGURA 5.R.1 Cubo y balanza 
en el problema 31 


32. La torre de Hanoi es una pila de discos circulares, cada uno de los cuales es mas grande 
que el de arriba, colocados en un mastil. Vea la FIGURA 5.R.2. Una vez, un antiguo rey ordeno 
que esta torre debia construirse con discos de oro con las siguientes especificaciones: el 
ancho de cada disco debia ser un dedo mas grande que el del disco de arriba. El hueco por 
los centros de los discos debia medir un dedo de ancho de diametro, y el disco superior debia 
medir dos dedos de diametro. Suponga que el ancho de un dedo es 1.5 cm, que el oro pesa 
19.3 g/cm 3 y que su valor es $14 por gramo. 
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a) Encuentre una formula para el valor del oro en la torre de Hanoi del rey si la torre tiene 
n discos. 

b) El numero normal de discos de oro en la torre de Hanoi es 64. ^Cual es el valor del oro 
en la torre? 



FIGURA 5.R.2 Torre de Hanoi 
en el problema 32 


33. Considere la funcion uno a uno f(x) = x 3 + x sobre el intervalo [1,2]. Vea la FIGURA 5.R.3. 
Sin encontrar/ -1 , determine el valor de 

(7(2) 

f~\x)dx. 

•!/■(!) 



para el problema 33 











Capitulo 6 


Aplicaciones de la integral 



En este capitulo Aunque en la seccion 6.2 se volvera al problema de encontrar areas por 
integracion definida, en las secciones posteriores de este capitulo veremos que la integral 
definida tiene muchas otras interpretaciones, ademas del area. 

El capitulo empieza con una aplicacion de la integral indefinida. 


6.1 Otro repaso al movimiento rectilineo 

6.2 Otro repaso al area 

6.3 Volumenes de solidos: metodo de las rebanadas 

6.4 Volumenes de solidos: metodo de los cascarones 

6.5 Longitud de una grafica 

6.6 Area de una superficie de revolucion 

6.7 Valor promedio de una funcion 

6.8 Trabajo 

6.9 Presion y fuerza del fluido 

6.10 Centros de masa y centroides 
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6.1 Otro repaso al movimiento rectilineo 

■ Introduccion El capitulo 4, Aplicaciones de la derivada , empezo con el concepto de movi¬ 
miento rectilineo. Si s =f(t) es la funcion de posicion de un objeto que se mueve en linea recta, 
entonces sabemos que 

velocidad = v(t) = y aceleracion = a(t) = 

KJ dt J yj dt 

Como una consecuencia inmediata de la definicion de la antiderivada, las cantidades sy v pue- 
den escribirse como integrates indefinidas 


s(t) = v(t) dt 


v(t) = a(t) dt. 


( 1 ) 


{ \ 

1 

~r 

1 

1 

; 

i 

h 

i 

i Y 


1 

v(0) >0 

19(0) < 0 

5(0) = 0 

5(0) = h 

a) 


b) 


FIGURA 6.1.1 Condiciones 
iniciales 


Si se conocen la posicion inicial s(0) y la velocidad inicial u(0), es posible encontrar valores 
especificos de las constantes de integracion usadas en (1). 

Recuerde que cuando el cuerpo se mueve horizontalmente sobre una recta, la direccion posi- 
tiva es hacia la derecha. Para movimiento en una recta vertical, tomamos la direccion positiva 
hacia arriba. Como se muestra en la FI GURA 6.1 . 1 , si una flecha se dispara hacia arriba desde el nivel 
del suelo, entonces las condiciones iniciales son s(0) = 0, u(0) > 0, mientras que si la flecha 
se dispara hacia abajo desde una altura inicial, por ejemplo h metros del suelo, entonces las con¬ 
diciones iniciales son s( 0) = h , u(0) < 0. Sobre un cuerpo que se mueve en una recta vertical 
cerca de la superfteie terrestre, como la flecha disparada hacia arriba, actua la fuerza de grave- 
dad. Esta fuerza provoca la aceleracion de los cuerpos. Cerca de la superfteie de la Tierra se 
supone que la aceleracion debida a la gravedad, a{t) = ~g, es una constante. La magnitud g de 
esta aceleracion es aproximadamente 

32 pies/s 2 , 9.8 m/s 2 o bien, 980 cm/s 2 . 


EJEMPLO 1 


Movimiento de un proyectil 


Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba desde el nivel del suelo con una velocidad ini¬ 
cial de 49 m/s. i Cual es la velocidad en t = 2 s? ^Cual es la altura maxima que alcanza el pro¬ 
yectil? ^Cuanto tiempo permanece en el aire el proyectil? ^Cual es la velocidad de impacto? 


Solucion Si se empieza con a{t) = — 9.8, por integracion indefinida obtenemos 


v{t) = 


(—9.8) dt = -9.8 1 + C x . 


( 2 ) 


A partir de la condicion inicial dada u(0) = 49, vemos que (2) implica C x = 49. Por tanto, 

v(t) = -9.8 1 + 49, 

y asi v(2) = —9.8(2) + 49 = 29.4 m/s. Observe que v(2) > 0 implica que el proyectil se des- 
plaza hacia arriba. 

Luego, la altitud del proyectil, medida a partir del nivel del suelo, es la integral indefinida 
de la funcion velocidad, 

^(0 = v{t) dt = (—9.8 1 + 49) dt = —4.9 1 2 + 49^ + C 2 . (3) 


Cuando se ignora la resistencia 
del aire, la magnitud de la velo¬ 
cidad de impacto (rapidez) es la 
misma que la velocidad inicial 
hacia arriba desde el nivel del 
suelo. Vea el problema 32 en 
los ejercicios 6.1. Esto no es 
cierto cuando tomamos en 
consideracion la resistencia del 
aire. 


Puesto que el proyectil inicia su movimiento a partir del nivel del suelo, ^(0) = 0 y (3) propor- 
cionan C 2 = 0. Por tanto, 


s(f) = -4.9 1 2 + 49?. (4) 

Cuando el proyectil alcanza su altura maxima, v{t) = 0. Luego, al resolver — 9.8r + 49 = 0 obte¬ 
nemos t = 5. Por (4) encontramos que la altura correspondiente es s( 5) = 122.5 m. 

Finalmente, para encontrar el instante en que el proyectil choca contra el suelo, resolvemos 
s(t) = 0 o — 4.9^ 2 + 49 1 = 0. Cuando la ultima ecuacion se escribe como —4.9 t(t — 10) = 0, 
► vemos que el proyectil permanece en el aire 10 s. La velocidad de impacto es u(10) = — 49 m/s. ■ 
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EJEMPLO 2 


Movimiento de un proyectil 


Una pelota de tenis se lanza verticalmente hacia abajo desde una altura de 54 pies con una velo- 
cidad inicial de 8 pies/s. ^Cual es la velocidad de impacto si la pelota golpea en la cabeza a una 
persona de 6 pies de estatura? Yea la FIGURA 6.1.2. 


Solucion En este caso a{t) = —32, s(0) = 54 y, puesto que la pelota se lanza hacia abajo, 
u(0) = -8. Luego, 

v(t) = |(-32) dt = -32 1 + CV 

Al usar la velocidad inicial u(0) = —8 encontramos C\=— 8. En consecuencia, 

v(t) = —32 1 — 8. 

Al continuar encontramos 



FIGURA 6.1.2 Lanzamiento de la 
pelota en el ejemplo 2 


s(t) = 



8) dt = —16 1 2 — 8 1 + C 2 . 


Cuando / = 0. sabemos que s = 54 y asf la ultima ecuacion implica C 2 = 54. Entonces 

s(t) = —16/ 2 - 8/ + 54. 

Para determinar el instante que corresponde a s = 6, resolvemos 

-16 t 2 - St + 54 = 6. 

Al simplificar obtenemos —8(2 1 — 3 )(t + 2) = 0 y t = §. Entonces, la velocidad de la pelota 
cuando golpea a la persona es v (§) = —56 pies/s. ■ 


■ Distancia La distancia total que un objeto recorre rectilmeamente en un intervalo de tiem- 
po |A, t 2 ] esta dada por la integral definida 


distancia total = 


" h 

\v(t)\ dt. 

4 


( 5 ) 


En (5) se requiere el valor absoluto porque el objeto puede mo verse a la izquierda, de modo que 
durante algun tiempo tiene velocidad negativa. 


EJEMPLO 3 


Distancia recorrida 


La funcion de posicion de un objeto que se mueve sobre una recta de coordenadas es s(t) = t 2 — 61, 
donde s se mide en centimetros y t en segundos. Encuentre la distancia recorrida en el intervalo 
de tiempo [0, 9]. 


Solucion La funcion velocidad v(t) = ds/dt = 2t — 6 = 2{t — 3) muestra que el movimiento 
es como se indica en la FIGURA 6.1.3; a saber: v < 0 para 0 < t < 3 (movimiento a la izquierda) y 
v > 0 para 3 < t < 9 (movimiento a la derecha). Entonces, por (5) la distancia recorrida es 

) r3 r 9 

|2 1 - 6| dt = |2 1 - 6| dt+\ |2 1 - 6| dt 

4 h 

'3 r 9 

—(2 1 — 6) dt + (2 1 — 6) dt 


'o 


— (~t 2 + 6 1) 


" 13 ~\9 

+ (t 2 — 6 1 ) 


= 45 cm. 


t= 3 


c 


't = 9 


+ 


t = 0 
\ -1— 


H-b 


-10 0 10 20 30 

FIGURA 6.1.3 Representacion 
del movimiento del objeto en 
el ejemplo 3 


Por supuesto, el ultimo resultado debe ser consistente con la cifra obtenida al simplemente con- 
tar las unidades en la figura 6.1.3 entre s(0) y s( 3), y entre s( 3) y ^(9). ■ 


Ejercicios 6.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, un cuerpo se mueve en linea recta con 
velocidad v{t). Encuentre la funcion posicion s{t). 

1. v(t) = 6; s = 5 cuando t = 2 


2. v{t) = 21 + 1; s = 0 cuando t = 1 

3. v(t) = t 2 — \t\ s = 6 cuando t = 3 

4. v{t) = V4 1 + 5; s = 2 cuando t = 1 
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5 . v(t) = —10 cos(4r + 7 t/6); s = f cuando f = 0 

6. u(0 = 2 sen 3f; s = 0 cuando t = tt 

En los problemas 7-12, un cuerpo se mueve en lmea recta con 
aceleracion a(t). Encuentre v(t) y s(t). 

7 . a(t) = —5; v = 4 y s = 2 cuando t — 1 

8. a(0 = 6f; v = 0 y s = —5 cuando f = 2 

9. a(0 = 3t 2 — At + 5; v = -3 y s = 10 cuando f = 0 

10 . a(f) = (t — l) 2 ; v = 4 y s = 6 cuando t = 1 

11 . a(0 = It 1 / 3 — 1; v = 50 y 5 = 0 cuando f = 8 

12 . a(0 = 100 cos 5f; v = -20 y s = 15 cuando t = 7t/2 

En los problemas 13-18, un objeto se mueve en lmea recta 
segun la funcion posicion dada. Si s se mide en centimetros, 
encuentre la distancia total recorrida por el objeto en el ins- 
tante de tiempo indicado. 

13 . sit) = t 2 - 2 f, [0, 5] 

14 . s(t) = -t 2 + At + 7; [0, 6] 

15 . sit) = t 3 - 3t 2 - 91; [0, 4] 

16 . s(t) = t 4 - 32 1 2 ; [1,5] 

17 . s(t) = 6 sen irt\ [1,3] 

18 . s{t) = it- 3) 2 ; [2, 7] 


a 102 pies del nivel del suelo. Si el malvavisco golpea la 
cabeza de una persona de 6 pies de estatura, ^cual es la 
velocidad de impacto? 

28 . La persona cuya cabeza fue golpeada en el problema 27 
sube hasta la parte superior de una escalera de 22 pies de 
altura y arroja una roca verticalmente con una velocidad 
inicial de 96 pies/s. Si la roca choca contra el culpable en 
el piso a 102 pies, ^cual es la velocidad de impacto? 

= Piense en ello 

29 . En marzo de 1979, la sonda espacial Voyager 1 fotogra- 
fio la eruption de un volcan activo en Io, una de las lunas 
de Jupiter. Encuentre la velocidad de lanzamiento de una 
roca desde el volcan Loki si la roca alcanza una altitud de 
200 km por arriba de la cima del volcan. En Io, la acele¬ 
racion debida a la gravedad es g= 1.8 m/s 2 . 

30 . Como se muestra en la FIGURA 6.1.4, desde un punto a 
30 pies de un poste de 25 pies de altura se arroja vertical¬ 
mente hacia abajo una pelota desde una altura de 25 pies 
con una velocidad inicial de 2 pies/s. 

a ) Encuentre la razon en que la sombra de la pelota se 
mueve hacia la base del poste. 

b) Encuentre la razon en que la sombra de la pelota se 
mueve hacia la base del poste en t = 


— Aplicaciones 

19 . El conductor de un automovil que se desplaza en lmea 
recta a velocidad constante de 60 mi/h aparta por 2 s la 
vista de la carretera. ^Cuantos pies recorre el automovil 
en este instante? 

20 . Una pelota se deja caer (a partir del reposo) desde una 
altura de 144 pies. ^En cuanto tiempo la pelota llega al 
suelo? / A que velocidad choca contra el suelo? 

21 . Un huevo se suelta desde la parte superior de un edificio 
y choca contra el suelo despues de 4 s desde que fue sol- 
tado. ^Cual es la altura del edificio? 

22 . Una piedra se deja caer en un pozo y el choque de esta 
con el agua se escucha 2 s despues. Si la velocidad del 
sonido en el aire es 1 080 pies/s, encuentre la profundi- 
dad del pozo. 

23 . Una flecha se proyecta verticalmente hacia arriba desde 
el nivel del suelo con una velocidad inicial de 24.5 m/s. 
lK que altura llega? 

24 . ^Cuan alto llegaria la flecha en el problema 23 en el pla- 
neta Marte, donde g = 3.6 m/s? 

25 . Una pelota de golf se lanza verticalmente hacia arriba 
desde el borde del techo de un edificio de 384 pies de 
altura con una velocidad inicial de 32 pies/s. ^En que ins¬ 
tante golpea la pelota el suelo? 

26 . En el problema 25, ^cual es la velocidad de la pelota de 
golf cuando pasa frente a un observador situado en una 
ventana situada a 256 pies del suelo? 

27 . Una persona arroja un malvavisco hacia abajo con una 
velocidad inicial de 16 pies/s desde una ventana que esta 


j-n Pelota en 


25 pies 


f = 0 


F<-30 pies - 


H 


Sombra 


FIGURA 6.1.4 Poste en el problema 30 

31 . Si un cuerpo se mueve rectilmeamente con aceleracion 
constante ay v = v 0 cuando s = 0, demuestre que 


vl + 2 as. 


„ . dv dv ds dv 

Sugerencia : — = ——— = — u. 

dt ds dt ds 


32 . Demuestre que, cuando se ignora la resistencia del aire, 
un proyectil disparado verticalmente hacia arriba desde el 
nivel del suelo choca de nuevo contra el suelo con una 
velocidad igual a la velocidad inicial v 0 . 

33 . Suponga que la aceleracion debida a la gravedad en un 
planeta es igual a la mitad de la aceleracion en la Tierra. 
Demuestre que una pelota lanzada verticalmente hacia 
arriba desde la superficie del planeta alcanza una altura 
maxima que es igual al doble de la altura en la Tierra 
cuando se aplica la misma velocidad inicial. 

34 . En el problema 33, suponga que la velocidad inicial de la 
pelota sobre el planeta es v 0 y que la velocidad inicial de 
la pelota sobre la Tierra es 2v 0 . Compare las alturas maxi- 
mas alcanzadas. Determine la velocidad inicial de la pelo¬ 
ta sobre la Tierra (en terminos de v 0 ) de modo que la maxi¬ 
ma altura alcanzada sea la misma que sobre el planeta. 
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6.2 Otro repaso al area 


■ Introduccion Si/es una funcion que asume valores tanto positivos como negativos sobre 
[a, b], entonces la integral definida Jafix) dx no representa el area bajo la grafica de/sobre el 
intervalo. Como vio en la seccion 5.4, el valor de Jafix) dx puede interpretarse como al area 
neta con signo entre la grafica de/y el eje v sobre el intervalo [a, b]. En esta seccion investiga- 
mos dos problemas de area: 

• Encontrar el area total de una region acotada por la grafica de/y el eje v sobre un 
intervalo [a, b]. 

• Encontrar el area de la region acotada entre dos graficas sobre un intervalo [a, b ]. 
Veremos que el primer problema es justo un caso especial del segundo problema. 


■ Area total Suponga que la funcion y =f(x) es continua sobre el intervalo [a, b] y que/(x) < 0 
sobre [a, c) y que/(v) > 0 sobre [c, b]. El area total es el area de la region acotada por la gra¬ 
fica de/, el eje v y las rectas verticales x = ay x = b. Para encontrar esta area se emplea el valor 
absoluto de la funcion y = \f(x)\, que es no negativa para toda v en [a, b]. Recuerde que \f(x)\ 
esta definida por partes. Para la funcion/que se muestra en la FIGURA 6.2.1 a), fix) < 0 sobre el inter¬ 
valo [a, c) y f{x) > 0 sobre el intervalo [c, b]. Por tanto, 


I Ay. I = {-fix), para fix) < 0 
17W| l/to, para f(x) > 0. 


( 1 ) 



a) La integral definida de f 
sobre [a, b] no es area 



b ) La integral definida 
de I f\ sobre [a, b] es area 
FIGURA 6.2.1 El area total 
es A = Ai + A 2 


Como se muestra en la figura 6.2.1 b), la grafica de y = |/(x)| sobre el intervalo [ a , c) se obtie- 
ne al reflejar esa porcion de la grafica de y =f(x) en el eje v. Sobre el intervalo [c, b], donde/(v) 

> 0, las graficas de y = fix) y y = \f(x)\ son las mismas. Para encontrar el area total A = A l + 

A 2 mostradas en la figura 6.2.1 b) usamos la propiedad aditiva del intervalo de la integral defini- 4 Vea teorema 5.4.5. 
da junto con (1): 


|/(*) I dx = |/to I dx + |/to I dx 


= [ (-/to) dx + f /to dx 

da d C 

— A\ + A 2 . 

Las ideas del analisis precedente se resumen en la siguiente definicion. 

Definicion 6.2.1 Area total 

Si y = fix) es continua sobre [a, b], entonces el area total A acotada por su grafica y el eje v 
sobre el intervalo esta dada por 

A = f |/to | dx. (2) 


EJEMPLO 1 


Area total 


Encuentre el area total acotada por la grafica de y = x 3 y el eje v sobre [ — 2, 1 


Solucion Por (2) se tiene 



En la FIGURA 6.2.2 comparamos la grafica de y = x 3 y la grafica de y = \x 3 \. Puesto que x 3 < Opara 
x < 0, se tiene sobre [ — 2, 1 ], 



—2 < x < 0 
0 < x < 1. 




FIGURA 6.2.2 Grafica de la 
funcion y area en el ejemplo 1 
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-2 2 
b) 


FIGURA 6.2.3 Grafica y area 
en el ejemplo 2 


Entonces, por (2) de la definicion 6.2.1, el area que se busca es 


A = 


lx 3 1 dx 


= J |;r | dx + I |x 3 1 dx 


(—x ) dx + x dx 


-2 

1 4 

= ~4 X 


'0 


0 1 

+ W 

-2 4 , 




EJEMPLO 2 


Area total 


Encuentre el area total acotada por la grafica de y = x + 2x y el eje x sobre [ — 2, 2]. 

Solucion Las graficas de y =/(x) y y = |/(x) \ se muestran en la FIGURA 6.2.3. Luego, por la figu- 
ra 6.2.3a), vemos que sobre [ — 2, 2], 






~{x 2 + 2x), 
x 2 + 2x, 


-2 < x < 0 
0 < x < 2. 


En consecuencia, el area total acotada por la grafica de/sobre el intervalo [—2, 2] y el eje x es 

A = [ |x 2 + 2x| dx 


-2 

0 


= |x 2 + 2x| dx + |x 2 + 2x| dx 


-2 

0 


-(x 2 + 2x) dx + 


(x 2 + 2x) dx 


Jo 


= I 


+ I |x 3 + X 2 


-o-iJmMI-mi-o-* 


■ Area acotada por dos graficas El analisis anterior es un caso especial del problema 
mas general de encontrar el area de la region acotada entre la grafica de dos funciones/y g y 
las rectas verticales x = ay x = b. Vea la FIGURA 6.2.4a). El area bajo la grafica de una funcion con- 
tinua no negativa y =/(x) sobre un intervalo [ a , b] puede interpretarse como el area de la region 


y = f(x) 



y = f(x) 



b ) Construction de n rectangulos 
entre dos graficas 


FIGURA 6.2.4 Area A acotada entre dos graficas 




































acotada por la grafica de/y la grafica de la funcion y = 0 (el eje x) y las rectas verticales x = a 
y x = b. 
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La hipotesis de que/(x) > g(x) 
^ sobre el intervalo significa que 
las graficas de/y g pueden 
tocarse pero no cruzarse 
mutuamente. 

Vea la figura 6.2.4/?). El area A de la region acotada por las dos graficas sobre el intervalo [a, b ] 
es aproximada por la suma de Riemann 

n n 

5X= 2 [/(**)-g(**)i Ax„ 

k= l l 

lo cual a su vez sugiere que el area es 

n 

A = lfm 2 [/(**) “ £(-**) I Ax k . 

WKo k= i 

Puesto que/y g son continuas, tambien lo es/— g. Entonces, el limite anterior existe y, por defi¬ 
nicion, la integral definida 

A= \ [fix) ~ g(x)] dx. (3) 

J a 

Tambien (3) es valida para las regiones en que una o ambas funciones/y g tienen valores nega- 
tivos. Vea la FIGURA 6.2.5. Sin embargo, (3) no es valida sobre un intervalo [< a , b ] donde las grafi¬ 
cas de/y g se cruzan en el intervalo. Observe en la FIGURA 6.2.6 que g es la grafica superior sobre 
los intervalos (a , c x ) y (c 2 , /?), mientras que/es la grafica superior sobre el intervalo (c l9 c 2 ). En 
el caso mas general, tenemos la siguiente definicion. 


■ Construccion de una integral Suponga que y =f(x) y y = g(x) son continuas sobre [a, b] y 
que/(x) > g(v) para toda v en el intervalo. Sea P una particion del intervalo [a, b] en n subin- 
tervalos [ x k - X , x k ]. Si escogemos un punto muestra x* en cada subintervalo, es posible construir 
n rectangulos correspondientes que tengan el area 

A k = g(xt)]Ax k . 


la longitud del rectangulo es 

f(4) + (-g(4)) 



la longitud es f(x%) 
puesto que /(xj) > 0 


la longitud es ~g(x%) 
puesto que g(x%) < 0 


a) f(x ) > 0 y g(x) < 0 sobre [a, b ] 



la longitud del rectangulo es 

-8(4) - (-/(*?)) 

= f(4) - s(4) 

y 


b) f(x ) < 0 y g(x) < 0 sobre [a, b ] 


FIGURA 6.2.5 Las graficas de/y g pueden estar por abajo del eje x 





Definicion 6.2.2 Area acotada por dos graficas 

Si/y g son funciones continuas sobre un intervalo [ a , /?], entonces el area A de la region aco¬ 
tada por sus graficas sobre el intervalo esta dada por 

A = ( | f(x) ~ g(x) | dx. (4) 


'a 


FIGURA 6.2.6 Las graficas de/y 
g se cortan entre si sobre [a, b] 


Observe que (4) se reduce a (2) cuando g(v) = 0 para toda v en [a, /?]. Antes de usar las for¬ 
mulas (3) o (4), se le pide trazar las graficas necesarias. Si las curvas se cruzan sobre el interva- 
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( 0 , 0 ) 

FIGURA 6.2.7 Area en el 
ejemplo 3 



FIGURA 6.2.8 Area en el 
ejemplo 4 


lo, entonces como hemos visto en la figura 6.2.6, la posicion relativa de las curvas cambia. En 
cualquier caso, sobre cualquier subintervalo de [a, b], el integrando idoneo siempre es 

(grafica superior) — (grafica inferior). 


Asi como en (1), el valor absoluto del integrando esta dado por 


I/O) - gO)| = 


-{ 


-(fix) - g(x)), 
fix) - g(x). 


para fix) - gix) < 0 
para fix) - gix) > 0. 


( 5 ) 


Una manera mas practica de interpretar (5) consiste en trazar las graficas de/y g con precision 
y determinar visualmente que: 


I/O) - g(x)\ 


\ gix) — f{x), siempre que g es la grafica superior 
\f(x) — g(x), siempre que/es la grafica superior 


En la figura 6.2.6, el area A acotada por las graficas de/y g sobre [a, b] es 


A = 


I/O) - g(x) dx 


’ Ci r c 2 [ b 

I/O) - #0)1 dx + I fix) - g(x)| dx + I fix) - #0)1 dx 

*^1 ^2 


[g(x) - fix)] dx + 

4 

g es la grafica superior 


U(x) - g(.x)] dx + 

/, t 

/ es la grafica superior 


[gix) - fix)] dx. 

J c 2 t 

g es la grafica superior 


Area acotada por dos graficas 


EJEMPLO 3 


Encuentre el area acotada por las graficas de y = Vx y y = x 2 . 


Solucion Como se muestra en la FIGURA 6.2.7, la region en cuestion se localiza en el primer cua- 
drante. Puesto que 0 y 1 son las soluciones de la ecuacion v 2 = Vx, las graficas se cortan en los 
puntos (0, 0) y (1, 1). En otras palabras, la region se encuentra entre las rectas verticales i = 0y 
x = 1. Puesto que y = Vx es la grafica superior sobre el intervalo (0, 1), se concluye que 

A = f (Vx - x 2 ) dx 

4 




i 

o 


2 

3 


1 

3 



EJEMPLO 4 


Area acotada por dos graficas 


Encuentre el area de la region acotada por las graficas de y = x 2 + 2x y y = —x + 4 sobre el inter¬ 
valo [-4, 2]. 


Solucion Las funciones dadas se denotan por 

yi = x 2 + 2x y y 2 = -x + 4. 

Como se muestra en la FIGURA 6.2.8, las graficas se cortan sobre el intervalo [ — 4, 2]. 

Para encontrar los puntos de interseccion resolvemos la ecuacion x 2 + 2x = — x + 4 o 
x 2 + 3x — 4 = 0 y encontramos que x = —4 y x = 1. El area en cuestion es la suma de las areas 
A = A) + A 2 : 

A = \y 2 ~ yi | dx = \y 2 - ?i | dx + \y 2 ~ >’i | dx. 

J_4 J_4 / 
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Pero como y 2 = ~ x + 4 es la grafica superior sobre el intervalo (—4, 1) y y 1 = x 2 + 2x es la 
grafica superior sobre el intervalo (1,2), es posible escribir 

A = [ [(-x + 4) - (x 2 + 2x)] dx + [ [(x 2 + 2x) - (~x + 4)] dx 
J-4 J i 

= f (—x 2 — 3x + 4) dx + f (x 2 + 3x — 4) dx 
J-4 Jl 


= ( -|x 3 - |x 2 + 4x 





2 

1 



EJEMPLO 5 


Area 


acotada por dos graficas 


Encuentre el area de las cuatro regiones acotadas por las graficas de y = sen x y y = cos x que se 
muestran en la FIGURA 6.2.9. 


Solucion Hay una infinidad de regiones acotadas por las graficas de y = sen x y y = cos x y el 
area de cada region es la misma. En consecuencia, solo es necesario encontrar el area de la region 
sobre el intervalo correspondiente a las dos primeras soluciones positivas de la ecuacion sen 
x = cos x. Al dividir entre cos x, una forma mas util de la ultima ecuacion es tan x = 1. La pri- 
mera solucion positiva es x = tan -1 1 = tt/4. Luego, como tan x tiene periodo i r, la siguiente 
solucion positiva esx = i t + 7t/4 = 57t/4. Sobre el intervalo (7t/4, 57t/4), y = sen x es la gra¬ 
fica superior, de modo que el area de las cuatro regiones es 


A = 4 


577/4 
^77 / 4 

4(—cos x — senx) 


(sen x — cos x) dx 
577/4 


77/4 


4/2V2) = 8V2. 


Al encontrar el area acotada por dos graficas, no siempre es conveniente integrar con res- 
pecto a la variable x. 


EJEMPLO 6 


Area acotada por dos graficas 


Encuentre el area acotada por las graficas y 2 = 1 — x y 2y = x + 2. 


Solucion Observamos que la ecuacion y 2 = 1 — x define de manera implicita dos funciones, 
y 2 = Vl — x yyi = ~ Vl — x para x ^ 1. Si definimos y 3 = ^x + 1, por la FIGURA 6.2.10 vemos 
que la altura de un elemento de area sobre el intervalo (—8, 0) es y 3 — y b mientras la altura de 
un elemento sobre el intervalo (0, 1) es y 2 — y\. Por tanto, si se integra con respecto a x, el area 
deseada es la suma de 


^1 



y\)dx 


y 


^2 


(yi ~ yd dx. 

'0 



FIGURA 6.2.10 En el ejemplo 6, y 3 es la grafica superior sobre el 
intervalo (—8, 0); y 2 es la grafica superior sobre el intervalo (0, 1) 


y ky = senx 



y = cosx 


FIGURA 6.2.9 Cada una de las 
cuatro regiones tiene la misma 
area en el ejemplo 5 
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Por tanto, el area de la region es la suma de las areas A = + A 2 ; es decir, 


A = 


+ 1 j - (-Vl - x) 


dx + 


[Vl - x - ( — Vl — x)] dx 


Jo 


—x + 1 + Vl — x ) dx + 2 I Vl — x dx 


= (V + X - f (1 - x?' 2 


-f(l-x) 3 / 2 


= -|-l 3/2 - 16-8-I-9 3 / 2 H-0 + fl 3/2 = f- 


EJEMPLO 7 


Solucion alterna del ejemplo 6 


La necesidad de usar dos integrates en el ejemplo 6 para encontrar el area se evita al construir 
rectangulos horizontales y usar a y como variable independiente. Si definimos x 2 = 1 — y 1 y 
x 1 = 2y — 2, entonces, como se muestra en la FIGURA 6.2.11, el area del elemento horizontal es 


A k = [grafica derecha — grafica izquierda] • ancho. 



FIGURA 6.2.11 Uso de y como la variable de integration en el ejemplo 7 


Es decir, A k = [x* ~ x*] A y h 

donde 4=1- (4) 2 , 4 = 24 - 2 y t±y k = y k - y k - V 


Al sumar los rectangulos en la direccion de y positiva obtenemos 

n 

A = lim 2 [4(4 - 4(41 A y h 

n->o k=i 


donde ||P|| es la norma de una particion P del intervalo sobre el eje y definida por —3 < y < 1. 
En otras palabras, 

A = (x 2 ~ x x ) dy, 

J-3 


donde el limite inferior —3 y el limite superior 1 son las coordenadas y de los puntos de intersec- 
cion (—8, —3) y (0, 1), respectivamente. Luego, al sustituir por x 2 y x x obtenemos 


A = [(1 - /) - (2y - 2)] dy 


-3 

1 


= (-/- 2y + 3) dy 


-3 


--y 3 - y 2 + 3y 


1 

-3 
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\ b NOTAS DESDE EL AULA 

J a . 

Como se menciono en la introduccion, en este capitulo veremos diferentes interpretacio- 
nes de la integral definida. En cada seccion veremos una variedad de la integral definida, 
dentro del parrafo Construyendo una integral. Antes de memorizar estas formulas de inte¬ 
grates, usted debe estar al tanto de que el resultado obtenido en general no es aplicable a 
toda situacion geometrica o fisica concebible. Por ejemplo, como vimos en el ejemplo 7, 
para encontrar el area de una region en el piano puede resultar mas conveniente integrar 
con respecto a y y asi poder construir una integral totalmente diferente. En lugar de apli- 
car a degas una formula, usted debe tratar de comprender el proceso y la practica de cons¬ 
truir integrates al analizar la geometria de cada problema. 


Ejercicios 6.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-22, encuentre el area total acotada por la 
grafica de la funcion dada y el eje x en el intervalo dado. 

1 . y = x 2 - 1; [-1,1] 2 . y = x 2 — 1; [0,2] 

3. y = x 3 ; [-3,0] 4. y = 1 - x 3 ; [0,2] 

5. y = x 2 — 3x; [0, 3] 

6. y = ~(x + l) 2 ; [-1,0] 7. y = x 3 - 6x; [-1,1] 

8. y = x 3 — 3x 2 + 2; [0, 2] 


9. y = (x - l)(x - 2)(x - 3); [0, 3] 

10 . y = x(x + l)(x — 1); [ — 1,1] 

11 . [ 1 . 3 ] 12 ., = ^; 

X X 

13. y = Vx — 1; [0, 4] 14. y = 2 - Vx; 
15. y = Vx; [ -2, 3] 16. y = 2 - Vx; 

17. y = senx; [—77, 77 ] 

18. y = 1 + cos x; [0, 377] 

19. y = — 1 + senx; [—377/2,77/2] 

20. y = sec 2 x; [0, 77/3] 


[ 1 , 2 ] 

[0,9] 

[- 1 , 8 ] 


21 . y = 



-2 < x < 0 
0 < x < 1 ’ 


[- 2 , 1 ] 


22 . y = 


[ x + 2, 
\2 - x 2 , 


— 3 < x < 0 
0 < x < 2 ’ 


[-3,2] 


En los problemas 23-50, encuentre el area de la region acota¬ 
da por la grafica de las funciones dadas. 

23. y = x, y = — 2x, x = 3 24. y = x, y = 4x, x = 2 

25. y = x 2 , y = 4 26. y = x 2 , y = x 

27. y = x 3 , y = 8, x = — 1 

28. y = x 3 , y = ^/x, primer cuadrante 

29. y = 4(1 — x 2 ), y = 1 - x 2 

30. y = 2(1 — x 2 ), y = x 2 - 1 

31. y = x, y = 1/x 2 , x = 3 

32. y = x 2 , y = 1/x 2 , y = 9, primer cuadrante 

33. y = -x 2 + 6, y = x 2 + 4x 34. y = x 2 , y = —x 2 + 3x 
35. y = x 2/3 , y = 4 


36. y = 1 - x 2/3 , y = x 2/3 - 1 

37. y = x 2 - 2x - 3, y = 2x + 2, sobre [ — 1, 6] 

38. y = —x 2 + 4x, y = §x 

39. y = x 3 , y = x + 6, y = — \x 

40. x = y 2 , x = 0, y = 1 

41. x = -y, x = 2 - y 2 

42. x = y 2 , x = 6 - y 2 

43. x = y 2 + 2y + 2, x = —y 2 — 2y + 2 

44. x = y 2 — 6y + 1, x = — y 2 + 2y + 1 

45. y = x 3 — x, y = x + 4, x = — 1, x = 1 

46. x = y 3 — y, x = 0 

47. y = cos x, y = sen x, x = 0, x = 77/2 

48. y = 2 sen x, y = —x, x = tt/2 

49. y = 4 senx, y = 2, sobre [ 77 / 6 , 577 / 6 ] 

50. y = 2 cos x, y = —cos x, sobre [ — 77 / 2 , 77 / 2 ] 

En los problemas 51 y 52, interprete la integral definida dada 
como el area de la region acotada por la grafica de dos funciones. 
Trace las dos regiones que tienen el area dada por la integral. 

51. | (Vx + x) dx 52. | (j^x 2 + 3 — x'jdx 

En los problemas 53 y 54, interprete la integral definida dada 
como el area de la region acotada por la grafica de dos funcio¬ 
nes sobre un intervalo. Evalue la integral dada y trace la region. 

1 

\e x - 2e~ x \ dx 


53. 


x + 1 


- 4x 


dx 


54. 


En los problemas 55-58, use el hecho de que el area de un 
circulo de radio r es irr 2 para evaluar la integral definida dada. 
Trace una region cuya area este dada por la integral definida. 

r3 _ f5 

55. V9 - x 2 dx 56. 


57. 


58. 


[V9^ 

Jo 

(l + V4 - x 2 ) dx 


| A/25 — x 2 dx 


J-2 


| (2x + 3 — Vl — x 2 ) dx 
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59. Establezca una integral definida que represente el area de 
una elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1, a > b > 0. Use la idea 
que se utilizo en los problemas 55-58 para evaluar la inte¬ 
gral definida. 

60. Encuentre el area del triangulo con vertices en (1, 1), 
(2, 4) y (3, 2). 

61. Considere la region acotada por las graficas de y 2 = 
—x — 2,y = 2,y= — 2 y y = 2{x — 1). Calcule el area 
de la region al integrar con respecto a x. 

62. Calcule el area de la region dada en el problema 61 al 
integrar con respecto a y. 

63. Considere la region acotada por las graficas de y = 
2e K —l,y = e x yy = 2 mostradas en la FIGURA 6.2.12. Exprese 
el area de la region como integrates definidas primero 
usando integracion con respecto aiy luego usando inte- 
gracion con respecto a y. Escoja una de estas integrates 
para encontrar el area. 



FIGURA 6.2.12 Graficas para el problema 63 

= Problemas con calculadora/SAC 

64. Use una calculadora o un SAC para aproximar las coor- 
denadas x de los puntos de interseccion de las graficas 
mostradas en la FIGURA 6.2.13. Encuentre un valor aproxi- 
mado del area de la region. 



FIGURA 6.2.13 Graficas para el problema 64 

= Piense en ello 

65. El segmento de recta entre Q y R mostrado en la FIGURA 
6.2.14 es tangente a la grafica de y = l/i en el punto P. 
Demuestre que el area del triangulo QOR es independien- 
te de las coordenadas de P. 



FIGURA 6.2.14 Triangulo en el problema 65 


66. Un trapezoide esta acotado por las graficas de f(x) = 
Ax + B, x = a, x = b y x = 0. Muestre que el area del trape- 

f(a) +f(b) x 
zoide es-—- (b — a). 

67. Exprese el area de la region sombreada mostrada en la 
FIGURA 6.2.15 en terminos del numero a. Trate de ser un 
poco perspicaz. 



68. Suponga que los dos brochazos de pintura mostrados en 
la FIGURA 6.2.16 se hacen de una sola pasada usando una 
brocha de ancho k,k> 0, sobre el intervalo [a, b ]. En la 
figura 6.2.16 b) se supone que la region pintada en rojo es 
paralela al eje x. ^Cual brochazo tiene mayor area? Argu- 
mente su respuesta con una demostracion matematica 
solida. ^Puede plantear un principio general? 



a) b ) 

FIGURA 6.2.16 Brochazos de pintura en el problema 68 

= Proyectos 

69. El area mas grande Los puntos Ay B estan sobre una 
recta y los puntos Cy D estan sobre una recta paralela a la 
primera recta. Los puntos en la FIGURA 6.2.17a) forman un rec- 
tangulo ABCD. Los puntos C y D se mueven a la izquierda 
como se muestra en la figura 6.2. lib) de modo que ABCD’ 
forme un paralelogramo. Analice: ^cual tiene mayor area, 
el rectangulo ABCD o el paralelogramo ABC'D'l 


D C D' C DC 



A B A B 


a) b ) 

FIGURA 6.2.17 Rectangulo y paralelogramo en el problema 69 

70. Principio de Cavalieri Escriba un reporte breve acerca 
del principio de Cavalieri. Analice los problemas 68 y 69 
en su reporte. 




















6.3 Volumenes de solidos: metodo de las rebanadas 333 


6.3 Volumenes de solidos: metodo de las rebanadas 

■ Introduce ion La forma que indiscutiblemente viene a la mente al evocar las palabras cilin- 
dro recto es el cilindro circular recto; es decir, la conocida forma de una lata de aluminio. Sin 
embargo, un cilindro recto no necesita ser circular. Por geometria, un cilindro recto se define 
como un solido acotado por dos regiones planas congruentes, en pianos paralelos y una superfi- 
cie lateral que es generada por un segmento de recta perpendicular a ambos pianos y cuyos extre- 
mos constituyen los limites de las regiones planas. Cuando las regiones son circulos, obtenemos 
el cilindro circular recto. Si las regiones son rectangulos, el cilindro es un paralelepipedo rectan¬ 
gular. Algo comun a todos los cilindros, como los cinco mostrados en la FIGURA 6.3.1, es que su 
volumen V esta dado por la formula 

V=B-h, (1) 

donde B denota el area de una base (es decir, el area de una de las regiones planas) y h denota la 
altura del cilindro (es decir, la distancia perpendicular entre las regiones planas). 

©* 




h 


FIGURA 6.3.1 Cinco cilindros rectos diferentes 


En esta seccion se demostrara como es posible usar la integral definida para calcular volu¬ 
menes de ciertos tipos de solidos, especificamente solidos con seccion transversal conocida. La 
formula (1) es especialmente importante en el siguiente analisis. 

■ Metodo de las rebanadas Suponga que V es el volumen del solido mostrado en la FIGURA 6.3.2 
acotado por pianos que son perpendiculares alejevenv = ayv = /7. Ademas, suponga que cono- 
ce una funcion continua A(x ) que proporciona el area de una region de seccion transversal que 
se forma al rebanar el solido por un piano perpendicular al eje v; en otras palabras, una rebana- 
da es la interseccion del solido y un piano. Por ejemplo, para a < x x < x 2 < b las areas de las 
secciones transversales mostradas en la figura 6.3.2 son A{x x ) y A(x 2 ). Con esto en mente, supon¬ 
ga que rebana al solido en cortes delgados por pianos paralelos (semejantes a rebanadas de pan 
de caja comercial) de modo que el grosor o ancho de una rebanada es Ax k . Al usar cilindros rec¬ 
tos para aproximar los volumenes de estas rebanadas es posible construir una integral definida 
que proporcione el volumen V del solido. 

■ Construction de una integral Ahora considere rebanar el solido en n rodajas. Si P es la par- 
ticion 

a = x 0 < Xi < x 2 < • • • < x n = b 

del intervalo [a, b] y x* es un punto muestra en el /c-esimo subintervalo [x k - U x k ], entonces una 
aproximacion al volumen del solido sobre este subintervalo, o rebanada, es el volumen V k del cilin¬ 
dro recto, que se muestra en la ampliacion de la FIGURA 6.3.3. El area B de la base del cilindro recto 
es el area A(x*) de la seccion transversal y su altura h es Ax k de modo que por (1) su volumen es 

V k = area de la base • altura = A{x k )(x k — x k - X ) = A{x k ) Ax k . (2) 

Se concluye que la suma de Riemann de los volumenes V k = A(jc*) Ax k de los n cilindros rectos, 

n n 

2 ^4 = 2 A(x k ) Ax h 

k= 1 k= 1 

es una aproximacion al volumen V del solido sobre [ a , b]. Usamos la integral definida 

n rb 

lim ^ A(xf) Ax k = A(v) dx 

n-o*ri l 

como definicion del volumen V del solido. 


pianos perpendiculares 



FIGURA 6.3.2 Las regiones o las 
secciones transversales tienen 
areas conocidas 



Una pieza de pan es una rodaja 
formada por dos rebanadas 



FIGURA 6.3.3 El volumen de un 
cilindro recto es una aproximacion 
al volumen de una rebanada 
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Definicion 6.3.1 Volumen por rebanadas 


Sea V el volumen de un solido acotado por pianos perpendiculares alejexenx = ayx = /?. 
Si A(x) es una funcion continua que proporciona el area de una seccion transversal del solido 
formado por un piano perpendicular al eje x en cualquier punto en el intervalo [ a , b], entonces 
el volumen del solido es 


V = 


A (x) dx. 


(3) 


Tenga presente que no hay nada especial sobre la variable x en (3); dependiendo de la geo¬ 
metric y el analisis del problema tambien es posible terminar con una integral / c J A(y) dy. 


EJEMPLO 1 


Solido con secciones transversales cuadradas 



a) Un piano perpendicular al eje x 
corta al solido en un cuadrado 



Para el solido en la FIGURA 6.3.4a), las secciones transversales perpendiculares a un diametro de una 
base circular son cuadradas. Dado que el radio de la base es 4 pies, encuentre el volumen del 
solido. 

Solucion Sean x y y ejes como se muestra en la figura 6.3.4a); a saber: el origen esta en el cen¬ 
tre de la base circular del solido. En esta figura, una seccion transversal cuadrada se muestra per¬ 
pendicular al eje x. Puesto que la base del solido es un circulo, tenemos x 2 + y 2 = 4 2 . En la figu¬ 
ra 6.3.4Z?), la linea discontinua en x* representa la seccion transversal del solido perpendicular al 
eje x en el subintervalo [x k - h x k ] en una particion del intervalo [—4, 4]. A partir de esto vemos 
que la longitud de un lado de la seccion transversal cuadrada es 2y* = 2V16 — (x*) 2 . Por tanto, 
el area de una seccion transversal cuadrada es 

A(xt) = (2Vl6 - (x£) 2 ) 2 = 64 - 4(xt) 2 . 

El volumen del cilindro recto que aproxima el volumen del solido o rebanada en el subintervalo 

[x k - u x k ] es 

V* = A(xf) Ax, = (64 - 4(x*) 2 ) Ax,. 

Al formar la suma 2/!= i V k y tomar el lfmite cuando \\P\\ — > 0 obtenemos la integral defmida 


b) Base circular del solido 
FIGURA 6.3.4 Solido en el 
ejemplo 1 



4x 2 ) dx = 64x 



512 A = 1 024 
3 )~ 3 ' 



eje de revolucion 
a ) Region 


L 



b ) Solido 

FIGURA 6.3.5 Un solido de 
revolucion se forma al girar 
una region plana R alrededor 
de un eje L 



FIGURA 6.3.6 Region a girar 
alrededor del eje x 


■ Solidos de revolucion Si una region R en el piano xy se hace girar alrededor de un eje L, se 
genera un solido denominado solido de revolucion. Vea la FIGURA 6.3.5. 

■ Metodo del disco Como acaba de analizarse, el volumen V de un solido puede encontrarse 
por medio de una integral defmida siempre que se conoce una funcion A(x) que proporciona el 
area de una seccion transversal formada al hacer pasar un piano por el solido de forma perpen¬ 
dicular a un eje. En el caso de encontrar el volumen de un solido de revolucion, siempre es posi¬ 
ble encontrar A(x); el eje en cuestion es el eje de revolucion L. Vemos que al rebanar el solido 
por medio de dos pianos paralelos perpendiculares al eje de revolucion, el volumen de las reba¬ 
nadas resultantes del solido pueden aproximarse por cilindros circulares rectos que son discos o 
arandelas. A continuacion se ilustrara la construccion de una integral de volumen usando discos. 

■ Construccion de una integral Sea R la region acotada por la grafica de una funcion continua 
no negativa y =/(x), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b, como se muestra en la FIGURA 
6.3.6. Si esta region se hace girar alrededor del eje x, encontramos el volumen V del solido de 
revolucion resultante. 

Sea P una particion de [ a , b] y seax* cualquier numero en el &-esimo subintervalo [x k - h x k ] 
como se muestra en la FIGURA 6.3.7a). A medida que el elemento rectangular de ancho Ax^ y altu- 
ra/(x*) gira alrededor del eje x, genera un disco solido. Luego, la seccion transversal del solido 
determinada por un piano que corta la superficie en x* es un circulo de radio r = /(x*), y asi el 
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area de la seccion transversal es A(x*) = 77 [/(x*)] 2 . El volumen del cilindro circular recto, o 
disco solido, de radio r = f(x*) y altura h = Ax*. es iir 2 h o 

14 = Mxt) Ax k = 7T[f(xf)] 2 Ax k . 

La suma de Riemann 

n n n 

2n= Ax k = ^TT[f(xf)] 2 Ax k 

k =1 k =1 fc=l 

representa una aproximacion al volumen del solido mostrado en la ligura 6.3.7 d). Esto sugiere 
que el volumen V del solido de revolucion esta dado por 

n 

V= Km y.w[f(xt)] 2 Ax k 
M->o " 

obien, V= [ ir[f(x)] 2 dx. (4) 


f(4) 

T 


\x k 

a) Region b) Disco c) n discos d) Solido de revolucion 

FIGURA 6.3.7 Cuando el elemento rectangular rojo en a) gira alrededor del eje x se genera el disco circular rojo en b) 

Si una region R se hace girar alrededor de algun otro eje, entonces (4) puede simplemente 
no ser aplicable al problema de encontrar el volumen del solido resultante. En lugar de aplicar 
una formula a degas, usted debe establecer una integral con sumo cuidado por medio del anali- 
sis de la geometria de cada problema. Un caso asi se analizara en el ejemplo 6. 




EJEMPLO 2 


Metodo del disco 


Encuentre el volumen V del solido formado al girar alrededor del eje v la region acotada por las 
graficas de y = Vx, y = 0 y x = 4. 


Soludon En la FIGURA 6.3.8a) se muestra la region en cuestion. Luego, el area de una rebanada 
de la seccion transversal x* es 

Mxf) = 77 [f(xf)] 2 = ^[(Xt) 1 ' 2 ] 2 = 7 TXI 


y asi el volumen del disco correspondiente mostrado en la figura 6.3.8 b) es 


V k = A(xt) Axfc = 7 tx* Ax^ 
Por tanto, el volumen del solido es 


V = 1T 


Jo 


' 1 2 
x dx = ^ 2 X 


= 877. 
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a) Region 



FIGURA 6.3.9 Semicfrculo y 
esfera en el ejemplo 3 


EJEMPLO 3 


Volumen de una esfera 


Demuestre que el volumen V de una esfera de radio r es V = \i rr 3 . 


Solucion Una esfera de radio r puede generarse al girar un semicirculo/(x) = Vr 2 — x 2 alre- 
dedor del eje x. Por la FIGURA 6.3.9 vemos que el area de una region de la seccion transversal del 
solido perpendicular al eje x en x* es 


A(xt) = 77 [/(*£)] 2 = 77(Vr 2 - ( x £) 2 ) 2 = 77(r 2 - ( x £) 2 ) 


y por tanto, el volumen de un disco es 

V k = A(x'f) Ax k = 77(r 2 - (x* k ) 2 ) Ax k . 


Al usar (4) observamos que el volumen de la esfera es 
V = | 7r(r 2 - x 2 ) dx = 7 i(r 2 x — ^x 3 


2 3 
77 -r 3 



■ Metodo de la arandela Sea R la region acotada por las graficas de las funciones continuas 
y =/(x), y = g(x) y las rectas x = a y x = b, como se muestra en la FIGURA 6.3.10a), que se hace girar 
alrededor del eje x. Entonces una rebanada perpendicular al eje x del solido de revolucion en x* 
es una circular o anillo anular. Cuando el elemento rectangular de ancho Ax^ que se muestra en 
la figura 63.10a) gira alrededor del eje x, genera una arandela. El area del anillo es 

A (x*) = area del circulo — area del orificio 
= ir[/(*?)] 2 - 77 [g(xt)] 2 = 77 (U(x* k )] 2 - [g(x* k )] 2 ) 


y el volumen V k de la arandela representativa mostrada en la figura 6.3.10Z?) es 
V k = A(xi) Ax k = 77(| f(x k ) | 2 - [ g(xt )] 2 ) Ax k . 


En consecuencia, el volumen del solido es 


v= I 77 ([/( x )] 2 - [g(x)] 2 )dx. 
Observe que la integral en (5) se reduce a (4) cuando g(x) = 0. 


(5) 



FIGURA 6.3.10 Cuando el elemento rectangular rojo en a) gira alrededor 
arandela circular roja en b) 



c ) Solido de revolucion 
del eje x se genera la 


x 


EJEMPLO 4 


Metodo de la arandela 


Encuentre el volumen V del solido formado al girar alrededor del eje x la region acotada por las 
graficas dey = x + 2, y = x, x = 0yx = 3. 


Solucion En la FIGURA 6.3.11a) se muestra la region en cuestion. Luego, el area de una seccion 
transversal del solido correspondiente al piano perpendicular al eje x en x* es 

A(x* k ) = 77 (xf + 2) 2 - (xf) 2 = 77(4x£ + 4). 
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Como se ve en la figura 6.3.1 la) y b), un elemento rectangular vertical de ancho Ax h cuando se 
hace girar alrededor del eje x, produce una arandela cuyo volumen es 

V* = A(xf) Ax* = tt(4x* + 4) Ax*. 


El proceso usual de sumas y limites acostumbrado lleva a la integral definida para el volumen V 
del solido de revolucion: 


V = 77 (4x + 4) dx = tt(2x + Ax) 

Jo 


3077. 




EJEMPLO 5 


Integracion con respecto a y 


Encuentre el volumen V del solido formado por la region que gira alrededor del eje x acotada por 
las graficas de y = Vx y y = x. 


Solucion Cuando el elemento rectangular horizontal en la FIGURA 6.3.12a) gira alrededor del eje 
y genera una arandela de ancho A y k . El area A(y*) de la region anular en y* es 

A(y*) = area del circulo — area del orificio. — 1 

El radio del circulo y el radio del hueco se obtienen al despejar, a su vez, y = x y y = Vx para 
x en terminos de y: 

A(yt) = 7T(y* k ) 2 - it [(yf) 2 ] 2 = 77((yjf ) 2 - (yf) 4 )- 


Asi, el volumen de una arandela es 

V* = A(yf) Ay k = 7r((yt) 2 - (y* k ) 4 ) Ay k . 

Usualmente sumando los V k y tomando el limite de la suma cuando \\P\\ —> 0 llevan a la integral 
definida para el volumen del solido: 

v = TT j (y 2 - /) dy = TT^y 3 - |-y 5 ^ 





a ) Region 


b) Arandela y solido de revolucion 


FIGURA 6.3.12 Region y solido de revolucion en el ejemplo 5 
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■ Revolucion alrededor de una recta El siguiente ejemplo muestra como encontrar el volumen 
de un solido de revolucion cuando una region se hace girar alrededor de un eje que no es un 
eje de coordenadas. 


EJEMPLO 6 


Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas 



revolucion en el ejemplo 6 


Encuentre el volumen V del solido que se forma al girar la region alrededor de la recta x = 4 que 
se muestra en el ejemplo 2. 

Solucion El solido de revolucion en forma de domo se muestra en la FIGURA 6.3.13. Por inspec- 
cion de la figura vemos que un elemento rectangular horizontal de ancho A y k que es perpen¬ 
dicular a la recta vertical x = 4 genera un disco solido cuando gira alrededor de ese eje. El radio 
r de ese disco es 

r = (valor x mas a la derecha) — (valor x mas a la izquierda) = 4 — x*, 
y entonces su volumen es 

Vk = 77(4 - x* k f Ay*. 

Para expresar x en terminos de y se usa y = Vx para obtener x* = (y* ) 2 . En consecuencia, 

v* = 77(4 - (y**) 2 ) 2 Ay*. 

Eso conduce a la integral 

V = 77 ( (4 - y 2 ) 2 dy 


256 
15 ' 


= 77 (16 - 8y 2 + y 4 ) dy 


= 77( 16y - |y 3 + |y 5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20. 


Ejercicios 6.3 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, use el metodo de las rebanadas para 
encontrar el volumen del solido si se proporcionan sus seccio- 
nes transversales perpendiculares a un diametro de una base 
circular. Suponga que el radio de la base es 4. 



FIGURA 6.3.14 Las secciones trans¬ 
versales son triangulos equilateros 


3. La base de un solido esta acotada por las curvas x = y 2 
y v = 4 en el piano xy. Las secciones transversales per¬ 
pendiculares al eje x son rectangulos para los cuales la 
altura es cuatro veces la base. Encuentre el volumen del 
solido. 


4. La base de un solido esta acotada por la curva y = 4 — x 2 
y el eje x. Las secciones transversales perpendicu¬ 
lares al eje x son triangulos equilateros. Encuentre el vo¬ 
lumen del solido. 

5. La base de un solido es un triangulo isosceles cuya base 
y altura miden, respectivamente, 4 y 5 pies. Las seccio¬ 
nes transversales perpendiculares a la altura son semi- 
circulos. Encuentre el volumen del solido. 

6. Por el centro de una esfera solida de radio r = 2 pies se 
perfora un orificio de 1 pie de radio. Encuentre el volu¬ 
men del solido restante. Yea la FIGURA 6.3.16. 



FIGURA 6.3.16 Orificio a traves 
de la esfera en el problema 6 
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7. La base de un solido es un triangulo isosceles recto for- 
mado por los ejes de coordenadas y la recta x + y = 3. Las 
secciones transversales perpendiculares al eje y son cua- 
drados. Encuentre el volumen del solido. 

8. Suponga que la piramide que se muestra en la FIGURA 6.3.17 
tiene altura h y base cuadrada de area B. Demuestre que 
el volumen de la piramide esta dado por A = \hB. [Suge- 
rencia : Sea b la longitud de un lado de la base cuadrada.] 

\ 



FIGURA 6.3.17 Piramide en el problema 8 

En los problemas 9-14, consulte la FIGURA 6.3.18. Use el me¬ 
todo del disco o arandela para encontrar el volumen del so¬ 
lido de revolucion que se forma al girar la region dada alre- 
dedor de la recta indicada. 

9. Ri alrededor de OC 10. R x alrededor de OA 

11. R 2 alrededor de OA 12. R 2 alrededor de OC 

13. alrededor de AB 14. R 2 alrededor de AB 



FIGURA 6.3.18 Regiones 
para los problemas 9-14 

En los problemas 15-40, use el metodo del disco o de la aran¬ 
dela para encontrar el volumen del solido de revolucion que 
se forma al girar la region acotada por las graficas de las ecua- 
ciones dadas alrededor de la recta o eje que se indica. 

15. y = 9 — x 2 , y = 0; eje x 

16. y = x 2 + 1, x = 0, y = 5; eje y 

_ 1 i 1 

Y7- y = -> x =hy = 2 ; e J e ^ 

18. y = x = — x = 3, y = 0; eje x 

19. y = (x — 2) 2 , v = 0, y = 0; eje x 

20. y = (x + l) 2 , x = 0, y = 0; eje y 

21. y = 4 *- x 2 , y = 1 - \x 2 ’ eje x 

22. y = 1 — x 2 , y = x 2 — 1, x = 0, primer cuadrante; ejey 


23. y = x, y = x + 1, x = 0, y = 2; eje y 

24. x + y = 2, x = 0, y = 0, y = 1; eje x 

25. y = Vx - 1, x = 5,y = 0; x = 5 

26. x = y 2 , x = 1; x = 1 

27. y = x 1/3 ,x = 0,y = 1; y = 2 

28. x = —y 2 + 2y, x = 0; x = 2 

29. x 2 - y 2 = 16, x = 5; eje y 

30. y = x 2 — 6x + 9, y = 9 — ^x 2 ; eje x 

31. x = y 2 , y = x — 6; eje y 

32. y = x 3 + 1, x = 0, y = 9; eje y 

33. y = x 3 — x, y = 0; eje x 

34. y = x 3 + 1, x = 1, y = 0; eje x 

35. y = e~ x , x = l,y = 1; y = 2 

36. y = e x ,y = 1, x = 2; eje x 

37. y = |cosx|, y = 0, 0 < x < 27 t; eje x 

38. y = secx, x = — 7 t/4, x = 7t/ 4, y = 0; ejex 

39. y = tanx, y = 0, x = 7r/4; eje x 

40. y = sen x, y = cos x, x = 0, primer cuadrante; eje x 

= Piense en ello 

41. Relea los problemas 68-70 acerca del principio de 
Cavalieri, en los ejercicios 6.2. A continuacion muestre 
que los cilindros circulares de la FIGURA 6.3.19 tienen el 
mismo volumen. 



FIGURA 6.3.19 Cilindros en el problema 41 


42. Considere el cilindro circular recto de radio a que se 
muestra en la FIGURA 6.3.20. Un piano inclinado a un angu- 
lo 6 con respecto a la base del cilindro pasa por un dia- 
metro de la base. Encuentre el volumen de la cuna resul- 
tante que se corta del cilindro cuando 

a) 0 = 45° b) 6 = 60°. 



FIGURA 6.3.20 Cilindro y cuna 
en el problema 42 
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= Proyectos 

43. Para las aves Un modelo matematico para la forma de 
un huevo puede obtenerse al girar la region acotada por 
las graficas de y = 0 y la funcion/(v) = P(jc)VT — v 2 , 
donde P(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d es un polinomio cu- 
bico, alrededor del eje jc. Por ejemplo, un huevo de arao 
comun corresponde a P(x) = —0.07v 3 — 0.02x 2 + 0.2x + 
0.56. En la FIGURA 6.3.21 se muestra la grafica de/obtenida 
con ayuda de un SAC. 

a ) Encuentre una formula general para el volumen V de 
un huevo con base en el modelo matematico 
fix) = P(v)V 1 - v 2 , donde P(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d. 
[Sugerencia: Este problema puede resolverse con 
calculos manuales, aunque es lento y “confuso”. Use 
un SAC para realizar la integracion.] 

b) Use la formula obtenida en el inciso a) para estimar el 
volumen de un huevo de arao comun. 

c) Un huevo de somorgujo petirrojo corresponde a 
P(x) = -0.06v 3 + 0.04x 2 + O.lv + 0.54. Use un 
SAC para obtener la grafica de/. 

d) Use el inciso a) para estimar el volumen de un huevo 
del somorgujo petirrojo. 


ftif 1 f 


Huevos de arao comun 



huevo de arao comun en el problema 43 

44. Ese sentimiento de hundirse Una bola esferica de 
madera de radio r flota en un estanque de agua tranquila. 


Sea h la profundidad a que se hundira la bola. Vea la FIGU¬ 
RA 6.3.22. 

a) Demuestre que el volumen de la porcion sumergida de 
la bola esta dado por V = irr 2 h — \ttIi 3 . 

b) Suponga que el peso especffico de la bola se denota 
por p bola y que el peso especffico del agua es p agua 
(medida en lb/pies 3 ). Si r = 3 pulg y p bola = 0.4 p agua , 
use el principio de Arquimedes —el peso de la bola es 
igual al peso del agua desplazada— para determinar 
la profundidad aproximada h que se hundira la bola. 
Necesita una calculadora o un SAC para resolver una 
ecuacion de un polinomio cubico. 



i 


FIGURA 6.3.22 Bola de madera 
flotante en el problema 44 

45. Solidos de Steinmetz El solido formado por dos cilin- 
dros circulares de radio r cuyos ejes se cortan formando 
un angulo recto se denomina bicilindro y es un caso 
especial de los solidos de Steinmetz. Por razones de cla- 
ridad se muestra la octava parte del solido en la FIGURA 
6.3.23. 

a) Encuentre el volumen total del bicilindro ilustrado en 
la figura. 

b) Escriba un breve reporte sobre los solidos de Stein¬ 
metz. 



FIGURA 6.3.23 Cilindros circulares 
rectos que se cortan en el problema 45 


6.4 Volumenes de solidos: metodo de los cascarones 



FIGURA 6.4.1 Cascaron cilmdrico 


■ Introduce ion En esta seccion continuamos el analisis de como encontrar volumenes de soli¬ 
dos de revolucion. Pero en lugar de usar pianos perpendiculares al eje de revolucion para reba- 
nar el solido en rodajas cuyo volumen puede aproximarse por cilindros circulares rectos regula- 
res (discos o arandelas), desarrollamos un nuevo metodo para encontrar volumenes de solidos de 
revolucion que utiliza cascarones cilmdricos circulares. Antes de construir un integral que repre¬ 
sente el metodo de los cascarones es necesario encontrar el volumen del cascaron cilmdrico 
general que se muestra en la FIGURA 6.4.1. Si, como se observa en la figura, r x y r 2 denotan respec- 
tivamente los radios interior y exterior del cascaron, y h es su altura, entonces su volumen esta 
dado por la diferencia 


volumen del cilindro exterior — volumen del cilindro interior 

= irr 2 h — 7 Tr\h = 7r(r 2 — r 2 )h = 7r(r 2 + r 1 )(r 2 — r x )h. 


( 1 ) 
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■ Construccion de una integral En la seccion 6.3 vimos que un elemento rectangular de area 
que es perpendicular a un eje de revolucion genera, al girar, ya sea un disco circular o una aran- 
dela circular. No obstante, si hacemos girar el elemento rectangular mostrado en la FIGURA 6.4.2a) 
alrededor del eje y, generamos un cascaron hueco como se muestra en la figura 6.4.2/?). Para 
encontrar el volumen que se observa en la figura 6.4.2c), sea P una particion arbitraria del inter- 
valo [a, b]: 


a = x 0 < Xi < x 2 < • • • < x n -i < x n = b. 


La particion P divide el intervalo en n subintervalos [x k - h x k ], k = 1, 2, . . .,n, de ancho 
Ax k = x k — x k - X . Si identificamos el radio exterior como r 2 = x k y el radio interior como 
r x = x k -i y definimos x k = \{x k + x k - X ), entonces x k es el punto medio del subintervalo 
[x k - h x k ]. Con la identification adicional h = f{x*) por (1) se concluye que el volumen repre¬ 
sentative del cascaron en la figura 6.4.2/?) puede escribirse como 

V k = 7r(x k + x k - x ){x k - x k - x )h 

X k ~\~ X k —\ 

= 2tt --- h(x k - x k -i) 

o bien, V k = 2iTx*f(x*) Ax k . 


Una aproximacion al volumen del solido esta dada por la suma de Riemann 

n n 


2X= ^2TTx'tf(xt) Ax k . 


( 2 ) 


k =1 k =1 

Cuando la norma ||P|| de la particion tiende a cero, el limite de (2) es una integral definida que 
se usa como la definicion del volumen V del solido: 

rb 


V = 2tt xf(x ) dx. 


(3) 



a) Region b ) Arandela c) Solido de revolucion 


FIGURA 6.4.2 Cuando el elemento rectangular rojo en a) gira alrededor del eje y se genera el cascaron rojo en b ) 


Como se menciono en las Notas desde el aula al final de la seccion 6.2, no es posible obte- 
ner una integral, que en este caso representa el volumen de un solido de revolucion, que “fun- 
cione” en todos los casos posibles. De nuevo se apremia al lector a que no memorice una formu¬ 
la particular como (3). Intente comprender la interpretacion geometrica de las componentes del 
integrando. Por ejemplo,/(x), que representa la altura del rectangulo en la figura 6.4.2, puede ser 
la diferencia f(x) — g(x) si el elemento rectangular esta entre las graficas de dos funciones 
y = f{x) y y = g(x),f(x) > g(x). Para establecer una integral para un problema dado sin aden- 
trarse en un tedioso analisis, considere que un cascaron es una delgada lata de aluminio a la que 
se han quitado las partes superior e inferior. Para encontrar el volumen de la concha (es decir, el 
volumen del metal en la analogia de la lata de aluminio), imagine que la lata se corta en forma 
recta a lo largo de su lado y que se aplana como se ilustra en la FIGURA 6.4.3a) y /?). Como se mues¬ 
tra en la figura 6.4.3c), entonces el volumen de la concha es el volumen de este solido regular: 

volumen = (longitud) • (ancho) • (grosor) 

= (circunferencia del cilindro) • (altura) • (grosor) 

= 2irrht. (4) 
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Vuelva a leer el ejemplo 5 en la 
seccion 6.3 antes de abordar este 
ejemplo. 



a) La arandela se corta por su lado b) Se aplana c) El resultado es un solido rectangular 

FIGURA 6.4.3 Determination del volumen de un cascaron 


EJEMPLO 1 


Uso del metodo de los cascarones 


► Use el metodo de los cascarones para encontrar el volumen V del solido que se forma al girar 
alrededor del eje y la region acotada por las graficas de y = Vi y y = x. 


Solucion Este problema se resolvio en el ejemplo 5 de la seccion 6.3. En ese ejemplo vimos 
que usar un elemento rectangular horizontal perpendicular al eje y de ancho A y k generaba una 
arandela al girarlo alrededor del eje y. En contraste, cuando un elemento rectangular vertical de 
ancho Ax k gira alrededor del eje y genera un cascaron. Con ayuda de la FIGURA 6.4.4a) en (4) se 
hace la identificacion r = x*, 

h = grafica superior — grafica inferior = Vxf — x*> 
y t = Ax k . A partir del volumen del cascaron, 

14 = 2TTX* k (Vxt - xf) Ax, = 277((4) 3/2 - (4) 2 ) Ax,, 
obtenemos la integral definida al determinar el volumen del solido: 


V = 2tt f (v 3//2 - x 2 ) dx 

Jo 


= 2 Jfx* - fx3 


_ 2 _ 

15 


77. 



No siempre es conveniente o incluso posible usar los metodos del disco o de la arandela ana- 
lizados en la ultima seccion para encontrar el volumen de un solido de revolucion. 


EJEMPLO 2 


Uso del metodo de los cascarones 


Encuentre el volumen V del solido que se forma al girar alrededor del eje y la grafica de y = sen v 2 
y y = 0, 0 < v < V 77 . 


Solucion La grafica de y = sen x 2 sobre el intervalo indicado en la FIGURA 6.4.5 se obtuvo con 
ayuda de un SAC. 

Si elegimos usar un elemento rectangular horizontal para girarlo alrededor del eje y, se gene- 
rarfa una arandela. Para determinar los radios interior y exterior de la arandela seria necesario 
despejar x en y = sen x 2 en terminos de y. Aunque esto simplemente lleva a x 2 como un seno 
inverso, plantea un problema practico: por ahora no es posible integrar una funcion trigonome- 
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trica inversa. Por tanto, atendemos al elemento rectangular vertical mostrado en la figura 6.4. 5a). 
Cuando este elemento gira alrededor del eje y 9 se genera un cascaron con radio r = x*, altura 
h = sen(x*) 2 y grosor t = Ax k . Por (4), el volumen del cascaron es 

V k = 2tt x k sen (x*) 2 Ax k . 


Asi, por (3) se tiene 


V = 2tt 


V77 


x sen x 2 dx. 


Jo 


Si u = x 2 , entonces du = 2x dxy xdx = \du. Los limites de integracion u se determinan a partir 
del hecho de que cuando x = 0, u = 0y x = V 77 , u = tt. En consecuencia, el volumen del soli- 
do de revolucion mostrado en la figura 6.4.5/?) es 


f 77 

V = 77 sen u du = — tt cos u 
Jo 


= 77(1 + 1) = 277. 

0 



En el siguiente ejemplo ilustramos el metodo de los cascarones cuando una region gira alre¬ 
dedor de una recta que no es un eje de coordenadas. 


EJEMPLO 3 


Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas 


Encuentre el volumen V del solido que se forma al girar la region acotada por las graficas de 
x = y 2 — 2yyx = 3 alrededor de la recta y = 1. 


Solucion En este caso, un elemento rectangular de area perpendicular a una recta horizontal que 
gire alrededor de la recta y= 1 generaria un disco. Puesto que el radio del disco no se mide desde 
el eje x sino desde la recta y = 1, serfa necesario resolver x = y 2 — 2y para y en terminos de x. 
Este inconveniente puede evitarse si se usa un elemento horizontal de area, que entonces genera 
un cascaron como el que se muestra en la FIGURA 6.4.6 b). Observe que cuando x = 3, la ecuacion 
3 = y 2 — 2y, o en forma equivalente (y + l)(y — 3) = 0, tiene las soluciones —1 y 3. Por tanto, 
solo es necesario partir el intervalo [1,3] sobre el eje y. Despues de hacer las identificaciones 
r = y* — l 9 h = 3 — x k y t = A y k9 por (4) se concluye que el volumen de un cascaron es 

V k = 27r(yt ~ 1)(3 - x* k )Ay k 

= 27 T(yt - 1)(3 - iytf + 2yt)Ay k 
= 2t 7(—(y£) 3 + 3(y* k ) 2 + yt ~ 3)Ay k . 




FIGURA 6.4.6 Region, cascaron y solido de revolucion en el ejemplo 3 
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A partir de la ultima linea se observa que el volumen del solido es la integral definida 
V = 277- [ (~y 3 + 3y 2 + y - 3)dy 


= 2tt( -t-/ + y 3 + | y 2 - 3y 


= 27 T 


+ 27 + I “ 9 ) “ H + 1 + \ ~ 3 


= 87 T. 


Ejercicios 6.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, consulte la FIGURA 6.4.7. Use el metodo 
de los cascarones para encontrar el volumen del solido de 
revolucion que se forma al girar la region dada alrededor de la 
recta indicada. 

1. Ri alrededor de OC 2. R x alrededor de OA 

3. R 2 alrededor de BC 4. R 2 alrededor de OA 

5. Ri alrededor de AB 6. R 2 alrededor de AB 

5(1,1) 


x 

FIGURA 6.4.7 Regiones 
para los problemas 1-6 

En los problemas 7-30, use el metodo de los cascarones para 
encontrar el volumen del solido de revolucion que se forma al 
girar la region acotada por las graficas de las ecuaciones da- 
das alrededor de la recta o eje que se indica. 

7. y = x, x = 0,y = 5; eje x 

8. y = 1 — v, x = 0, y = 0; y = —2 

9. y = x 2 , x = 0, y = 3, primer cuadrante; eje x 

10. y = x 2 , x = 2, y = 0; eje y 

11. y = x 2 , x = 1, y = 0; x = 3 

12. y = x 2 ,y = 9; eje x 

13. y = x 1 + 4, v = 0, v = 2, y = 2; eje y 

14. y = x 2 — 5x + 4, y = 0; eje y 

15. y = (x — 1 ) 2 ,y = 1; eje x 

16. y = (x — 2) 2 , y = 4; x = 4 

17. y = x 1/3 ,x = l,y = 0; y=-1 

18. y = x 1 / 3 + 1 , y = ^x + 1 , x = 1 ; x = 1 

19. y = x 2 , y = x; eje y 

20. y = x 2 , y = x; x = 2 

21. y = —x 3 + 3x 2 , y = 0, primer cuadrante; eje y 

22. y = x 3 — x, y = 0, segundo cuadrante; eje y 



23. y = x 2 — 2, y = —x 2 + 2, x = 0, segundo y tercer cua- 
drantes; eje y 

24. y = x 2 - 4x,y = ~x 2 + 4x; x = -1 

25. v = y 2 — 5y, x = 0; eje x 

26. x = y 2 + 2, y = x — 4, y = 1; eje x 

27. y = x 3 , y = x + 6, x = 0; eje y 

28. y = Vx, y = Vl - x, y = 0; eje x 

29. y = sen x 2 , x = 0, y = 1 ; eje y 

30. y = e x , y = 0, x = 0, x = 1; eje y 


En los problemas 31-36, la region en el inciso a) gira alrede¬ 
dor del eje indicado, generando el solido que vemos en el 
inciso b). Escoja entre los metodos del disco, de la arandela o 
de los cascarones para encontrar el volumen del solido de 
revolucion. 



FIGURA 6.4.8 Region y solido para el problema 31 




FIGURA 6.4.9 Region y solido para el problema 32 




b) Esfera 


FIGURA 6.4.10 Region y solido para el problema 33 
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TL- 

b 

b) Sector esferico 
FIGURA 6.4.11 Region y solido para el problema 34 




b ) Esferoide alargado 
FIGURA 6.4.12 Region y solido para el problema 35 



FIGURA 6.4.13 Region 



b) Esferoide achatado 
y solido para el problema 36 


= Aplicaciones 

37. Un cubo cilmdrico de radio r que contiene un liquido gira 
alrededor del eje y con velocidad angular constante co. Es 
posible mostrar que la seccion transversal del liquido esta 
dada por y = co 2 x 2 /(2g), — r < x < r, donde g es la ace- 
leracion debida a la gravedad. Use el metodo de los cas- 
carones para encontrar el volumen V del liquido en el 
liquido giratorio dado que la altura del cubo es h. Vea la 
FIGURA 6.4.14. 

38. En el problema 37, determine la velocidad angular co para 
la cual el fluido entra en contacto con el fondo del cubo. 
^Cual es el volumen V correspondiente del liquido? 



FIGURA 6.4.14 Cubo en los problemas 37 y 38 


6.5 Longitud de una grafica 


■ Introduce ion Si una funcion y =f(x) tiene una primera derivada continua sobre un intervalo 
[i a , b], entonces se dice que la grafica es suave y/se denomina funcion suave. Como el nombre 
lo implica, una grafica suave carece de picos. En el analisis que sigue se establece una formula 
formal de la longitud L, o longitud de arco, de una grafica suave sobre un intervalo [a, b]. Vea 
la FIGURA 6.5.1. 

■ Construccion de una integral Sean/que tiene una grafica suave sobre [a, b] y P una parti- 
cion arbitraria del intervalo: 

a = x 0 < x x < x 2 < • • • < x n -i < x n = b. 

Como de costumbre, sean \x k el ancho del &-esimo subintervalo y ||P|| el ancho del subinterva- 
lo mas grande. Como se muestra en la FIGURA 6.5.2a), es posible aproximar la longitud de la grafi¬ 
ca sobre cada subintervalo [x k - h x k ] al encontrar la longitud L k de la cuerda entre los puntos 
( x k-u f( x k-i)) y ( x hf( x k )) P ara £=1,2 , ,n. Por la figura 6.5.2 b) 9 la longitud L k se obtiene a 

partir del teorema de Pitagoras: 

L k = V(Ax,) 2 + (Ay*) 2 = Vfe - x,_0 2 + (/(**) -m-0) 2 . (1) 

Por el teorema del valor medio (seccion 4.4) sabemos que en cada subintervalo abierto x k exis- 
te un numero (x k - h x k ) tal que 

f(x k ) — f(x k -\) 

; _y = fX4) o bien, f(x k ) - f{x k . o = f(xt)(x k - x k ^). 

x k x k -1 

Al usar la ultima ecuacion, f(x k ) — f{x k - X ) sustituimos en (1) y simplificamos: 

4 = Vfe - X k .{) 2 + [/'(X?)] 2 (x, - X t _!) 2 

= Vfe - x,_!) 2 (i + t/K)] 2 ) 

= Vl + [f'(xf)] 2 (x k - x k . x ) 

= Vl + [/'(4)] 2 Ax k . 



FIGURA 6.5.1 Determinacion de 
la longitud L de la grafica de / 
sobre [a, b ] 




b ) Acercamiento a la cuerda 
sobre el /c-esimo subintervalo 
FIGURA 6.5.2 Aproximacion de 
la longitud de una grafica al 
sumar las longitudes de cuerdas 
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La suma de Riemann 


24 = 2 Vl + If'(xf)] 2 Ax k 

k= 1 k =1 

representa la longitud de la curva poligonal que une ( a,f(a )) y ( b,f(a )), y proporciona una apro- 
ximacion a la longitud total de la grafica de [a, b]. Cuando ||P|| —>0, obtenemos 


n 

2 Vl + If'(xt)] 2 \x k 



( 2 ) 


El analisis anterior sugiere usar (2) como la definicion de la longitud de la grafica sobre el inter- 
valo. 


Definicion 6.5.1 Longitud de arco 


Sea/una funcion para la cual/' es continua sobre un intervalo [a, b]. Entonces la longitud L 
de la grafica de y =fix) sobre el intervalo esta dada por 


L = 


~b 

Vl + \J\x)f dx. 


J a 


(3) 



la funcion en el ejemplo 1 


La formula para la longitud de arco (3) tambien se escribe como 


L-[\h + ffl± 

dx 


(4) 


Se dice que una grafica que tiene longitud de arco es rectificable. 


Longitud de una curva 


EJEMPLO 1 


Encuentre la longitud de la grafica y = 4x 3 ^ 2 del origen (0, 0) al punto (1,4). 

Solucion La grafica de la funcion sobre el intervalo [0, 1] se muestra en la FIGURA 6.5.3. Luego, 

f - 6V* 

dx 

es continua sobre el intervalo. En consecuencia, por (4) se concluye que 


L = [ Vl + [6x 1/2 ] 2 dx 
Jo 

= [ (1 + 36 x) l/2 dx 

Jo 

= /[(i+ 36 x) 1/2 (36 dx) 

36 J 0 


= V(i + 36 x ) 3/2 1 = V[373/2 - i] « 4.1493. 


■ Diferencial de longitud de arco Si C es una curva suave definida por y =f(x), entonces la 
longitud de arco entre un punto inicial ( a , f(a )) y un punto variable (x, fix)), donde a < v < b, 
esta dada por 

S(x) = [ Vl + [f(t)fdt, (5) 

Ja 

donde t representa una variable de integracion ficticia. Resulta evidente que el valor de la inte¬ 
gral en (5) depende de x, por l o que se deno mina funcion de longitud de arco. Luego, por (10) 
de la seccion 5.5, ds/dx = "Vl + [fix)] 2 y, en consecuencia, 

ds = \/l + [ fix )] 2 dx. 


( 6 ) 





















La ultima funcion se denomina diferencial de la longitud de arco y puede usarse para aproxi- 
mar longitudes de curvas. Con dy = f'(x) dx , (6) puede escribirse como 
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ds = \/(dx ) 2 + (dy) 2 o bien, (, ds ) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 . (1) 


En la FIGURA 6.5.4 se muestra que la diferencial ds puede interpretarse como la hipotenusa de un 
triangulo rectangulo con catetos dx y dy. 

Si (3) se escribe L = Jds para abreviar y la curva C se define por x = g(y), c < y < d, 
entonces la ultima expresion en (7) puede usarse para resolver ds/dy : 



Por tanto, la integracion con respecto a y analoga de (4) es 



( 8 ) 


Yea los problemas 17 y 18 en los ejercicios 6.5. 



FIGURA 6.5.4 Interpretacion 
geometrica de la diferencial de la 
longitud de arco 


\ b NOTAS DESDE EL AULA 

J a . 

A menudo, la integral en (3) lleva a problemas en los cuales se requieren tecnicas espe- 
ciales de integracion. Vea el capitulo 7. Pero aun con estos procedimientos ulteriores, no 
siempre es posible evaluar la integral indefinida /Vl + [/'(*)] 2 dx en terminos de las 
conocidas funciones elementales, incluso para algunas de las funciones mas simples 
como y = x 2 . Vea el problema 45 en los ejercicios 7.8. 


Ejercicios 6.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-12, encuentre la longitud de la grafica 
de la funcion dada sobre el intervalo indicado. Use una calcu- 
ladora o un SAC para obtener la grafica. 

1. y = x; [-1, 1] 2. y = 2x + 1; [0, 3] 

3. v = x 3/2 + 4; [0, 1] 4. v = 3x 2/3 ; [1, 8] 

5. y = |(x 2 + 1) 3/2 ; [1, 4] 

6. (y + l) 2 = 4(x + l) 3 ; [-1,0] 

7. v = |x 3/2 - x 1/2 ; [1, 4] 8. y = |x 3 + [2, 4] 

9 - y = \ xA + iyr t 2 ’ 3 ] 10.y = ^ + [1, 2] 

11. y = (4 - x 2/3 ) 3/2 ; [1, 8] 

(x - 2, 2<x<3 

12. y = I (x - 2) 2/3 , 3 < x < 10; [2, 15] 

[j(x —6 ) 3/2 , 10<x<15 

En los problemas 13-16 establezca, pero no evalue, una inte¬ 
gral para la longitud de la funcion dada sobre el intervalo indi¬ 
cado. 

13. y = x 2 ; [-1,3] 14. y = 2Vx + 1; [-1,3] 

15. y = sen x; [0, tt] 16. y = tan x; [—7 t/4, tt/4] 


En los problemas 17 y 18, use (8) para encontrar la longitud 

de la grafica de la ecuacion dada sobre el intervalo indicado. 

17. x = 4 — y 2 / 3 ; [0, 8] 

18. 5* = y 5/2 + 5y~ 1/2 ; [4, 9] 

19. Considere la longitud de la grafica de x 2 ^ 3 + y 2 ^ 3 = 1 en 
el primer cuadrante. 

a) Muestre que el uso de (3) conduce a un integrando 
discontinuo. 

b) Suponga que el teorema fundamental del calculo 
puede usarse para evaluar la integral obtenida en el 
inciso a) y encuentre la longitud total de la grafica. 

20. Establezca, pero no intente evaluar, una integral que pro- 
porcione la longitud total de la elipse x 2 !a 2 + y 2 /b 2 = 1, 
a > b > 0. 


21. Dado que la circunferencia de un circulo de radio r es 
2irr, encuentre el valor de la integral 


r. i 

Jo \/i ~ x 2 


dx. 


22. Use la diferencial de la longitud de arco (6) para aproxi- 
mar la longitud de la grafica de y = \x 4 desde (2, 4) hasta 
(2.1, 4.862025). [ Sugerencia : Revise (13) de la seccion 
4.9.] 
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6.6 Area de una superficie de revolucion 

■ Introduccion Como se ha visto en las secciones 6.3 y 6.4, cuando una grafica de una funcion 
continua y = fix) sobre un intervalo [a, b] gira alrededor del eje x, genera un solido de revolu¬ 
cion. En esta seccion tenemos interes en encontrar el area S de la superficie correspondiente; es 
decir, una superficie de revolucion sobre [a, b] como se muestra en la FIGURA 6.6.1/?). 



FIGURA 6.6.1 Superficie de revolucion 



■ Construccion de una integral Antes de construir una integral definida para la definicion del 
area de una superficie de revolucion, se requiere una formula para el area lateral (excluyendo las par¬ 
tes superior e inferior) de un tronco de un cono circular recto. Vea la FIGURA 6.6.2. Si r x y r 2 son los 
radios de las partes superior e inferior y L es la altura oblicua, entonces el area lateral esta dada por 

Tr{r\ + r 2 )L. (1) 

Vea el problema 17 en los ejercicios 6.6. Ahora suponga que y =f(x) es una funcion suave y que 
fix ) > 0 sobre el intervalo [a, b]. Sea P una particion del intervalo: 


a = x 0 < Xi < x 2 < • • • < x n -i < x n = b. 


Luego, si unimos con una cuerda los puntos (x k -i,f(x k -i)) y (x k9 f(x k )) mostrados en la FIGURA 
6.6.3a), formamos un trapezoide. Cuando el trapezoide gira alrededor del eje v, genera un tronco de 
un cono con radios f(x k -{) y fix k ). Vea la figura 6.63b). Como se muestra en la seccion transver¬ 
sal en la figura 6.6.3c), la altura oblicua puede obtenerse a partir del teorema de Pitagoras: 

V(X* - X*-!) 2 + (/(**) ~f(x k -i)) 2 . 



a ) Trapezoide 



Altura 
oblicua X 


**“**-! 


x k -1 



c) Vista lateral del tronco 


FIGURA 6.6.3 Aproximacion del area de la superficie de revolucion al sumar areas de troncos 


Asi, por (1) el area superficial de este elemento es 

s k = 77- [f(x k ) + f(x k -i)]V(x k - ~x3d 2 + (f(Xk) -f(Xh-l)) 2 


i (fi x k) ~ fi x k- i)V 

= ^[/fe) + /fe-i)]\ 1 + " _ y (X k - Xk -i) 

\ x k x k-l J 


7T[/fe) +f(x k . 1 )]\l 1 + ( — 

V X k x k -1 J 
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donde Ax k = x k — x k - X . Esta ultima cantidad es una aproximacion al area verdadera de la super¬ 
ficie de revolucion sobre el subintervalo [x k - h x k ]. 

Luego, asi como en el analisis de la longitud de arco, se invoca el teorema del valor medio 
para derivadas a fin de afirmar que en el intervalo abierto x k hay un (x k - { , x k ) tal que 


A4) 


/fa) ~/fa-i) 

x k ~ x k -1 


La suma de Riemann 


2 s k = * 2 t/fa) + /fa-1)] Vi + t/'fa)] 2 Ax, 

k= 1 ik= 1 

es una aproximacion al area S sobre [a, b]. Esto sugiere que el area superficial S esta dada por 
el limite de la suma de Riemann: 

n 

S = Ifni.TT 2 t/fa) + /fa- 1 )] Vl + [/K)] 2 Ax,. (2) 

Puesto que tambien se espera qu ef(x k -i) y f(x k ) tiendan al limite comun fix) cuando ||P|| —>0, 
tenemos/fa) + /fa-i)-»2/(x). 

El analisis anterior sugiere usar (2) como la definicion del area de la superficie de revolu¬ 
cion sobre el intervalo. 


Definicion 6.6.1 Area de una superficie de revolucion 

Sean/una funcion para la cual/' es continua y fix) > 0 para toda v en el intervalo [<a , b]. El 
area S de la superficie que se obtiene al girar la grafica de/sobre el intervalo alrededor del eje 
v esta dada por 


S = 2tt 


/(x)Vl + lf'(X )] 2 dx. 


( 3 ) 


EJEMPLO 1 


Area de una superficie 


Encuentre el area S de la superficie que se forma al girar la grafica de y = V* sobre el interva¬ 
lo [1, 4] alrededor del eje v. 

Solucion Se tiene fix) = x 1//2 ,/'(x) = \x~ x ^ = 1/(2Vi), y por (3) 


S = 2tt | Ax\! 1 + ( 


2tt I W / 1 + — dx 


= 2tt Vr 


4x + 1 
4x 


dx 


V4iTT dx 


if 4 1 

= A-77-J (4x + l) 1/2 (4 dx) = Att(4x + 1) 3/2 


^tt-[17 3/2 - 5 3/2 ] = 30.85. 
o 


Yea la FIGURA 6.6.4. 



i 

V 

\] 


FIGURA 6.6.4 Superficie de 
revolucion alrededor del eje x 
en el ejemplo 1 
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■ Revolucion alrededor del eje y Es posible mostrar que si la grafica de una funcion continua 
y = fix) sobre [a, b], 0 < a < b , gira alrededor del eje y, entonces el area S de la superficie de 
revolucion resultante esta dada por 

rb 

S = 2tt \ xA/l + [f'(x)] 2 dx. (4) 

Asi como en (3), en (4) se supone que/'(x) es continua sobre el intervalo [a, b]. 


EJEMPLO 2 


Area de una superficie 



FIGURA 6.6.5 Superficie de 
revolucion alrededor del eje y 
en el ejemplo 2 


Encuentre el area S de la superficie que se forma cuando la grafica de y = x 1 / 3 sobre el interva¬ 
lo [0, 8] gira alrededor del eje y. 

Solucion Se tiene/'(x) = \x~ 2 ^, de modo que por (4) se concluye que 


S = 2tt I X\ \ \ + —x 4 / 3 dx 


= 2tt 


8 \9x^ + 1 


dx 


9x 4 / 3 

f 8 

= \tt x 1/3 V9x 4/3 + 1 dx. 
^ Jo 


La ultima integral se evaluara al revisar el metodo de sustitucion u. Si hacemos u = 9v 4 ^ 3 + 1, 
entonces du = \2x 1 ^ dx , dx = j\x~ 1 ^ du , x = 0 implica u= 1, y jc = 8 proporciona u = 145. En 
consecuencia, 


S = I u^ 2 du = ^=ttu 3 / 2 


18 


27 


= d^77(145 3/2 - 1 3/2 ) 


203.04. 


Vea la FIGURA 6.6.5. 


Ejercicios 6.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, encuentre el area de la superficie que 
se forma al girar cada grafica sobre el intervalo dado alrede¬ 
dor del eje indicado. 

1. y = 2Vx, [0, 8]; eje x 

2 . y ~ Vv + 1, [1, 5]; eje v 

3. y = x 3 , [0, 1]; eje x 

4. y = x 1 / 3 , [1, 8]; eje y 

5. y = x 2 + 1, [0, 3]; eje y 

6. y = 4 - x 2 , [0, 2]; eje y 

7. y = 2x + 1, [2, 7]; eje x 

8. y = Vl6 - x 2 , [O, V7]; eje y 

9. y = |x 4 + [i, 2]; ejey 

10. y = 1-x 3 + d-, [1, 2]; ejex 

11. a) La forma de una antena de disco es una parabola que 

gira alrededor de un eje de simetrfa, denominada pa- 


raboloide de revolucion. Encuentre el area superfi¬ 
cial de una antena de radio r y profundidad h que 
obtenemos al girar la grafica de /(x) = rVl — x/h 
alrededor del eje x. Vea la FIGURA 6.6.6. 
b ) La profundidad de una antena de disco varia de 10 a 
20% de su radio. Si la profundidad h de la antena del 
inciso a) es 10% del radio, muestre que el area super¬ 
ficial de la antena es aproximadamente la misma que 
el area de un circulo de radio r. ^Cual es el error por- 
centual en este caso? 



y 



X 


Las antenas de disco son paraboloides de 
revolucion 


FIGURA 6.6.6 Grafica 
de / en el problema 11 
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12. La superficie formada por dos pianos paralelos que cor- 
tan una esfera de radio r se denomina zona esferica. 
Encuentre el area de la zona esferica que se muestra en la 
FIGURA 6.6.7. 



FIGURA 6.6.7 Zona esferica en el problema 12 

13. La grafica de y = \x + 2| sobre [ —4, 2], mostrada en la 
FIGURA 6.6.8, gira alrededor del eje v. Encuentre el area S de 
la superficie de revolucion. 



FIGURA 6.6.8 Grafica de la funcion en el problema 13 

14. Encuentre el area de superficie que se forma al girar 

x 2 / 3 + -y 2 /3 _ ^ 2 / 3 ^ a\, alrededor del eje x. 

= Piense en ello 

15. Demuestre que el area superficial lateral de un cono circu¬ 
lar recto de radio r y altura oblicua L es ttvL. [Sugeren- 
cia : Cuando un cono se corta por el lado y se aplana 
forma un sector circular con area \L 2 0 .] 

16. Use el problema 15 para mostrar que el area superficial 
lateral de un c ono circu lar recto de radio r y altura h esta 
dada por i rrVr 2 + h 2 . Obtenga el mismo resultado usan- 
do (3) o (4). 

17. Use el problema 15 para obtener la formula (1). [Suge- 
rencia : Considere un cono completo de radio r 2 y altura 
oblicua L 2 . Corte la parte conica superior. Puede ser de 
ayuda considerar triangulos semejantes.] 

18. Muestre que el area superficial del tronco de un cono circu¬ 
lar recto de radios r x y r 2 y altura h esta dada por 
77-(ri + r 2 )V/z 2 + (r 2 - r^ 2 . 


19. Sea y =f(x) una funcion no negativa continua sobre [< a , b ] 
cuya primera derivada es continua sobre el intervalo. 
Demuestre que si la grafica de / gira alrededor de una 
recta horizontal y = L , entonces el area S de la superficie 
de revolucion resultante esta dada por 

rb 

S = 277- I f(x) - L\ Vl + [/'(*)] 2 dx. 

20. Use el resultado del problema 19 para encontrar una inte¬ 
gral definida que proporcione el area de la superficie que 
se forma al girar y = x 1 ^, [1, 8], alrededor de la recta 
y = 4. No evalue. 

= Proyectos 

21. Una vista desde el espacio 

a) Desde una nave espacial en orbita alrededor de la 
Tierra a una distancia h de la superficie terrestre, un 
astronauta puede observar solo una porcion A s del 
area total del area superficial de la Tierra, A e . Vea la 
FIGURA 6.6.9a). Encuentre una formula para la expresion 
fraccionaria AjA e como una funcion de h. En la figu- 
ra 6.6.9 b) se muestra la Tierra en seccion transversal 
como un circulo con centro C y radio R. Sean los ejes 
xy y como se muestra y sean y B y y E = R las coorde- 
nadas y de los puntos By E, respectivamente. 

b) ^Que porcentaje de la superficie de la Tierra ve un 
astronauta desde una altura de 2 000 km? Considere 
que el radio terrestre es R = 6 380 km. 

c) i A que altura h el astronauta ve un cuarto de la super¬ 
ficie de la Tierra? 

d) iCudX es el limite de A s /A e cuando la altura h crece sin 
cota (h—> oo)? ^Por que la respuesta tiene sentido 
intuitivo? 

e ) ^Que porcentaje de la superficie terrestre ve un astro¬ 
nauta desde la Luna si h = 3.76 X 10 5 km? 



6.7 Valor promedio de una funcion 

■ Introduce ion Todos los estudiantes saben que es un promedio. Si un estudiante presenta cua- 
tro examenes en un semestre y sus calificaciones porcentuales son 80, 75, 85 y 92%, entonces 
su promedio puntaje es 

80 + 75 + 85 + 92 


4 
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indicados en rojo sobre el eje y 


o bien, 83%. En general, dados n numeros a x ,a 2 , ..., a n , se dice que su media aritmetica o pro- 
medio, es 


d\ + a 2 + • • • + a n 
n 


\ 

n 


n 


^a k . 

k= 1 


( 1 ) 


En esta seccion se extiende el concepto de un promedio discreto como (1) al promedio de todos 
los valores de una funcion continua definida sobre un intervalo [a, b]. 


■ Promedio de valores funcionales Ahora suponga que tenemos una funcion continua /defi¬ 
nida sobre un intervalo [a, b ]. Para los numeros x h i = 1,2,... ,n escogidos de manera arbitra- 
ria de modo que a < jq < x 2 < ••• < x n < b, entonces por (1) el promedio del conjunto de 
valores funcionales es 


fix l) + f(x 2 ) + • • • + /(*„) 1 ^ ^ N 

-;-= (2) 

Si ahora se considera el conjunto de valores funcionales/(x) que corresponde a todos los nume¬ 
ros v en un intervalo, debe resultar evidente que no es posible usar una suma discreta como en 
(1), puesto que este conjunto de valores funcionales suele ser un conjunto no numerable. Por 
ejemplo, para f{x) = x 2 sobre [0, 3], los valores de la funcion varian desde un minimo de/(0) = 0 
hasta un maximo de/(3) = 9. Como se indica en la FIGURA 6.7.1, de manera intuitiva es de esperar 
que exista un valor entero promedio/ pro tal que/(0) ^/ pro —/(3). 

■ Construction de una integral Volviendo al caso general de una funcion continua definida 
sobre un intervalo cerrado [a, b], sea P una particion regular del intervalo en n subintervalos de 
ancho A x = (b — a)/n. Si x* es un numero escogido en cada subintervalo, entonces el promedio 


/(*?) +/(*?) + ••• +/(**) 
n 


puede escribirse como 

/( 4 )+/(*?) + ■■■ +/( 4 ) 

b- a { } 

Av 

puesto que n = (b — a)/ Ax. Al volver a escribir (3) como 

irz—ifix*) Ax 

° U k= 1 

y tomar el limite de esa expresion como ||P|| = Av —> 0, obtenemos la integral definida 

S~a\ f{x)dx - (4) 

J a 

Debido a que se ha supuesto que/es continua sobre [a, b], su minimo absoluto y su maxi¬ 
mo absoluto sobre el intervalo se denotaran por my M, respectivamente. Si la desigualdad 

m ^ /(**) ^ M 

se multiplica por Av > 0 y se suma, obtenemos 

n n n 

2 m Ax < 2/( x *) Ax < 2 M Ax. 

k =1 k= 1 k=l 

Debido a que Ax = b — a, la desigualdad precedente equivale a 

n 

(b - a)m < 2/(4) Ax < (b - a)M. 

k= 1 

Y asi cuando Ax —» 0, se concluye que 

(b - a)m < [ f(x) dx < (b — a)M. 













6.7 Valor promedio de una funcion 353 


A partir de la ultima desigualdad concluimos que el numero obtenido a partir de (4) satisface 

J a 

Por el teorema del valor intermedio,/asume todos los valores entre my M. Por tanto, el nume¬ 
ro obtenido a partir de (4) en realidad corresponde a un valor de la funcion sobre el intervalo. 
Esto sugiere plantear la siguiente definicion. 


Definicion 6.7.1 Valor promedio de una funcion 


Sea y = /(x) continua sobre [a, b]. El valor promedio de / sobre el intervalo es el numero 


/pro 


b — a 


f(x) dx. 


( 5 ) 


Aunque principalmente se tiene interes en funciones continuas, la definicion 6.7.1 es valida 
para cualquier funcion integrable sobre el intervalo. 


Determinacion de un valor promedio 


EJEMPLO 1 


Encuentre el valor promedio de/(x) = x 2 sobre [0, 3]. 
Solucion Por (5) de la definicion 6.7.1, obtenemos 


/pro 


1 


3-0 


1/1 3 


x dx = 


= 3. 


Algunas veces es posible determinar el valor de x en el intervalo que corresponde al valor 
promedio de una funcion. 


EJEMPLO 2 


Determinacion de xcorrespondiente a f pro 


Encuentre el valor de x en el intervalo [0, 3] que corresponde al valor promedio / pro de la fun¬ 
cion/(x) = x 2 . 


Solucion Puesto que la funcion/(x) = x 2 es continua sobre el intervalo cerrado [0, 3], por el 
teorema del valor intermedio sabemos que entre 0 y 3 existe un numero c tal que 


/(c) = c 2 = / pro . 

Pero, por el ejemplo 1, sabemos que/ pro = 3. Por tanto, la ecuacion c 2 = 3 tiene las soluciones 
c = ± V3. Como se muestra en la FIGURA 6.7.2, la unica solucion de esta ecuacion en [0, 3] 
es c = V3 ■ 


■ Teorema del valor medio para integrates definidas A continuation se presenta una conse- 
cuencia inmediata del analisis anterior. El resultado se denomina teorema del valor medio para 
integrates. 


Teorema 6.7.1 Teorema del valor medio para integrates 


Sea y =/(x) continua sobre [ a , b]. Entonces en el intervalo abierto ( a , b) existe un numero c 
tal que 


f(c)(b - a ) 


/(x) dx. 


( 6 ) 


En el caso en que/(x) > 0 para toda x en [a, b], el teorema 6.7.1 se interpreta facilmente en 
terminos de area. El resultado en (6) simplemente establece que en ( a , b) existe un numero c para 
el cual el area A de un rectangulo de altura f(c) y ancho b - a mostrado en la FIGURA 6.7.3a) es la 
misma que el area A bajo la grafica indicada en la figura 6.1.3b). 



FIGURA 6.7.2 / pro es el valor 
funcional/(V3) en el ejemplo 1 



a c b 


b — a 
a) 



a b 


b) 

FIGURA 6.7.3 El area A del rec¬ 
tangulo es la misma que el area 
bajo la grafica sobre [a, b] 
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EJEMPLO 3 


Determinacion de xcorrespondiente a f pro 


Encuentre la altura /(c) de un rectangulo de modo que el area A bajo la grafica de y = x 2 + 1 
sobre [-2,2] sea la misma que/(c) [2 - (-2)] = 4/(c). 


Solucion Basicamente, este es el mismo tipo de problema ilustrado en el ejemplo 2. Asi, el 
area bajo la grafica mostrada en la FIGURA 6.7.4a) es 


A = 


(.x 2 + 1) dx 


= (|x 3 +x) 


28 
3 ' 


Tambien, 4/(c) = 4(c 2 + 1), de modo que 4(c 2 + 1) = y implica c 2 = f. Las dos soluciones 
Ci = 2/ V3 y c 2 = — 2/V3 estan en el intervalo (—2, 2). Para cualquier numero, observamos que 
la altura del rectangulo es f(c{) = f(c 2 ) — (±2/V3) 2 + 1 = El area del rectangulo mostrado 
en la figura 6.7 Ab) es/(c)[2 - (-2)] = | • 4 = f. 



FIGURA 6.7.4 El area en a) es la misma que el area en b ) en el ejemplo 3 ■ 


Ejercicios 6.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-21. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-20, encuentre el valor promedio/ pro de la 
funcion dada sobre el intervalo indicado. 

1. f(x) = 4x; [-3, 1 ] 2. f(x) = 2x + 3; [-2, 5] 

3. fix) = x 2 + 10; [0, 2] 

4. fix ) = 2x 3 — 3x 2 + 4x — 1; [ — 1,1] 

5. fix) = 3x 2 - 4x; [-1, 3] 6 .fix) = (x + l) 2 ; [0, 2] 

7. fix) = x 3 ; [ -2, 2] 8. /(x) = x(3x - l) 2 ; [0,1] 

9. fix) = Vx; [0, 9] 10. fix) = V5x + 1; [0, 3] 

/ 1V /3 1 

11. fix) = xVx 2 + 16; [0, 3] 12. fix) = (l + X. [1, l] 

13. fix) = [i \] 14. /(x) = x 2 / 3 - x“ 2 / 3 ; [1, 4] 

2 (Vx - l) 3 

15. /(x) = ; [3,5] 16. fix) = ^ ; [4,9] 

(x + l) 2 Vx 

17. fix) = senx; [— 77 , 77 ] 18. fix) = cos 2x; [0,77/4] 

19. fix) = esc 2 x; [ 77 / 6 , 77 / 2 ] 20. /(x) = S£n ^ ; [- 5 , 5 ] 

COS 7TX 

En los problemas 21 y 22, encuentre un valor c en el interva¬ 
lo dado para el cual /(c) =/ pro . 

21. /(*) = x 2 + 2jc; [-1,1] 22. /(*) = [1, 6] 


23. El valor promedio de una funcion no negativa continua 
y = fix) sobre el intervalo [1, 5] es/ pro = 3. ^Cual es el 
area bajo la grafica sobre el intervalo? 

24. Para f(x) = l — Vx, encuentre un valor de b tal que 
/pro = 0 sobre [0, b]. Interprete geometricamente. 

= Aplicaciones 

25. La funcion T(t) = 100 + 3 1 — \t 2 aproxima la tempera- 
tura a las t horas despues de mediodia en un dia tipico de 
agosto en Las Vegas. Encuentre la temperatura media 
entre el mediodia y las 6 p.m. 

26. Una empresa determina que las ganancias obtenidas des¬ 
pues de la venta de x unidades de un producto estan dadas 
por R{x) = 50 + 4x + 3x 2 . Encuentre el promedio de 
las ganancias para ventas dex = 1 ax = 5. Compare el 
resultado con el promedio \!L{=iR(k). 

27. Sea s{t) la posicion de una particula sobre un eje horizon¬ 
tal como una funcion del tiempo t. La velocidad media v 
durante el intervalo de tiempo [f 1? t 2 \ es v = [s(t 2 ) ~ 
s(ti)]/(t 2 — 0). Use (5) para demostrar que u pro = v. 
[Sugerencia: Recuerde que ds/dt = v.] 

28. Cuando no hay amortiguamiento, la posicion de una 
masa m sobre un resorte que vibra libremente esta dada 
por la funcion x{t) = A cos (cot + 0), donde A, coy <fi son 




















6.8 Trabajo 355 


constantes. El periodo de oscilacion es 2i t/co. La energia 
potencial del sistema es U (x) = \kx 2 , donde k es la cons- 
tante del resorte. La energia cinetica del sistema es 
K = \mv 2 , donde v = dx/dt. Si of = k/m, muestre que la 
energia potencial media y la energia cinetica media sobre 
un periodo son las mismas y que cada una es igual a \kA 2 . 

29. En fisica, el teorema impulso-cantidad de movimiento 

establece que el cambio del impulso de un cuerpo sobre 
un intervalo de tiempo [ t 0 , t x ] es mv x — mv Q = (t { — t 0 )F , 
donde mv 0 es la cantidad de impulso inicial, mv x es la 
cantidad de impulso final y F es la fuerza media que 
actua sobre el cuerpo durante el intervalo. Encuentre el 
cambio en el impulso de un martinete que se deja caer 
sobre un apilamiento entre los instantes t = 0 y t = t x si 



donde k es una constante. 

30. En una arteria pequena, la velocidad del torrente sangui- 
neo (en cm/s) esta dada por v{r) = ( P/4vl))(R 2 — r 2 ), 
0 < r ^ R, donde P es la presion sangumea, v es la vis- 
cosidad de la sangre, l es la longitud de la arteria y R es 
el radio de la arteria. Encuentre el promedio de v{r) 
sobre el intervalo [0, R ]. 

= Piense en ello 

31. Si y =f(x) es una funcion impar continua, entonces, ^cual 
es/ pro sobre cualquier intervalo [ — a, a] ? 

32. Para una funcion lineal/(x) = ax + b, a > 0, b > 0, el 
valor promedio de la funcion sobre [x h x 2 ] es / pro = 
aX + b, donde X es algun numero en el intervalo. 
Conjeture el valor de X. Demuestre su afirmacion. 

33. Si y = f{x) es una funcion diferenciable, encuentre el 
valor promedio de/' sobre el intervalo [x, x + h], donde 
h> 0. 

34. Dado que n es un entero positivo y a > 1, muestre que el 
valor promedio de fix) = in + \)x n sobre el intervalo 
[ 1, a] es /p ro = a n + a n 1 + ••• + $ + 1. 

35. Suponga que y = fix) es una funcion continua y que / pro 
es su valor promedio sobre [a, b]. Explique: /«[/(*) — 

fp rol dx 0. 

36. Sea/(v) = [jcJ la funcion entero mayor o funcion piso. 
Sin integracion, ^cual es el promedio de/sobre [0, 1]? 


sobre [0, 2]? sobre [0, 3]? ^Y sobre [0, 4]? 
Conjeture el valor promedio de/sobre el intervalo [0, n\, 
donde n es un entero positivo. Demuestre su afirmacion. 

37. Como se muestra en la FIGURA 6.7.5, una cuerda se traza 
aleatoriamente entre dos puntos del circulo de radio 
r= 1. Analice: ^cual es la longitud media de las cuerdas? 



FIGURA 6.7.5 Circulo en el problema 37 

= Proyectos 

38. Miembros humanos La siguiente formula se usa a 
menudo para aproximar el area superficial S de un miem- 
bro humano: 

S ~ circunferencia media X longitud del miembro. 

a) Como se muestra en la FIGURA 6.7.6, un miembro puede 
considerarse como un solido de revolucion. Para mu- 
chos miembros, fix) es pequena. Si |/'(jc)| < s para 
a < v < /?, muestre que 

rb _ rb 

2irfix) dx < S < 'N/l + e 2 2irfix) dx. 

b) Muestre que CL < S < Vl + s 2 CL, donde C es la 
circunferencia media del miembro sobre el intervalo 
[a, b]. Asi, la formula de aproximacion planteada antes 
siempre subestima a S pero funciona bien cuando s es 
pequeno (como para el antebrazo a la muneca). 


fix) 



FIGURA 6.7.6 Modelo de un miembro 
en el problema 38 


6.8 Trabajo 

■ Introduce ion En fisica, cuando una fuerza constante F mueve un objeto a una distancia d en 
la misma direccion de la fuerza, el trabajo realizado se define como el producto 

W = Fd. (1) 

Por ejemplo, si una fuerza de 10 lb mueve un objeto 7 pies en la misma direccion de la fuerza, 
entonces el trabajo realizado es 70 pies-lb. En esta seccion veremos como encontrar el trabajo 
realizado por una fuerza variable. 

Antes de examinar el trabajo como integral definida, revisaremos algunas unidades impor- 
tantes. 
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■ Unidades En la tabla siguiente se enumeran unidades de uso comun de fuerza, distancia y 
trabajo. 


Cantidad 

Sistema ingenieril 

SI 

cgs 

Fuerza 

libra (lb) 

newton (N) 

dina 

Distancia 

pie (pie) 

metro (m) 

centimetro (cm) 

Trabajo 

pie-libra (pie-lb) 

newton-metro (joule) 

dina-centimetro (ergio) 


Por tanto, si una fuerza de 300 N mueve 15 m un objeto, el trabajo realizado es W= 300 • 15 = 
4 500 N-m o 4 500 joules. Para efectos de comparacion y conversion de una unidad a otra, se 
observa que 

1 N = 10 5 dinas = 0.2247 lb 
1 pie-lb = 1.356 joules = 1.356 X 10 7 ergios. 

De modo que, por ejemplo, 70 pies-lb equivalen a 70 X 1.356 = 94.92 joules, y 4 500 joules 
equivalen a 4 500/1.356 = 3 318.584 pies-lb. 

■ Construccion de una integral Ahora, si F(x) representa una fuerza variable continua que 
actua sobre un intervalo [a, b], entonces el trabajo no es simplemente un producto como en (1). 
Suponga que P es la particion 

a = x 0 < Xi < x 2 < • • • < x n = b 

y Ax*. es el ancho del A-esimo subintervalo [x k - h x k ]. Seax* el punto muestra escogido de mane- 
ra arbitraria en cada subintervalo. Si el ancho de cada [x k - h x k ] es muy pequeno, entonces, pues- 
to que F es continua, los valores funcionales F(x) no pueden variar mucho en el subintervalo. 
Por tanto, puede considerarse en forma razonable que la fuerza actua sobre [x k - h x k ] como la 
constante F(x*) y que el trabajo realizado desde x k -i hasta x k esta dado por la aproximacion 

W k = F(xt) Ax,. 

Entonces, una aproximacion al trabajo total realizado desde a hasta b esta dada por la suma de 
Riemann 

n n 

2X = Fix*) Ax t + F(xf) Ax 2 + ■■■ + F(x*) Ax„ = 2 F(4) Ax,. 

k= 1 k =1 

Resulta natural suponer que el trabajo realizado por F sobre el intervalo es 

n 

W = lim y F(xt) \x h 

El analisis anterior se resume en la siguiente definicion. 


Fuerza F(x) = kx 



FIGURA 6.8.1 Para estirar un 
resorte x unidades se requiere una 
fuerza F(x) = kx 


Definicion 6.8.1 Trabajo 

Sea F continua sobre el intervalo [a, b] y sea F(x) la fuerza en un numero x en el intervalo. 
Entonces el trabajo W realizado por la fuerza para mover un objeto de a a b es 


W = 


rh 

F(x) dx. 


J a 


( 2 ) 


Nota: Si F es constante, F(x) = k para toda x en el intervalo, entonces (2) se vuelve 
W = J^kdx = kx]a = kilo — a ), lo cual es consistente con (1). 

■ Problemas de resortes La ley de Hooke establece que cuando un resorte se estira (o compri- 
me) mas alia de su longitud natural, la fuerza de reconstitucion ejercida por el resorte es direc- 
tamente proporcional a la cantidad de elongacion (o compresion) x. Asi, para estirar un resorte x 
unidades mas alia de su longitud natural es necesario aplicar la fuerza 

F(x) = kx , (3) 

donde k es una constante de proporcionalidad denominada constante del resorte. Yea la FIGURA 6.8.1 . 
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EJEMPLO 1 


Alargamiento de un resorte 


Para estirar un resorte de 50 cm se requiere una fuerza de 130 N. Encuentre el trabajo realizado 
para estirar el resorte 20 cm mas alia de su longitud natural (sin estirar). 


Solucion Cuando una fuerza se mide en newtons, las distancias suelen expresarse en metros. 
Puesto que x = 50 cm = cuando F = 130 N, (3) se vuelve 130 = &Q), lo que implica que 
la constante del resorte es k = 260 N/m. Por tanto, F = 260x. Luego, 20 cm = \ m, de modo que 
el trabajo realizado para estirar el resorte por esta cantidad es 


W = 


1/5 

260 xdx = 130x 2 


1/5 

0 


^ = 5.2 joules. 


Nota: Suponga que la longitud natural del resorte en el ejemplo 1 es de 40 cm. Una forma equi- 
valente de plantear el problema es: encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte hasta una 
longitud de 60 cm. Puesto que la elongacion es 60 — 40 = 20 cm = \ m, se integra F = 260x 
sobre el intervalo [0, \]. No obstante, si el problema fuese encontrar el trabajo realizado para esti¬ 
rar el mismo resorte de 50 cm a 60 cm, entonces se integraria sobre el intervalo [jq, 5]. En este 
caso se inicia desde una position en que el resorte ya esta estirado 10 cm (^m). 

■ Trabajo realizado contra la gravedad A partir de la ley de gravitation universal, la fuerza 
entre un planeta (o satelite) de masa m x y un cuerpo de masa m 2 esta dada por 


F = 


k 


m\m 2 


(4) 


donde k es una constante denominada constante gravitacional, y r es la distancia desde el cen¬ 
tra del planeta de masa m 2 . Vea la FIGURA 6.8.2. Para elevar la masa m 2 desde la superficie de un 
planeta de radio R hasta una altura h, el trabajo puede realizarse al usar (4) en (2): 


[ R+h km x m 2 ( \\ 

W = J -- —dr = kmim 2 y——J 


R+h = km x m 2 (\ - 


f 1 -—) 

\R R + h) 


(5) 


En unidades SI, k = 6.67 X 10 11 N • m 2 /kg 2 . En la tabla de la derecha se proporcionan algu- 
nas masas y valores de R. 


EJEMPLO 2 


Trabajo realizado para subir una carga util 


El trabajo realizado para subir una carga util de 5 000 kg desde la superficie de la Tierra hasta 
una altura de 30 000 m (0.03 X 10 6 m) se concluye por (5) y la tabla precedente: 


r 


R + h 

" m 2 

/\ 

FIGURA 6.8 

una masa n 

_ ;i Mj W 

.2 Levantamiento de 
r 2 hasta una altura h 

Planetas 

m 1 (en kg) R (en m) 

Venus 

4.9 x 10 24 6.2 x 10 6 

Tierra 

6.0 x 10 24 6.4 x 10 6 

Luna 


(satelite) 

7.3 x 10 22 1.7 x 10 6 

Marte 

6.4 x 10 23 3.3 x 10 6 


W = (6.67 X 10 -11 )(6.0 X 10 24 )(5 000) 


1 


1 


6.4 X 10 6 6.43 X 10* 


1.46 X 10 9 joules. 


■ Problemas de bombeo Cuando un liquido que pesa p lb/pie 3 se bombea desde un tanque, el 
trabajo realizado para mover un volumen fijo o una capa de liquido d pies en una direction ver¬ 
tical es 


W = fuerza • distancia = (peso por unidad de volumen) • (volumen) • (distancia) 


o bien, 


W = p • (volumen) • d. 

X._ v _ / 

fuerza 


( 6 ) 


En fisica, la cantidad p se denomina peso especifico del fluido. Para agua, p = 62.4 lb/pie 3 , o 
9 800 N/m 3 . 

En los varios ejemplos siguientes se usara (6) para construir la integral idonea a fin de 
encontrar el trabajo realizado al bombear agua desde un tanque. 
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EJEMPLO 3 


Trabajo realizado para bombear agua 


Un tanque hemisferico de radio de 20 pies esta lleno de agua hasta una profundidad de 15 pies. 
Encuentre el trabajo realizado para bombear toda el agua hasta la parte superior del tanque. 


Solucion Como se muestra en la FIGURA 6.8.3, hacemos que el eje x positivo este dirigido ha- 
cia abajo y el origen se fija en el punto medio de la parte superior del tanque. Puesto que la 
seccion transversal del tanque es un semicirculo, x y y estan relacionadas por x 2 + y 2 = 
(20) 2 , 0 < x < 20. Ahora suponga que el intervalo [5, 20], que corresponde al agua sobre el eje 
x, se parte en n subintervalos [x k - U x k ] de ancho Ax^. Sea x* cualquier punto muestra en el 
A-esimo subintervalo y sea W k una aproximacion al trabajo realizado por la bomba al hacer subir 
una capa circular de agua de grosor Ax*. hasta la parte superior del tanque. Por (6) se concluye 
que 

w k = [62 An(yt) 2 Ax k ] ■ x* h 

_ y _> SrJ 

fuerza distancia 

donde (y*) 2 = 400 — (x*) 2 . Por tanto, el trabajo realizado por la bomba es aproximado por la 
suma de Riemann 


^W k = 262.47r[400 - (xt) 2 ]xfAx k . 

k =1 k =1 

El trabajo realizado para bombear toda el agua hasta la parte superior del tanque es el limite de 
esta ultima expresion cuando ||p|| ^0; es decir, 


W = 


62.4tj-(400 - x z )xdx = 62.4tt( 200.v 2 - jx 


20 

- 6 891 869 pies-lb. 

5 



Merece la pena continuar el analisis del ejemplo 3 para el caso en que el eje x positivo se tome 
en la direccion hacia arriba y el origen este en el punto medio de la parte inferior del tanque. 


EJEMPLO 4 


Solucion alterna del ejemplo 3 


Con los ejes como se muestra en la FIGURA 6.8.4, vemos que una capa circular de agua debe subir- 
se una distancia de 20 — x* pies. Puesto que el centro del semicirculo esta en (20, 0), ahora x y 
y estan relacionadas por (x — 20) 2 + y 2 = 400. Entonces, 


W k = (62.47j-(j*) 2 Ax k ) ■ (20 — x*) 


fuerza 


distancia 


= 62.477 [400 - (x - 20) 2 ] (20 - xf ) Ax k 



FIGURA 6.8.4 Tanque hemisferico en el ejemplo 4 
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y asi 


W = 62.477- [ [400 - (x - 20) 2 ] (20 - x) dx 
j 0 


= 62.477 f (x 3 — 60x 2 + 800x) dx. 
Jo 


Observe los nuevos limites de integration; esto se debe a que el agua mostrada en la figura 6.8.4 
corresponde al intervalo [0, 15] sobre el eje vertical. Usted debe comprobar que el valor de W en 
este caso es el mismo que en el ejemplo 3. ■ 


EJEMPLO 5 


Otro repaso al ejemplo 3 


En el ejemplo 3, encuentre el trabajo realizado para bombear toda el agua hasta un punto 10 pies 
por arriba del tanque hemisferico. 


Solution Como en la figura 6.8.3, el eje x positivo se ubica hacia abajo. Luego, por la FIGURA 
6.8.5 vemos 

w k = (62.47r(^) 2 Ax,)-(10 + 4) 

= 62.477-[400 - (x*) 2 ](10 + x'f) Ax k . 


Por tanto, 


20 


W = 62.4tt- (400 - x )(10 + x) dx 


62.4tt J (~x i - 10x 2 + 400x + 4 000) dx 


= 62.477^—^x 4 - yx 3 + 200x 2 + 4 OOOxj 
= 13 508 063 pies-lb. 


■ Problemas con cables El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que cuando se calcula el tra¬ 
bajo realizado para subir un objeto por medio de un cable (cuerda pesada o cadena), el peso del 
cable debe tomarse en cuenta. 


EJEMPLO 6 


Subida de un elevador 


Un cable que pesa 6 lb/pie esta conectado a un elevador de construction que pesa 1 500 lb. 
Encuentre el trabajo realizado para subir el elevador hasta una altura de 500 pies. 


Solucion Puesto que el peso del elevador es una fuerza constante, por (1) se concluye que el 
trabajo realizado para subir el elevador hasta una altura de 500 pies es simplemente 


= (1 500) • (500) = 750 000 pies-lb. 

El peso del cable es la fuerza variable. Sea W c el trabajo realizado para subir el cable. Como se 
muestra en la FIGURA 6.8.6, suponga que el eje x positivo esta dirigido hacia arriba y que el inter¬ 
valo [0, 500] se parte en n subintervalos con longitudes Ax k . A una altura de x* pies del suelo, 
un segmento de cable correspondiente al subintervalo [x k - h x k ] pesa 6\x k y es necesario jalar- 
lo 500 — x* pies adicionales. Por tanto, es posible escribir 


y asi 


(W c ) k = (6 Ax,) • (500 - xt) = (3 000 - 6xf) 

fuerza distancia 

f 500 “| 500 


W r = 


(3 000 — 6x) dx = (3 OOOv — 3x 2 ) 


o 


0 


= 750 000 pies-lb. 


Por tanto, el trabajo total realizado para subir el elevador es 



FIGURA 6.8.5 Tanque hemisferico 
en el ejemplo 5 


x 

500- 


500 -x* 


x k 

FIGURA 6.8.6 Cable en el 
ejemplo 6 


W =W E + W c = 1 500 000 pies-lb. 
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FIGURA 6.8.7 Elevador en los 
ejemplos 6 y 7 


EJEMPLO 7 


Solucion alterna del ejemplo 6 


Este es un analisis ligeramente mas rapido del ejemplo 6. Como se muestra en la FIGURA 6.8.7, 
cuando el elevador esta a una altura de x pies, es necesario jalarlo 500 - x pies adicionales. La 
fuerza necesaria para subirlo a esa altura es 


1 500 + 6(500 - x) = 4 500 - 6x. 

peso del peso 

elevador del cable 


Asi, por (2) el trabajo realizado es 

f 500 


W = 


(4 500 — 6x) dx = 1 500 000 pies-lb. 


Ejercicios 6.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-21. 


= Fundamentos 

1. Encuentre el trabajo realizado cuando una fuerza de 55 lb 
mueve un objeto 20 yd en la misma direccion de la fuerza. 

2. Una fuerza de 100 N se aplica a un objeto a 30° medidos con 
respecto a la horizontal. Si el objeto se mueve 8 cm horizon- 
talmente, encuentre el trabajo realizado por la fuerza. 

3. Una masa que pesa 10 lb estira \ pie un resorte. /,Cuanto 
estira una masa que pesa 8 lb el mismo resorte? 

4. La longitud natural de un resorte es 0.5 m. Una fuerza de 
50 N estira el resorte una longitud de 0.6 m. 

a) /,Que fuerza se requiere para estirar el resorte x m? 

b) /,Que fuerza se requiere para estirar el resorte una lon¬ 
gitud de 1 m? 

c ) ^Cuanto mide de largo el resorte cuando lo estira una 
fuerza de 200 N? 

5. En el problema 4: 

a) Encuentre el trabajo realizado al estirar 0.2 m el resorte. 

b) Encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte 
desde una longitud de 1 m hasta una longitud de 1.1 m. 

6 . Se requiere una fuerza de F = \x lb para estirar x pulg 
adicionales un resorte de 10 pulg. 

a ) Encuentre el trabajo realizado al estirar el resorte 
hasta una longitud de 16 pulg. 

b) Encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte 
16 pulg. 

7. Una masa que pesa 10 lb esta suspendida de un resorte de 
2 pies. El resorte es estirado 8 pulg y luego se retira la masa. 

a) Encuentre el trabajo realizado al estirar el resorte 
hasta una longitud de 3 pies. 

b) Encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte des¬ 
de una longitud de 4 pies hasta una longitud de 5 pies. 

8. Una fuerza de 50 lb comprime por 3 pulg un resorte de 
15 pulg de largo. Encuentre el trabajo realizado al com- 
primir el resorte hasta una longitud final de 5 pulg. 

9. Encuentre el trabajo realizado para subir una masa de 
10 000 kg desde la superficie terrestre hasta una altura 
de 500 km. 


10. Encuentre el trabajo realizado para subir una masa de 
50 000 kg en la superficie de la Luna hasta una altura 
de 200 km. 

11. Un tanque en forma de cilindro circular recto se llena con 
agua. Las dimensiones del tanque (en pies) se muestran 
en la FIGURA 6.8.8. Encuentre el trabajo realizado para bom- 
bear toda el agua a la parte superior del tanque. 



FIGURA 6.8.8 Tanque 
cilmdrico en el problema 11 

12. En un tanque en forma de cono circular recto, con el verti- 
ce hacia abajo, se vierte agua hasta una profundidad igual a 
la mitad de su altura. Las dimensiones del tanque (en pies) 
se muestran en la FIGURA 6.8.9. Encuentre el trabajo realizado 
para bombear toda el agua a la parte superior del tanque. 
[Sugerencia: Suponga que el origen es el vertice del cono.] 



FIGURA 6.8.9 Tanque conico en el problema 12 

13. Para el tanque conico en el problema 12, encuentre el tra¬ 
bajo realizado para bombear toda el agua hasta un punto 
situado a 5 pies por arriba del tanque. 

14. Suponga que el tanque cilmdrico en el problema 11 es hori¬ 
zontal. Encuentre el trabajo realizado para bombear toda el 
agua hasta un punto situado a 2 pies por arriba del tanque. 
[Sugerencia: Yea los problemas 55-58 en los ejercicios 6.2.] 
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15. Un tanque tiene secciones transversales en forma de trian- 
gulos isosceles con el vertice hacia abajo. Las dimensiones 
del tanque (en pies) se muestran en la FIGURA 6.8.10. En- 
cuentre el trabajo realizado para llenar el tanque al intro- 
ducirle agua a traves de un orificio en el fondo por medio 
de una bomba situada a 5 pies por abajo del vertice. 


K6H 



FIGURA 6.8.10 Tanque con 
secciones transversales 
triangulares en el problema 15 


16. Una tina horizontal con seccion transversal semicircular 
contiene aceite cuya densidad es 80 lb/pie 3 . Las dimen¬ 
siones del tanque (en pies) se muestran en la FIGURA 6.8.11. 
Si la profundidad del aceite es de 3 pies, encuentre el tra¬ 
bajo realizado para bombear todo el aceite hasta la parte 
superior del tanque. 



FIGURA 6.8.11 Tina semicircular en el problema 16 

17. La cadena de 100 pies de un ancla, que pesa 20 lb/pie, 
cuelga verticalmente del lado de un barco. ^Cuanto traba¬ 
jo se realiza al jalar 40 pies de la cadena? 

18. Un barco esta anclado en 200 pies de agua. En el agua, el 
ancla del barco pesa 3 000 lb y la cadena del ancla pesa 
40 lb/pie. Si la cadena cuelga verticalmente, ^cuanto tra¬ 
bajo se realiza al jalar 100 pies de la cadena? 

19. Un cubo de arena que pesa 80 lb se levanta verticalmen¬ 
te por medio de una cuerda y una polea hasta una altura 
de 65 pies. Encuentre el trabajo realizado si 

a) el peso de la cuerda es despreciable y 

b) la cuerda pesa \ lb/pie. 

20. Un cubo, que originalmente contiene 20 pies 3 de agua, se 
levanta verticalmente a partir del nivel del suelo. Si en el 
cubo hay una fuga de agua a razon de \ pie 3 por pie ver¬ 
tical, encuentre el trabajo realizado para subir el cubo 
hasta una altura en que este vacio. 

21. La fuerza de atraccion entre un electron y el nucleo de un 
atomo es inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia que los separa. Si la distancia inicial entre un 
nucleo y un proton es 1 unidad, encuentre el trabajo rea¬ 
lizado por una fuerza externa que mueve el electron una 
distancia igual a cuatro veces la distancia de separacion 
original. 

22. En su lanzamiento, un cohete que pesa 2 500 000 lb lleva 
un transbordador espacial de 200 000 lb. Suponga que en 
las etapas iniciales del lanzamiento el cohete consume 
combustible a razon de 100 lb/pie. 


a) Exprese el peso total del sistema en terminos de su alti- 
tud por arriba de la superficie terrestre. Vea la FIGURA 
6 . 8 . 12 . 

b) Encuentre el trabajo realizado para que el sistema llegue 
a una altitud de 1 000 pies. 



23. En termodinamica, si un gas confinado en un cilindro se 
expande contra un piston de modo que el volumen del 
gas cambia de v x a v 2 , entonces el trabajo realizado sobre 
el piston esta dado por W = J^-pdu, donde p es la pre- 
sion (fuerza por unidad de area). Vea la FIGURA 6.8.13. En 
una expansion adiabatica de un gas ideal, la presion y el 
volumen estan relacionados por pv y = k , donde y y k son 
constantes. Muestre que si y =£ 1, entonces 

TI7 Pi v 2 ~ P\V\ 

W = —-- 

1 - y 


vi 



v 2 

FIGURA 6.8.13 Piston en el problema 23 

24. Muestre que cuando un cuerpo de peso mg se eleva ver¬ 
ticalmente desde un punto y x hasta un punto y 2 , y 2 > yu 
el trabajo realizado es el cambio en energia potencial 
W = mgy 2 ~ mgy x . 

= Piense en ello 

25. Cuando una persona empuja sobre una pared inmovil con 
una fuerza horizontal de 75 lb, ^cuanto trabajo realiza? 

26. En la FIGURA 6.8.14 se muestra la grafica de una fuerza 
variable F. Encuentre el trabajo realizado por la fuerza al 
mover una particula desde x = 0 hasta x = 6. 


F 

(enN) .. 
1- 



H-1-b 


-F -H 


1 (en m) 

FIGURA 6.8.14 Grafica de la fuerza en el problema 26 
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27. Un poco de historia: Una gran verdadera historia 

En 1977, George Willig, conocido como la “Mosca huma- 
na” o el “Hombre arana”, escalo la parte exterior de la torre 
sur del edificio del World Trade Center en Nueva York hasta 
una altura de 1 350 pies en 3.5 h a razon de 6.4 pies/min. 
En esa epoca Willig pesaba 165 lb. ^Cuanto trabajo realizo 
George? (Por su esfuerzo, fue multado con $1.10; 1 centa¬ 
vo por cada uno de los 110 pisos del edificio.) 

28. Un cubo que contiene agua pesa 200 lb. Cuando el cubo 
es levantado por una cuerda, en su parte inferior hay una 
fuga a razon constante, de modo que cuando el cubo llega 
a una altura de 10 pies pesa 180 lb. Suponga que el peso 
de la cuerda es despreciable. Analice: explique por que 
200 2 180 • 10 = 1 900 pies/lb es una aproximacion razo- 
nable al trabajo realizado. Sin integracion, muestre que la 
“aproximacion” anterior es tambien el valor exacto del 
trabajo realizado. 

29. Como se muestra en la FIGURA 6.8.15, un cuerpo de masa m 
es movido por una fuerza horizontal F sobre una superfi- 
cie sin friccion desde una posicion x x hasta una posicion 
x 2 . En esos puntos respectivos, el cuerpo se mueve a velo- 
cidades v x y v 2 , donde v 2 > v\. Muestre que el trabajo 


r “* 



I m 1 

• i_i 

m 



H- x r 


FIGURA 6.8.15 Masa en el problema 29 


realizado por la fuerza es el incremento en energia cine- 
tica W = \mv\ — \mv\. \Sugerencia : Use la segunda ley 
de Newton, F = ma , y exprese la aceleracion a en termi- 
nos de la velocidad v. Integre con respecto al tiempo t y 
haga una sustitucion.] 

30. Como se muestra en la FIGURA 6.8.16, un cubo que contiene 
concreto y esta suspendido por un cable se empuja horizon- 
talmente desde la vertical por un obrero de la construccion. 
La longitud del cable es de 30 m y la masa combinada m 
del cubo y el concreto es de 550 kg. Por principios de fisi- 
ca es posible mostrar que la fuerza requerida para mover el 
cubo v m esta dada por F = mg tan 6 , donde g es la acele¬ 
racion de la gravedad. Encuentre el trabajo realizado por el 
obrero de la construccion al empujar el cubo una distancia 
horizontal de 3 m. [Sugerencia: Use (2) y una sustitucion.] 



FIGURA 6.8.16 Cubo en el problema 30 


6.9 Presion y fuerza del fluido 

■ Introduce ion Todo el mundo ha experimentado que se le “tapan los oidos” e incluso dolor 
en los oidos cuando desciende en avion (o en un elevador), o cuando bucea hacia el fondo de una 
Los fluidos incluyen liquidos ► piscina. Estas sensaciones molestas en los oidos se deben a un incremento en la presion ejerci- 

da por el aire o el agua sobre mecanismos en el oido medio. El aire y el agua son ejemplos de 
fluidos. En esta seccion se mostrara la forma en que la integral definida puede usarse para encon- 
trar la fuerza ejercida por un fluido. 


■ Fuerza y presion Suponga que una placa horizontal plana se sumerge en un fluido como 
agua. La fuerza ejercida por el fluido exactamente arriba de la placa, denominada fuerza F del 
fluido, se define como 

F = (fuerza por unidad de area) • (area de superficie) 

v- v _> 

presion del fluido P q ^ 

= PA. 

Si p denota el peso especifico del fluido (peso por unidad de volumen) y A es el area de la placa 
horizontal sumergida hasta una profundidad h , mostrado en la FIGURA 6.9.1a), entonces la presion 
P del fluido sobre la placa puede expresarse en terminos de p: 

P = (peso por unidad de volumen) • (profundidad) = ph. (2) 

En consecuencia, la fuerza (1) del fluido es la misma que 

F = (presion de fluido) • (area de superficie) = phA. (3) 

No obstante, cuando se sumerge una placa vertical , la presion del fluido y la fuerza del fluido 
sobre un lado de la placa varian con la profundidad. Vea la figura 6.9.1 b). Por ejemplo, la pre¬ 
sion del fluido sobre una presa vertical es menor en la parte superior que en su base. 
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Antes de empezar, considere un ejemplo simple de presion y fuerza de una placa sumergi- 
da horizontalmente. 




sobre una placa vertical 
la presion varfa de la 
parte superior al fondo 


b ) Placa vertical 

FIGURA 6.9.1 La presion y la fuerza del fluido son constantes sobre una placa sumergida horizontalmente, 
pero la presion y la fuerza del fluido varian con la profundidad en una placa sumergida verticalmente 


EJEMPLO 1 


Presion y fuerza 


Una placa rectangular plana de 5 pies X 6 pies se sumerge horizontalmente en agua a una profun¬ 
didad de 10 pies. Determine la presion y la fuerza ejercidas sobre la placa por el agua arriba de esta. 


Solucion Recuerde que el peso especifico del agua es 62.4 lb/pie 3 . Asi, por (2) la presion del 
fluido es 

P = ph = (62.4 lb/pie 3 ) • (10 pies) = 624 lb/pie 2 . 

Puesto que el area superficial de la placa es A = 30 pies 2 , por (3) se concluye que la fuerza del 
fluido sobre la placa es 

F = PA = (ph)A = (624 lb/pie 2 ) • (30 pies 2 ) = 18 720 lb. ■ 


Para determinar la fuerza total F ejercida por un fluido sobre un lado de una superficie plana 
sumergida verticalmente, se emplea una forma del principio de Pascal: 

• La presion ejercida por un fluido a una profundidad h es la misma en todas direcciones. 

Entonces, si en un gran contenedor con fondo piano y paredes verticales se vierte agua hasta una 
profundidad de 10 pies, la presion de 624 lb/pie 2 en el fondo se ejerce de la misma forma sobre 
las paredes. Vea la FIGURA 6.9.2. 

■ Construed on de una integral Considere que el eje x positivo esta dirigido hacia abajo con el 
origen en la superficie del fluido. Suponga que una placa plana vertical, limitada por las rectas 
horizontales x = a y x = b, se sumerge en el fluido como se muestra en la FIGURA 6.9.3a). Sea w(x) 
una funcion que denota el ancho de la placa en cualquier numero v en [a, b] y sea P cualquier 
particion del intervalo. Si x* es un punto muestra en el &-esimo subintervalo \x k u x k \, entonces 
por (3) con las identificaciones h = x* y A = w(x*) Ax h la fuerza F k ejercida por el fluido sobre 
el elemento rectangular correspondiente es aproximada por 

F k = p-x*- w(x'f) Ax k , 

donde, como antes, p denota el peso especifico del fluido. Asi, una aproximacion a la fuerza del 
fluido sobre un lado de la placa esta dada por la suma de Riemann 

n n 

Ax k . 

k= 1 k= 1 

Esto sugiere que la fuerza total del fluido sobre la placa es 

n 

F = lim ^ pxfw{xt) Ax*. 


Definicion 6.9.1 Fuerza ejercida por un fluido 


Sea p el peso especifico de un fluido y sea w(x) una funcion continua sobre [a, b] que descri¬ 
be el ancho de una placa plana sumergida verticalmente a una profundidad x. La fuerza F ejer¬ 
cida por el fluido sobre un lado de la placa sumergida es 


F = 


( b 

pxw(x) dx. 
Ja 


(4) 



FIGURA 6.9.2 Una presion de 
640 lb/pie 2 se aplica en todas 
direcciones 



a) 



Superficie 

F 

A x k = x k -x k - 
1 

r 

/ n l 

-J- \ 

b 

I—lv 

x' 

b) 


FIGURA 6.9.3 Placa vertical 
sumergida con ancho variable 
w(x) sobre [a, b ] 
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superficie 



FIGURA 6.9.4 Placa triangular 
en el ejemplo 2 



a) Vista lateral de la presa y el agua 
x 


presa 



b) Agua contra la cara de la presa 

FIGURA 6.9.5 Presa en el 
ejemplo 3 


EJEMPLO 2 


Fuerza de un fluido 


Una placa en forma de triangulo isosceles de 3 pies de altura y 4 pies de ancho se sumerge ver- 
ticalmente en agua, con la base hacia abajo, hasta que la base queda a 5 pies por debajo de la 
superficie. Encuentre la fuerza ejercida por el agua sobre un lado de la placa. 


Solucion Por conveniencia, el eje x positivo se coloca a lo largo del eje de simetrfa de la placa 
triangular con el origen en la superficie del agua. Como se indica en la FIGURA 6.9.4, el intervalo 
[2, 5] se parte en n subintervalos [x k - U x k ], y en cada subintervalo se escoge un punto x*. Puesto 
que la ecuacion de la linea recta que contiene a los puntos (2, 0) y (5, 2) es y = \x — f, por sime¬ 
trfa se concluye que el ancho del elemento rectangular, mostrado en rojo en la figura 6.9.4, es 



Luego, p = 62.4 lb/pie 3 , de modo que la fuerza del fluido sobre esa porcion de la placa que 
corresponde al A-esimo subintervalo es aproximada por 


F k = (62.4)-jtf-2(|# Ax k . 

Al formar la suma ^El =] F k y tomar el lhnite cuando ||P|| —>0 obtenemos 



(62.4)2x(|x - 3 )dx 
2 V3 5/ 

(62.4)3-1 (x 2 _ 2x) dx 

83 - 2 ( v 3 -* 2 )] 2 

(83.2)- 18 = 1 497.61b. ■ 


En problemas como el ejemplo 2, los ejes ly y se colocan donde convenga. Si el eje y se 
coloca perpendicular al eje x en la parte superior de la placa en el punto (2, 0), entonces los cua- 
tro puntos (2, 0), (5, -2), (5, 0) y (5, 2) en la figura 6.9.4 se vuelven (0, 0), (3, -2), (3, 0) y 
(3, 2), respectivamente. La ecuacion de la linea recta que contiene a los puntos (0, 0) y (3, 2) es 
y = \x. Usted debe comprobar que la fuerza F ejercida por el agua contra la placa esta dada por 
la integral definida 

4 f 3 

F = (62.4)^ x(x + 2) dx. 

^ Jo 


EJEMPLO 3 


Fuerza del agua contra una presa 


Una presa tiene una cara rectangular vertical. Encuentre la fuerza ejercida por el agua contra la 
cara vertical de la presa si la profundidad del agua es h pies y su ancho mide l pies. Vea la FIGU¬ 
RA 6.9.5a). 


Solucion Para variar, el eje x positivo apunta hacia arriba desde el fondo de la cara rectangu¬ 
lar de la presa, como se muestra en la figura 6.9.5 b). Luego, el intervalo [0, h\ se divide en n 
subintervalos. Al eliminar uno de los subindices, la fuerza F k del fluido contra esa porcion rec¬ 
tangular de la placa que corresponde al &-esimo subintervalo, mostrado en rojo claro en la figu¬ 
ra 6.9.5 b), es aproximada por 

F k = (62.4) • (h - x) • (/Ax). 

Aqui la profundidad es h - x y el area del elemento rectangular es l Ax. Al sumar estas aproxi- 
maciones y tomar el limite cuando ||P|| —» 0 se llega a 

F = [ 62.4 l(h - x) dx = Jr (62 A)lh 2 . U 

Jo 2 

En el ejemplo 3, si, por ejemplo, la profundidad del agua es 100 pies y su ancho mide 
300 pies, entonces la fuerza del fluido sobre la cara de la presa es 93 600 000 lb. 
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Ejercicios 6.9 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-21. 


= Fundamentos 


1. Considere los tanques con fondos circulares que se mues- 
tran en la FIGURA 6.9.6. Cada tanque esta lleno de agua cuyo 
peso especifico es 62.4 lb/pie 3 . Encuentre la presion y la 
fuerza ejercidas por el agua sobre el fondo de cada tanque. 



a ) b ) c ) 

FIGURA 6.9.6 Tanques en el problema 1 


2. El buque tanque mostrado en la FIGURA 6.9.7 tiene fondo 

piano y esta lleno de petroleo cuyo peso especifico es 

55 lb/pie 3 . El buque mide 350 pies de largo. 

a) ^Cual es la presion que ejerce el petroleo sobre el 
fondo del buque? 

b) ^Cual es la presion que ejerce el agua sobre el fondo 
del buque? 

c) ^Cual es la fuerza que ejerce el petroleo sobre el 
fondo del buque? 

d) ^Cual es la fuerza que ejerce el agua sobre el fondo 
del buque? 


U - 

96 pies 

Petroleo 

T" 

85 pies 

i 


JL 

Agua 

■<— 125 pies-► 


FIGURA 6.9.7 Buque tanque en el problema 2 

3. Las dimensiones de una piscina rectangular en forma de 
paralelepipedo rectangular son 30 pies X 15 pies X 9 pies. 


a) Si la piscina esta llena de agua hasta una profundidad 
de 8 pies, encuentre la presion y la fuerza ejercidas 
sobre el fondo piano de la piscina. Vea la FIGURA 6.9.8. 

b) Encuentre la fuerza ejercida por el agua sobre una de 
las paredes verticales de la piscina, asi como sobre un 
lado vertical. 



FIGURA 6.9.8 Piscina en el problema 3 

4. Una placa en forma de triangulo equilatero de V3 pie por 
lado se sumerge verticalmente, con la base hacia abajo, 


con el vertice a 1 pie por abajo de la superficie del agua. 
Encuentre la fuerza ejercida por el agua sobre un lado de 
la placa. 

5. Encuentre la fuerza sobre un lado de la placa en el pro¬ 
blema 4 si la placa esta suspendida con la base hacia arri- 
ba a 1 pie por abajo de la superficie del agua. 

6. Una placa triangular se sumerge verticalmente en agua 
como se muestra en la FIGURA 6.9.9. Encuentre la fuerza 
ejercida por el agua sobre un lado de la placa. 



FIGURA 6.9.9 Placa triangular en el problema 6 


7. Suponga que el eje x positivo es hacia abajo y que una placa 
acotada por la parabola x — y 2 y la recta x = 4 se sumerge 
verticalmente en aceite cuyo peso especifico es 50 lb/pie 3 . 
Si el vertice de la parabola esta en la superficie, encuentre 
la fuerza ejercida por el aceite sobre un lado de la placa. 

8. Suponga que el eje x positivo es hacia abajo, y que una 
placa acotada por la parabola x = y 2 y la recta y = — x + 2 
se sumerge verticalmente en agua. Si el vertice de la 
parabola esta en la superficie, encuentre la fuerza ejerci¬ 
da por el aceite sobre un lado de la placa. 

9. Un canalon lleno de agua tiene extremos verticales en 
forma de trapezoide como se muestra en la FIGURA 6.9.10. 
Encuentre la fuerza ejercida por el agua sobre un lado del 
canalon. 



FIGURA 6.9.10 Canalon de agua en el problema 9 


10. Un canalon lleno de agua tiene extremos en la forma que 
se muestra en la FIGURA 6.9.11. Encuentre la fuerza ejercida 
por el agua sobre un lado del canalon. 



FIGURA 6.9.11 Canalon de agua en el problema 10 
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11. Un extremo vertical de una piscina tiene la forma que se 
muestra en la FIGURA 6.9.12. Encuentre la fuerza ejercida 
por el agua sobre este lado de la piscina. 



FIGURA 6.9.12 Extremo de la piscina en el problema 11 

12. Un tanque en forma de cilindro circular recto de 10 pies 
de diametro reposa sobre su costado. El tanque contiene 
petroleo hasta la mitad de su capacidad, y el peso especi- 
fico del petroleo es de 60 lb/pie 3 . Encuentre la fuerza que 
ejerce el petroleo sobre uno de los extremos del tanque. 

13. Una placa circular de 4 pies de radio se sumerge vertical- 
mente de modo que el centro de la placa esta a 10 pies 
por debajo de la superficie del agua. Encuentre la fuerza 
que el agua ejerce sobre un lado de la placa. [ Sugerencia: 
Para facilitar las cosas, considere que el origen esta en el 
centro de la placa, con el eje v positivo hacia abajo. Tam- 
bien vea los problemas 55-58 en los ejercicios 6.2.] 

14. Un tanque cuyos extremos tienen forma eliptica x 2 /4 
+ y 2 /9 = 1 se sumerge en un liquido cuyo peso especifi- 
co es p, de modo que las placas extremas son verticales. 
Encuentre la fuerza que el liquido ejerce sobre un extre¬ 
mo si su centro esta a 10 pies por debajo de la superficie 
del liquido. [Sugerencia: Proceda como en el problema 
13 y use el hecho de que el area de una elipse x 2 /a 2 
+ y 2 /b 2 = 1 es 7 Tab.] 

15. Un bloque solido en forma de cubo de 2 pies de arista se 
sumerge en un gran tanque de agua. La parte superior del 
bloque es horizontal y se ubica a 3 pies por abajo de la 
superficie del agua. Encuentre la fuerza total sobre el blo¬ 
que (seis lados) provocada por la presion del liquido. Vea 
la FIGURA 6.9.13. 



FIGURA 6.9.13 Bloque sumergido en el problema 15 

16. En el problema 15, ^cual es la diferencia entre la fuerza 
sobre el fondo del bloque y la fuerza sobre la parte supe¬ 
rior del bloque? La diferencia es la fuerza de empuje del 
agua y, por el principio de Arquimedes, es igual al peso 


del agua desplazada. ^Cual es el peso del agua desplaza- 
da? ^Cual es el peso del agua desplazada por el bloque? 

= Piense en ello 

17. Considere la piscina rectangular que se muestra en la 
FIGURA 6.9.14a) cuyos extremos son trapezoides. La piscina 
esta llena de agua. Tome el eje v positivo como se mues¬ 
tra en la figura 6.9.14 b) y encuentre la fuerza que el agua 
ejerce sobre el fondo de la piscina. [Sugerencia: Exprese 
la profundidad d en terminos de x] 




FIGURA 6.9.14 Piscina en el problema 17 


18. Se construye una presa de barro cuyas dimensiones se 
muestran en la FIGURA 6.9.15a). Tome el eje v positivo como 
se muestra en la figura 6.9.15 b) y encuentre la fuerza que 
el agua ejerce sobre la pared inclinada de la presa. 



FIGURA 6.9.15 Presa en el problema 18 

19. Analice el problema 18 con el eje v positivo que se mues¬ 
tra en la FIGURA 6.9.16. 



FIGURA 6.9.16 Orientacion del eje x en el problema 19 
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6.10 Centros de masa y centroides 

■ Introduce ion En esta seccion consideramos otra aplicacion de la fisica. Usamos la integral 
definida para encontrar el centro de masa de barras y regiones planas. Empezamos con una revi¬ 
sion de la forma de encontrar el centro de masa de sistemas bidimensionales y tridimensionales 
de n masas discretas o puntuales. 

■ Sistemas unidimensionales Si x denota la distancia dirigida del origen O a una masa m, se 
dice que el producto mx es el momento de masa respecto al origen. En la tabla siguiente se resu- 
men algunas unidades. 


Cantidad 

Sistema ingenieril 

SI 

cgs 

Masa 

slug 

kilogramo (kg) 

gramo (g) 

Momento de masa 

slug-pie 

kilogramo-metro 

gramo-centimetro 


Luego, para n masas puntuales m 1? ra 2 ,..., m n a distancias dirigidas x l9 x 2 ,..., x n , respectivamen- 
te, a partir de O, como en la FIGURA 6.10.1, decimos que 


n 

m = m x + m 2 + ■ • • + m n = ^ m k 

k= i 


es la masa total del sistema, y que 


n 

M 0 = m x X\ + m 2 x 2 + • • • + m n x n = 2 m k x k 

k= 1 


es el momento del sistema respecto al origen. Si 2&=i m k x k = 0, se dice que el sistema esta 
en equilibrio. Vea la FIGURA 6.10.2. Si el sistema de masas de la figura 6.10.1 no esta en equilibrio, 
hay un punto P con coordenada x tal que 



a ) El sube y baja esta en equilibrio 
puesto que m x x x + m 2 x 2 = 0 
FIGURA 6.10.2 a) Sube y baja en equilibrio; b ) no 


b ) El sube y baja no esta en equilibrio 
puesto que + m 2 x 2 j= 0 
esta en equilibrio 


Al despejar x obtenemos 


M n 


X = 


m 


2 m k x k 

k= l 
n 

2 m k 
k= 1 


( 1 ) 


El punto con coordenada x se llama centro de masa o centro de gravedad del sistema. 

Puesto que (1) implica v(2^=i m k) = ^k= \ m k^h se concluye que x es la distancia dirigida 
desde el origen hasta un punto en que puede considerarse que esta concentrada la masa total del 
sistema. 


- • - * - 1 — • - • — • - • — 

m 3 m 4 O m l m 2 m 5 . . . m n 

FIGURA 6.10.1 n masas sobre los 
ejes x 


En un sistema en que la acelera- 
cion de la gravedad varia de una 
masa a otra, el centro de grave¬ 
dad no es el mismo que el cen¬ 
tro de masa. 
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EJEMPLO 1 


Centro de masa de tres objetos 


Tres cuerpos de masas 4, 6 y 10 kilogramos se colocan en x\ = —2, x 2 = 4 y x 3 = 9, respectiva- 
mente. Las distancias se miden en metros. Encuentre el centro de masa. 


Solucion Por (1), 


—\—i—i—i—h- 


4-(-2) + 6-4+10-9 106 


raj = 4 kg O m 2 — 6 kg ra 3 = 10 kg 

FIGURA 6.10.3 Centro de masa 
de tres masas puntuales 


4 + 6+10 


20 


= 5.3. 


La FIGURA 6.10.3 muestra que el centro de masa x esta 5.3 m a la derecha del origen. 


yi ■ Construccion de una integral Ahora se considerara el problema de encontrar el centro de masa 

de una barra de longitud L que tiene una densidad lineal variable p (la masa/longitud unitaria se 

- | > x mide en slugs/pie, kg/m o g/cm). Se supone que la barra coincide con el eje x sobre el intervalo 

^_ _ I [0, L], como se muestra en la FIGURA 6.10.4, y la densidad es una funcion continua p(x). Despues de 

formar una particion P del intervalo, se escoge un punto xt en [x k - U x k ]. El numero 

FIGURA 6.10.4 Barra de longitud 

L que coincide con el eje x m k = p(x*) Ax k 



centro de masa 


FIGURA 6.10.5 Barra suspendida 
en equilibrio 


es una aproximacion a la masa de esa porcion de la barra sobre el subintervalo. Tambien, el 
momento de este elemento de masa respecto al origen es aproximado por 


Asi, se concluye que 


(Mo)k ~ x kP( x k ) & x k- 


m = lim 2 P( x *) &x k - | p(x) dx 

W\\^k=l 


'o 


M ° = »jt m n 2-^*p(4) A Xk = 

rll-» u A;=l 


xp(x) dx 




son la masa de la barra y su momento respecto al origen, respectivamente. Luego, por 
x = M 0 /m se concluye que el centro de masa de la barra esta dado por 

CL 

xp(x) dx 

x = 7T- • (2) 




p{x) dx 


Como se muestra en la FIGURA 6.10.5, una barra suspendida por un resorte sujeta a su centro de 
masa podria colgar en perfecto equilibrio. 


EJEMPLO 2 


Centro de masa de una barra 


Una barra de 16 cm de largo tiene densidad lineal, medida en g/cm, dada por p{x) 
Vi, 0 < x < 16. Encuentre su centro de masa. 

Solucion En gramos, la masa de la barra es 


m = 


16 x l ' 2 dx = I * 3 / 2 


128 

3 


El momento respecto al origen (en g-cm) es 


M 0 


x-x l / 2 dx = ^x 5 / 2 

Jo ^ 


16 

0 


2 048 
5 


Por (2) encontramos 


2 048/5 
128/3 


9.6. 


Es decir, el centro de masa x de la barra esta a 9.6 cm del extremo izquierdo de la barra que coin¬ 
cide con el origen. ■ 
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■ Sistemas bidimensionales Para n masas puntuales situadas en el piano xy, como se indica 
en la FIGURA 6.10.6, el centro de masa del sistema se define como el punto (x, y), donde 


x = 



m 


y = 


Mx 

m 


2 m k*k 

k= i 

n 

2 m k 
k= l 
n 

2 m k)’k 
k= 1 
n 

2 m k 

k= l 


momento del sistema con respecto al eje y 
masa total 


momento del sistema con respecto al eje x 
masa total 


■ Lamina Ahora se analizara el problema de encontrar el centro de masa, o punto de equilibrio, 
de un frotis de materia, o lamina delgada bidimensional, que tiene densidad constante p (masa por 
unidad de area). Yea la FIGURA 6.10.7. Cuando p es constante, se dice que la lamina es homogenea. 


■ Construction de una integral Como se muestra en la FIGURA 6.10.8a), suponga que la lamina 
coincide con una region R en el piano xy acotada por la grafica de una funcion no negativa con- 
tinua y =/(x), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b. Si P es una particion del intervalo 
[< a , b], entonces la masa del elemento rectangular que se muestra en la figura 6.8. 10b) es 


m k = p AA k = pf(xf) Ax k , 

donde, en este caso, tomamos x* como el punto medio del subintervalo [x^_ 1? x k \ y p es la den¬ 
sidad constante. El momento de este elemento con respecto al eje y es 



FIGURA 6.10.6 n masas en el 
piano xy 



( My\ = xf A m k = x*(p A A k ) = pxtf(xf) Ax k . 




a) b ) 

FIGURA 6.10.8 Encontrar el centro de masa de la region R 


Puesto que la densidad es constante, el centro de masa del elemento necesariamente esta en su 
centro geometrico (x*, |/(x*)). Por tanto, el momento del elemento respecto al eje x es 

(M x \ = \f{x* k ){pAA k ) = \p[f(x$)] 2 Ax k . 

Concluimos que 


m = lim 2.J p/(xf) Axa. = 


p/(x) dx, 


M y = lim 2 P4K4) Ax*. = | pxf(x) dx, 

W\\-^Uk=\ 


M , = Hin p[f(x* k )] 2 Ax k = dj p | fix) ] 2 dx. 


Por tanto, las coordenadas del centro de masa de la lamina se definen como 




x = 


m 


px/(x) dx 


pf(x) dx 


- = Mi = 
y m 


^ | p[f(x)] 2 dx 


p/(x) dx 


(3) 
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■ Centroide Observamos que la densidad constante p se cancela en las ecuaciones (3) para x 
y y, y que el denominador de /*/(x) dx es el area A de la region R. En otras palabras, el centro 
de masa solo depende de la forma de R : 


x = 


My 

~A 


b 

x/(x) dx 


fix) dx 



\ 

2 


[ f(x)] 2 dx 


b 

fix) dx 


(4) 


Para recalcar la diferencia, aunque menor, entre el objeto fisico, que es la lamina homogenea, y 
el objeto geometrico, que es la region plana R , se dice que las ecuaciones en (4) definen las coor- 
denadas del centroide de la region. 



Nota: Es importante que comprenda el resultado en (4), pero no intente memorizar las integra¬ 
tes porque para abreviar el analisis se ha supuesto que R esta acotada por la grafica de una fun- 
cion/y el eje x. R tambien podria ser la region acotada entre las graficas de dos funciones/y g. 
Yea el ejemplo 5. 


Centroide de una region 


EJEMPLO 3 


Encuentre el centroide de la region en el primer cuadrante acotada por la grafica de y = 9 — x 2 , 
el eje x y el eje y. 

Solucion La region se muestra en la FIGURA 6.10.9. Luego, si fix) = 9 — x 2 , entonces 

A k =fixt) Ax k 
iMy) k = xfixt) Ax k 

1 r/ / n/ A \ 1 i 


(M x \ = |/(4)(/(4) Ax*) = ^[/(xf)] 2 Ax*. 


FIGURA 6.10.9 Region en el 
ejemplo 3 


Por tanto, 


A = 


(9 - x 2 ) dx = ( 9x - 


= 18 



= jx(9-xVx = (fx 2 -^x 4 )][ = 


M v = 


M x = \\ (9 — x 2 ) 2 dx 


81 

4 


^ | (81 — 18x 2 + x 4 ) dx 


1 


= — 81 x - 6 x + — 


k) 


3 = 324 

o 5 ‘ 


ejemplo 4 


Por (4) se concluye que las coordenadas del centroide son 

M y 81/4 9 _ M x 324/5 54 


18 8 ’ 


18 


15' 


EJEMPLO 4 


Integracion con respecto a y 


Encuentre el centroide de la region acotada por las graficas de x = v 2 + 1, x = 0, _y = 2 y v = —2. 


Solucion La region se muestra en la FIGURA 6 . 10 . 10 . El analisis de la figura sugiere el uso de ele- 
mentos rectangulares horizontales. Si f(y) = v 2 + 1, entonces 

A* = f(y*) A y k 

(M,)* = ytf(yt) Ay* 

(M y h = \f(y*My$) Ay*) = - \[f{yt )} 2 A;y* 
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y asi 


Por tanto, se tiene 


A 

M x 

My 


jV + l)^ = (|y 3 + y) ^ 

fy(y 2 + 1) dy = (j/ + 


28 
3 ’ 


2 

-2 


= 0, 


if 1 


2\5 y + 3 


1 ) 2 dy = 



\ j (/ + 2y 2 + 1) dy 
' 2 206 


My = 206/15 = iQ3 _ = M x = Q 
A “ 28/3 70 ’ y “ A 28/3 


Como es de esperar, puesto que la lamina es simetrica respecto al eje x, el centroide esta en el 
eje de simetria. Tambien se observa que el centroide esta fuera de la region. ■ 


EJEMPLO 5 


Region entre dos graficas 


Encuentre el centroide de la region acotada por las graficas dey = — x z + 3yy = x 2 — 2x — 1 


Solucion En la FIGURA 6.10.11 se muestra la region en cuestion. Se observa que los puntos de 
interseccion de las graficas son (—1, 2) y (2, —1). Luego, si f(x ) = —x 2 + 3 y g(x) = 


x —2x— 1, entonces el area de la region es 

r2 


A = 


[/(*) “ g(x)] dx 


-l 

2 


= J (-2x 2 + 2x + 4) dx 


= ( -|x 3 + x 2 + 4x 


= 9. 


-1 


Puesto que las coordenadas del punto medio del elemento indicado son (x*, \ + g(**)]), 

se concluye que 


M = x[f(x) - g(x)] dx 


-l 

2 


(-2x 3 + 2x 2 + Ax) dx 


= I X 4 + |x 3 + 2x 2 


2 

-1 



FI GURA 6.10.11 Region en el 
ejemplo 5 


y 


m y 



[fix) + g(x)][f(x) - g(x)] dx 

am? - [gamdx 

[( x 2 + 3) 2 - (x 2 -2 k- l) 2 ] dx 


(4a 3 — 8x 2 — 4x + 8) dx 


2 U 


- —x 3 - 2x + 8v 


2 

-1 


9 

2 


Por tanto, las coordenadas del centroide son 


M l= 9J2 = x _ = M, = 9/2 = 1 

A 9 2 y A 9 2 
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Ejercicios 6.10 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-21 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, encuentre el centro de masa del siste- 
ma de masas dado. La masa m k esta situada sobre el eje x en 
un punto cuya distancia dirigida desde el origen es x k . Supon- 
ga que la masa se mide en gramos y que la distancia se mide 
en centimetros. 

1. m x — 2, m 2 = 5; x x = 4, x 2 = ~2 

2. m\ = 6, m 2 = 1, m 3 = 3; x { = x 2 = — 3, x 3 = 8 

3. m x ~ 10, m 2 = 5, m 3 = 8, m 4 = 7; x x = — 5, x 2 = 2, 
x 3 = 6, x 4 = —3 

4 . m x = 2, m 2 = §, m 3 = \,m A = \\ x x = 9 , x 2 = —4, 
x 3 = — 6, x 4 = —10 

5. Dos masas estan colocadas en los extremos de una tabla 
uniforme de masa despreciable, como se muestra en la 
FIGURA 6.10.12. ^Donde debe colocarse el fulcro de modo 
que el sistema este en equilibrio? [ Sugerencia : Aunque el 
origen puede situarse en cualquier parte, se supondra que 
se establece en el punto medio entre las masas.] 


10 m 


10 

kg 


fulcro 




15 

kg 


FIGURA 6.10.12 Masas en el problema 5 


13 - “M Ulir [0 - 21 

14- pw={? Hill- [<UI 

15 . La densidad de una barra de 10 pies varia con el cuadra- 
do de la distancia al extremo izquierdo. Encuentre su 
centro de masa si la densidad en su centro es 12.5 
slug/pie. 

16 . La densidad lineal de una barra de 3 m varia con la dis¬ 
tancia al extremo derecho. Encuentre la densidad lineal 
en el centro de la barra si su masa total es de 6 kg. 


En los problemas 17-20, encuentre el centro de masa del sis¬ 
tema de masas dado. La masa m k esta en el punto P k . Suponga 
que la masa se mide en gramos y que la distancia se mide en 
centimetros. 

17 . mi = 3,m 2 = 4; P x = (-2, 3), P 2 = (1, 2) 

18 . m x = 1, m 2 = 3, m 3 = 2; P x = (-4, 1), P 2 = (2, 2), 

P 3 = ( 5 , - 2 ) 

19 . mi = 4, m 2 = 8, m 3 = 10; P x = (1, 1), P 2 = (-5, 2), 

^3 = (V, -6) 

20. m x = 1, m 2 = \, m 3 = 4, m 4 = |; P x = (9, 3), 

P 2 = (-4, -6), P 3 = (|, -1), P A = (-2, 10) 


6 . Encuentre el centro de masa de las tres masas m x , m 2 y 
m 3 que estan en los vertices del triangulo equilatero mos- 
trado en la FIGURA 6.10.13. [, Sugerencia : Primero encuentre 
el centro de masa de m x y m 2 .] 

iO 

/m 3 s 
/ \ 

/ \ 

/ \ 



FIGURA 6.10.13 Masas en el problema 6 

En los problemas 7-14, una barra de densidad lineal 
p(x) kg/m coincide con el eje x en el intervalo indicado. 
Encuentre su centro de masa. 

7 . p(x) = 2x + 1; [0, 5] 

8. p(x) = -x 2 + 2x; [0, 2] 

9. p(x) = [0, 1] 

10 . p(x)=-x 2 +V, [0,1] 

11 . p(x) = |jc- 3|; [0,4] 

12 . p(x) = 1 + \x- 1|; [0, 3] 


En los problemas 21-38, encuentre el centroide de la region 
acotada por las graficas de las ecuaciones dadas. 

21. y = 2x + 4, y = 0, x = 0, x = 2 

22. y = x + 1, y = 0, x = 3 

23. y = x 2 , y = 0, x = 1 

24. y = x 2 + 2, y = 0, x = — 1, x = 2 

25. y = x\y = 0,x = 3 

26. y = x 3 , y = 8, x = 0 

27. y = Vx, y = 0, x = l,x = 4 

28. x = y 2 , x = 1 

29. y = x 2 , y - x = 2 

30. y = x 2 , y = Vx 

31. y = x 3 , y = x 1 / 3 , primer cuadrante 

32. y = 4 — x 2 , y = 0, x = 0, segundo cuadrante 

33. y = 1/x 3 , y = 0, x = 1, x = 3 

34. y = x 2 - 2x + 1, y = — 4x + 9 

35. x = y 2 — 1, y = — 1, y = 2, x = -2 

36. y = x 2 — 4x + 6, y = 0, x = 0, x = 4 

37. y = 4 - 4x 2 , y = i - x 2 

38. y 2 + x= 1, y + x = — 1 
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En los problemas 39 y 40, use simetria para localizar v e inte¬ 
gration para encontrar y de la region acotada por las graficas 
de las funciones dadas. 

39. y = 1 + cos x,y = 1, — 7r/2 < a < 7t/2 

40. y = 4 sen x, y = — sen x, 0 < x < tt 


= Piense en ello 

41. Un teorema atribuido a Pappus de Alejandria (c. 350 
d.C.) afirma lo siguiente: 

Sean L un eje en un piano y R una region en el 
mismo piano que no corta a L. Cuando R gira alre- 
dedor de L, el volumen V del solido de revolucion 
resultante es igual al area A de R multiplicada por 
la longitud de la ruta recorrida por el centroide de R. 

a) Como se muestra en la FIGURA 6.10.14, sea R la region 
acotada por las graficas de y =f{x) y y = g(x). Muestre 
que si R gira alrededor del eje x, entonces V = 
(27ry )A, donde A es el area de la region. 

b) ^Que considera que proporciona V cuando la region R 
gira alrededor del eje y? 



FIGURA 6.10.14 Region en el problema 41 

42. Compruebe el teorema de Pappus en el problema 41 
cuando la region acotada por y = v 2 + 1 , y = 1 , jc = 2 
gira alrededor del eje v. 


43. Use el teorema de Pappus en el problema 41 para encon¬ 
trar el volumen del toroide que se muestra en la FIGURA 
6.10.15. 



FIGURA 6.10.15 Toroide en el problema 43 


44. Una barra de densidad lineal p(x ) kg/m coincide con el 
eje x sobre el intervalo [0, 6]. Si p(x) = x{6 — x) + 1, 
l donde se espera de manera intuitiva que este el centro de 
masa? Demuestre su respuesta. 

45. Considere la region triangular R en la FIGURA 6.10.16. 
^Donde cree que esta el centroide del triangulo? Piense 
geometricamente. 



FIGURA 6.10.16 Region triangular en el problema 45 


46. Sin integracion, determine el centroide de la region R 
mostrada en la FIGURA 6.10.17. 

y n 

2 - 


R 


1 


--— 

1 2 

FIGURA 6.10.17 Region en el problema 46 


Revision del capitulo 6 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-21. 

A. Falso/verdadero_ 

En los problemas 1-12, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 

1. Cuando J^f(x) dx > 0, la integral proporciona el area bajo la grafica de y =f(x) sobre el 

intervalo [a, b]. _ 

2. f^(x — 1) dx es el area bajo la grafica y = x - 1 sobre [0, 3]._ 

3. La integral J b [f(x) — g(v)] dx proporciona el area entre las graficas de las funciones con- 

tinuas/y g siempre que/(jc) > g(x) para toda x en [a, b]. _ 

4. Los metodos del disco y la arandela para encontrar volumenes de solidos de revolucion son 

casos especiales del metodo de rebanar._ 

5. El valor promedio / pro de una funcion continua sobre un intervalo [ a , b] necesariamente es 

un numero que satisface m < / pro < M, donde my M son los valores minimo y maximo de 
/sobre el intervalo, respectivamente._ 

6. Si/y g son continuas sobre [a , b], entonces el valor medio de/+ g es (f+ g) pro = / pro + g pro . 
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7. El centro de masa de un lapiz con densidad lineal constante p esta en su centro geometrico. 


8. El centro de masa de una lamina que coincide con una region plana R es un punto en R 

donde la lamina colgarfa en equilibrio._ 

9. La presion sobre el fondo piano de una piscina es la misma que la presion horizontal sobre 

la pared vertical a la misma profundidad._ 

10. Considere una delgada lata de aluminio con radio de 6 pulg y un deposito circular con radio 

de 50 pies. Si cada uno tiene fondo piano y contiene agua hasta una profundidad de 1 pie, 
entonces la presion del liquido sobre el fondo del deposito es mayor que la presion sobre el 
fondo de la lata de aluminio._ 

11 . Si s(t ) es la funcion de posicion de un cuerpo que se mueve en linea recta, entonces Jf 2 v(t) dt 

es la distancia que el cuerpo se mueve en el intervalo [t i9 t 2 \._ 

12. Cuando no hay resistencia del aire y desde la misma altura se sueltan al mismo tiempo una 

bala de canon y un dulce, la bala de canon llega primero al suelo._ 

B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-8, llene los espacios en bianco. 

1. La unidad de trabajo en el sistema SI es_. 

2. Para calentarse, un corredor de 200 lb empuja contra un arbol durante 5 minutos con fuer- 
za constante de 60 lb y luego corre 2 mi en 10 minutos. El trabajo total realizado es 


3. El trabajo realizado por una fuerza constante de 100 lb aplicada a un angulo de 60° con res- 

pecto a la horizontal durante una distancia de 50 pies es_. 

4. A un resorte que mide inicialmente 1 m de longitud se le aplica una fuerza de 80 N, y se 

logra una longitud de 1.5 m. El resorte medira_m de longitud cuando se apli- 

que una fuerza de 100 N. 

5. Las coordenadas del centroide de una region R son (2, 5) y el momento de la region con res- 

pecto al eje x es 30. Por tanto, el area de R es_unidades cuadradas. 

6. El peso especifico del agua es_lb/pie 3 . 

7. Se dice que la grafica de una funcion con primera derivada continua es_. 

8. Una pelota soltada desde una gran altura choca contra el suelo en T segundos con una velo- 

cidad u impacto . Si la funcion velocidad es v(t) = —gt , entonces la velocidad media u pro de la 
pelota para 0 < t < T en terminos de u impacto es_. 


C. Ejercicios_ 

En los problemas 1-8, establezca la(s) integral(es) definida(s) para encontrar el area de la region 
sombreada en cada figura. 

2 . 




a yc d 

FIGURA 6.R.2 Grafica para el problema 2 


FIGURA 6.R.1 Grafica para el problema 1 



FIGURA 6.R.3 Grafica para el problema 3 



FIGURA 6.R.4 Grafica para el problema 4 
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FIGURA 6.R.6 Grafica para el problema 6 




FIGURA 6.R.7 Grafica para el problema 7 


En los problemas 9 y 10, use la integral definida para encontrar el area de la region sombreada 
en terminos de a y b. 



FIGURA 6.R.9 Grafica para el problema 9 


FIGURA 6.R. 10 Grafica para el problema 10 


En los problemas 11-16, considere la region R en la FIGURA 6.R.ll. Establezca la(s) integral(es) 
definida(s) para la cantidad indicada. 



FIGURA 6.R.ll Region 
para los problemas 11-16 


11. El centroide de la region 

12. El volumen del solido de revolucion que se forma al girar R alrededor del eje x 

13. El volumen del solido de revolucion que se forma al girar R alrededor del eje y 

14. El volumen del solido de revolucion que se forma al girar R alrededor de la recta y = — 1 

15. El volumen del solido de revolucion que se forma al girar R alrededor de la recta x = 2 

16. El volumen del solido con R como su base de modo que las secciones transversales del soli¬ 
do paralelas al eje y son cuadradas 

17. Encuentre el area acotada por las graficas de y = sen x y y = sen 2x sobre el intervalo [0, tt] . 

18. Considere la region acotada por las graficas de y = e x , y = e~ x y x = In 2. 

a) Encuentre el area de la region. 

b) Encuentre el volumen del solido de revolucion si la region gira alrededor del eje x. 
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19. Considere la region R acotada por las graficas de x = y 2 y x = V2. Use el metodo de reba- 
nadas para encontrar el volumen del solido si la region R es su base y 

a) las secciones transversales del solido perpendiculares al eje v son cuadrados, 

b) las secciones transversales del solido perpendiculares al eje v son circulos. 

20. Encuentre el volumen del solido de revolucion que se forma cuando la region R acotada por 
las graficas de x = 2y — y 2 y x = 0 gira alrededor de la recta y = 3. 

21. La nariz de un cohete espacial es un cono circular recto de 8 pies de altura y 10 pies de radio. 
La superficie lateral debe cubrirse con tela excepto por una seccion de 1 pie de altura en el 
apice del cono de la nariz. Encuentre el area de la tela necesaria. 

22. El area bajo la grafica de una funcion no negativa continua y =f(x) sobre el intervalo [—3,4] 
es 21 unidades cuadradas. ^Cual es el valor medio de la funcion sobre el intervalo? 

23. Encuentre el valor promedio de/(x) = x 3 ^ 2 + x sobre [1,4]. 

24. Encuentre un valor x en el intervalo [0, 3] que corresponda al valor promedio de la funcion 
f(x) = 2x- 1. 

25. Un resorte de longitud de \ m sin estirar se alarga hasta una longitud de 1 m por medio de 
una fuerza de 50 N. Encuentre el trabajo realizado para estirar el resorte desde una longitud 
de 1 m hasta una longitud de 1.5 m. 

26. El trabajo realizado para estirar un resorte 6 pulg mas alia de su longitud natural es 10 pies-lb. 
Encuentre la constante del resorte. 

27. Un tanque de agua, en forma de cubo de 10 pies de lado, se llena con agua. Encuentre el 
trabajo realizado para bombear toda el agua hasta un punto situado a 5 pies por arriba del 
tanque. 

28. Un cubo que pesa 2 lb contiene 30 lb de liquido. A medida que el cubo se levanta vertical- 
mente a razon de 1 pie/s, el liquido se fuga a razon de \ lb/s. Encuentre el trabajo realizado 
para levantar el cubo una distancia de 5 pies. 

29. En el problema 28, encuentre el trabajo realizado para levantar el cubo hasta un punto en 
que este vacio. 

30. En el problema 28, encuentre el trabajo realizado para levantar el cubo con fuga hasta una 
distancia de 5 pies si la cuerda que sujeta al cubo pesa | lb/pie. 

31. Un tanque en la parte superior de una torre de 15 pies de altura consta de un tronco de un 
cono sobrepuesto por un cilindro circular recto. Las dimensiones (en pies) se muestran en 
la FIGURA 6.R.12. Encuentre el trabajo realizado para llenar el tanque con agua desde el nivel 
del suelo. 



FIGURA 6.R. 12 Tanque en el problema 31 

32. Una roca se lanza verticalmente hacia arriba desde la superficie de la Luna con una veloci- 
dad inicial de 44 pies/s. 

a) Si la aceleracion de la gravedad en la Luna es 5.5 pies/s 2 , encuentre la altura maxima que 
se alcanza. Compare con la Tierra. 

b) En su descenso, la roca choca contra la cabeza de un astronauta de 6 pies de estatura. 
^Cual es la velocidad de impacto de la roca? 

33. Encuentre la longitud de la grafica de y = (x — l) 3 / 2 desde (1, 0) hasta (5, 8). 
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34. La densidad lineal de una barra de 6 m de longitud es una funcion lineal de la distancia a su 
extremo izquierdo. La densidad en la parte media de la barra es 11 kg/m y en el extremo 
derecho es 17 kg/m. Encuentre el centro de masa de la barra. 

35. Una placa plana, en forma de cuarto de circulo, se sumerge verticalmente en aceite como se 
muestra en la FIGURA 6.R.13. Si el peso especifico del aceite es 800 kg/m 3 , encuentre la fuerza 
que ejerce el aceite sobre un lado de la placa. 



FIGURA 6.R. 13 Placa vertical 
sumergida en el problema 35 


36. Una barra metalica uniforme de masa 4 kg y longitud 2 m soporta dos masas, como se mues¬ 
tra en la FIGURA 6.R.14. ^Donde debe atarse el cable a la barra de modo que el sistema cuelgue 
en equilibrio? 



FIGURA 6.R.14 Masas en el problema 36 


37. Tres masas estan suspendidas de barras uniformes de masa despreciable como se muestra 
en la FIGURA 6.R.15. Determine donde deben colocarse los cables indicados de modo que todo 
el sistema cuelgue en equilibrio. 



FIGURA 6.R. 15 Masas en el problema 37 

























Capitulo 7 


Tecnicas de integracion 





X 


En este capitulo A menudo uno se encuentra una integral que no puede clasificar se en 
una forma conocida como Ju n duo fe u du. Porejemplo, no es posible evaluar fx 2 Vx + 1 dx 
mediante la aplicacion inmediata de cualquiera de las formulas enumeradas en las paginas 
380-381. No obstante, al aplicar una tecnica de integracion algunas veces es posible reducir 
una integral como esta a una o mas de estas formas conocidas. 


7.1 Integracion: tres recursos 

7.2 Integracion por sustitucion 

7.3 Integracion por partes 

7.4 Potencias de funciones trigonometricas 

7.5 Sustituciones trigonometricas 

7.6 Fracciones parciales 

7.7 Integrates impropias 

7.8 Integracion aproximada 
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380 CAPITULO 7 Tecnicas de integracion 


7.1 Integracion: tres recursos 


■ Introduce ion En este capitulo vamos a resumir el estudio de antiderivadas que empezo en el 
capitulo 5, en el que mostramos superficialmente como obtener antiderivadas de una funcion /. 
Recuerde que una integral definida 

f{x) dx = F(x) + C 


es una familia F(x) + C de antiderivadas de la funcion/; es decir, F esta relacionada con/por el 
hecho de que F '(x) = fix). De esta manera, a la derivada de una funcion especifica (sen x, cos x, 
e x , In x, etc.) corresponde una integral indefinida analoga. Por ejemplo, 


fees*--sen* implies 


sen xdx = —cos x + C. 


I Tab I as La TAB LA 7.1.1 que se muestra a continuacion es una version ampliada de la tabla 5.2.1. 
Puesto que resume en notacion integral indefinida todas las derivadas de la regia de la cadena de 
las funciones analizadas en los capitulos 1 y 3, referiremos las entradas de la tabla 7.1.1 a for¬ 
mas familiares o bdsicas. El objetivo de este capitulo consiste en evaluar integrales que, en su 
mayor parte, no caen en ninguna de las formas proporcionadas en la tabla. 

La tabla 7.1.1 es solo la punta de un iceberg mas bien enorme; los manuales de referenda 
solian incluir cientos de formulas de integracion. Aunque aqui no somos tan ambiciosos, en la 
seccion Formulas matematicas al final de este texto proporcionamos una tabla mas amplia de 
formulas de integracion. Como de costumbre, en ambas se usa notacion diferencial. Si u = g(x) 
denota una funcion diferenciable, entonces la diferencial de u es el producto du = g'(x) dx. 


TABLA 7.1.1 


Formulas de integracion 


Integrandos constantes 

1. \ du = u + C 


Integrandos que son potencias 


3. \u n du = ——- + C {n ¥= — 1) 
J n + 1 

Integrandos exponenciales 
5. je u du = e u + C 
Integrandos trigonometricos 
7. sen u du = —cos u + C 


9. sec * 1 2 u du = tan u + C 


11. sec u tan u du = sec u + C 


13. tan u du = —In Icos u\ + C 


15. sec u du = In Isec u + tan u\ + C 


2. \k du = ku + C 


4. \u 1 du = 


— du = In \u\ + C 
u 


6. I a 11 du — - - a u + C 

In a 


8. cos u du = sen u + C 


10. esc 2 u du = —cot u + C 


12. esc u cot u du = —esc u + C 


14. cot u du = In I sen w I + C 


16. esc u du = In Icsc u — cot u\ + C 


(continua) 
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Integrandos hiperbolicos 
17 . senh u du = cosh u + C 


19 . sech 2 u du = tanh a + C 


21. j sech u tanh u du = — sech u + C 
Integrandos algebraicos 


23 . 

25 . 

27 . 

29 . 

31 . 


1 , _ x u 


\/a 2 — u 2 


du = sen —h C 
a 


1 , 1 -i 

- du = —sec 

a 


u\/ u 2 — a 2 


1 


V u 2 — a 2 


du = In 


—- du = In 

a 2 - a 2 2a 


u — a 


u + a 


+ C 


- , du = ——In 

u\/a 2 + u 2 a 


a + A/a 2 + u 2 


18 . cosh udu = senh u + C 


20 . 

22 . 

24 . 


csch 2 udu = — coth u + C 
csch a coth u du = —csch a + C 


1 7 1 A -\U 


a 2 + u 2 


du = —tan —h C 
a a 


u 

+ C 

26 . 

£ 

II 

ET 

u + A / u 2 + a 2 

a 



A /a 2 + u 2 



+ C 


u + A/ u 2 — a 2 

+ c 

28 . 

. . du — „ In 

u + a 




a 2 - u 2 2a 

u — a 


+ C 


30 . 


- , du = —— In 

u\/a 2 — u 2 a 


a + 


\/a 2 — a 2 


+ C 


Aunque estas formulas de integracion se han designado como familiares o basicas , tal vez 
usted observe que puede no estar familiarizado con algunas de ellas, especialmente las formulas 
17-22 y 26-31. Debido a que los profesores a veces prestan poca atencion a las funciones hiper- 
bolicas, se le solicita revisar (o, en caso de ser necesario, estudiar por primera vez) la seccion 3.10. 
Las formulas 26-31, que semejan a las formulas 23-25, son las formas de integral indefinida de 
las formulas de diferenciacion para las funciones hiperbolicas inversas combinadas con el hecho 
de que toda funcion hiperbolica inversa es un logaritmo natural. Yea la pagina 183. 


■ Tecnicas de integracion En las siguientes secciones, las integrales que analizaremos no pue- 
den clasificarse como una simple forma familiar como / u n du , Je u du o /sen u du. A pesar de 
ello, la tabla 7.1.1 es importante; a medida que avance en este capitulo, necesariamente se le hara 
referenda a esa tabla. Una gran cantidad de integrales puede evaluarse al ejecutar operaciones 
especificas sobre el integrando —denominada tecnica de integracion — y reducir una integral 
dada a una o mas de las formas familiares en la tabla. Por ejemplo, no es posible evaluar /In v dx 
al identificarla con cualquiera de las formulas de integracion en la tabla 7.1.1. No obstante, en la 
seccion 7.3 veremos que al aplicar una tecnica de integracion, /In v dx puede evaluarse en pocos 
segundos al usar la derivada de In x junto con la formula 1 en la tabla. 

Para efecto de repaso, se solicita al lector que trabaje los problemas en los ejercicios 7.1. Por 
medio de una sustitucion u idonea, cada problema puede hacerse corresponder con una de las 
formulas en la tabla 7.1.1. 

Pero ni una tabla, sin importar cuan grande sea, ni las tecnicas de integracion, sin importar 
lo poderosas que sean, constituye un remedio para todos los problemas de integracion. Mientras 
algunas integrales, como / e x dx , desafian por completo a las tablas y tecnicas de integracion, 
otras solo parecen desafiar tales recursos. Por ejemplo, la integral / e senx sen 2x dx no aparece 
en ninguna tabla pero es posible evaluarla por medio de una tecnica de integracion. El problema 
aqui es que no resulta evidente de forma inmediata cual tecnica puede aplicarse. Algunas veces 
se espera que el lector proporcione algunas ideas para replantear un integrando en una forma mas 
receptiva para una tecnica de integracion. 


4|En la seccion 5.5 se indico (vea 
las paginas 312-313) que una 
funcion continua/puede no 
tener una antiderivada que sea 
una funcion elemental. 


■ Tecnologia Unas palabras sobre tecnologia: si usted no ha trabajado con un sistema algebrai- 
co computarizado (SAC) como Mathematica , Maple , Derive o Axiom , debe corregir esta defi¬ 
ciency lo mas pronto posible. Un sistema algebraico computarizado es un programa extremada- 
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mente sofisticado disenado para realizar una amplia gama de operaciones matematicas simboli- 
cas como algebra normal, algebra matricial, aritmetica con numeros complejos, resolver ecua- 
ciones polinomiales, aproximar raices de ecuaciones, diferenciacion, integracion, graficado de 
ecuaciones en dos o tres dimensiones, resolver ecuaciones diferenciales, manipular funciones 
especiales ya contempladas en el SAC, etcetera. Si usted piensa convertirse en un estudiante 
serio de matematicas, ciencias o ingenieria, entonces una ayuda ideal para sus clases teoricas y 
practicas (asi como para su carrera futura) seria contar con una computadora portatil equipada 
con un programa como Mathematica , Maple o MATLAB. Tambien verifique en los laboratorios 
de matematicas de su departamento de matematicas o fisica; las computadoras que ahi encuen- 
tre indudablemente cuentan con uno o mas de estos programas. 

A medida que conozca y se sienta comodo al usar un SAC, tal vez se interese en investigar 
sitios en la web como: 

http://scienceworld.wolfram.com 

http ://math world, wolfram.com 

Wolfram Research es el desarrollador del sistema computacional de algebra Mathematica. 


Ejercicios 7.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-21. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-32, use una sustitucion u y la tabla 7.1.1 
para evaluar la integral dada. 


1. J5 ~ 5x dx 
^ i sen Vl + v 

5. 


7. 

9. 

11 . 


Vl + X 

X 

V25 - 4x 2 

1 


xV4x 2 - 25 

1 


dx 

dx 

dx 


25 + 4x 2 

1 


4x 2 - 25 
13. I cot lOx dx 


dx 

dx 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 

12 . 


1 


Vx<V 


dx 


cos e 


dx 


1 


V25 - 4.v 2 

1 

V25 + 4.v 2 

X 


dx 


dx 


dx 


25 + 4x 2 
_ 1 _ 

xV4x 2 + 25 

14. I x esc 2 x 2 dx 


dx 


15. 


(3 - 5 t) 22 
17. I sec 3x dx 


dx 


19. 

21 . 

23. 


sen 1 x 

Vl - x 2 

senx 

1 + cos 2 x 


dx 


dx 


x 


-dx 


cosh 2 x 4 
25. I tan 2x sec 2x dx 


16. x 2 \/(l — x 3 ) 5 dx 


18. | 2 esc 2x dx 

1 


20 . 

22 . 


(1 + x 2 )tan 1 x 


dx 


cos (In 9x) 


dx 


24. J tanh x dx 

25. j sen x sen (cos x) dx 

27. | sen x esc (cos x) cot (cos x) dx 28. ( cos x esc 2 (sen x) dx 

1 


29. | (1 + tan x) 2 sec 2 x dx 

„2x 


31. 


1 + V 


dx 


30. 

32. 


x(ln x) 2 


1 + V 


- dx 


- dx 


7.2 Integracion por sustitucion 


■ Introduce ion En esta seccion se ampliara la idea de sustitucion u presentada en la seccion 
5.2, donde esta sustitucion se uso basicamente como ayuda para identificar que una integral era 
una de las formulas de integracion familiares como / u n du , fdu/u , / e u du , etcetera. Por ejem- 
plo, con la sustitucion u = In x y du = (1/x) dx reconocemos que 


(In x) 2 

- dx 

x 


es lo mismo que 


u 2 du. 

- 


Usted debe comprobar que /x 2 V2x + 1 dx no se ajusta a ninguna de las 31 formulas de inte¬ 
gracion de la tabla 7.1.1. No obstante, con ayuda de una sustitucion es posible reducir la integral 
a varios casos de una de las formulas en la tabla 7.1.1. 

El primer ejemplo ilustra la idea general. 
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EJEMPLO 1 


Uso de una sustitucion u 


Evalue x 2 V2x + 1 dx. 


Solucion Si se hace u = 2x + 1, entonces la integral dada puede replantearse en terminos de la 
variable u. Para ello, observe que 

x = ^(u — 1), dx = ^ du, 

x 2 = ^-(u — l) 2 = ^-( u 2 — 2u + 1) y V2v + 1 = u 1 ^ 2 . 

A1 sustituir estas expresiones en la integral dada se obtiene: 


■ I ^ 

x 2 \/2x + 1 dx = 
I 


\{u 2 — 2u + \)u l ^ 2 \ du, 


es decir, 


x 1 \ / 2x 4- 1 dx = ^ \(u 2 — 2u 4- 1 )u 1 / 2 du 


. tres aplicaciones de la 
formula 3 en la tabla 7.1.1 

ahora se vuelve a sustituir para u 


= ,' s (2v + 1)W - i(2* + 1)® + -jL(2v + 1) J « + C. 
Usted debe comprobar que la derivada de la ultima linea en realidad es x 2 V2v + 1. 


La eleccion de cual sustitucion usar, en caso de haber alguna, no siempre es evidente. En 
general, si el integrando contiene una potencia de una funcion, entonces una buena idea consis- 
te en intentar que u sea esa funcion o potencia de la funcion en si. En el ejemplo 1, la sustitu¬ 
cion alterna u = V2v + 1 o u 2 = 2x + 1 lleva a la integral diferente |/(1 — u 2 ) 2 u 2 du. La ulti¬ 
ma puede evaluarse al desarrollar el integrando e integrar cada termino. 


EJEMPLO 2 


Uso de una sustitucion u 


Evalue 


: dx. 


1 + Vi 

Solucion Sea u = Vv de modo que x = u 2 y dx = 2u du. Entonces 


1 


1 + Vi 


dx = 


1 


1 + u 
2 u 

1 + u 


2 u du 

du 


ahora se usa division larga 


= 2 


du 


1 + u; 

— 2 u — 2 In 11 + w | + C 
= 2Vx - 2 ln(l + Vx) + C. 


formulas 2 y 4 
en tabla 7.1.1 

se vuelve a sustituir para u 


■ Integrandos que contienen una expresion cuadratica Si un integrando contiene una expre- 
sion cuadratica ax 2 + bx + c, completar el cuadrado puede producir una integral que sea posi- 
ble expresar en terminos de una funcion trigonometrica inversa o una funcion hiperbolica 
inversa. Por supuesto, tambien es posible que integrates mas complicadas produzcan otras fun- 


ciones. 
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EJEMPLO 3 


Completar el cuadrado 


Evalue 


x + 4 


x 2 + 6x + 18 


dx. 


Solucion Despues de completar el cuadrado, la integral dada puede escribirse como 


x + 4 


dx = 


x + 4 


dx. 


x 2 + 6x + 18 J (x + 3) 2 + 9 
Ahora, si u = x + 3, entonces x = w — 3 y dx = du. En consecuencia, 


x 2 + 6x + 18 


dx = 


u + 1 
w 2 + 9 


Jw <— division termino a termino 


a 2 4- 9 
2u 

2 J u 2 + 9 


- du 


1 


- dz/ 


1 


du 


u 2 + 9 

‘_L 

M 2 + 9 




formulas 4 y 24 
en la tabla 7.1.1 


— —In (u 2 + 9) + —tan ^ + C 

= 2 ^ n [(* + 3) 2 + 9] + —tan 1 —^-b C 

= ^ln(x 2 + 6x + 18) + |-tan~ l X y ^ + C. 


El siguiente ejemplo ilustra una sustitucion algebraica en una integral definida. 


EJEMPLO 4 


Una integral definida 


Evalue 


r 2 6x +1 
<0 V3x + 2 


dx. 


Solucion Si u = 3x + 2, entonces 

x = ^-(w — 2), dx = du, 

6x + 1 = 2(w - 2) + 1 = 2m - 3 y V3x + 2 = w 1/3 . 

Puesto que se cambiara la variable de integracion, es necesario convertir los limites de integra¬ 
cion x en limites de integracion u. Observe que cuando x = 0, u = 2 y cuando x = 2, u = 8. En 
consecuencia, la integral original se vuelve 


' 2 6x + 1 , ( s 2u - 3 1 , 

- dx = I -- — — du <— de nuevo division termino a termino 

Jo V37T2 J 2 u} 2 3 

= | (y w2//3 — m -1 / 3 ) du 

= y - | • 2 5/3 + | • 2 2/3 « 7.9112. 


Se pide que el lector vuelva a trabajar el ejemplo 4. La segunda vez use m = ^3x + 2. 
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j NOTAS DESDE EL AULA 

i) Cuando trabaje los ejercicios presentados en este capitulo, no se preocupe demasiado si 
no siempre obtiene la misma respuesta que se proporciona en el texto. A1 aplicar tecni- 
cas diferentes al mismo problema es posible obtener respuestas que parecen diferentes. 
Recuerde que dos antiderivadas de la misma funcion pueden diferir cuando mucho por 
una constante. Intente conciliar los conflictos que se presenten. 

ii) Tambien podria ser de utilidad en este punto recordar que la integracion del cociente de 
dos funciones polinomiales, p(x)/q(x), suele empezar con division larga si el grado 
de p(x) es mayor que o igual al grado de q{x). Vea el ejemplo 2. 

Hi) Busque problemas que sea posible resolver con metodos previos. 


Ejercicios 7.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-22. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-26, use una sustitucion para evaluar la 
integral dada. 


1. J x(x + l) 3 dx 
3. [(2x + l)Vx - 5 dx 
dx 

dx 


5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 


V^T 

x + 3 


(3x - 4) 3/2 
Vx 

X + 1 

Vi - 3 


dx 


Vt +1 




dt 


- dx 


x z + 1 


(x - l ) 4 


dx 


f Ve* - 1 dx 

Vl - VZdv 
Vl + Vt 


dt 


Vt 

2x + 7 
x 2 + 2x + 5 


- dx 


2x + 5 


\/l6 — 6x — x 2 


dx 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 

22 , 

24. 

26. 


x 2 - 3 


dx 


(X + l) 3 

(x 2 — 1 )V2x + 1 dx 
x 1 

. dx 
Vx + 2 

(x 2 + x)Vx + 7 dx 
t 


Vt + 1 

Vr + 3 
r + 3 

x 5 


Vx 2 + 4 
2x + 1 


dt 

dr 

= dx 


(X + l ) 2 

1 


\/e c - 1 
Vw 


dx 

dx 


: dw 


a/i — Vw 
. | Vr Vl + t\ft dt 

6x — 1 


4X 2 + 4v + 10 
4x - 3 


dx 


vTT 


: JV 


+ lOx — x 2 


En los problemas 27 y 28, use la sustitucion u = V 6 para eva¬ 
luar la integral. 


27. 


1 


Vr - Vr 


; dx 


28. 




Vc+ 1 


- dx 


En los problemas 29-40, use una sustitucion para evaluar la 
integral definida dada. 


29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 


xV5x + 4 dx 


1 


io + v*; 


dx 


5x — 6 


dx 


Jo 


(l - Vr) dx 

! _i_ dx 

' x 1 / 3 + x 2 / 3 
1 

x 2 (l - x) 5 dx 


30. 

32. 

34. 

36. 

38. 

40. 


xVr + 1 dx 
Vr - 1 


dx 


Vr + 1 
} 2v 3 

—Vs A/v 2 + 1 

4 


dx 


1 


(1 + Vr) : 

64 x 1 / 3 


dx 


Jo 


i * 
6 


■ 2 / 3 + 2 

2x + 5 


V2x + 4 


dx 

dx 


En los problemas 41 y 42, use una sustitucion para establecer 
el resultado dado. Suponga x > 0. 


41. 


1 


— dt = 2 I — dt 


l 


42. 


v7 


1 . i ri , 

- dt = - | - dt 


t 


= Repaso de aplicaciones 

43. Encuentre el area bajo la grafica de y 
intervalo [0, 1]. 


c 1/3 + 1 


sobre el 


44. Encuentre el area acotada por la grafica de y = x 3 Vx + 1 
y el eje x sobre el intervalo [ — 1, 1 ]. 

45. Encuentre el volumen del solido de revolucion que se 
forma al girar la region acotada por las graficas de y = 

1 


Vx +1 


, x = 0, x = 4yy = 0 alrededor del eje y. 


46. Encuentre el volumen del solido de revolucion que se forma 
al girar alrededor del eje x la region en el problema 45. 

47. Encuentre la longitud de la grafica de y = fx 5 / 4 en el 
intervalo [0, 9]. 

48. La ecuacion diferencial de Bertalanffy es un modelo 
matematico para el crecimiento de un organismo donde 
se supone que el metabolismo constructivo (anabolismo) 
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del organismo procede en razon proporcional al area 
superficial, mientras el metabolismo destructivo (catabo- 
lismo) procede en razon proporcional al volumen. Si 
tambien se supone que el area superficial es proporcional 
a la potencia dos tercios del volumen y que el peso w del 
organismo es proporcional al volumen, entonces es posi- 
ble escribir la ecuacion de Bertalanffy como 

^ = Aw 2/3 - Bw, 

dt 


donde A y B son parametros positivos. A partir de esta 
ecuacion puede concluirse que el tiempo necesario para 
que tal organismo aumente de peso desde nq hasta w 2 
esta dado por la integral definida 

fw 2 l 

T = -yq- dw. 

i, Aw 2 ' 3 - Bw 

E value esta integral. Encuentre un limite superior sobre 
cuanto puede crecer el organismo. 


7.3 Integracion por partes 

■ Introduce ion En esta seccion desarrollaremos una formula importante que puede usarse a 
menudo para integrar el producto de dos funciones. Para aplicar la formula es necesario identi- 
ficar una de las funciones en el producto como una diferencial. Recuerde que si v = g(x), enton¬ 
ces su diferencial es la funcion dv = g'(x) dx. 


■ Integracion de productos Puesto que deseamos integrar un producto, parece razonable 
empezar con la regia de diferenciacion del producto. Si u =f(x) y v = g(x) son funciones dife- 
renciables, entonces la derivada de/(v)g(v) es 


— [/(*)£(*)] =f(x)g\x) + g(x)f\x). 


( 1 ) 


A su vez, la integracion de ambos miembros de (1), 


produce la formula 


— [f(x)g(x)] dx = | f(x)g'(x) dx + I g(x)f(x) dx 


f{x)g{x)= \f{x)g'{x) dx + \g{x)f , (x)dx , 


f{x)g\x) dx = f(x)g(x) - g{x)f'{x) dx. 


( 2 ) 


La formula (2) suele escribirse en terminos de las diferenciales du = f\x) dx y dv = g'(A) dx: 


u dv = uv 


v du. 


( 3 ) 


El procedimiento definido por la formula (3) se denomina integracion por partes. La idea esen- 
cial detras de (3) es evaluar la integral Ju dv mediante la evaluacion de otra, que se espera sea 
mas simple, integral / v du. 


Directrices para la integracion por partes 

• El primer paso en este proceso de integracion por partes consta en la eleccion e 
integracion de dv en la integral dada. Como cuestion practica, la funcion dv suele 
ser el factor mas complicado en el producto que puede integrarse usando una de las 
formulas basicas en la tabla 7.1.1. 

• El segundo paso es la diferenciacion del factor restante u en la integral dada. Luego 
se forma 


se diferencia 


r 


u dv = uv — 

t_t 


v du. 


se integra 

El tercer paso, por supuesto, es la evaluacion de / v du. 
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Algunas veces los problemas de integracion pueden efectuarse aplicando varios metodos. 
En el primer ejemplo, la integral puede evaluarse por medio de una sustitucion algebraica (sec- 
cion 7.2) asi como por integracion por partes. 


EJEMPLO 1 


Uso de (3) 


Evalue — . dx. 

J Vx + 1 

Solucion Primero, la integral se escribe como 

|x(x + l) -1 / 2 dx. 

A partir de esta ultima forma vemos que para la funcion dv hay varias opciones. De las posibles 
opciones para dv, 


dv = (x + 1) 1 / 2 dx, dv = xdx o dv = dx. 


escogemos 


dv = (x 4- 1) x / 2 dx y u = x. 

Luego, por integracion de la formula 3 en la tabla 7.1.1 encontramos 

V = j(x + 1 )~ l / 2 dx = 2(x + 1) 1/2 . 
A1 sustituir v = 2(x + l) 1 / 2 y du = dx en (3) se obtiene 

u dv u v 

"_A_ _ A _ 

x(x + 1) _1//2 dx = x • 2(x + l) 1 / 2 - 
J j 


2(x + l) 1 / 2 dx 


= 2x(x + 1) 1/2 - 2 • |(x + l) 3 / 2 + C 
= 2x(x + 1) 1/2 - |(x + 1) 3/2 + C. 


( se uso la formula 3 
en la tabla 7.1.1 


Cuando se integra dv no se 
requiere ninguna constante de 
integracion. 


Comprobacion por diferenciacion Para verificar el resultado precedente se usa la regia del 
producto: 

-d-^2x(x + \) x/1 - |(x + 1) 3/2 + cj = 2x ■ |(x + 1)“ 1/2 + 2(x + l) 1 / 2 -1 • |(jc + l) 1 / 2 

= x(x + 1)“ 1/2 + 2(x + 1) 1/2 - 2(x + 1) 1/2 

Vx + 1 H 


La clave para que la integracion por partes funcione consiste en hacer la eleccion “correc- 
ta” de la funcion dv. En las directrices antes del ejemplo 1 se afirmo que dv suele ser el factor 
mas complicado en el producto que puede integrarse de inmediato por medio de una formula 
conocida de antemano. Sin embargo, esto no puede tomarse como una regia estricta. Consi- 
derando que la opcion “correcta” para dv que se ha hecho a menudo se basa en retrospectiva 
pragmatica, <da segunda integral fv du es menos complicada que la primera integral / u dvl ^Es 
posible evaluar esta segunda integral? Para ver que ocurre cuando se hace una eleccion “mala”, 
de nuevo se considerara el ejemplo 1, aunque esta vez se escoge 


de modo que 


dv = x dx 



y u = (x + 1) 1 / 2 
y du = — -^(x + l) -3 / 2 dx. 


En este caso, al aplicar (3) se obtiene 

jx(x + 1)“ 1/2 dx = |x 2 (x + 1)“ 1/2 + ^j* 2 (x + 1 )~ i,2 dx. 
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Aqui la dificultad es evidente: la segunda integral / v du es mas complicada que la original 
f u dv. La seleccion altema dv = dx tambien conduce a un callejon sin salida. 


EJEMPLO 2 


Uso de (3) 


Evalue 


x 3 In x dx. 


Solucion De nuevo, hay varias opciones posibles para la funcion dv: 

dv = Inx dx , dv = x 3 dx o dv = dx. 


(4) 


Aunque la eleccion dv = In x dx es indudablemente el factor mas complicado en el producto 
x 3 In x dx , esta opcion se rechaza porque no coincide con ninguna formula en la tabla 7.1.1. De 
las dos funciones restantes en (4), la segunda es la mas “complicada”, de modo que se escoge 


entonces 
Asi, por (3), 


dv = x 3 dx 


1 4 

v = -x 


y 

y 


u = Inx, 

du = — dx. 
x 


x 3 In x dx = Inx - \x 4 — 


v du 

\x 4 • — dx 
4 x 


= ^x 4 Inx — ^\x 3 dx 

= \x 4 Inx - ~^rx 4 

4 16 


se simplifica el integrando 


se integra x 


c. 


EJEMPLO 3 


Uso de (3) 


Evalue 


v tan 1 x dx. 


Solucion La eleccion dv = tan l x dx no es prudente, puesto que no es posible integrar de 
inmediato esta funcion con base en un resultado previo conocido. Asi, escogemos 


y se encuentra 


dv — x dx 

1 2 


y 

y 


u = tan 1 x 
1 


du = 


1 + x 2 


dx. 


En consecuencia, con (3) se obtiene 

u dv u 


du 


1 2 


(tan 1 x) (x dx) = (tan 1 x) —x 


I 2 1 

2* ' 1 + x 2 


dx. se simplifica el integrando 


Para evaluar la integral indefinida fx 2 dx/(l + x 2 ), usamos la division larga (vea el ejemplo 7 
de la seccion 5.1). Por tanto, 


1 


v tan 1 xdx = ~x 2 tan 1 v — — 1 — 


1 


1 + x' 


dx 


= ^-v 2 tan 1 v — + ^-tan 1 x + C. 

■ Integraciones sucesivas Un problema puede requerir integracion por partes varias veces 
consecutivas. Como regia, integrales del tipo 


p(x ) sen kx dx , 


p(x) cos kxdx y p(x)e kx dx , 


(5) 
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donde p(x) es un polinomio de grado n > 1 y k es una constante, requieren integracion por par¬ 
tes n veces. Ademas, una integral como 

jx^(ln x) n dx, (6) 

donde de nuevo n es un entero positivo, tambien requiere n aplicaciones de (3). La integral en el 
ejemplo 2 es de la forma (6) con k = 3 y n = 1. 


EJEMPLO 4 


Uso de (3) dos veces consecutivas 


Evalue J x 2 cos x dx. 

Solucion La integral /x 2 cos x dx es la segunda de tres formas en (5) con p(x) = x 2 y n = 2. En 
consecuencia, (3) se aplica dos veces consecutivas. En la primera integracion se usa 

dv = cos x dx y u = x 2 

de modo que v = sen x y du = 2x dx. 

Por tanto, (3) se vuelve 

se requiere integracion por partes 

f i 

x 2 cos x dx = x 2 sen x — 2 x sen x dx. (7) 


La segunda integral en (7) es la primera forma en (5) y solo requiere una integracion por par¬ 
tes, puesto que el grado del polinomio p(x) = x es n = 1. En esta segunda integral se escoge 
dv = sen x dx y u = x: 


x 2 cos x dx — x 2 sen x — 2 


x(—cos x) — (—cos x) dx 



sen x + 2x cos x — 2 J cos x dx 
sen x + 2x cos x — 2 sen x + C. 


formula 8 en 
la tabla 7.1.1 


( 8 ) ■ 


El resultado en (8) puede obtenerse con un atajo sistematico. Si consideramos la integral en 
el ejemplo 4 como Jf(x)g'(x) dx donde/(x) = x 2 y g'(x) = cos x, entonces podemos mostrar las 
derivadas y la integral en un arreglo: 


f(x) y sus 
derivadas 



g'(x) y sus 
integrates 

cos x 
senx 
—cos x 
— senx 


Luego formamos los productos de las funciones unidas por las flechas y sumamos o restamos un 
producto segun el signo algebraico indicado en azul: 


x 2 cos x dx = +x 2 (sen x) 


2x(—cos x) + 2( —senx) + C. 


El ultimo cero en la columna de las derivadas indica que ya no es necesario integrar mas g r (x); 
los productos de ese punto son cero. 

Esta tecnica de integracion sucesiva por partes funciona para todas las integrates del tipo mos- 
trado en (5) y se denomina integracion tabular. Para una integral como fx 4 e~ 2x dx podrfamos 
escoger/(x) = x 4 y g'(x) = e~ 2x . Usted debe comprobar que con integracion tabular se obtiene 


1 


4 

x e 


—2x 


dx 



+ 12^(4^) - 24,(4 

- fxe- 2 * - fe" 2 * + C. 



+ 24 


32 



+ C 
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Vea (18) en la section 5.2 para 
la evaluation de la integral 
/ sec x dx. Tambien, vea la 
formula 15 en la tabla 7.1.1. 


■ Despeje de integrates Para ciertas integrales, una o mas aplicaciones de la integracion por 
partes puede resultar en una situation en que la integral original aparece en el miembro derecho. 
En este caso el problema de evaluar la integral se completa al despejar la integral original. El 
siguiente ejemplo ilustra la tecnica. 


EJEMPLO 5 


Despeje de la integral original 


Evalue 


sec 3 x dx. 


Solution Al examinar la integral no se observa ninguna election evidente para dv. No obstan¬ 
te, al escribir el integrando como el producto sec 3 x = sec x • sec 2 x, identificamos 

dv = sec 2 xdx y u = sec x 


de modo que v = tan x 

Por (3) se concluye que 

sec 3 x dx = sec x tan x 


du = sec x tan x dx. 


= sec x tan x — 


tan 2 x sec x dx 


, 9 . x T identidad trigonometrica 

(sec x - Dsec xdx - paratan 2 a 


= sec x tan x + sec x dx — | sec 3 x dx 

^ = sec x tan x + In |sec x + tan x| — J sec 3 x dx. 

En la ultima ecuacion despejamos / sec 3 x dx y sumamos una constante de integracion: 
sec 3 xdx = sec x tan x + InIsec x + tanx| 


y asi 


1 


E 


sec 3 xdx = —sec x tan x + —In Isec x + tan x| + C. 


Integrales del tipo 

| e ax sen bx dx y j* e ax cos bx dx (9) 

son importantes en ciertos aspectos de matematicas aplicadas. Estas integrales requieren dos 
aplicaciones de la integracion por partes antes de recuperar la integral original en el miembro 
derecho. 


EJEMPLO 6 


Despeje de la integral original 


Evalue j e 2x cos 3x dx. 
Solution Si se escoge 


entonces 


dv = e 2x dx y 



u = cos 3x, 
du = — 3 sen 3x dx. 


Luego, la formula (3) de integracion por partes proporciona 
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A la integral destacada en color le aplicamos de nuevo integracion por partes con dv = e 2x dx y 
u = sen 3x: 


e 2x cos 3x dx = ^ e 2x cos 3x + ^ 


^ e 2x sen 3x — J ^-e 2 *(3 cos 3x) dx 


1 2x o _L 3 2x o ^ 

= cos 3x + sen 3x - — 


e 2x cos 3x dx. 


A1 despejar f e 2x cos 3x dx de la ultima ecuacion se obtiene 

13 I „2x _ 1 2x _j_ 3 2x 


—r e cos 3v dv = — e cos 3x + -r^ sen 3x. 

4 J 2 4 

Despues de dividir entre ^ y fijar una constante de integracion obtenemos 

2 3 

e 2 * cos 3x dx = —e 2 * cos 3x + jj? 2x sen 3x + C. 


A1 evaluar las integrates f e ax sen bx dx y / cos bx dx no importa cuales funciones se 
escojan como dv y u. En el ejemplo 6 escogimos dv = e 2x dxy u = cos 3x ; se le solicita volver 
a trabajar este ejemplo usando dv = cos 3x dxy u = e 2x . 


■ Integrates definidas Una integral definida puede evaluarse usando integracion por partes 
como sigue: 


f(x)g’(x) dx = f(x)g(x) 


g(x)f(x) dx. 


Por conveniencia, la ecuacion anterior suele escribirse como 

fb 

v du , 


[b 

b 

u dv = uv 

~ 

Ja 

a Ja 


( 10 ) 


donde se entiende que los Umites de integracion son valores de xy las integraciones en las inte¬ 
grates se llevan a cabo con respecto a la variable v. 


EJEMPLO 7 


Area 


bajo la grafica 


Encuentre el area bajo la grafica de/(v) = In v sobre el intervalo [ 1, e]. 


Solucion Por la FIGURA 7.3.1 vemos qu ef(x) > 0 para toda v en el intervalo. Por tanto, el area A 
esta dada por la integral definida 


A1 escoger 
entonces 

Por (10) tenemos 


A 

dv = dx 

v = x 


~ e 

In v dx. 

h 

y u = Inx, 

y du = — dx. 

x 


A 


x In v 

v In v 



v In v 


— v 


e In e — lnl — e + 1 = 


1. 



FIGURA 7.3.1 Area bajo la 
grafica en el ejemplo 7 


Aqui usamos In e = 1 y In 1 = 0. 
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Ejercicios 7.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-22. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-40, use integracion por partes para evaluar 
la integral dada. 


1. 

xVx + 3 dx 

2 . I 

[ X dx 

J 

3. 

. 

In 4x dx 

J 

4 -J 

[ ln(x + 1) dx 

s . j 

x In 2x dx 

‘•J 

[* x 1//2 In x dx 

7. 

\^fdx 

8. 1 

f In x 7 

y— dx 

J 

9 -j 

(In t) 2 dt 

J 

10. j 

f (t In t) 2 dt 

n - j 

sen -1 x dx 

12. j 

[x 2 tan _1 x dx 

o. j 

xX dx 

14 j 

\x 2 e 5x dx 

15 . j 

x 3 e~ 4x dx 

J 

\x 5 e x dx 

”• J 

[xV 2 dx 

18. j 

\x 5 e 2x3 dx 

”■ J 

|* t cos St dt 

20. j 

[ x senh x dx 

J 

|* x 2 sen x dx 

22. j 

f 2 X , 

Z3. j 

|* x 3 cos 3x dx 

24 'J 

\ x 4 sen 2x dx 

25. j 

|* e x sen 4x dx 

24 j 

f* e~ x cos 5x dx 

27. J 

|* e~ 2d cos 0 dO 

28. J 

[ e ax sen /3x dx 

29. J 

|* 0 sec 6 tan 0 dO 

30. J 

[ e 2t cos e* dt 

31. j 

|* sen x cos 2x dx 

32. J 

[ cosh x cosh 2x dx 

33. 

x 3 Vx 2 + 4 dx 

34. 

\ t 5 

\ 'x o dt 

J 

35. J 

\ 

|* sen (lnx) dx 

J 

36. J 

1 ( t 3 + l) 2 
[ cos x In (sen x) dx 

37. j 

|* esc 3 x dx 

38. J 

fx sec -1 x dx 

39. J 

|* x sec 2 x dx 

40. J 

f* x tan 2 x dx 


En los problemas 41-46, evalue la integral definida dada. 

41. x ln(x + 1) dx 

42. ln(x? + 1) dx 

Jo 

Jo 

f 4 

T77 

43. xe~ xl2 dx 

44. e x cos x dx 

^2 

J-7T 

r i 

rV 2/2 

ft 

1 

i 

X 

% 

46. cos ~ l x dx 

h 

Jo 


= Repaso de aplicaciones 

47. Encuentre el area bajo la grafica de y = 1 + In x sobre el 
intervalo [e~ l , 3]. 

48. Encuentre el area acotada por la grafica de y = tan -1 x y 
el eje x sobre el intervalo [ — 1, 1 ]. 

49. La region en el primer cuadrante acotada por las graficas 
de y = In x, x = 5 y y = 0 gira alrededor del eje x. Encuen¬ 
tre el volumen del solido de revolucion. 

50. La region en el primer cuadrante acotada por las graficas 
de y = e x , x = 0 y y = 3 gira alrededor del eje y. Encuentre 
el volumen del solido de revolucion. 

51. La region en el primer cuadrante acotada por las graficas 
de y = sen x y y = 0, 0 < x < tt, gira alrededor del eje 
y. Encuentre el volumen del solido de revolucion. 

52. Encuentre la longitud de la grafica de y = ln(cos x) sobre 
el intervalo [0, 7r/4]. 

53. Encuentre el valor promedio de/(x) = tan _1 (x/2) sobre 
el intervalo [0, 2]. 

54. Un cuerpo se mueve en linea recta con velocidad v(t) = 
e~ l sen t, donde v se mide en cm/s. Encuentre la funcion 
posicion s{t) si se sabe que s = 0 cuando t = 0. 

55. Un cuerpo se mueve en linea recta con aceleracion 
a(t) = te~\ donde a se mide en cm/s 2 . Encuentre la fun¬ 
cion velocidad v{t) y la funcion posicion s(t) si u(0) = 1 
y j(0)=-l. 

56. Un tanque de agua se forma al girar la region acotada por 
las graficas de y = sen ttx y y = 0, 0 < x < 1, alrededor 
del eje x, que se toma en la direccion hacia abajo. El tanque 
contiene agua hasta una profundidad de \ pie. Determine el 
trabajo realizado para bombear toda el agua hasta la parte 
superior del tanque. 

57. Encuentre la fuerza provocada por la presion de un liqui- 
do sobre un lado de la placa vertical que se muestra en la 
FIGURA 7.3.2. Suponga que la placa esta sumergida en agua 
y que las dimensiones estan en pies. 



FIGURA 7.3.2 Placa sumergida en el problema 57 
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58. Encuentre el centroide de la region acotada por las grafi- 
cas de y = sen x, y = 0 y x = tt/2. 

En los problemas 59-62, evalue la integral usando primero 
una sustitucion seguida de integracion por partes. 


59. [ tan dx 

Jj 

61. sen Vx + 2 dx 


60. I xe^ x dx 


62. 


cos 


\Tt dt 


Jo 


En los problemas 63-66, use integracion por partes para esta- 
blecer la formula de reduccion dada. 


(In x) 77 ” 1 dx 


63. (In x) n dx = x(ln x) n — n 


s * i nr sen' 7 1 x cos x n — \ \ n _ 2 , 

64. sen x dx = -1-sen x dx 


Sr | n J COS 77 1 X Sen X Tl 1 , n -2 J 

65. cos x dx = - 1 - cos x dx 


ss I n 1 sec 77 2 xtanx , n-2 | n _ 2 j 

66. | sec x dx = ---1-- | sec x dx , 


n — 1 


n — 1 


En los problemas 67-70, use una formula de reduccion para 
los problemas 63-66 para evaluar la integral dada. 


67. sen 3 x dx 


68. sec 4 x dx 


69. cos 3 lOx dx 


70. cos 4 x dx 


71. Use el problema 64 para demostrar que para n> 2, 


77/2 


sen 77 xdx = 


1 


77/2 


sen 77 2 x dx. 


J o 


72. Demuestre como el uso repetido de la formula en el pro¬ 
blema 71 sirve para obtener los siguientes resultados. 
n / 2 *r 1 • 3 • 5 • • • (n - 1) 


a) 


JQ 


77 1-3-5 
sen 77 xdx = — - -r—r 

2 2 • 4 • 6 • • • n 


n par y n > 2 


,, f w/2 „ , 2 • 4 • 6 • • • (n — 1) 

b) sen xdx = —-—^—=-, 

J 0 3 • 5 • 7 • • • n 

/7 impar y /? > 3 


73. Use el inciso a) del problema 72 para evaluar | sen x dx. 

0 

[*77/2 


tt/2 


74. Use el inciso Z?) del problema 72 para evaluar sen x dx. 


= Piense en ello 


En los problemas 75-82, la integracion por partes es algo mas 
desafiante. Evalue la integral dada. 


75. I e 2x tan -1 e x dx 


77. I ~ r dx 


76. (sen 1 x) 2 dx 


(X + l) 2 

79. I xe x sen x dx 


78, 


xV 


- dx 


(x + 2) 2 
80. I xe~ x cos 2x dx 


81. ln(x + Vx 2 + 1 )dx 82. \e sm ' x dx 


= Problemas con calculadora/SAC 

83. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica 

d q fix) = 3 + 2 sen 2 x — 5 sen 4 x. 

b) Encuentre el area bajo la grafica de la funcion dada en 
el inciso a ) sobre el intervalo [0, 277 ]. 

84. a) Use una calculadora o un SAC para obtener las grafi- 

cas de y = x sen x y y = x cos x. 

b) Encuentre el area de la region acotada por las graficas 
sobre el intervalo [x 1? x 2 ], donde x x y x 2 son las coor- 
denadas x positivas correspondientes a los puntos pri¬ 
mero y segundo de interseccion de las graficas para 
x > 0. 


7.4 Potencias de funciones trigonometricas 

■ Introduce ion En la seccion 5.2 vimos como integrar sen 2 x y cos 2 x. En esta seccion vere- 
mos como integrar potencias superiores de sen x y cos x, determinados productos de potencias 
de sen x y cos x, y productos de potencias de sec x y tan x. Las tecnicas ilustradas en esta sec¬ 
cion dependen de identidades trigonometricas. 

■ Integrales de la forma /sen" 1 x cos" x dx Para evaluar integrales del tipo 

sen m x cos n xdx, (1) 


distinguimos dos casos. 
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CASO I: m o n es un entero positivo impar 

Primero suponemos que m = 2k + 1 en (1) es un entero positivo impar. Entonces: 

• Empezamos por separar el factor sen x de sen 2/:+1 x, es decir, se escribe sen 2/:+1 x = sen 2k x 
sen v, donde ahora 2k es par. 

• Usamos la identidad pitagorica basica sen 2 x = 1 — cos 2 x, para volver a escribir 

sen 2k x = (sen 2 x)^ = (1 — cos 2 x)*. 

• Desarrollamos el binomio (1 — cos 2 x)*. 

De esta manera es posible expresar el integrando en (1) como una suma de potencias de cos x 
multiplicadas por sen x. Asi, la integral original puede expresarse como una suma de integrales, 
cada una de la cuales tiene la forma identificable 

u r du 


cos r xsen xdx = — J (cos x) r (—senx dx) = — J u r du. 

Si n = 2k + 1 es un entero positivo impar en (1), entonces el procedimiento es el mismo, excep- 
to que escribimos cos 2/:+1 x = cos 2/c x cos x, usamos cos 2 x = 1 — sen 2 jc, y escribimos la integral 
como una suma de integrales de la forma 

u r du 

sen r v cos v dx = | (sen x) r (cos x dx) = j* u r du. 

Observamos que el exponente r no necesita ser un entero. 

Caso I de la integral (1) 

Evalue | sen 5 x cos 2 x dx. 

Solucion Empezamos por escribir la potencia de sen x como sen 5 x = sen 4 x sen x: 

sen 5 x cos 2 x dx = cos 2 x sen 4 x sen x dx 


EJEMPLO 1 


- reemplace sen 2 x por 1 — cos 2 x 


cos 2 x (sen 2 x) 2 sen x dx 
cos 2 x(l — cos 2 x) 2 sen x dx 

COS 2 X (1 — 2 COS 2 X + COS 4 x) sen xdx se escribe como tres integrales 


du 


u du 

—A ^ ^ A 

,\4 / 


du 


EJEMPLO 2 


(cos x) 1 ( — sen x dx) + 2 | (cos x) 4 ( — sen x dx) — | (cos xf ( — sen x dx) 

1 3,2 5 1 7 \ r* 

COS X + — COS X — — COS X + C. 


_ Caso I de la integral (1) _ 

Evalue j* sen 3 x dx. 

Solucion Como en el ejemplo 1, volvemos a escribir la potencia de sen x como sen 2 x sen x: 


sen 3 xdx = sen 2 x senx dx 


= (1 — cos x) sen x dx 


sen xdx + J (cos x) 2 (— sen x dx) 

1 . 

-cos x + —cos x + C. 
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EJEMPLO 3 


Evalue 


Caso I de la integral (1) 

sen 4 x cos 3 x dx. 


Solucion En esta ocasion volvemos a escribir la potencia de cos x como cos 2 x cos x: 


sen 4 x cos 3 x dx = sen 4 x cos 2 x cos x dx 


= I sen x (1 — sen x) cos x dx 

u 4 du u 6 


- se escribe como dos integrates 


du 


(sen x) (cos x dx) — (sen x) (cos x dx) 


= l- sen 5 x — sen 7 x + C. ■ 

CASO II: my n son ambos enteros no negativos pares 

Cuando my n son enteros no negativos pares, la evaluacion de (1) depende de las identidades 
trigonometricas 

1 ? 1 ? 1 

sen x cos x = — sen2x, sen x = — (1 — cos2x), cos x = — (1 + cos2x). (2) 

En la seccion 5.2 vimos las dos ultimas identidades como las formas utiles para las formu¬ 
las de la mitad de un angulo para el seno y el coseno. 


EJEMPLO 4 


Uso de las identidades (2) en la integral (1) 

Evalue I sen 2 x cos 2 x dx. 


Solucion La integral se evaluara en dos formas. Empezamos por usar las formulas segunda y 
tercera en (2): 


1 


sen x cos x dx = — (1 — cos 2x) • —(1 + cos 2x) dx 


1 (1 — cos 2 2x) dx 


1 - —(1 + cos 4x) 


dx 


tercera identidad en (2) 
con x sustituida por 2x 


= \\(^-^s4x)dx 

= \ X Sen 4x + C' 

Solucion alterna Ahora usamos la primera formula en (2): 

sen 2 x cos 2 xdx = (sen x cos x) 2 dx 


= | ( ^sen 2x ) dx 


^ ^ (1 — cos 4x) dx. 


El resto de la solucion es igual que antes. 
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Evalue cos 4 x dx. 


Uso de las identidades (2) en la integral (1) 


Solucion Empezamos por volver a escribir cos 4 x como (cos 2 x) 2 y luego usamos la tercera iden- 
tidad en (2): 


cos 4 xdx = (cos 2 x) 2 dx 


1 2 

— (1 + cos 2x) dx 


— (1+2 cos 2x + cos 2 2x) dx 


se usa la tercera formula en (2) 
por segunda ocasion 


1+2 cos 2x + ^(1 + cos Ax) dx 


~ \^r + 2 cos 2x + ^-cos 4x) dx 
4 J\2 2 ) 

3 1 1 

—x + vsen 2x + — sen 4x + C. 
o 4 32 


■ Integrates de la forma f tan" 1 x sec" x dx Para evaluar una integral que implique potencias 
de la secante y la tangente, 


tan m x sec 77 x dx. 


(3) 


consideramos tres casos. El procedimiento en los dos primeros casos es semejante al caso I para 
la integral (1) en el sentido de que a partir del producto tan 777 x sec 77 x descomponemos un factor 
para que funcione como parte de la diferencial du. 

CASO I: in es un entero positivo impar 

Cuando m = 2k + 1 es un entero positivo impar en (3), 2k es par. Entonces: 

• Empezamos por separar el factor sec x tan x a partir de tan 2/:+1 x sec* 7 x, es decir, escri- 
bimos tan 2/:+1 x sec 77 x = tan 2 ^ x = sec 77-1 x sec x tan x, donde 2k ahora es par. 

• Usamos la identidad tan 2 x = sec 2 x — 1 para volver a escribir 


tan 2/: x = (tan 2 x) k = (sec 2 x — 1)*. 


• Desarrollamos el binomio (sec 2 x — 1)*. 

De esta manera es posible expresar el integrando en (3) como una suma de potencias de sec x 
multiplicada por sec x tan x. Ahora, la integral original puede expresarse como una suma de inte¬ 
grates, cada una de las cuales tiene la forma identificable 


| (sec x) r ( 


du 


(sec x) r (sec x tan x dx) = u r du. 



Caso I de la integral (3) 


Evalue tan 3 x sec 7 x dx. 


Solucion Al escribir tan 3 x sec 7 x = tan 2 x sec 6 x sec x tan x, la integral puede escribirse como 
dos integrates que pueden evaluarse: 



(sec 2 x — 1) sec 6 x sec x tan x dx 
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du 


du 


= (sec x) 8 (sec x tan x dx) — 


1 9 1 7 - ^ 

= —sec x — ysec x + C. 


(sec x) 6 (sec x tan x dx) 


CASO II: I? es un entero positivo par 

Sea n = 2k un entero positivo par en (3). Entonces: 

• Empezamos por separar el factor sec 2 x de sec 2/c x tan m x, es decir, escribimos sec 2/c x tan m x = 
sec 2( ^ -1) x tan m x sec 2 x. 

• Usamos la identidad sec 2 x = 1 + tan 2 x para volver a escribir 

sec 2( ^ -1) x = (sec 2 x) k ~ l = (1 + tan 2 x) k ~ l . 

• Desarrollamos el binomio (1 + tan 2 x) k ~ l . 

De esta manera es posible expresar el integrando en (3) como una suma de potencias de tan x 
multiplicadas por sec 2 x. Asf, la integral original puede expresarse como una suma de integrales, 
cada una de la cuales tiene la forma identificable 

u r du 

0 2 . 


EJEMPLO 7 


(tan x) r (sec 2 x dx) = | u r du. 

Caso II de la integral (3) 


Evalue J Vtan x sec 4 x dx. 

Solucion Volvemos a escribir el integrando usando sec 4 x = sec 2 x sec 2 x: 


Vtan x sec 4 x dx = 


(tan x) 1 / 2 sec 2 x sec 2 x dx 
(tan x) 1//2 (1 + tan 2 x) sec 2 x dx 

V 2 du V 2 du 

(tan x) 1 / 2 (sec 2 x dx) + (tan x) 5 ^ 2 (sec 2 x dx) 

- 

= |^(tan x) 3 / 2 + y(tan x) 7 / 2 + C. ■ 

CASO III: in es par y n es impar 

Finalmente, si m es un entero positivo par y n es un entero positivo impar, escribimos el inte¬ 
grando de (3) en terminos de sec x y usamos integracion por partes. 


EJEMPLO 8 


Caso III de la integral (3) 


Evalue J tan 2 x sec x dx. 
Solucion A1 escribir 


tan 2 x sec x dx = 


(sec 2 x — 1) sec x dx 


= J sec 3 x dx — J sec x dx 
encontramos dos integrales que ya fueron evaluadas: 

a 1 1 

sec xdx = — sec x tan x + — ln|sec x + tan x| + C 1? 
sec x dx — lnlsec x + tan x| + C 2 . 


(4) 

(5) 


<^Para el resultado en (4), vea el 
ejemplo 5 en la seccion 7.3. 
Para (5), vea (18) en la seccion 
5.2. 
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A1 restar los resultados en (4) y (5) se llega al resultado deseado: 


1 


1 


tan 2 x sec xdx = — sec x tan x — — In Isec x + tan x\ + C. 


Integrates del tipo 


cot m x esc n x dx 


( 6 ) 


se manejan de manera analoga a (3). En este caso usamos la identidad esc 2 x = 1 + cot 2 x. 


Ejercicios 7.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-22. 


= Fundamentos 


27. 


En los problemas 1-40, evalue la integral indefinida. Observe 
que algunas integrates no caen, hablando estrictamente, en 
ninguno de los casos considerados en esta seccion. Usted 29. 
debe evaluar estas integrates aplicando metodos previos. 


1. (sen x) 1 / 2 cos x dx 


3. cos 3 x dx 


5. sen 5 1 dt 


7. I sen 3 v cos 3 x dx 
sen 4 t dt 
11. J sen 2 v cos 4 x dx 
13. | sen 4 x cos 4 x dx 
15. | tan 3 2 1 sec 4 2 1 dt 
17. | tan 2 x sec 3 x dx 
19. | tan 3 x(sec x )~ 1//2 dx 
21. | tan 3 x sec 5 x dx 
23. [ sec 5 x dx 
25. I cos 2 x cot x dx 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 

12 . 

14. 


18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 


cos 4 5x sen 5x dx 
sen 3 4x dx 
cos 5 1 dt 

sen 5 2x cos 2 2x dx 
cos 6 6 dO 


31. 

33. 

35. 

37. 

39. 


cot 10 x esc 4 x dx 

"sec 4 (l - t) 

—«- dt 

tan 8 (l - t) 

(1 + tan x) 2 sec x dx 
tan 4 x dx 
cot 3 1 dt 

(tan 6 x — tan 2 x) dx 
x sen 3 x 2 dx 


28. |(1+ esc 2 tfdt 

, sen 3 V7 cos 2 \Tt 


dt 


Vt 

32. | (tan x + cot x) 2 dx 

34. J tan 5 x dx 
36. | esc 5 1 dt 
38. | cot 2x esc 5 / 2 2x dx 
40. x tan 8 (x 2 ) sec 2 (x 2 ) dx 


En los problemas 41-46, evalue la integral definida dada. 


cos 3 x 


sen 2 x 


dx 


sen 2 3x cos 2 3x dx 
16. | (2 - Vtanx) 2 sec 2 xdx 

tan 2 3x sec 2 3x dx 


41. 


43. 


45. 


77/2 


sen 3 0V cos 6 dO 


sen 3 2 1 dt 


42. 


rr /2 


sen 5 x cos 5 x dx 


44. sen 4 x cos 2 x dx 


tt/A 


tan y sec 4 y dy 


46. 


77/3 


tan x sec 3 / 2 x dx 


tan 3 — sec 3 — dx 


tan 5 x sec x dx 

1 


cos 4 X 


dx 


En los problemas 47-52, use las identidades trigonometricas 
sen mx cos nx = ^ [sen(m + ri)x + sen(m — n)x] 

sen mx sen nx = ^-[cos(m — ri)x — cos(m + n)x] 

cos mx cos nx = -^ [cos(m — n)x + cos (m + n)x] 

para evaluar la integral trigonometrica dada. 


sen x sec 7 x dx 


47. 


sen x cos 2x dx 


48. cos 3x cos 5x dx 
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49. 

J sen 2x sen 4x dx 

50. 

51. 

r 77/6 

cos 2x cos x dx 

52. 


Jo 


53. 

Demuestre que 



sen mx sen nx dx = 



5 — 3 sen2x 


sec 6x 


dx 


77/2 


3 1 ^ 
sen—x sen— x dx 


j 0, m =1= n 
[ 77 , m = n. 


54. Evalue 


sen mx cos nx dx. 


= Repaso de aplicaciones 

En los problemas 55 y 56 se proporcionan las graficas de 
/(x) = sec 2 (x/2) (problema 55) y /(x) = sen 2 x (problema 56). 
Encuentre el volumen del solido de revolucion que se obtiene 
al girar la region R acotada por la funcion de / sobre el inter¬ 
val [—7r/2,7r/2] alrededor del eje indicado. 

55. El eje x: 



FIGURA 7.4.1 Region en el problema 55 


56. La recta y = 1 ; 



FIGURA 7.4.2 Region en el problema 56 


57. Encuentre el area de la region R acotada por las graficas de 
y = sen 3 x y y = cos 3 x sobre el intervalo [ —377/4, 77/4]. 
Yea la FIGURA 7.4.3. 



FIGURA 7.4.3 Graficas para el problema 57 


58. La grafica de la ecuacion r = | sen 4 9 sen \ 9 | 0 < 9 < 277, 
encierra una region que es un modelo matematico para la 
forma de una hoja de castano. Vea la FIGURA 7.4.4. En el 
capitulo 10 vera que el area acotada por esta grafica esta 
dada por A = \]^r 2 dO. Encuentre esta area. [ Sugeren- 
cia : Use una de las identidades dadas en las instrucciones 
para los problemas 47-52.] 



FIGURA 7.4.4 Region en el Hojas de castano 
problema 58 


= Problemas con calculadora/SAC 

59. Use una calculadora o un SAC para obtener las graficas 
de y = cos 3 x, y = cos 5 x y y = cos 7 x sobre el intervalo 
[0, 77] . Use las graficas para conjeturar los valores de las 
integrates definidas 

~ 77 f 77 f 77 

cos 3 xdx, cos 5 xdx y cos 1 x dx. 

*0 Jo Jo 

60. En el problema 59, ^cual cree que es el valor de 
/q cos n x dx , donde n es un entero positivo impar? De- 
muestre su conjetura. 


7.5 Sustituciones trigonometricas 

■ Introduce ion Cuando un integrando contiene potencias enteras de x y potencias enteras de 

\/a 2 — u 2 , V a 2 + u 2 o \/u 2 — a 2 , a > 0 (1) 

podemos evaluar la integral por medio de sustituciones trigonometricas. Los tres casos que con- 
sideramos en esta seccion dependen, a su vez, de las identidades pitagoricas fundamentales escri- 
tas en la forma: 

1 - sen 2 6 = cos 2 6 , 1 + tan 2 9 = sec 2 6 y sec 2 9 — l = tan 2 9. 
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Vea la section 1.5 para un 
repaso de las funciones trigo¬ 
nometricas inversas. 


El procedimiento para una integral indefinida es semejante al analisis en las secciones 5.2 y 7.2: 

• Hacer una sustitucion en una integral. 

• Despues de simplificar, efectuar la integracion con respecto a la nueva variable. 

• Volver a la variable original por resustitucion. 

Antes de proceder, se haran corresponder la sustitucion trigonometrica y los radicales en (1). 


Directrices para las sustituciones trigonometricas 

Para integrandos que contienen 

• A/a 2 — u 2 , a > 0, sea u = a sen 9 , donde —tt/2 < 9 < tt/2. 

• Va 2 + u 2 , a > 0, sea u = a tan 9 , donde —tt/2 < 9 < 7t/2. 

• A/a 2 — a 2 , a > 0, sea a = a sec 9 , donde 


f 0 < 6 < tt/2, si a > a 
\ tt/2 < 6 < 77 , si w < —a. 


En cada caso, la restriccion impuesta sobre la variable 6 es precisamente la que acompana a la 
funcion trigonometrica inversa correspondiente. En otras palabras, si queremos escribir 6 = 
sen ~ l (u/a), etcetera. Ademas, con ayuda de las identidades anteriores, cada una de estas sustitu¬ 
ciones produce un cuadrado perfecto. Con la restriccion sobre 6 para las sustituciones u = a sen 9 
y u = a tan 9, la raiz cuadrada puede tomarse sin recurrir a valores absolutos. Como vera, debe 
tener mas cuidado al usar la sustitucion u = a sec 9. 

• Si u = a sen 9 , donde — 7r/2 < 9 < 7t/2, entonces 

Vrz 2 — w 2 = Va 2 — a 2 sen 2 0 = \/a 2 (l — sen 2 9) = V a 2 cos 2 9 = a cos 9. 

• Siu = a tan 9 , donde — 7r/2 < 9 < 7t/2, entonces 

Va 2 + w 2 = ^a 2 + a 2 tan 2 9 = \/a 2 (l + tan 2 ^) = Va 2 sec 2 0 = rz sec 9. 

• Si w = <2 sec 9 , donde 0 < 9 < 7r/2 o 7t/2 < 9 < 77, entonces 

Vw 2 — a 2 = A/a 2 sec 2 9 — a 2 = Va 2 (sec 2 0 — 1) = A/a 2 tan 2 9 = a|tan 0|. 

Cuando una expresion como A/a 2 — a 2 aparece en el denominador de un integrando, hay 
una restriccion adicional sobre la variable en este caso, —tt/2 < 9 < tt/2. 

Despues de llevar a cabo la integracion en 9 es necesario volver a la variable original v. Si 
se construye un triangulo rectangulo de referencia, uno donde sen 9 = u/a, tan0 = a/a,osec0 = 
u/a como se muestra en la FIGURA 7.5.1, entonces las otras funciones trigonometricas pueden 
expresarse facilmente en terminos de u. 



Forma: 'la 2 + u 2 s' 
u 

u 

u / 


s^\ d 


s^\6 



Forma: 
4u 2 — a 1 


Forma: 4a 2 — u 2 a a 

Sustitucion: u =a sen 6 Sustitucion: u =a tan 6 Sustitucion: u =a sec 6 

FIGURA 7.5.1 Triangulos rectangulos de referencia usados para expresar funciones 
trigonometricas en terminos de una expresion algebraica enwya 


En los dos primeros ejemplos, el integrando contiene la forma radical A /a 2 — u 2 . 


EJEMPLO 1 


Evalue 


Uso de una sustitucion seno 


: dx. 


V9 - x 2 

Solucion Al identificar u = xya = 3se llega a las sustituciones 

x = 3 sen 9 y dx = 3 cos 9 d9 , 
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donde —it/2 < 6 < 7r/2. La integral se vuelve 


V9^ 


: dx = 


9 sen 2 6 


V9 - 9 sen 2 6 
= 9 I sen 2 OdO. 


(3 cos 6 dO) <— se simplifica 


Recuerde que para evaluar esta ultima integral trigonometrica usamos la identidad de la mitad 
del angulo sen 2 6 = ^(1 — cos 26): 


V9 -x 2 


dx = — | (1 - cos 26) d6 
9 9 

= —6 — y sen 26 + C 
2 4 

9 9 

= — 6 — — sen 6 cos 6 + C. 


- formula del angulo doble 


Para expresar este resultado de nuevo en terminos de la variable x, usamos sen 6 = x/3 y 6 = 
sen -1 (x/3). Luego, por el triangulo rectangulo de referenda en la FIGURA 7.5.2 vemos que 
cos 6 = \Jg — x 2 /3, de modo que 


V9 - x 2 


dx = — sen 1 ( ) — V 




x 2 + C. 


EJEMPLO 2 


Uso de una sustitucion seno 


Evalue 


Vl - 4x 2 


dx. 


Solucion A1 identificar u = 2x, a = 1 se hace 2x = sen 6, y asi x = \ sen 6 y dx = \ cos 6 d6. 
Entonces 


Vl - 4x 2 


dx = 


VT^ 


sen 2 6(1 


\ sen 6 
cos 2 6 


—cos 6 d6 


- se simplifica 


d6 


sen 6 

1 - sen 2 6 
sen 6 


d6 


- se usa division termino a termino 


— (CSC 6 — sen 6) d6 1 y 7 en la tabla 7.1.1 

= In |csc 6 — cot 6 \ + cos 6 + C. 

En la FIGURA 7.5.3 se ha construido un triangulo rectangulo para el cual sen 6 = 2x y cos 6 = 
Vl — 4x 2 . En consecuencia, esc 6=1/ sen 6=1/(2x) y cot 6 = cos 6/ sen 6 =Vl — 4x 2 /(2x). Por 
tanto, el resultado obtenido al integrar con respecto a 6 puede escribirse en terminos de v como 


Vl - 4x 2 


dx = In 


1 - Vl - 4V 


2x 


+ Vl - 4x 2 + C. 


Como recordatorio para las habilidades de integracion, se solicita que el lector compruebe 
periodicamente que la derivada de la antiderivada que obtuvo es el integrando de la integral ori¬ 
ginal. La derivada de la respuesta final en el ejemplo 2, 


d_ 

In 

1? 

i 

> 

i 

dx 

m 

2x 


+ V1 - 4x 2 + C 


-1 + 4V + Vl - 4x 2 
x(— 1 + Vl — 4-V) 


esta antes, no en el integrando en el ejemplo 2. Use algebra para resolver la diferencia entre este 
resultado y el integrando \/ \ — 4x 2 /x. 



V 9-x 2 


FIGURA 7.5.2 Triangulo 
rectangulo en el ejemplo 1 



Vl-4* 2 


FIGURA 7.5.3 Triangulo 
rectangulo en el ejemplo 2 
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FIGURA 7.5.4 Triangulo 
rectangulo en el ejemplo 3 


E n los dos ejemplos siguientes, el integrando contiene una potencia entera de la forma radi¬ 
cal V a 2 + u 2 . 


EJEMPLO 3 


Evalue 


Uso de una sustitucion tangente 


1 


dx. 


(4 + x 2 ) 3/2 

Solucion Obser ve que el integrando es una potencia entera de V 4 + x 2 , puesto que 
(4 + x 2 ) 3 / 2 = (V4 + x 2 ) . Luego, cuando u = x, x = 2 tan 9 y dx = 2 sec 2 9 dO se tiene 
V4 + v 2 - V4 sec 2 9 = 2 sec 9 y (4 + x 2 ) 3/2 = 8 sec 3 9. Por tanto, 


(4 + x 2 ) 3/2 


dx = 


1 


8 sec 3 9 


(2 sec 2 9 dO) 


= — | cos 6 dO 


= —sen 0 + C. 
4 


A partir del triangulo en la FIGURA 7.5.4, vemos que sen 0 = */V4 + x 2 . Por tanto, 


c/v = — - 


EJEMPLO 4 


(4 + x 2 ) 3 / 2 4 V4T^ 

Longitud de arco 


+ C. 


Encuentre la longitud de la grafica de y = + 3 sobre el intervalo [0, 1 ]. 

rb 

Solucion Recuerde que la formula para la longitud de arco es L = a/i + [f(x)] 2 dx. 
Puesto que dy/dx = x, tenemos Ja 

" i 


L = 


Vl + x 2 dx. 


Jo 

Luego, si u = x, entonces se sustituye x tan 6 y dx = sec 2 6 dO. Los limites de integracion 6 en la 
integral trigonometrica definida se obtienen a partir de los limites x en la integral original: 

x = 0: 9 = tan -1 0 = 0 

y x = 1: 6 = tan -1 1 = ir/4. 

jt/4 


En consecuencia, 


L = 


Vi + tan 2 6 sec 2 6 dO 


77/4 


sec 3 9 d9. 


Jo 


La integral definida de sec 3 9 se encontro en el ejemplo 5 de la seccion 7.3 usando integracion 
por partes: 


L = Q-sec 9 tan 9 + ^-ln |sec 9 + tan 9\ 


E 


77/4 

0 


1 77 77 1 

= 2 SCC 4 tan 4 + 2 n 


77 77 

sec— + tan— 
4 4 


= ^V2 + bn(V2 + l) * 1.1478. 


En lo s dos eje mplos siguientes, los integrandos contienen una potencia entera de la forma 
radical V u 2 — a 2 . 


EJEMPLO 5 


Uso de una sustitucion secante 


Evalue 


Vx 2 - 16 


dx suponiendo que x > 4. 
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Solucion Si u = x y x = 4 sec 0, 0 < 0 < 77 / 2 , y dx = 4 sec 0 tan 9 dO , la integral se vuelve 

f Vl6 sec 2 9 - 16 y 


W~ 


16 


dx = 


256 sec 4 0 

1 | tan 2 6 ... 

dO 


-(4 sec 0 tan 6 dO) 


16 J sec 3 6 

1 f sen 2 9 3 n M 

= T7 -o—cos 0 d9 

16 J cos 2 9 

= (sen 0) 2 (cos 9 d9) 


= —sen 3 9 4- C. 
48 



\4 2 -i6 


El triangulo rectangulo en la FIGURA 7.5.5 se construyo de modo que sec 9 = x/4 o cos 9 = 4/x, por FIGURA 7.5.5 Triangulo 
lo que vemos que sen 9 = Vx 2 - 16A- Debido a que sen 3 x = (Vx 2 - 16) 3 /-^ 3 , se concluye que rectangulo en el ejemplo 5 


Vx 2 - 16 , 1 (x 2 - 16) 3/2 ^ 

dx = — ---F C. 


48 


EJEMPLO 6 


Evalue j ^ ' c/x. 


Una integral definida 




Solucion Se identifica u= xy a = 1 y usamos las sustituciones x = sec 9 y dx = sec 9 tan 9 d9. 
En este caso suponemos que 77/2 < 9 < it puesto que el intervalo de integracion indica que 
x < —a , donde —a = — 1. Vea la FIGURA 7.5.6 para una grafica del integrando/(x) = Vx 2 — 1/x. 

Asi como en el ejemplo 4, obtenemos los limites 9 de integracion a partir de los limites de 
integracion originales: 

x = -2: 9 = sec -1 (—2) = 

x = —1: 9 = sec _l ( — 1) = 77 . 

Vsec 2 0 — 1 


. , _1 Vx 2 - 1 

En consecuencia, - dx = 

-2 * ^/3 


sec 9 
Vtan 2 0(tan 9 d9). 


(sec 9 tan 9 d9) 


'277/3 


Porque 77/2 < 9 < 77 , tan 9 < 0, Vtan 2 9 = |tan 0| = —tan 9, la ultima integral se vuelve 

-yyy 

-2 * 

”77 

tan 2 9 d9 <— se usa una identidad trigonometrica 


dx = I Vtan 2 0(tan 9 d9) 

*> 277/3 


2t7/3 


(sec 2 9 — \) d9 


2277/3 

= -(tan 0-0) 

(0 - 77 ) 

77 pr 

= 3-V3 = 


_ 277/3 


(-V3 


-0.6849. 


277 

T~ 



FIGURA 7.5.6 Grafica del 
integrando en el ejemplo 6 


La respuesta negativa tiene sentido, puesto que en la figura 7.5.6 vemos que/(x) < 0 sobre el 
intervalo [—2, —1]. ■ 
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FIGURA 7.5.7 Triangulo 
rectangulo en el ejemplo 7 


■ Integrandos que contienen una cuadratica Una sustitucion trigonometrica tambien puede 
usarse cuando un integrando contiene una potencia entera de la raiz cuadrada de una expresion 
cuadratica ax 2 + bx + c. A1 completar el cuadrado, el radical puede expresarse como una de las 
formas: 

V a 2 — u 2 , \/ a 2 + u 2 o V u 2 — a 2 . 

Si, por ejemplo, el integrando contiene una potencia entera de 

Vx 2 + 4x + 7 = V3 + (x + 2 ) 2 , 

es necesario identificar w = x + 2, a = V3, y usar la sustitucion x +2 = V3 tan 6. 


EJEMPLO 7 


Evalue 


Completar el cuadrado 


1 


(x 2 + 8x + 25) 3/2 


dx. 


Solucion A1 completar el cuadrado en x, reconocemos que el integrando contiene una poten¬ 
cia entera d e a 2 + u 2 , 


1 


(.x 2 + 8x + 25) 3/2 


dx = 


1 


[9 + (x + 4) 2 ] 3/2 


dx , 


donde u = x + Ay a = 2. PA usar las sustituciones x + 4 = 3 tan 0 y dx = 3 sec 2 6 dO encontramos 


dx 


(x 2 + 8x + 25) 3/2 


3 sec 2 6 dO 
[9 + 9 tan 2 0] 3 / 2 
1 i sec 2 8 ^ 


9 J sec 3 6 
= ^ | cos 6 dO 


= — sen 6 + C. 


El examen del triangulo en la FIGURA 7.5.7 indica como expresar sen 6 en terminos de x. Se con- 
cluye que 


dx 


(x 2 + 8x + 25) 3/2 


1 x + 4 + r = x + 4 

9 V(x + 4) 2 + 9 9Vx 2 + 8x + 25 


+ C. U 


NOTAS DESDE EL AULA 


Integrates de la forma 


Vm 2 + a 2 


du , 


a/w 2 — 


: y 





pueden evaluarse rapidamente por medio de sustituciones trigonometricas. A1 analizar la tabla 
7.1.1 de formulas integrates vemos que cada una de estas formulas es un logaritmo. Pero quie- 
nes tienen buena memoria deben reconocer que estas son las formas integrates indefinidas de 
las formulas de diferenciacion para tres de las funciones hiperbolicas inversas: 


d . u \ \ du d , -\(u\ 1 du 

Jx sen VaJ _ Vm 2 + a 2 dx ' dx °° S ~ Vm 2 - a 2 dx ’ 


d 1 . y ^ \ _ 1 du 

^a tanh W ~ a 2 -u 2 

Toda funcion hiperbolica inversa puede expresarse como un logaritmo natural. Vea (25)-(27) 
en la seccion 3.10. 
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Ejercicios 7.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-23. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-38, evalue la integral indefinida dada por 
medio de una sustitucion trigonometrica cuando asi conven- 
ga. Usted debe evaluar algunas de las integrales sin una susti¬ 
tucion. 


VT 


dx 

dx 


Vx 2 - 36 
: . | xVx 2 + 7 dx 

x 3 \/1 — x 2 dx 

1 

(x 2 - 4 ) 3 / 2 
11. I Vx 2 + 4 dx 


dx 


13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 


1 


V25 - r 

1 


tVTeT 


: dx 


- dx 


1 


cVl + X 2 


dx 


VT^T 2 


(9 - x 2 ) 3/2 

1 


dx 

dx 


(1 + X 2 ) 2 

1 


(4 + x 2 ) 5/2 

1 


dx 

dx 


Vx 2 + 2x + 10 

1 

(x 2 + 6 x + 13) 2 
x - 3 

(5 - 4x - x 2 ) 3/2 
2x + 4 


dx 


dx 


dx 


x z + 4x + 13 
- dx 


dx 


x 2 + 16 
\/6x — x 2 dx 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 

28. 

30. 

32. 

34. 

36. 

38. 


Vx 2 - 4 
V3 - x 2 dx 

j(l - x 2 ) 3/2 dx 

jx’V^ldx 

j (9 - x 2 ) 3/2 Jx 


25 + x 2 

1 


dx 


xA/x 2 — 25 

1 


x 2 Vl6 - x 

1 


dx 

- dx 


x 2 V 1 + x 2 

Vx^~l 


dx 


dx 

dx 


(4 + x 2 ) 3/2 
dx 


(x 2 - l ) 2 
x 3 

(1 - x 2 ) 5 / 2 

X 

V4x - x 2 

1 


dx 


dx 


(11 - 10 x - x 2 ) 2 
1 


dx 


(x 2 + 2x) 3/2 

1 


4 + (x - 3 ) 2 
V4 - 9x 2 


dx 

dx 


x 

1 


Vb 


dx 

dx 


En los problemas 39-44, evalue la integral definida dada. 

1 

V4 - x 2 dx 

1 


39. 


40. 


j-i 

5 


^ x 2 

1 V4 - X 2 


dx 


41 


43. 


I 0 (X 2 + 25 ) 3 / 2 


6/5 


16 


4 V4"“ 


dx 


: dx 


42. 


44. 


1 


V2 X 3 Vx 2 1 


dx 


1/2 


x 3 (l + x 2 )“ 1/2 dx 


En los problemas 45 y 46, use integracion por partes seguida 
de una sustitucion trigonometrica. 

45. | x 2 sen -1 x dx 46. | x cos -1 x dx 

= Repaso de aplicaciones 

47. Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica de 

y = - 7 = Encuentre el area bajo la grafica sobre el 

xV3 + x 2 

intervalo [l, V3]. 

48. Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica de 

y = x 5 a/ 1 — x 2 . Encuentre el area bajo la grafica sobre 
el intervalo [0, 1]. 

49. Demuestre que el area de un circulo dado por x 2 + y 2 = a 1 
es 7 ra 2 . 

50. Demuestre que el area de una elipse dada por a 2 x 2 + b 2 y 2 
= a 2 b 2 es 7Tab. 

51. La region descrita en el problema 47 gira alrededor del 
eje x. Encuentre el volumen del solido de revolucion. 

52. La region en el primer cuadrante acotada por las graficas 


de y = 


7 , x = 2yy = 0 gira alrededor del eje x. 


4 + x 2 ’ 

Encuentre el volumen del solido de revolucion. 

53. La region en el primer cuadrante acotada por las graficas 
de y = xA /4 + x 2 , x = 2 y y = 0 gira alrededor del eje y. 
Encuentre el volumen del solido de revolucion. 

54. La region en el primer cuadrante acotada por las graficas 


de y : 


V4 - x 2 


, x = 1 y y = 0 gira alrededor del eje y. 


>x — x 


Encuentre el volumen del solido de revolucion. 

55. Encuentre la longitud de la grafica de y = In x sobre el 
intervalo [l, V3]. 

56. Encuentre la longitud de la grafica de y = — \x 2 + 2x 
sobre el intervalo [ 1 , 2 ]. 

57. Una mujer, M, empezando en el origen, se mueve en la 
direccion del eje y positivo jalando una masa a lo largo de 
la curva C, denominada tractriz, indicada en la FIGURA 
7.5.8. La masa, que inicialmente esta sobre el eje x en 
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(a, 0), es jalada por una cuerda de longitud constante a 
que mantiene durante todo el movimiento. 

a) Demuestre que la ecuacion diferencial de la tractriz es 

dy _ \/a 2 - x 2 

dx x 

b) Resuelva la ecuacion en el inciso a). Suponga que el 
punto inicial sobre el eje x es (10, 0) y que la longitud 
de la cuerda es a = 10 pies. 


superficie 


y 




FIGURA 7.5.8 Tractriz en el problema 57 

58. La region acotada por la grafica de (x — a) 2 + y 2 = r 2 , 
r< a, gira alrededor del eje y. Encuentre el volumen del 
solido de revolucion o toroide. Yea la FIGURA 7.5.9. 



FIGURA 7.5.9 Toroide en el problema 58 

59. Encuentre la fuerza del fluido sobre un lado de la placa 
vertical mostrada en la FIGURA 7.5.10. Suponga que la 
placa esta sumergida en agua y que las dimensiones estan 
en pies. 


X 

FIGURA 7.5.10 Placa sumergida en el problema 59 

60. Encuentre el centroide de la region acotada por las grafi- 
cas de y = ---, y = 0, x = 0yi = V3. 

Vl +x 2 


= Piense en ello 


61. Evalue las siguientes integrates por medio de una sustitu- 
cion trigonometrica idonea. 


a) 


Ve 2 * - 1 


dx 


b ) 



— 1 dx 


62. Encuentre el area de la region en forma creciente mostra¬ 
da en amarillo en la FIGURA 7.5.11. La region, fuera del 
circulo de radio a pero dentro del circulo de radio b , 
b, se denomina luna. 



7.6 Fracciones parciales 


■ Introduccion Cuando se suman dos funciones racionales, por ejemplo g(x) = 2/(x + 5) y 
h(x) = l/(x + 1), los terminos se combinan por medio de un denominador comun: 


g(x) + h(x) = 


2 

x + 5 


+ 


1 

x + 1 


2 1 / jc + 5 ^ 

x + 5 \x + 1 ) x + 1 \x + 5y 


( 1 ) 


A1 sumar los denominadores en el miembro derecho de (1) obtenemos la funcion racional simple 


/W = 


3x + 7 

(x + 5)(v + 1)’ 


( 2 ) 


Ahora suponga que es necesario integrar la funcion /. Por supuesto, la solucion es evidente: usa- 
mos la igualdad de (1) y (2) para escribir 


3x + 7 j 
(x + 5)(x + 1) dX 


2 

x + 5 


+ 


1 

x + 1 


dx — 2 ln|x + 5| + ln|x + 1| + C. 
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Este ejemplo ilustra un procedimiento para integrar ciertas funciones racionales fix) = p(x)/ 
q{x). Este metodo consiste en invertir el proceso ilustrado en (1); en otras palabras, empezamos 
con una funcion racional —como (2)— y la separamos en fracciones componentes mas simples 
g(x) = 2/(x + 5) y h(x) = l/(x + 1), denominadas fracciones parciales. Luego evaluamos la 
integral termino a termino. 

■ Fracciones parciales El proceso algebraico para separar una expresion racional, como (2), 
en fracciones parciales se denomina descomposicion en fracciones parciales. Por conveniencia 
supondremos que la funcion racional/(x) = p(x)/q(x), q(x) ¥= 0, es una fraccion propia o una 
expresion racional propia; es decir, que el grado de p(x) es menor que el grado de q(x). 
Tambien supondremos que p(x) y q(x) no tienen factores comunes. 

En esta seccion estudiaremos cuatro casos de descomposicion en fracciones parciales. 

■ Factores lineales distintos El siguiente hecho del algebra se plantea sin demostracion. Si el 
denominador q(x) contiene un producto de n factores lineales distintos, 

(ape + b x \a 2 x + b 2 ) ■ • ■ (. a n x + b n ), 

donde las a t y b h i = 1, 2, . . . , n, son numeros reales, entonces es posible encontrar constantes 
reales unicas C ls C 2 , ...,C n tales que la descomposicion en fracciones parciales de 
f{x) = p(x)/q(x) contiene la suma 

C\ C*2 C n 

- - -1---h • • • H--- 

ape + bi a 2 x + b 2 a n x + b n 

En otras palabras, la descomposicion en fracciones parciales que se ha supuesto para/contiene 
una fraccion parcial para cada uno de los factores lineales a t x + b t . 


EJEMPLO 1 


Factores lineales distintos 


Evalue 


2x + 1 


dx. 


(x ~ l)(x + 3) 

Solucion Se establece la hipotesis de que el integrando puede escribirse como 

2x + 1 = A B 

(x — l)(x + 3) x — \ x + 3 


A1 combinar los terminos del miembro derecho de la ecuacion sobre un comun denominador 
obtenemos 


2x + 1 Ajx + 3) + Bjx - 1) 

(x — l)(x + 3) (x — l)(x + 3) 

Puesto que los denominadores son iguales, los numeradores de las dos expresiones deben ser 
identicamente iguales: 


2x + 1 = A(jc + 3) + B{x - 1). (3) 

Puesto que la ultima linea es una identidad, los coeficientes de las potencias de x son los mismos 


-iguales- 




2x + lx° = (A + B)x + (3A - B)x° 
1-iguales-1 


y en consecuencia, 


2 = A + B 

1 = 3 A - B. (4) 

A1 sumar las dos ecuaciones obtenemos 3 = 4A, de modo que encontramos A = f. Luego, al sus- 
tituir este valor en cualquier ecuacion de (4) obtenemos B = |. Por tanto, la descomposicion en 
fracciones parciales deseada es 

2x + 1 = I I 

(.v - l)(.v + 3) x - 1 x + 3' 
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En consecuencia, 
2x + 1 


(x ~ l)(x + 3) 


dx = 


+ 


1 x + 3 


dx = |dn|x — 1| + ^ln|x + 3| 


+ C. 


■ Un atajo que vale la pena conocer Si el denominador contiene, por ejemplo, tres factores 

lineales, como en 7 -^ 7 -— ^ ——, entonces la descomposicion en fracciones parcia- 

(x — l)(x + 3)(x — 6) 

les aparece como sigue: 

4x 2 — x + 1 _ A B C 

(x — l)(x + 3)(x — 6) x — 1 x + 3 x — 6 

A1 seguir los mismos pasos que en el ejemplo 1, seria deseable encontrar que el analogo de (4) 
ahora son tres ecuaciones en las tres incognitas A, B y C. La cuestion es esta: mientras mas frac¬ 
ciones lineales haya en el denominador, mas grande es el sistema de ecuaciones que habra que 
resolver. Hay un procedimiento algebraico que vale la pena conocer porque permite abreviar 
algo del algebra. Para ilustrarlo, se volvera a la identidad (3). Puesto que la igualdad es cierta 
para todo valor de x, se cumple para x = 1 y x = — 3, los ceros del denominador. A1 hacer x = l 
en (3) obtenemos 3 = 4 A, a partir de lo cual se concluye de inmediato que A = f. En forma seme- 
jante, al hacer x = —3 en (3) obtenemos —5 = (—4 )B o B = f. 

Vea las Notas desde el aula al final de esta seccion para consultar otro metodo rapido para 
determinar las constantes. 


EJEMPLO 2 


Area bajo una grafica 


Encuentre el area A bajo la grafica de/(v) 


^ + sobre el intervalo [|, 2 ]. 



FIGURA 7.6.1 Area bajo la 
grafica en el ejemplo 2 


Solucion El area en cuestion se muestra en la FIGURA 7.6.1 . Puesto que/(x) es positiva para toda 
x en el intervalo, el area es la integral definida 

A= [ /1 -^TT) dx - 

Al usar fracciones parciales 

1 _ A + B A(x + 1) + Bx 

x(x +1) x x + 1 x(x + 1) 


se concluye que 


1 — A{x + 1) + Bx. 


(5) 


Al seguir el atajo previo a este ejemplo, vemos, a la vez, que x = 0 y x = —1 en (5) y obtenemos 
A = l y B = — l.En consecuencia, 


A = 


r 

1 

1 

h /2 

X 

X + 1 


-|2 


dx = (In|x| - ln|x + 1|) 


Jl/2 


= In 


X 


X + 1 



= In 2 « 0.6931. 


J 1/2 


■ Factores lineales repetidos Si el denominador de la funcion racional /(x) = p(x)/q(x ) con¬ 
tiene un factor lineal repetido (ax + b ) n , n > 1, donde ay b son numeros reales, entonces es 
posible encontrar constantes reales unicas C 1? C 2 ,. . . , C n tales que la descomposicion en frac¬ 
ciones parciales de/contiene la suma 

C 1 C 2 C n 

- + - -f • • • -f - 

ax + b (ax + b) 2 (ax + b) n ’ 

En otras palabras, la descomposicion en fracciones parciales de/contiene una fraccion parcial 
para cada potencia de ax + b. 


EJEMPLO 3 


Factor lineal repetido 


x 2 + 2x + 4 
(x + l) 3 


dx. 


Evalue 





































Solucion La descomposicion del integrando contiene una fraccion parcial para cada una de las 
tres potencias de x + 1 : 
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x 2 + 2x + 4 _ A B C 

(x + l) 3 ~ X + l (x + l) 2 (x + l) 3 


A1 igualar los numeradores obtenemos 

x 2 + 2x + 4 = A(x + l) 2 + i?(x + 1) + C = Ax 2 + (2A + i?)x + (A + B + C). (6) 

Observe que al hacer x = —\ (el unico cero del denominador) en (6) obtenemos solo C = 3. Pero 
los coeficientes de x 2 y x en (6) producen el sistema de ecuaciones 

1 = A 

2 = 2A + B. 


A partir de estas ecuaciones vemos que A = 1 y B = 0. En consecuencia, 


x 2 + 2x + 4 
(x + l) 3 


dx = 


1 


V + 1 (x + 1) 3 _ 
1 


dx 


x + 1 


+ 3(jc + i r 


dx 


— ln|x + 1| — —(x + 1) 2 + D. 


Cuando el denominador q{x) contiene factores lineales y tambien repetidos, se combinan los 
dos casos que acaban de considerarse. 


EJEMPLO 4 


Factor repetido y factor distinto 


Evalue 


6x — 1 
x\2x - 1) 


dx. 


Solucion Puesto que x es un factor lineal repetido en el denominador del integrando, la des¬ 
composicion en fracciones parciales que se ha supuesto contiene una fraccion parcial para cada 
una de las tres potencias de x y una fraccion parcial para el factor lineal distinto 2x — 1: 


6x - 1 = A B_ C_ D 

x\2x - 1) x x 2 x 3 2x - 1 


Despues de escribir el miembro derecho sobre un comun denominador, se igualan los numera¬ 
dores: 


6x — 1 = Ax 2 ( 2x — 1) + Bx(2x — 1) + C(2x — 1) + Dx 3 (7) 

= (2A + D)x 3 + (-A + 2 B)x 2 + (~B + 2C)x - C. (8) 

Six = 0yx = ^>en (7), encontramos C=lyD=16, respectivamente. Entonces, al igualar los 
coeficientes de x 3 y x 2 en (8) obtenemos 

0 = 2A + D 
0 = -A + 2 B. 

Puesto que conocemos el valor de D, la primera ecuacion produce A = —\D = — 8. Luego, con 
la segunda obtenemos B = \A = — 4. En consecuencia, 


6x — 1 
x 3 (2x - 1) 


- dx = 


---4 + 4 + 

X X 2 x 3 


16 


2x - 1 


dx 


— 8 In|x| + 4x 1 — ^x 2 + 8 ln|2x — 1| + E 


2x — 1 


+ 4x~ l - 2 x“ 2 + E. 


= 8 In 
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La palabra irreducible significa 
que la expresion cuadratica no 
se factoriza sobre el conjunto de 
los numeros reales. 


■ Factores cuadraticos distintos Si el denominador de la funcion racional /(x) = p(x)/q(x ) 
contiene un producto de n factores cuadraticos irreductibles 

(aix 2 + b x x + Ci)(a 2 x 2 + b 2 x + c 2 ) • • • ( a n x 2 + b n x + c n ), 

donde los coeficientes a b b t y c h i = 1, 2, . . . , n son numeros reales, entonces es posible encon- 
trar constantes reales unicas A u A 2 , . . . , A n , B h B 2 , . . . , B n tales que la descomposicion en frac- 
ciones parciales para /contiene la suma 

A\X + Bi + A 2 x 4- B 2 + A n x + B n 

a x x 2 + b x x + Ci a 2 x 2 + b 2 x + c 2 a n x 2 + b n x + c n 

En forma analoga al caso en que q(x) contiene un producto de factores lineales distintos, la des¬ 
composicion en fracciones parciales que se ha supuesto para/contiene una fraccion parcial para 
cada uno de los factores cuadraticos a t x 2 + b t x + c b 


EJEMPLO 5 


Factor lineal repetido y uno cuadratico distinto 


Evalue 


x + 3 
x 4 + 9x 2 


dx. 


Solucion A partir de x 4 + 9x 2 = x 2 (x 2 + 9), vemos que el problema combina el factor cuadra¬ 
tico irreductible x 2 + 9 con el factor lineal repetido x. En consecuencia, la descomposicion en 
fracciones parciales es 


x + 3 _ A B^ Cx + D 

x 2 (x 2 + 9) x x 2 x 2 + 9 

Al proceder como de costumbre, encontramos 

x + 3 = Ax(x 2 + 9) + B(x 2 + 9) + (Cx + D)x 2 (9) 

= (A + C)x 3 + (B + D)x 2 + 9Ax + 9 B. (10) 

Al hacer x = 0 en (9) obtenemos B = \. Luego, con (10) obtenemos 

0 = A + C 
0 = B + D 
1 = 9A. 


A partir de este sistema obtenemos A = \, C = — \y D = Asi se llega a 
x + 3 


x 2 (x 2 + 9) 


dx = 


i l _! r _ I 

9 m * 

- + 4 + 


x 


X 

1 


dx 


r 1 

- + - 


x 2 + 9 

1 2 x _ 

18 x 2 + 9 3 X 2 + 9 


1 1 


dx 


= |ln|x| - |x 1 - ^ln(x 2 + 9) - |tan + E 


1 i * 

= T 77 In T- 

18 x 2 + 9 


- i-v ' - + E. 


EJEMPLO 6 


Factores cuadraticos distintos 


Evalue 


4x 


(x 2 + l)(x 2 + 2x + 3) 


dx. 


Solucion Puesto que cada factor cuadratico en el denominador del integrando es irreductible, 
escribimos 


_4x__ Ax + B + Cx + D 

(x 2 + l)(x 2 + 2x + 3) x 2 + 1 x 2 + 2x + 3 
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a partir de lo cual encontramos 

4x = (Ax + B)(x 2 + 2x + 3) + (Cx + D)(x 2 + 1) 

= (A + C)x 3 + (2A + £ + £>)x 2 + (3A + 25 + C)x + (35 + D). 

Puesto que el denominador del integrando no tiene ceros reales, se comparan los coeficientes de 
las potencias de x: 

0 = A + C 
0 = 2A + B + D 
4 = 3A + 2B + C 
0 = 3B + D. 


A1 resolver las ecuaciones obtenemos A = \ 9 B=\ 9 C = —\yD = —3. En consecuencia, 


4x 


(x 2 + l)(x 2 + 2x + 3) 


dx = 


x + 1 
x 2 + 1 


x + 3 


+ 2x + 3 


dx. 


Ahora, la integral de cada termino sigue representando un ligero desafio. Para el primer termino 
en el integrando usamos division termino a termino para escribir 


x A l 1 2x 


+ 1 


2x 2 + 1 


+ 


1 


+ 1 


( 11 ) 


y luego en el segundo termino se completa el cuadrado: 

x + 3 x + 1 + 2 1 2(x + 1) 


x 2 + 2x + 3 (x + l) 2 + 2 2 (x + 1)2 + 2 (x + l) 2 + 2 


( 12 ) 


En los miembros derechos de(ll)y(12) identificamos que las integrales de los terminos prime- 
ro y segundo son, respectivamente, de las formas Jdu/u y fdu/(u 2 + a 2 ). Por ultimo, obtenemos 


4x 


(x 2 + 1 )(x 2 + 2x + 3) 


- dx 


1 2x 


+ ■ 


1 


2 x 2 + 1 x 2 + 1 


1 2(x + 1) _ 2 

2 (x+ l) 2 + 2 (x+ 1) 2 + (V2) 2 _ 


dx 


= ^-ln(x 2 + 1) + tan x x — ^-ln[(x + l) 2 + 2] - V2tan 


+ E 


2 \x 2 + 2x + 3 


+ tan 1 x — V2tan 


\( x + 1 

V2 


+ E. 


■ Factores cuadraticos repetidos Si el denominador de la funcion racional /(x) = p(x)/q(x) 
contiene un factor cuadratico irreductible repetido (ax 2 + bx + c) n , n > 1, donde a, b y c son 
numeros reales, entonces es posible encontrar constantes reales unicas A b A 2 ,, A n , B h B 2 ,..., B n 
tales que la descomposicion en fracciones parciales de/contiene la suma 

AiX + B x + A 2 x + B 2 + + A n x + B n 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 (ax 2 + bx + c) n 

Es decir, la descomposicion en fracciones parciales que se ha supuesto para/contiene una frac¬ 
tion parcial para cada potencia de ax 2 + bx + c. 


EJEMPLO 7 


Factor cuadratico repetido 


Evalue 


(x 2 + 4) 2 


dx. 


Solution La descomposicion en fracciones parciales del integrando 

x 2 _ Ax + B + Cx + D 
(x 2 + 4 ) 2 ~ x 2 + 4 (x 2 + 4) 2 
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Revise la section 5.1. 


lleva a x 2 = (Ax + B)(x 2 + 4) + Cx + D 

= Ax 3 + Bx 2 + (4 A + Qx + (45 + D) 
y 0 = A 

1 = B 

0 = 4A + C 


0 = 45 + D. 


A partir de este sistema encontramos A = 0, B = 1, C = 0 y D = — 4. En consecuencia, 


(x 2 + 4) 2 


; dx = 


1 


X 2 + 4 (x 2 + 4) 2 


dx. 


La integral del primer termino es una tangente inversa. No obstante, para evaluar la integral del 
segundo termino, empleamos la sustitucion trigonometrica x = 2 tan 0: 


(x 2 + 4) 2 


dx = 


2 sec 2 OdO 
(4 tan 2 0 + 4) 2 


cos 2 0 dO 


16 


(1 + cos 20) J0 = 0 + ^sen 20 


= -— (0 + sen 0 cos 0) 
lo 


16 

J_ 

16 


x 


tan 1 ^ ,- /- 

2 Vx 2 + 4 Vx 2 + 4 


2x 


tan 'f + 2 

2 x 2 + 4 


aqui se usa la formula 
del angulo doble 


Por tanto, la integral original es 

x 2 


, 0 dx = -tan - 4 

(x 2 + 4) 2 2 2 


16 tan 


,x 


1 X 1 X 

= Ttan - --- 

4 2 2 x 2 + 4 


2 + 8 X 2 
+ E. 


+ 4 


+ E 


► ■ Fracciones impropias En cada uno de los ejemplos precedentes el integrando/(x) = p(x)/q(x) 
era una fraccion propia. Recordemos que cuando/(x) = p(x)/q(x) es una fraccion impropia, es 
decir, cuando el grado de p(x) es mayor que o igual al grado de q(x ), procedemos con una divi¬ 
sion larga. 


EJEMPLO 8 


El integrando es una fraccion impropia 


Evalue 


x -3 - 2x 
x 2 + 3x + 2 


dx. 


Solucion El integrando se identifica como una fraccion impropia y el numerador se divide 
entre el denominador: 

x 3 — 2x 0 , 5x + 6 

—-= x - 3 + —- 

x 2 + 3x + 2 x 2 + 3x + 2 

Luego, como el denominador se factoriza como x 2 + 3x + 2 = (x + l)(x + 2), el residuo se 
descompone en fracciones parciales: 

5x + 6 = 1 4 

x 2 + 3x + 2 x + 1 x + 2 
Con esta informacion, la evaluacion de la integral es inmediata: 


x 3 — 2x 
x 2 + 3x + 2 


- dx = 


x — 3 + 


1 


x + 1 x + 2 


dx 


= ^x 2 - 3x + ln|x + 1| + 41n|x + 2| + C. 
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NOTAS DESDE EL AULA 

Hay otra forma, denominada metodo de encubrimiento, para determinar los coeficientes 
en una descomposicion en fracciones parciales en el caso especial cuando el denominador 
del integrando es el producto de factores lineales distintos: 

~, = _pw_ 

j ) (X- rO(x- r 2 ) •••(*- r n y 


Este metodo se ilustrara por medio de un ejemplo especifico. A partir del analisis anterior 
sabemos que existen constantes unicas A, B y C tales que 


x 2 + 4x — 1 _ A B C 

(x — l)(x — 2)(x + 3) x — 1 x — 2 x + 3 


(13) 


Suponga que multiplicamos por x — 1, que se simplifica y luego se hace x = 1, a ambos miem- 
bros de esta ultima expresion. Puesto que los coeficientes de B y C son cero, obtenemos 


x 2 + 4x - 1 


(x - 2)(x + 3) 


= A 


x=l 


o A = —1. 


Escrito de otra forma, 


x 2 + 4x - 1 

1C* 1)1 0 - 2)(X + 3) X=1 


donde sombreamos o cubrimos el factor que se cancela cuando el miembro izquierdo de 
(13) se multiplica por x — 1. Este factor cubierto no se evalua en x = 1. Luego, para obtener 
B y C simplemente evaluamos el miembro izquierdo de (13) mientras se cubren, a la vez, 
x - 2 y x + 3: 


x 2 + 4x - 1 
(x - 1) |(x - 2)1 (x + 3) 
x 2 + 4x - 1 
(x - 1) (x - 2) |(x + 3)1 


= B 

x = 2 

= c 

x = — 3 


O 

o 


B = 

C = 


11 

5 


1 

5* 


Por tanto, obtenemos la descomposicion 

x 2 + 4x - 1 _ -1 H I ~J_ 

(x — l)(x — 2)(x + 3) x— 1 x — 2 x + 3 


Ejercicios 7.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-23. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-8, escriba la forma idonea de la descom¬ 
posicion en fracciones parciales de la expresion dada. No eva- 
lue los coeficientes. 


1. 

3. 

5. 

7. 


x - 1 
x 2 + X 


(x — l)(x + 2) 3 
4 

x 3 (x 2 + 3) 

2x 3 — x 
(x 2 + 9) 2 


2 . 9 *~ 8 

(x - 3)(2x - 5) 

. 2x 2 — 3 

4 - ^-7 

x 3 + 6x 2 

^ — x 2 + 3x + 7 

(x + 2) 2 (x 2 + x + 1) 

g 3x 2 — x + 4 
x 4 + 2x 3 + x 


En los problemas 9-42, use fracciones parciales para evaluar 
la integral dada. 


9. 


1 


x(x — 2) 


dx 


ii. i y + 2 dx 


13. 


15. 


17. 


2x 2 - x 
x + 1 
x 2 - 16 


dx 


2x 2 + 5x + 2 


dx 


x 2 + 2x — 6 


X — X 


dx 


10 . 


14. 

16. 

18. 


1 


x(2x + 3) 


dx 


12 . \H±^dx 


dx 


x 2 + 2x 

1 

4x 2 - 25 
x + 5 

(x + 4)(x 2 - 1) 
5x 2 — x + 1 


dx 


x 3 4x 


dx 
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19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

28. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

40. 

41. 


1 


(x + l)(x + 2)(x + 3) 
At 2 + 3t - 1 


dx 20 . 


1 


(4x 2 - 1)0 + V) 


dx 


t 3 - r 2 

1 


x 3 + 2x 2 + x 
2x — 1 


- dr 


dx 


(x + l ) 3 

1 


dx 


22. I^^dx 

x 3 + 2x 2 

t - 1 

t 4 + 6r 3 + 9r 2 

1 


24. 

26. 


dr 


x 2 0 2 - 4) 2 


dx 


O 2 + 6x + 5) 2 

1 


dx 


O 2 “ x - 6)0 2 — 2x — 8) 
x 4 + 2x 2 - x + 9 


dx 


x 5 + 2x 4 
x — 1 


xO 2 +1) 

X 


- dx 


dx 30. 

32. 


5x - 1 


xO — 3) 2 0 + 2) 2 

1 


dx 


dx 


0 + 1)V + 1) 

1 


dx 


0 - 1)0 + 3) 

34. I-O- dx 


x 4 + 5x 2 + 4 

1 


dx 


x 3 - 1 


dx 


36. 

38. 


(x - l)\x 2 + 4) 

1 

x 4 + 13x 2 + 36 
81 


dx 


x 4 + 27x 


dx 


3x - x + 1 


0 3” 1)0 2 + 2x + 2) 
4x + 12 

0 — 2)0 2 + 4x + 8) 
x 2 - x + 4 


dx 

dx 


o 2 + 4) 2 


- dx 


42. 


1 


x 3 0 2 + l) 2 


- dx 


En los problemas 43 y 44, proceda como en el ejemplo 7 para 
evaluar la integral dada. 

v 2 


43. I * 3 ~ 2x2 + * ~ 3 dx 
x 4 + 8x 2 + 16 


44. 


(x 2 + 3) 2 


- dx 


En los problemas 45 y 46, proceda como en el ejemplo 8 para 
evaluar la integral dada. 

x 5 - 10x 3 


, x 4 + 3x 2 + 4 

45. --— dx 

(x + l) 2 


46. 


x 4 - 10x 2 + 9 


dx 


En los problemas 47-54, evalue la integral definida dada. 


47. 

49. 

51. 

53. 


1 


x 2 — 6x + 5 


- dx 


2x - 1 
! 0 0 + 3) 2 
i 


dx 


1 


48. 


50. 


1 1 


- dx 


'o * - 4 
2x + 6 

! xO + l ) 2 


dx 


Iq x 3 + x 2 + 2x + 2 
2x 3 + 5x 


dx 52. 


x 


dx 


_ t x + 5x + 6 


- dx 


J 0 x 4 + 8x 2 + 16 
54. [ —--- -dx 


i x + 4x + 5x' 


En los problemas 55-58, evalue la integral definida dada usando 
primero la sustitucion indicada seguida por fracciones parciales. 


55. 


56. 


Vl - .r 


dx; ir = 1 — x 2 


,3 

X — 1 , 2 X ~ l 

——- dx; u = 

x + 1 


x + 1 


57. | + ^ dx; u 3 = x + 1 


58. 


1 


Vx(l + ^x) : 


dx; ir = x 


= Repaso de aplicaciones 

En los problemas 59 y 60, encuentre el area bajo la grafica de la 
funcion dada sobre el intervalo indicado. De ser necesario, use 
una calculadora o un SAC para obtener la grafica de la funcion. 

1 


59. y = 


[2,4] 


x + 2x — 3 

60. y = — - O -; [0, 4] 

(x 2 + l)(x 2 + 2) 

En los problemas 61 y 62, encuentre el area acotada por la 
grafica de la funcion dada y el eje x sobre el intervalo indica¬ 
do. De ser necesario, use una calculadora o un SAC para obte¬ 
ner la grafica de la funcion. 


61. y = 


62. y 


(x + 2)(x + 3) 
3x 3 


; [- 1 , 1 ; 


X 3 - 8 


; [- 2 , 1 ] 


En los problemas 63-66, encuentre el volumen del solido de 
revolucion que se forma al girar la region acotada en el primer 
cuadrante por las graficas de las ecuaciones dadas alrededor 
del eje indicado. De ser necesario, use una calculadora o un 
SAC para obtener la grafica de la funcion dada. 

a - y = &Tv’ x=l ’ x = 3 ’ y = 0 '’ eje * 


64. y = 


65. y = 


66. y = 


V(x + l)(x + 4) 


, x = 0, x = 2, y = 0; eje x 


(x + l) 2 


, x = 0, x = 1, y = 0; eje y 


8 


(x 2 + l)(x 2 + 4) 


, x = 0, x = 1, y = 0; eje y 


= Piense en ello 

En los problemas 67-70, evalue la integral dada haciendo pri¬ 
mero la sustitucion seguida de una descomposicion en frac¬ 
ciones parciales. 


67. 

69. 


cos x r sen x 7 

--- dx 68. ---z— dx 

sen x + 3senx + 2 J cos x — cos x 


(e‘ + 1)V - 2) 


- dt 


70. 


„2t 


(, e' + l ) 3 


- dt 
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71. Encuentre la longitud de la grafica de y = e i) ii) * * * * * * * x sobre el 
intervalo [0, In 2\. [Sugerencia: Evalue la integral empe- 
zando con una sustitucion.] 


72. Explique por que una descomposicion en fracciones par- 
ciales podrfa ser innecesaria o inadecuada para la integral 
dada. Analice como es posible evaluar estas integrates. 

v-3 _ 

dx b) | —--- dx 


a) 


c ) 


(x l - l)(x 2 + 1) 


(X 2 + 5) 2 


- dx 


d) 


2x 3 + 5x 
X 4 + 5x 2 + 6 


dx 


73. Aunque para evaluar 

l (x - l) 10 (x + l) 10 dx 

puede usarse descomposicion en fracciones parciales, 
serfa necesario resolver 20 ecuaciones en 20 incognitas. 
Evalue la integral usando una tecnica de integracion mas 
sencilla. 

74. ^Por que la respuesta al problema 53 podrfa obtenerse sin 
ningun trabajol 


7.7 Integrates impropias 

■ Introduce ion Hasta el momento, en el estudio de la integral definida /*/(*) dx , entendiamos 
que 

• los limites de integracion eran numeros finitos, y que 

• la funcion/era continua sobre [ a , b] o, en caso de ser discontinua, que estaba acotada 
sobre el intervalo. 

Cuando se omite una de estas dos condiciones, se dice que la integral resultante es una integral 
impropia. En el siguiente analisis, primero consideramos integrates de funciones que estan defi- 
nidas y son continuas sobre intervalos no acotados; en otras palabras, 

• por lo menos uno de los limites de integracion es oo o — oo. 

Despues de eso examinamos integrates sobre intervalos acotados de funciones que se vuelven no 
acotadas sobre un intervalo. En el segundo tipo de integral impropia, 

• el integrando/tiene una discontinuidad infinita en algun numero en el intervalo de inte¬ 
gracion. 

■ Integrates impropias: intervalos no acotados Si el integrando/esta definido sobre un inter¬ 
valo no acotado, hay tres integrates impropias posibles con limites de integracion infinitos. Sus 
definiciones se resumen como sigue: 


Definicion 7.7.1 Intervalos no acotados 


i) Si/es continua sobre [ a , oo), entonces 


fix) dx = lim fix) dx. 

b->CG 


( 1 ) 


ii) Si/es continua sobre ( — oo, b], entonces 


f(x) dx = Km f{x) dx. 

a —» — oo 


Hi) Si/es continua sobre ( —oo, oo), entonces 

O r c 

f(x) dx = fix) dx + I fix) dx. 


( 2 ) 


( 3 ) 


Cuando los limites (1) y (2) existen, se dice que las integrates convergen. Si el limite no exis- 
te, se dice que las integrates divergen. En (3) la integral f-oof(x) dx converge en el supuesto 

de que ambas f -oo/(v) dx y fffix) dx convergen. Si cualquiera de f-oofix) dx o fffix) dx 

diverge, entonces la integral impropia ff^fix) dx diverge. 
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-l b 

a) Area sobre [— 1, b] 



b ) Area sobre [— 1, °°) 

FIGURA 7.7.1 Area bajo la 
grafica en el ejemplo 4 


EJEMPLO 1 


Uso de (1) 


1 

Evalue I — dx. 

J 2 X 

Solucion Por (1), 


1 ( x~ 2 

— dx — lim x -3 dx — Km —— 

2 x 3 *->°° J 2 b ^°° ~ 2 


b = -him (b~ 2 - 2~ 2 ). 

2 2 b ->oo 


Puesto que el limite Km b 2 = Km (1 lb 2 ') existe, 

1 b —>oo b —xx) V ' ' 


la integral dada converge, y 


lim (b 2 - 2 2 ) = Km(^r - j) = 0 - \ = 

z?^oo v 7 °°\b 2 4 J 4 4 




EJEMPLO 2 


Uso de (1) 


Evalue J x dx. 

Solucion Por (1), 


x 2 dx = Km 

6 —>oo 


1 

x 2 dx = Km — x 3 

6—>oo 3 


= Km ( \b 3 - \ 
l b^oo\ 3 3 


Puesto que Km (\b 3 — |) = oo existe, se concluye que la integral diverge. 


EJEMPLO 3 


Uso de (3) 


Evalue x 2 dx. 


Solucion Puesto que c puede escogerse de manera arbitraria en (3), se elige c= 1 y escribimos 

r l r oo 

x 2 dx = x 2 dx + x 2 dx. 

— OO -1 — 00 A 

Pero en el ejemplo 2 vimos que f™x 2 dx diverge. Esto es suficiente para concluir que x 2 dx 
tambien diverge. ■ 


■ Area Si/(x) > 0 para toda x sobre [a , oo), (— 00 , b] o (— 00 , 00 ), entonces cada una de las 
integrates en (1), (2) y (3) puede interpretarse como area bajo la grafica de/sobre el intervalo 
siempre que la integral converge. 


EJEMPLO 4 


Area 


Evalue J e x dx. Interprete geometricamente. 
Solucion Por (1), 


e x dx = Km e x dx = \im(-e x ) 

>00 >00 

1 J —1 


= Ifm (e - e~ b ). 

_ ] b —>00' 


Puesto que lime = 0, lim(e — e ) = e y asi la integral dada converge a e. En la FIGURA 

b —>00 b —>00 

7.7.1a) vemos que el area bajo la grafica de la funcion positiva/(x) = e~ x sobre el intervalo 
[ — 1, b] es e — e~ b . Pero, al tomar b —> 00 , e~ b —» 0, y entonces, como se muestra en la figura 
7.7. lb), es posible interpretar §°^ x e~ x dx = e como una medida del area bajo la grafica de/sobre 
[-l,oo). ■ 
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EJEMPLO 5 


Uso de (2) 


Evalue cos v dx. 


Solucion Por (2), 


cos x dx = lim cos x dx = Km senx 


= Km ( — sen a). 

a—» — oo 


Puesto que sen a oscila entre —1 y 1, concluimos que Km (—sen a) no existe. Por tanto, 

J O i i • a—oo 

cos x dx diverge. ■ 


EJEMPLO 6 


Evalue 


Uso de (3) 


+ 1 


dx. 


Solucion A1 escoger c = 0, es posible escribir 


y + 1 

Primero, se analizara I \: 


dx = 


e x + 1 


dx + 


+ 1 


dx — I\ + I 2 


h 


Km 6 dx = Km \n(e x + 1) 

e + 1 a—»—oo 

J a 


lim [In 2 

a—>-oo 


ln(^ a + 1)]. 


Luego, + 1 —» 1 puesto que e a —> 0 cuando (2 —> — oo. En consecuencia, ln(^ a + 1) —> In 1=0 
cuando a —» — oo. Por tanto, /! = In 2. 

Segundo, se tiene 


h 


Km ~^——rdx = Kmln(e* + 1) 

z?—>oo I e 4- 1 z?—>oo 

j o 


6 

o 


= lfm [In (e h + 1) 

b —>oo 


In 2]. 


No obstante, ^ + 1 —» oo cuando Z? —> oo, de modo que In (e h + 1) —> oo. Por tanto, I 2 diverge. 
Debido a que ambas I x e I 2 no convergen, se concluye que la integral dada es divergente. ■ 


EJEMPLO 7 


Uso de (3) 


La integral impropia 
1 


1 


-ool + -X 2 
0 


, 1 + x 2 


dx = 


dx converge porque 

i , . r i 


> 1 + x 2 


; dx + 


, 77 77 

--^ dx = — + — = 77 . 

1 + v 2 2 2 


El resultado se concluye a partir de los hechos de que 


o 


1 


-ool + X 2 

1 


dx = Km 


1 dx = — Km tan 1 a = — f — 77 


1 + * 2 


77 

2 


l 0 1 + v 


dx = Km —-—- dx = Km tan 1 b = 

b ^°° J 0 1 + x 2 b ~>°° 2 


EJEMPLO 8 


En (5) de la seccion 6.8 vimos que el trabajo realizado para levantar una masa m 2 desde la super- 
ficie de un planeta de masa m x hasta una altura h esta dado por 


W = 


R + h 


km i m 2 


dr , 
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m 2 

“en el infinito” 


r 



FIGURA 7.7.2 Masa m 2 levantada 
hasta el “infinito” en el ejemplo 8 



FIGURA 7.7.3 x = 0 es una 

asfntota vertical para la grafica de 
fix) = l/x 2 


donde R es el radio del planeta. Asi, la cantidad de trabajo realizado para levantar m 2 hasta una 
distancia ilimitada o “infinita” desde la superficie del planeta es 


W = 


3 km x m 2 


dr 


= km\ m 2 lim 

OO 


r 2 dr 


J R 


= Jerri] m 2 lim 

b-> oo 




km x m 2 

R ' 


Vea la FIGURA 7.7.2. A partir de los datos en el ejemplo 2 de la seccion 6.8 se concluye que el tra¬ 
bajo realizado para levantar una carga util de 5 000 kg hasta una “distancia infinita” desde la 
superficie terrestre es 


W = 


(6.67 X 10 _u )(6.0 X 10 24 )(5 000) 
6.4 X 10 6 


3.13 X 10 11 joules. 


Recuerde que si/es continua sobre [a, b], entonces la integral definida f b fix)dx existe. 
Ademas, si F\x) = fix), entonces f b fix) dx = F(b ) — F(a). Sin embargo, no es posible evaluar 
una integral como 


i 

-2 



(4) 


mediante el mismo procedimiento, puesto qu z fix) = l/x 2 tiene una discontinuidad infinita en 
[ — 2, 1 ]. Vea la FIGURA 7.7.3. En otras palabras, para la integral en (4), el “procedimiento” 


—x 


-l 


t 


= (-D - 



3 

2 


carece de sentido. Por tanto, se tiene otro tipo de integral que demanda un tratamiento especial. 


■ Integrates impropias: discontinuidades infinitas De una integral f*f(x) dx tambien se dice 
que es impropia si/no esta acotada sobre [a, b ], es decir, si/tiene una discontinuidad infinita 
en algun numero en el intervalo de integracion. Hay tres integrates impropias posibles de este 
tipo. Sus definiciones se resumen a continuacion. 


Definicion 7.7.2 Discontinuidades infinitas 


i ) Si/es continua sobre [a, b) y \f(x) \ —> oo cuando x —> b , entonces 


rb 


/(x) dx = lirn 


fix) dx. 


ii) Si/es continua sobre ( a , b] y |/(x)| —» oo cuando x — >a + , entonces 


rb 


fix ) dx = lim + 


fix) dx. 


(5) 


( 6 ) 


J a J s 

iii) Si |/(x)| —>oo cuando x— >c para alguna c en (a, b) y/es continua en todos los demas 
numeros en [a, b ], entonces 


(7) 


fix) dx = fix) dx + fix) dx 


Cuando los limites en (5) y (6) existen, se dice que las integrates convergen. Si el limite no 
existe, entonces se dice que la integral diverge. En (7) la integral / b a fix) dx converge siempre 
que ambas / c a fix) dx y / b c fix) dx convergen. Si cualquiera de f c a fix) dx o f b fix) dx diverge, 
entonces / b a fix) dx diverge. 
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EJEMPLO 9 


Uso de (6) 


Evalue 




dx. 


Solucion Observe que/(x) = 1/Vi —> oo cuando x —> 0 + , es decir, x = 0 es una asmtota ver¬ 
tical para la grafica de/. Asi, por ( 6 ) de la definicion 7.7.2, 


i r 4 

dx = lim v -1 / 2 dx = lim 2 V 1 / 2 


Vx 

*1/2 = i 


S '—»0 + 




Puesto que lim s L/z = 0 se tiene lim [4 — 2s 1/2 ] = 4. Entonces, la integral dada converge y 


= lim [4 - 2s 1 / 2 ]. 

s^0 + 


dx = 4. 


! 0 Vx 


Como vemos en la FIGURA 7.7.4, el numero 4 puede considerarse como el area bajo la grafica de/ 
sobre el intervalo [0, 4]. ■ 


EJEMPLO 10 


Uso de (6) 


Evalue In x dx. 

Jo 

Solucion En este caso se sabe que/(x) = In x —» —oo cuando x —> 0 + . A1 usar ( 6 ) e integracion 
por partes obtenemos 


In x dx = lim In x dx 

s^0 + 


= lim (x In x — x) 
s—»o + 

= lim [(e In e — e) — (s In s — s)] \ne = 1 
s—»o + 

= lim s(l — In s). 

^o + v 7 

Luego, el ultimo limite tiene la forma indeterminada 0 • oo, pero si se escribe como 

_ 1 — In s 

lim ——-’ 

^o + 1 / s 

identificamos que la forma indeterminada ahora es oo/oo. Entonces, por la regia de L’Hopital, 


_ 1 - In s h „ 

lim——- = lim 


- 1 /s 


. „ . _ . = lims = 0. 

s—»0 + \/s s—»0 + — \fs^ s—»0 + 

En consecuencia, la integral converge y /q In x dx = 0. ■ 

El resultado f* In x dx = 0 en el ejemplo 10 indica que el area neta con signo entre la gra¬ 
fica de/(x) = In x y el eje x sobre [0, e ] es 0. A partir de la FIGURA 7.7.5 vemos que 


J o 


In x dx = In x dx 4- In x dx = —A x + A 2 = 0 . 

J 0 J i 

En el ejemplo 7 de la seccion 7.3 vimos que f* In x dx = 1, y asi A 1 =A 2 = 1. 

Uso de (7) 


EJEMPLO 11 


Evalue 


1 


- dx. 


J 1 (X - 2 ) 1 / 3 

Solucion En el intervalo [1,5] el integrando tiene una discontinuidad infinita en 2. En conse¬ 
cuencia, a partir de (7) escribimos 

[ -- —777 dx ~ [ (x — 2) -1 / 3 dx + [ (x — 2) -1 / 3 dx = / + I 2 . 

Ji C* - 2) 1/3 Jj J 2 



FIGURA 7.7.4 Area bajo la 
grafica en el ejemplo 9 



FIGURA 7.7.5 Area neta con 
signo en el ejemplo 10 
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FI GURA 7.7.6 Grafica del 
integrando en el ejemplo 11 


Ahora, 


De forma similar, 


/. = lfm 


,^2-j 

= | lim | (t 

2 f-» 2 


r 5 

It 

ii 

(x 


> w ->] = -!■ 
:)-/>*= itofu - 

*'5' 

= | Urn [3 2 / 3 - (5 - 2) 2 / 3 ] = 


t 

1 


5 

5 


Puesto que ambas /, e I 2 convergen, la integral dada converge y 


dx 


i - 2) 1 / 3 


3 3^ 
2 + 2 


1.62. 


Observe a partir de la FI GURA 7.7.6 que este ultimo numero representa un area neta con signo sobre 
el intervalo [1,5]. ■ 


EJEMPLO 12 


Otro repaso a la integral en 


(4) 


Evalue dx. 

J—2 X 


Solucion Esta es la integral analizada en (4). Puesto que en el intervalo [—2, 1] el integrando 
tiene una discontinuidad infinita en 0, escribimos 


[ 4r dx = [ ~z dx f dx = I x + I 2 . 

j- 2 x z J_ 2 x z J 0 x z 

Luego, el resultado 


f° i 


t 

i r 

II 

.1- 

ii 

1 

x 2 dx = lfm (— x _1 ) 

= lim 


J_ 2 x z t—>0~ J 

J 

—2 ^—^0 

t 2_ 


indica que no hay necesidad de evaluar I 2 = dx/x 2 . La integral f l _ 2 dx/x 2 diverge. 


J NOTAS DESDE EL AULA 

i) Usted debe comprobar que x dx = f^x dx + f™x dx diverge, puesto que ambas 
f-oo x dx y / 0 °°v dx divergen. Un error comun que se comete al trabajar con integrates con 
limites infinitos dobles es usar un limite: 


x dx = lim I x dx = lim }rx 2 


t i 

= — lim [ t 2 - t 2 ] = 0. 

J -t 


: t-> oo 


Por supuesto, esta “respuesta” es incorrecta. Integrates del tipo /^/(v) dx requieren la 
evaluation de dos limites independientes. 

ii) En el trabajo previo a menudo escribimos sin pensar que la integral de una suma es la 
suma de las integrates: 


( 8 ) 


[/(*) + g(x)] dx = f{x) dx + g(x) dx. 


Para integrates impropias es necesario proceder con mas cautela. Por ejemplo, la integral 
1 1 


x + 1 


dx converge (vea el problema 25 en los ejercicios 7.7), pero 


x + 1 


dx ^ | dx — 
x 


x + 1 


dx. 


La propiedad en (8) sigue siendo valida para integrates impropias siempre que ambas 
integrates en el miembro derecho de la igualdad converjan. 
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Hi) Para ejemplos, problemas y graficas como la figura 7.7.1, los estudiantes a menudo que- 
dan con la impresion de que /(x) —> 0 cuando x —> oo es una condicion necesaria para 
que la integral / a °°/(x) dx converja. Esto no es asi. Cuando llegue a los ejercicios 9.3 tra- 
baje el problema 70. 

iv) Es posible que una integral tenga limites de integracion infinitos y un integrando con una 
discontinuidad infinita. Para determinar si una integral como 

limite infinito —> f °° 


el integrando es discontinue en x = 1 —» h X 


— , dx 

Vx^l 


converge, la integracion se interrumpe en algun punto de continuidad conveniente del 
integrando; por ejemplo, x = 2: 


1 


dx = 


1 


: dx + 


1 


dx = Ii + I 2 . 


(9) 


t xVx 2 — 1 h xVx 2 — 1 h xVr 2 - 1 

1 1 e I 2 son integrates impropias; es del tipo dado en (6) e I 2 es del tipo dado en (1). Si 
ambas I x e I 2 convergen, entonces la integral original converge. Vea los problemas 85 y 
86 en los ejercicios 7.7. 

v) El integrando de f*f(x) dx tambien puede tener discontinuidades infinitas tanto en 
x = a como en x = b. En este caso la integral impropia se define en forma analoga a (7). 
Si un integrando / tiene una discontinuidad infinita en varios numeros en (a, b), enton¬ 
ces la integral impropia se define mediante una extension natural de (7). Vea los proble¬ 
mas 87 y 88 en los ejercicios 7.7. 

vi) Algunas veces ocurren cosas raras cuando se trabaja con integrates impropias. Es posi¬ 
ble girar una region con area infinita alrededor de un eje y el volumen resultante del soli- 
do de revolucion puede ser finito. Un ejemplo bastante famoso de esta clase se propor- 
ciona en el problema 89 de los ejercicios 7.7. 


Ejercicios 7.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-24. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-30, evalue la integral impropia dada o 
demuestre que diverge. 


1. | dx 


3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 


v-0.99 


dx 


e 2x dx 


In x 


dx 


1 


x(ln x) 5 

© 

x 


dx 


-oo(x 2 + 1) 3/2 
0 


dx 


-oo (x 2 + 9) 2 

r oo 

15. ue~ u du 


dx 


17. 


2/77 


’ sen(l/x) 
x 2 


dx 


1 


dx 


dx 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10. | In x dx 

12 . 


x L01 

o 

e~ x dx 


In t 7 
—rdt 
t 2 


14. 


16. 


18. 


3 1 + x 

1 


- dx 


^3x + 1 


; dx 


3 3 

X 


LooX 4 + 1 

te~ r dt 


dx 


19 


1 


1 x 2 + 2x + 2 

XD 

21. | e~ x senxdx 
x + 1 


dx 


23, 


25. 


27. 


29. 


- dx 

1/2 x 3 

1 1 


X X + 1 
1 

x 2 + 6x + 5 


dx 


dx 


-2 2 

x 


, (X 3 + l) 2 


- dx 


20 . 


22 . 


24. 


26. 


28. 


30. 


0 


j_oo x + 2x + 3 
0 

e x cos 2x dx 

j —00 


dx 


00 


(e~ x - e~ 2x ) 2 dx 


20 


X X 2 + 9 

1 


j—oo x — 3x + 2 


dx 


dx 


1 


J o 


er -r e 


— dx 


En los problemas 31-52, evalue la integral impropia dada o 
demuestre que diverge. 

f 5 . 


31. 


33. 


35. 


Jo 


— dx 
x 

jd.99 


dx 


Jo 


V2^" 


: dx 


32. 

34. 

36. 


r 2/3 


dx 


,,1.01 


dx 


1 


'i (x ~ l) z 


- dx 
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37. 




dx 


39. (x - 1 r 2/3 dx 


41. x In x dx 


r 77-/2 

43. I tan t dt 


45. 


47. 


49. 


51. 


senx 
1 + cos x 


dx 


o 


_l Vl + X 
1 x 2 

l Vi - x 2 


dx 


dx 


i V3 + 2x — x 2 


38. 

40. 

42. 

44. 

46. 

48. 

50. 

dx 52. 


•>0 


W 7 ! 

27 V 3 


; dx 


Jo 


r 2/3 


1 


dx 


x In x 


dx 


Jo 


77-/4 2 /1 

7 sec 6 
Vtan 6 


d6 


COS X 


Jo 


VT 


: dx 


x 2 — 1 


senx 


dx 


Ve w - 1 


dw 


Jo 


1 + 1 


.Vi Vl - 


dx 


En los problemas 53 y 54, use una sustitucion para evaluar la 
integral dada. 

1 


53. 


V* (x + 4) 


dx 


54. I \fxe v * dx 


= Repaso de aplicaciones 

En los problemas 55-58, encuentre el area bajo la grafica de 
la funcion dada sobre el intervalo indicado. 

55 ./(*) =- 1 — [l,oo) 

(2x + l) 2 

56. f(x) = , 10 ; (-oo,5] 

x 2 + 25 

57. f(x) = (-00, 00) 

58. /(x) = |x| 3 e - * 4 ; (-00, 00) 

59. Encuentre el area de la region que esta acotada por las 
graficas de y = 1/ Vx — 1 y y = — 1/ Vx — 1 sobre el 
intervalo [1,5]. 

60. Considere la region que esta acotada por las graficas de 
y = 1 /Vx + 2 y y = 0 sobre el intervalo [ —2, 1 ]. 

a) Demuestre que el area de la region es finita. 

b ) Demuestre que el solido de revolucion formado al 
girar la region alrededor del eje x tiene volumen infi- 
nito. 


61. Use una calculadora o un SAC para obtener las graficas de 



y 


i 

x(x 2 + 1) 


Determine si el area de la region acotada por estas grafi¬ 
cas sobre el intervalo [0, 1] es finita. 

62. Encuentre el volumen del solido de revolucion formado 
al girar la region acotada por las graficas de y = xe~ x y 
y = 0 sobre [0, oo) alrededor del eje x. 

63. Encuentre el trabajo realizado contra la gravedad al le- 
vantar una carga de 10 000 kg hasta una distancia infini- 


ta por arriba de la superficie de la Luna. [ Sugerencia : 
Revise la pagina 357 de la seccion 6.8.] 

64. El trabajo realizado por una fuerza externa para mover 
una prueba de carga q 0 radialmente desde el punto A 
hasta el punto B en el campo electrico de una carga q se 
define como 


W = 

47T^o 



Vea la FIGURA 7.7.7. 

a) Demuestre que W = 

b) Encuentre el trabajo realizado para llevar la carga de 
prueba hasta una distancia infinita del punto B. 


47re 0 \r B r A J 



La transformada de Laplace de una funcion y =/(x), defini- 
da por la integral 

TOO 

#{/(*)}= e~ sl fit)dt, 


es muy util en algunas areas de las matematicas aplicadas. En 
los problemas 65-72, encuentre la transformada de Laplace de 
la funcion e imponga una restriccion sobre s para la cual la 
integral converja. 

65. f{x) = 1 66. fix) = x 

67. fix) = e* 68. fix) = e“ 5 * 


69. fix) = senx 


71. fix) = 


fO, 0 < x < 1 
\l, x > 1 


70. fix) = cos 2x 


72. fix) 


1 0, 0 < x < 3 

\e- x , x > 3 


73. Una funcion de densidad de probabilidad es cualquier 
funcion no negativa/definida sobre un intervalo [a, b] 
para la cual /^/(x) dx = 1. Compruebe que para k > 0, 


fix) = 



x < 0 
x > 0 


es una funcion de densidad de probabilidad sobre el inter¬ 
valo (-00, oo). 


74. Otra integral de matematicas aplicadas es la funcion 
gamma: 


J r oo 

t a ~ l e~ f dt, x > 0. 
o 

a) Demuestre que r(<x + 1) = aU(aO. 

b) Use el resultado en el inciso a) para demostrar que 


Tin + 1) = 1 • 2 • 3 • • • (n — \) - n = n\, 


donde el simbolo n\ se lee “n factorial”. Debido a esta 
propiedad, la funcion gamma se denomina funcion fac¬ 
torial generalizada. 
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= Piense en ello 


En los problemas 75-78, determine todos los valores de k tales 
que la integral dada sea convergente. 


75. 

77. 


v 

x k 



76. 

[ x 2k dx 

J 

—OO 

78. 

r°°( lnx)* 


La siguiente es una prueba de comparacion para integrales 
impropias. Suponga que / y g son continuas y que 
0 < f{x) < g(x) parax > a. Si / a °°g(x) dx converge, entonces 
/ a °°/(x) dx tambien converge. En los problemas 79-82, use 
este resultado para demostrar que la integral dada es conver¬ 
gente. 


79. 

81. 


° 2 

sen i 


1 


x + e x 


dx 


: dx 


80. 

82. 


x 3 + 4 


dx 


- dx 


En la prueba de comparacion para integrales impropias, si la 
integral / fl °°/(x) dx diverge, entonces J a °°g(x) dx es divergen- 
te. En los problemas 83 y 84, use este resultado para demos¬ 
trar que la integral dada es divergente. 

1 + e -2 * 


83. 


Vx 


dx 


84. 


e x dx 


J 1 V ^ J X 

En los problemas 85-88, determine si la integral dada es con¬ 
vergente o divergente. 



r°° i 


85. 

-. dx 

Ji xVx 2 — 1 

86. 

87. 

f 1 dx 

88. 

J-iVl -X 2 


1 


-00 (x - 1) 2/3 
2 


dx 


2x - 1 


dx 


= Proyectos 

89. Un clasico matematico El matematico y ffsico italiano 
Evangelista Torricelli (1608-1647) fue el primero en 
investigar las interesantes propiedades de la region acota- 
da por las graficas de y = l/xyy = 0 sobre el intervalo 
[l,oo). 

a) Demuestre que el area de la region es infinita. 

b) Demuestre, no obstante, que el solido de revolucion 
formado al girar la region alrededor del eje x tiene 
volumen finito. Al solido mostrado en la FIGURA 7.7.8 se 
le denomina trompeta de Gabriel o trompeta de 
Torricelli. En algunas tradiciones religiosas se afirma 


que Gabriel es el angel del juicio, el destructor de 
Sodoma y Gomorra, y a menudo se le identifica como 
el angel que tocara la trompeta para anunciar el dia 
del Juicio Final. 

c) Use (3) de la seccion 6.6 para demostrar que el area 
superficial S del solido de revolucion esta dada por 


S = 2tt 


a V7T7 


dx. 


Use la version de la prueba de comparacion dada en 
los problemas 83 y 84 para demostrar que el area 
superficial es infinita. 



FIGURA 7.7.8 Trompeta de Gabriel en el problema 89 

90. Un poco de historia: Regreso a la peste Un estudio de 
la epidemia de Bombay de 1905-1906 encontro que la 
tasa de mortalidad de la epidemia podia aproximarse con 
el modelo matematico 

R = 890 sech 2 (0.2f - 3.4), 

donde R es el numero de muertes por semana y t es el 
tiempo (en semanas) desde el inicio de la epidemia. 

a) i Cual es la tasa pico de mortalidad y cuando ocurre? 

b) Estime el numero total de muertes al calcular la inte- 
gral f-ooRoit) dt. 

c) Demuestre que mas de 99% de muertes ocurrio en las 
34 primeras semanas de la epidemia; es decir, compa¬ 
re / 0 34 7?(0 dt con el resultado en el inciso b). 

d) Suponga que se desea usar un modelo “mas simple” 
para encontrar la tasa de mortalidad de la forma 

* 0 = ---, 

t 2 — 2 bt + c 

donde c > b 2 . Se quiere que este modelo tenga la 
misma tasa pico de mortalidad que el modelo original 
y tambien que el numero de muertes, R 0 (t) dt, sea 
el mismo. Encuentre coeficientes a, b y c que satisfa- 
gan estos requerimientos. 

e) Para el modelo en el inciso d), demuestre que menos 
de 89% de las muertes ocurre en las 34 primeras 
semanas de la epidemia. 


7.8 Integracion aproximada 

■ Introduce ion La vida en matematicas podria ser bastante placentera si la antiderivada de 
cualquier funcion pudiera expresarse en terminos de funciones elementales como funciones poli- 
nomiales, racionales, exponenciales o trigonometricas. Como se analizo en las Notas desde el 
aula en la seccion 5.5, este no es el caso. Por tanto, el teorema 5.5.1 no puede usarse para eva- 
luar cualquier integral definida. Algunas veces lo mejor que podemos esperar es una aproxi- 
macion del valor de una integral definida /^/(x) dx. En esta ultima seccion del capitulo conside- 
raremos tres de estos procedimientos numericos o de integracion aproximada. 
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2 


b) 

FIGURA 7.8.2 Rectangulos 
en el ejemplo 1 


En el siguiente analisis, de nuevo sera de utilidad interpretar la integral definida f*f(x) dx 
como el area bajo la grafica de/sobre [a, b]. Aunque la continuidad de/es esencial, realmen- 
te no hay ningun requerimiento de que/(x) > 0 sobre el intervalo. 

■ Regia del punto medio Una forma de aproximar una integral definida es proceder de la 
misma manera que en el analisis inicial sobre como encontrar el area bajo una grafica; a saber: 
construir elementos rectangulares bajo la grafica y sumar sus areas. En particular, se supondra 
que y = fix) es continua sobre [a, b] y que este intervalo se divide en n subintervalos de la 
misma longitud A x = (b — a)/n. (Recuerde que esta particion se denomina partition regular.) 
Una regia de aproximacion sencilla, aunque razonablemente precisa, consiste en sumar las areas 
de n elementos rectangulares cuyas longitudes se calculan en el punto medio de cada subinter- 
valo. Yea la FIGURA 7.8.1a). 




a) b) 

FIGURA 7.8.1 Uso de n rectangulos para aproximar la integral definida 


Ahora, si m k = (x k -i + x k )/2 es el punto medio de un subintervalo [x k - h x k \, entonces el area 
del elemento rectangular mostrado en la figura 7.8.1Z?) es 


A k = f(m k ) Ax = f(f l — —^ Ax. 


A1 identificar a = x 0 y b = x n y sumar las n areas, obtenemos 

)m.i, ' T| )a, i r( x ' ' 'Mi, + • 


+ ] A,. 


J a \ X \ X \ X 

Si Ax se sustituye por (b — a)/n , esta regia de aproximacion del punto medio puede resumirse 
como sigue: 


Definicion 7.8.1 Regia del punto medio 

La regia del punto medic 

,, b — a 

m -= „ 

) es la aproximacion J 

[/(^ + 2 x ') + f( x ': 

r 

fix) dx ~ M n , donde 

a 

; x j+ - ^/( x ’- 2 +x j} a) 


Puesto que la funcion fix) = l/x es continua sobre cualquier intervalo [ a , b] que no incluya el 
origen, se sabe que J^( l/x) dx existe. Para efectos del siguiente ejemplo, olvide que sabe que 
ln\x\ es una antiderivada de l/x. 


EJEMPLO 1 


Uso de (1) 


Aproxime 


f 2 

(l/x) dx por la regia del punto medio para n = l, n = 2y n = 5. 

-l 


Solucion Como se muestra en la FIGURA 7.8.2a), el caso n = 1 es un rectangulo donde Ax = 1. 
El punto medio del intervalo es m! = § y/(|) = §. En consecuencia, por (1), 


M x 


1-f ~ 0.6666. 
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Cuando n = 2, la figura 7.8.2Z?) muestra Ax = ^, Xo=l,x 1 = l + Ax=§yx 2 =l + 2 Ax = 2. 
Los puntos medios de los intervalos [l, §] y [§, 2] son, respectivamente, m x = f y m 2 = de 
modo que/(f) = f y/(|) = f. Por tanto, con (1) obtenemos 


M 2 



0.6857. 


Finalmente, para ft = 5, Ax = j-, x 0 = 1> *i = 1 + Ax = f, x 2 = 1 + 2 Ax = l, . . ., x 5 = 1 + 5Ax = 2. 
Los puntos medios de los cinco subintervalos [l, f], [f, |], [|, f], [|, §], [§, 2] y los valores funciona- 
les correspondientes se proporcionan en la tabla de la derecha. Asi, con la informacion en la tabla 
obtenemos 


M 5 


1 

5 


1010101010 
11 + 13 + 15 + 17 + 19 


0.6919. 


k 

m k 

f( m k) 

1 

li 

10 

10 

11 

2 

13 

10 


10 

13 

3 

15 

10 


10 

15 

4 

17 

10 


10 

17 

5 

19 

10 

10 

19 


En otras palabras, //( 1/x) dx ~ M 5 o //( \/x) dx ~ 0.6919. 


■ Error en la regia del punto medio Suponga que I = f*f(x) dx y que M n es una aproximacion 
a I usando n rectangulos. El error en el metodo se define como 

E n = \I ~ M n \. 

Por medio del siguiente resultado es posible encontrar una cota superior para el error. Se omite 
la demostracion. 


Teorema 7.8.1 Cota para el error de la regia del punto medio 

Si hay un numero M > 0 tal que \f"(x)\ < M para toda x en [a, b], entonces 

Milo - of 


F < 


24 n 2 


( 2 ) 


Observe que esta cota superior para el error es inversamente proporcional a ir. Por tanto, 
la precision en el metodo mejora a medida que tomamos cada vez mas rectangulos. Por ejemplo, 
si se duplica el numero de rectangulos, el error E 2n es menor que un cuarto de la cota para el 
error para E n . Asi, vemos que \imM n = /. 

Yl —>00 

El siguiente ejemplo ilustra como la cota para el error (2) puede usarse para determinar el 
numero de rectangulos con los que obtenemos una precision prescrita. 


EJEMPLO 2 


Uso de (2) 


Determine un valor de n de modo que (1) proporcione una aproximacion a 
hasta dos cifras decimales. 


(1/x) dx precisa 


Solucion La regia del punto medio es precisa hasta dos cifras decimales para los valores de n 
para los cuales la cota superior M(b — a) 3 /24n 2 para el error es estrictamente menor que 0.005. 
Para fix) = 1/x, se tien e/"(x) = 2/x 3 . Puesto que/" decrece sobre [1, 2], se concluye que 
/"(x) < /"(1) = 2 para toda x en el intervalo. Asi, con M=2, b — <2=1, se tiene 


2(1) 3 

24zz 2 


< 0.005 


>f 


16.67. 


^ Si se desea una precision hasta 
tres cifras decimales, se usa 
0.0005, etcetera. 


A1 tomar n > 5 obtenemos la precision deseada. 


El ejemplo 2 indica que la tercera aproximacion //(1/x) dx ~ 0.6919 obtenida en el ejem¬ 
plo 1 es precisa hasta dos cifras decimales. Para efectos de comparacion, el valor exacto de la 
integral, usando el teorema 5.5.1, 


— dx = In x 
x 


= In 2 - In 1 = In 2 « 0.6931 


es correcto hasta cuatro cifras decimales. Asi, para ft = 5 el error en el metodo E n es aproxima- 
damente 0.0012. 
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■ Regia trapezoidal Un metodo mas conocido para aproximar una integral se basa en la vali- 
dez de que es posible obtener una mejor estimacion de /*/(x) dx al sumar las areas de trapezoi- 
des en lugar de rectangulos. Vea la FIGURA 7.8.3a). El area del trapezoide mostrado en la figura 
7.8.3Z?) es h{li + If)/ 2. Asi, el area A k del elemento trapezoidal mostrado en la figura 7.8.3c) es 


Ak 


Ax 


f(Xk-1 ) + /fa) 
2 



FIGURA 7.8.3 Uso de n trapezoides para aproximar la integral definida 


Asi, para una particion regular en el intervalo [a, b ] sobre el que/es continua, obtenemos 


b r , N J A f(x 0 )+f(xi) , A f(xi)+f(x 2 ) , , A f{x n -x) + /(*„) 

fix) dx ~ Ax---F Ax---F- • • • + Ax--- 


J a 

Esta nueva regia de aproximacion se resume en la siguiente definicion despues de combinar ter- 
minos semejantes y sustituir Ax = ib — a)/n. 


Definicion 7.8.2 Regia trapezoidal 

La regia trapezoidal es la aproximacion 


fix ) dx ~ T n , donde 


Tn = ^[/(-) + 2 f( X l) + 2 f(X2) + • • • + 2 ftXn-O +f(x n )]. 


( 3 ) 


■ Error en la regia trapezoidal El error en el metodo para la regia trapezoidal esta dado por 
E n = \I — T n \, donde I = /^/(x) dx. Como lo demuestra el siguiente teorema, la cota del error 
para la regia trapezoidal es casi la misma que para la regia del punto medio. 


k 

*k 

/(**) 

0 

1 

1 

1 

7 

6 

6 

7 

2 

4 

3 


3 

4 

3 

3 

2 


2 

3 

4 

5 

3 


3 

5 

5 

11 

6 


6 

11 

6 

2 

1 

2 


Teorema 7.8.2 Cota para el error para la regia trapezoidal 


Si existe un numero M > 0 tal que |/"(x)| < M para toda x en [a, b], entonces 

Mfb - a) 3 


E„ < 


12 n 2 


( 4 ) 


EJEMPLO 3 


Uso de (4) y (3) 


Determine un valor de n de modo que la regia trapezoidal proporcione una aproximacion a 
(1/x) dx precisa hasta dos cifras decimales. Aproxime la integral. 

Solucion Al usar la informacion en el ejemplo 2, de inmediato tenemos: 

2 ( 1) 3 . 


12 n 2 


2 ^ 100 

n > 


33.33. 


< 0.005 


o 
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En este caso se toma n > 6 para obtener la precision deseada. Entonces, Ax = x 0 = 1, 
X! = 1 + A x = l,... ,x 6 = 1 + 6Ax = 2. Con la informacion en la tabla acompanante, (3) 
proporciona 


T 6 


12 


1 + 21 f 







= 0.6949. 


EJEMPLO 4 


Uso de (4) y (3) 


Aproxime cos Vx dx por la regia trapezoidal de modo que el error sea menor que 0.001. 


1/2 


Solucion La segunda derivada de/(x) = cos Vx es 

1 ( senVr 


/"W = 


Vx 


— cos Vr . 


Para x en el intervalo [^, l] se tiene 0 < (sen Vx)/Vx < 1 y 0 < cos Vx < 1 , y en consecuen- 
cia |/"(x)| < \x. Por tanto, sobre el intervalo, |/"(x)| < Asi, con M = \y b — a = por (4) 
se concluye que deseamos 


ffi 

12 n 2 


< 0.001 


n 2 > 


125 

24 


5.21. 


Asi, para obtener la precision deseada es suficiente escoger n = 3 y Ax = Con ayuda de una 
calculadora para obtener la informacion en la tabla acompanante, a partir de (3) encontramos la 
siguiente aproximacion para J^cos Vr dx: 


T ^u 


1 2 5 

cos A / — + 2 cos A / — + 2 cos A / — + cos 1 

2 V 3 V 6 


0.3244. 


k 

** 

f(Xk) 

0 

t 

2 

0.7602 

1 

2 

3 

0.6848 

2 

5 

6 

0.6115 

3 

1 

0.5403 


Aunque no es evidente a partir de una figura, un metodo mejorado de aproximacion a una 
integral definida J%f(x) dx puede obtenerse al considerar una serie de arcos parabolicos en lugar 
de una serie de cuerdas usadas en la regia trapezoidal. Es posible demostrar, en ciertas condicio- 
nes, que un arco parabolico que pasa por tres puntos especificos “ajusta” la grafica de/mejor 
que una sola linea recta. Vea la FIGURA 7.8.4. Al sumar las areas bajo arcos parabolicos obtenemos 
una aproximacion a la integral. 



FIGURA 7.8.4 Ajuste de un arco parabolico a traves de tres puntos consecutivos sobre la grafica de una funcion 


Para empezar, encontramos el area bajo un arco de una parabola que pasa por tres puntos 
Po(x 0 , y 0 X Pi(xi, y t) Y Piixii J2X donde x 0 < x x < x 2 y x x — x 0 = x 2 — x x = h. Como se mues- 
tra en la FIGURA 7.8.5, esto puede hacerse al encontrar el area bajo la grafica de y = Ax 2 + Bx + C 
sobre el intervalo [ — h, h] de modo que P 0 , P x y P 2 tienen coordenadas (~h, y 0 ), (0, y x ) y (h, y 2 ), 
respectivamente. El intervalo [ — h, h] se escoge por simplicidad; el area en cuestion no depen- 
de de la ubicacion del eje y. Al usar el teorema 5.5.1, el area es 

rh i 

(Ax 2 + Bx + Qdx = |(2 Ah 2 + 6C). (5) 



FIGURA 7.8.5 Area bajo un arco 
parabolico 
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Pero, puesto que la grafica pasa por (—h, y 0 ), (0, yf) y (h, y 2 ), debe tenerse 


y 0 — Ah 2 — Bh + C 

(6) 

yi = c 

(7) 

y 2 — Ah 2 + Bh + C. 

(8) 


A1 sumar (6) y (8) y usar (7), encontramos 2 Ah 2 — yo + yi ~ 2)q. Por tanto, (5) puede expre- 
sarse como 


area = ~(y 0 + 4y t + y 2 ). 


(9) 


■ Regia de Simpson Ahora suponga que el intervalo [a, b] se parte en n subintervalos del 
mismo ancho A x = (b — a)/n , donde n es un entero par. Como se muestra en la FIGURA 7.8.6, 
sobre cada subintervalo [x k - 2 ,x k \ de ancho 2Ax la grafica de/se aproxima por un arco de para¬ 
bola que pasa por los puntos P k - 2 , P k -1 y P k sobre la grafica que corresponde a los puntos fron- 
tera y al punto medio del subintervalo. Si A k denota el area bajo la parabola sobre [x k - 2 , x k ] , por 
(9) se concluye que 

A x 

A k = -y[/fe_ 2 ) + 4/(**_!) +/fe)]. 



FIGURA 7.8.6 Aproximacion de la funcion por un arco parabolico 
Por tanto, al sumar todas las A k obtenemos 

( b \y \y A X 

f(x)dx = —\ f(x 0 ) + 4/(a'|) + /(x 2 ) | + ^-[/(x 2 ) + 4/(x 3 ) +/(x 4 )] + • • • + — [/(x„_ 2 ) + 4/(x„_ 1 ) +/(x„)]. 
Ja 

Esta regia de aproximacion, denominada asi en honor del matematico ingles Thomas Simpson 
(1710-1761), se resume en la siguiente definicion. 


Definicion 7.8.3 Regia de Simpson 

La regia de Simpson es la aproximacion 

s „ = b 3n a [fix o) + 4/(x,) + 2/(x 2 ) + 4/i 

~b 

f{x) dx ~ S m donde 

a 

fe) + *' • + 2 f(x n - 2 ) + 4 f(x n -i) + f(x n )]. (10) 


De nuevo observamos que el entero n en (10) debe ser par, ya que cada A k representa el area 
bajo un arco parabolico sobre un subintervalo de ancho 2 Ax. 

■ Error en la regia de Simpson Si I = f*f(x) dx , el siguiente teorema establece una cota supe¬ 
rior para el error en el metodo E n = \I — S n \ usando una cota superior para la cuarta derivada. 
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Teorema 7.8.3 Cota para el error para la regia de Simpson 


Si hay un numero M > 0 tal que |/ (4) (x) | < M para toda x en [a, b], entonces 

Milo - of 


F < 


180« 4 


(ID 


EJEMPLO 5 


Uso de (11) 


Determine un valor de n tal que (10) proporcione una aproximacion a 
dos cifras decimales. 


'2 

(1 /x) dx precisa hasta 

J i 


Solucion Para fix) = l/x,/ (4) (x) 
M = 24 se concluye de (11) que 

24(1) 5 


24/x 5 


180 n 4 


< 0.005 


y sobre [ 1, 2],/ (4) (x) < / (4) (1) = 24. Asi, con 
4 ^ 80 

o n > — ~ 26.67 


y asi n > 2.27. Puesto que n debe ser un entero, es suficiente tomar n 


> 4. 


EJEMPLO 6 


Uso de (10) 


Aproxime J (1 /x) dx por la regia de Simpson para n = 4. 

Solucion Cuando n = 4, se tiene Ax = |. Por (10) y la tabla acompanante obtenemos 


54 12 


i+4| f Ml MyH 


0.6933. 


k 

m k 

f(m k ) 

0 

1 

1 

1 

5 

4 



4 

5 

2 

3 

2 


2 

3 

3 

7 

4 


4 

7 

4 

2 

1 

2 


En el ejemplo 6, tenga en cuenta que aun cuando se use n = 4, la integral definida J, 2 (l/x) Jx 
se esta aproximando por el area de solo dos arcos parabolicos. Recuerde que con la regia del 
punto medio se obtuvo / 2 (l/x) Jx~ 0.6919 con n = 5, la regia trapezoidal proporciono 
/ 2 (l/x) dx ~ 0.6949 con n = 6,y 0.6931 es una aproximacion de la integral correcta hasta cua- 
tro cifras decimales. 

En algunas aplicaciones solo puede ser posible obtener valores numericos de una cantidad 
2(x); por ejemplo, por medicion o experimentacion, en puntos especificos en algun intervalo 
[a, b] y aun asi ser necesario tener alguna idea del valor de la integral definida J^Q(x) dx. Aun 
cuando Q no este definida por medio de alguna formula explicita, sigue siendo posible aplicar la 
regia trapezoidal o la regia de Simpson para aproximar la integral. 


EJEMPLO 7 


Area 


de un terreno 


Suponga que desea encontrar el area de un terreno de forma irregular acotado por un camino 
recto y la orilla de un lago. Los limites del terreno se indican mediante las lmeas trazadas en la 
FIGURA 7.8.7a). Suponga que la frontera de 1 milla a lo largo del camino se divide, por ejemplo, en 
n = 8 subintervalos y que luego, como se muestra en la figura 7.8.7Z?), se miden las distancias 
perpendiculares desde el camino hasta la orilla del lago. Ahora es posible aproximar el area del 
terreno A = f„f(x) dx por medio de la regia de Simpson. Con b — <2=1 mi = 5 280 pies, Ax = 
C b — a)/n = 5 280/8 = 660 y las identificaciones/(x 0 ) = 83, . . . ,/(x 8 ) = 28, de (10) obtenemos 
la siguiente aproximacion para A: 


S 8 = ^[83 + 4(82) + 2(96) + 4(100) + 2(82) + 4(55) + 2(63) + 4(54) + 28] 
= 386 540 pies 2 . 
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Sabiendo que 1 acre = 43 560 pies 2 , vemos que el terreno mide aproximadamente 8.9 acres. 


Considere que 
-"-va es la 
ie alguna 

y=m 


Mediciones 



FIGURA 7.8.7 Orilla del lago en el ejemplo 7 


fa NOTAS DESDE EL AULA 


0 A pesar de la popularidad de la regia trapezoidal, una comparacion de las cotas de error 
(2) y (4) muestra que la regia del punto medio es mas precisa que la trapezoidal. 
Especificamente, (2) sugiere que en algunos casos el error en la regia del punto medio 
puede ser la mitad que en la regia trapezoidal. Vea el problema 33 en los ejercicios 7.8. 
ii) En algunas circunstancias, las reglas consideradas en el analisis previo proporcionan el 
valor exacto de una integral f*f(x) dx. Las cotas de error (2) y (4) indican que M n y T n 
produciran el valor preciso siempre que/sea una funcion lineal. Vea los problemas 31, 
32 y 35 en los ejercicios 7.8. La regia de Simpson proporciona el valor exacto de 
dx siempre que/sea una funcion lineal, cuadratica o polinomial. Vea los proble¬ 
mas 34 y 36 en los ejercicios 7.8. 

Hi) En general, la regia de Simpson proporciona mejor precision que la regia del punto 
medio y que la trapezoidal. Asi, ^por que molestarse con estas dos reglas? En algunos 
casos, las reglas del punto medio y trapezoidal producen una precision que es suficiente 
para los efectos del caso en cuestion. Ademas, el requerimiento de que n debe ser un 
entero par en la regia de Simpson puede evitar su aplicacion a un problema dado. 
Tambien, para encontrar una cota de error para la regia de Simpson es necesario calcu- 
lar y luego encontrar una cota superior para la cuarta derivada. La expresion para/ (4) (x) 
puede, por supuesto, ser muy complicada. Las cotas de error para las otras dos reglas 
dependen de la segunda derivada. 



Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-24. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, compare el valor exacto de la integral 
con la aproximacion obtenida a partir de la regia del punto 
n 



En los problemas 5-12, use la regia del punto medio y la regia 
trapezoidal para obtener una aproximacion a la integral dada 
para el valor indicado de n. 


En los problemas 3 y 4, compare el valor exacto de la integral 
con la aproximacion obtenida a partir de la regia trapezoidal 
para el valor indicado de n. 



10 . 


tan x dx\ n = 3 
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12 . 


senx 


dx; n = 5 [ Sugerencia : Defina/(0) = 1.] 


En los problemas 13 y 14, compare el valor exacto de la inte¬ 
gral con la aproximacion obtenida a partir de la regia de 
Simpson para el valor indicado de n. 


V2x 4- 1 dx; n = 4 14. sen 2 * dx; n = 2 


t/2 


13. 


En los problemas 15-22, use la regia de Simpson para obtener 
una aproximacion a la integral dada para el valor indicado de n. 


15. 


17. 


19. 


21 . 


5/2 

1/2 

1 


— dx; n = 4 


16. 


1 


v + 2 


dx; n = 6 


1 


1 + r 

7 sen v 

V + 77 


dx; n = 4 18. | Vx 2 + 1 dx; n = 2 


dx; n = 6 20. cos Vr dx; n = 4 


Vx 3 + v dx; n = 4 22. 


77/2 


1 


77/4 


2 + senx 


dx; n = 2 


23. Determine el numero de rectangulos necesarios de modo 
que una aproximacion a /_ 2 dx/(x + 3) sea precisa hasta 
dos cifras decimales. 


24. Determine el numero de trapezoides necesarios de modo 
que el error en una aproximacion a /*' 5 sen 2 x dx sea 
menor que 0.0001. 

25. Use la regia trapezoidal de modo que una aproximacion 
al area bajo la grafica de/(x) = 1/(1 + x 2 ) sobre [0, 2] 
sea precisa hasta dos cifras decimales. [ Sugerencia : 
Analic e/"'(x).] 

26. El dominio de/(x) = 10 A es el conjunto de numeros reales 
y f{x) > 0 para toda x. Use la regia trapezoidal para aproxi- 
mar el area bajo la grafica de/sobre [ — 2, 2] con n = 4. 

27. Use la regia de Simpson para determinar n de modo que 
el error al aproximar J 3 dx/x sea menor que 10 -5 . Com¬ 
pare con la n necesaria en la regia trapezoidal para obte¬ 
ner la misma precision. 

28. Encuentre una cota superior para el error al aproximar 
f 0 3 dx/(2x +1) por la regia de Simpson con n = 6. 


En los problemas 29 y 30, use los datos proporcionados en la 
tabla y una norma para aproximar la integral definida indicada. 

r 2.30 

29. f{x) dx; 

4.05 


X 

2.05 

2.10 

2.15 

2.20 

2.25 

2.30 

fix) 

4.91 

4.80 

4.66 

4.41 

3.93 

3.58 


r 1.20 

30. fix) dx; 

4 


X 

0.0 

0.1 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

0.9 

1.00 

1.20 

fix) 

-0.72 

-0.55 

-0.16 

0.62 

0.78 

1.34 

1.47 

1.61 

1.51 


31. Compare el valor exacto de la integral / 0 4 (2x + 5) dx con 
la aproximacion obtenida con la regia del punto medio 
con n = 2 y n = 4. 


32. Repita el problema 31 usando la regia trapezoidal. 

33. a) Encuentre el valor exacto de la integral I = f 

(x 3 + x 2 ) dx. 

b) Use la regia del punto medio con n = 8 para encontrar 
una aproximacion a I. 

c) Use la regia trapezoidal con n = 8 para encontrar una 
aproximacion a I. 

d) Compare los errores E s = |7 — M 8 1 y E s = \I — T s \. 

34. Compare el valor exacto de la integral ///x 3 — x 2 ) dx 
con las aproximaciones obtenidas con la regia de Simp¬ 
son con n = 2 y n = 4. 

35. Demuestre que la regia trapezoidal proporciona el valor 
exacto de 5^fix) dx cuando fix) = c x x + c 0 , con c 0 y c x 
constantes. Geometricamente, ^por que esto tiene sentido? 

36. Demuestre que la regia de Simpson proporciona el valor 
exacto de /^/(x) dx donde/(x) = c 3 x 3 + c 2 x 2 + cqx + c 0 , 
con c 0 , Ci, c 2 y c 3 constantes. 

37. Use los datos mostrados en la FIGURA 7.8.8 y la regia de 
Simpson para encontrar una aproximacion al area bajo la 
grafica de la funcion continua/sobre el intervalo [1, 4]. 



FIGURA 7.8.8 Grafica para el problema 37 

38. Use la regia trapezoidal con n = 9 para encontrar una 
aproximacion al area bajo la grafica en la FIGURA 7.8.9. 
^Proporciona esta regia el valor exacto del area? 



FIGURA 7.8.9 Grafica para el problema 38 


39. El gran estanque para peces en forma irregular que se 
muestra en la FIGURA 7.8.10 contiene agua hasta una profun- 
didad uniforme de 4 pies. Use la regia de Simpson para 
encontrar una aproximacion al numero de galones de 
agua que hay en el estanque. Las medidas estan en pies; 
la separacion vertical entre las mediciones horizontales 
es 1.86 pies. En 1 pie 3 de agua hay 7.48 galones de agua. 
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FIGURA 7.8.10 Estanque en el problema 39 


40. El momento de inercia I de la helice con tres aspas de un 
barco cuyas dimensiones se proporcionan en la FIGURA 
7.8.11a) esta dado por 


I = 


3[)7T 




donde p es la densidad del metal, g es la aceleracion de la 
gravedad y A es el area de una seccion transversal de la heli¬ 
ce a una distancia de r pies del centro del cubo. Si p = 570 
lb/pie 3 para el bronce, use los datos en la figura 7.8.11Z?) y 
la regia trapezoidal para encontrar una aproximacion a I. 



r (pies) 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

3.5 

4 

4.5 

A (pies) 

0.3 

0.50 

0.62 

0.70 

0.60 

0.50 

0.27 

0 


b) 

FIGURA 7.8.11 Helice en el problema 40 


= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 41 y 42, use una calculadora o un SAC para 
obtener la grafica de la funcion dada. Use la regia de Simpson 
para aproximar el area acotada por la grafica de / y el eje v 
sobre el intervalo indicado. Use n = 10. 

41. fix) = ^(5 2 - 5 - |x| 2 ' 5 ) 2 ; [-5, 5] 

42. f{x) = 1 + |sen x\ x \ [0, 2i t] \Sugerencia : Use la grafica 
para discernir/(0).] 

f°VA 

43. a) Demuestre que la integral convergente 

puede escribirse como dt. x 

b) Use el resultado en el inciso a) y la regia de Simpson 
con n = 4 para encontrar una aproximacion a la inte¬ 
gral impropia original. 

44. Use (3) de la seccion 6.5 y la regia de Simpson con n = 4 
para encontrar una aproximacion a la longitud L de la 
grafica de y = |x 3 + 1 desde el punto (0, 1) hasta (2, y). 


45. Use (3) de la seccion 6.5 y la regia trapezoidal con n= 10 
para encontrar una aproximacion a la longitud L de la gra¬ 
fica de y = x 2 desde el origen (0, 0) hasta el punto (1, 1). 

46. Use (3) de la seccion 6.5 y la regia de Simpson con n = 6 
para encontrar una aproximacion a la longitud L de la 
grafica de y = In x sobre el intervalo [1,2]. 

47. Use (3) de la seccion 6.6 y la regia del punto medio con 
n = 5 para encontrar una aproximacion al area S de la 
superficie que se forma al girar la grafica de y = \x 2 
sobre el intervalo [0, 2] alrededor del eje x. 

48. Use la regia de Simpson con n = 6 para encontrar una 
aproximacion al area S de la superficie que se forma al 
girar la grafica de x = y 2 + 1 para — 1 < y < 1 alrede¬ 
dor del eje y. 

= Piense en ello 

49. a) Calcule la longitud L de la grafica que se muestra en 

la FIGURA7.8.12 sobre el intervalo [1,8]. 
b) Explique por que usar la regia trapezoidal con n = 1 
no es una buena idea. 



FIGURA 7.8.12 Grafica para el problema 49 


50. Un poco de historia La funcion integral logaritmica, 

Li(jc), se define por la integral 


Li(jt) 



para x > 2. En 1896, el matematico fiances Jacques Hada- 
mard (1865-1963) y el matematico belga Charles-Jean de 
la Vallee Poussin (1886-1962) demostraron —de manera 
independiente— el teorema de los numeros primos, que 
establece que el numero de numeros primos (2, 3, 5, 7, 11, 
etc.) menores que o iguales a x, denotado por tt(x), puede 
aproximarse por la integral logaritmica, lo cual significa que 


tt(x) 

limp;rr = 1. 
x-*oo Ll(v) 


a) Demuestre que tt(x) tambien puede aproximarse por 
la funcion x/ln x al usar la regia de L’Hopital y el teo¬ 
rema fundamental del calculo para demostrar que 


lim 


Li(x) 
x/ln x 


= 1 . 


Puesto que hay una infinidad de numeros primos, 
Li(v) —> oo cuando v —> oo. 

b) Use la regia de Simpson para aproximar Li(100). 
Calcule x/\n x para v = 100. Compare estas cifras con 
el numero real de numeros primos menores que 100. 

















































Revision del capitulo 7 433 


Revision del capitulo 7 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-24. 

A. Falso/verdadero_ 

En los problemas 1-20, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 

1. Bajo el cambio de variable u = 2x + 3, la integral 

3 u~ l/2 ) du. _ 

2. La sustitucion trigonometrica u = a sec 6 es idonea para integrales que contienen \/a 2 + u 2 . 


4x 


A/2v + 3 


dx se vuelve Jl 3 (u 1 ^ 2 — 


3. El metodo de integracion por partes se obtiene a partir de la regia del producto para diferen- 
ciacion._ 

,,2 i _ 2 . 


4. f\2x In x 2 dx = e 2 + 1.. 


5. Las fracciones parciales no son aplicables a 


1 


dx .. 


(x - l ) 3 

6. Una descomposicion en fracciones parciales de x 2 /(x + l) 2 puede encontrarse al tener la 

forma A/{x + 1) + B/(x + l) 2 , donde A y B son constantes._ 

7. Paraevaluar 1 ^ 

1 


que 


(2 i) 2 se su P one Q ue es posible encontrar constantes A, B, Cy D tales 

Ax + B Cx + D 


(x 2 - l) 2 X 2 - 1 (x 2 - l) 2 

8. Para evaluar Jx n e x dx, n un entero positivo, la integracion por partes se usa n — 1 veces. 


9. Para evaluar 




: dx, es necesario usar x = 3 sen 6. 


10. Cuando se evalua, la integral / sen 3 v cos 2 v dx puede expresarse como una suma de poten- 

cias de cosv._ 

11. Si J~/(jc) dx y /°°g(x) dx convergen, entonces / a °°[/(v) + g(v)] dx converge._ 

12. Si J fl °°[/(jc) + g(v)] dx converge, entonces / a °°/(X) dx converge._ 

13. Si/es continua para toda v y S^fix) dx diverge, entonces /^/(v) dx diverge._ 

14. La integral 5^fix) dx es defmida por lim jl t f(x) dx. _ 

1 


15. 


1 + 


dx es una integral impropia. 


16. 3 dx = 0 


17. / 0 4 v 0999 dx converge. 

18. /i°°v -0 ' 999 dx diverge. _ 


19. 


e x + 1 e x ~ 1 


dx diverge, ya que 


+ 1 


dx diverge.. 


20. Si una funcion/positiva tiene una discontinuidad infinita en un numero [a,b], entonces el 
area bajo la grafica sobre el intervalo tambien es infinita._ 

B. Llene los espacios en bianco_ 


En los problemas 1-6, llene los espacios en bianco. 

1. f™e~ 5x dx = _. 

2. Si / 0 °°£ - * 2 dx = V 77 / 2 , entonces dx = 


3. Si / 0 °°e x dx = \Ztt/2, entonces J dx = _. 

4. La integral $™x p dx converge para p < _y diverge para p 
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5. f x e 2t dt = f™e 2t dt para x 

6. / sen x ln(sen x) dx = _ 


C. Ejercicios 


En los problemas 1-80, use los metodos de este capitulo, o de capitulos previos, para evaluar la 
integral dada. 


1. 

3. 

5. 


1 


Vx + 9 
x 

Vx 2 + 4 

1 

(x 2 + 4) 3 

_ |x 2 +4 j 

7. --— dx 


dx 

dx 

dx 


9. 

11 . 


x 

x — 5 
x 2 + 4 
(In x) 9 


dx 

dx 


13. J t sen 1 1 dt 
15. | (x 4- l) 3 (x — 2) dx 
17. [ ln(x 2 + 4) dx 

19. 

21 . 


_1_ 

x 4 + 10x 3 + 25x 2 
x 


dx 


x 3 + 3x 2 - 9x — 27 


dx 


23. 1^4* 

COS t 


25. j tan 10 x sec 4 x dx 
27. | y cos y dy 
29. | (1 + sen 2 1) cos 3 1 dt 
31. | e w ( 1 + e lv ) 5 rfw 
33. Jcol ! 4jt* 

r tt jA 

35. cos x tan x dx 
Jo 


37. 


39. 


senx 
1 + senx 


dx 


1 


(x + l)(x + 2)(x + 3) 


dx 


41. e x cos 3x dx 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 


14. 

16. 


20 . 

22 . 

24. 

26. 


30 


e^dx 


1 

Vx 2 + 4 


dx 


dx 


x 2 + 4 
3x - 1 
x(x 2 - 4) 
^x + 27 


dx 

dx 


12. | (In 3x) 2 dx 

In x 


(* - l ) 2 

1 


dx 


(x + l) 3 (x — 2) 
18. | 8fe 2 ' 2 dt 

1 


dx 


dx 


x + 8x + 25 
x + 1 

(x 2 - x)(x 2 + 3) 


dx 


sen 3 6 
(cos 0) 3 / 2 
x tan x 


d6 


dx 


cos x 

28. | x 2 sen x 3 dx 

sec 3 6 


-de 


tan 6 

32. | (x - l)e~ x dx 

34. J (3 - sec x) 2 dx 
rW 3 

36. I sen 4 x tan x dx 

38. 

40. 

42. I x(x — 5 y dx 


COS X 

1 + senx 

In 2 


dx 


r In 2 

Ve* + 1 dx 

J\n 3 
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43. j cos (In t ) dt 
45. cos Vx dx 


47. cos x sen 2x dx 


49. Vx 2 + 2x + 5 dx 


51. | tan 5 x sec 3 xdx 

,5 


53. 


r 


1 + t 2 


- d£ 


__ f 5x 3 + x 2 + 6x + 1 , 

55. ----- dx 

J (x 2 + l ) 2 

57. I x sen 2 x dx 


59. |e sen *sen2xJx 

^ f^ 6 cosx 7 

61. - ; : dx 


'0 


VTT 


senx 


63. I senh 1 1 dt 
1 


65. 


67. 


xVx 4- 1 


dx 


sec 4 3 u 
cot 12 


dw 


... I 3 + senx 7 
69. --- dx 


cos 2 x 


71. x(l + In x) 2 dx 


dt 


73. I eV dx 

21 


75. 


77, 


1 + e r 


1 


VT - (5x + 2) 2 
79. I cos x lnlsen x| dx 


dx 


44. | sec 2 x In (tan x) dx 

cos Vx 


46. 


1 dx 


Vx 

48. | (cos 2 x — sen 2 x) dx 

1 


50. 


(8 - 2x - x 2 ) 3/2 


dx 


52. | cos 4 — dx 


54. 

56. 


Vl - x 1 

Vx 2 + 9 


dx 


dx 


58. I a + 1 )V' c/f 


60. tan 2 Jx 


62. 


77/2 


1 


'0 


sen x + cos x 


dx 


64. | x cot x 2 dx 

t + 3 


r 2 + 2* + 1 

2 


f x 5 Vx 2 + 4 dx 

Jo 


66 . 

68 . 

70. 

5 + cos z x 
72. | x cos 2 x dx 

1 


d£ 


sen 2x 


dx 


74. 


Vx + 1 — Vx 
76. I cos x cos 2x dx 


dx 


78. (In 2x) In x dx 


80. I In I I ^x 


^X — 1, 

En los problemas 81-92, evalue la integral dada o demuestre que diverge. 


81. x(x 2 - 9)“ 2/3 dx 

Jo 


82. x(x 2 - 9)“ 2/3 dx 

Jo 


83. | (x+1 )e x dx 

1 


85. 


1 + 5x 


dx 


84. 


86 . 


00 2x 

e AX 


e Ax + 1 


- dx 


87. In Vx dx 


l 0 (x z + 4) 

00 , r77 ^ 2 sec 2 r j 

88. | —— dt 

tan t 


dx 
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89. 

91. 


77/2 


1 — COS X 


dx 


1 


dx 


90. 

92. 


x + 1 
0 1 

\fxe^ x 


dx 

dx 


\fxe^ x Jo 

En los problemas 93 y 94, demuestre el resultado que se proporciona. 

1 


93. 


Vx j 7T 1 

. -r dx = — + - 

'i (1 + xf 4 2 


94. 


Vx(x + 1) 


dx = 77 


En los problemas 95 y 96, use el hecho de que 
te dado. 


e l dt = lim | e f dt = 00 para evaluar el Kmi- 


e r dt 


95. Km- 


96. Km 


e* dt 


97. Encuentre el area de la region acotada por las graficas de y = e~ x y y = e~ 3x sobre [0, 00 ). 

98. Considere la region acotada por las graficas de y = 1/ ^1 — x y y = 0 en el intervalo [0, 1 ]. 

a) Encuentre el area de la region. 

b ) Encuentre el volumen del solido de revolucion que se forma al girar la region alrededor 
del eje x. 

c ) Encuentre el volumen del solido de revolucion que se forma al girar la region alrededor 
de la recta x = 1. 

99. Considere la grafica de/(x) = (x 2 - l)/(x 2 + 1) dada en la FIGURA 7.R.I. 

a) Determine si la region R u que esta acotada entre las graficas de/y su asmtota horizon¬ 
tal, es finita. 

b ) Determine si las regiones R 2 y R 3 tienen areas finitas. 



FIGURA 7.R.1 Grafica para el problema 99 


100. Use el metodo de Newton para encontrar el numero x* para el cual la region sombreada R 
en la FIGURA 7.R.2 es 99% del area total bajo la grafica de y = xe~ x sobre [0, 00 ). 



FIGURA 7.R.2 Grafica para el problema 100 


101. Una fuerza variable continua/(x) actua sobre el intervalo [0, 1 ], donde F se mide en new¬ 
tons y x en metros. Empiricamente se ha determinado que 


x (m) 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Fix) (N) 

0 50 90 150 210 260 


Use una tecnica numerica idonea para aproximar el trabajo realizado sobre el intervalo. 
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102. En la FIGURA 7.R.3 se muestra la grafica de una fuerza variable F. 

a) Use elementos rectangulares de area para encontrar una aproximacion al trabajo reali- 
zado por la fuerza al mover una particula desde x = l hasta x = 5. 

b) Use la regia trapezoidal para aproximar el trabajo realizado. 



FIGURA 7.R.3 Grafica para el problema 102 



















Ecuaciones diferenciales 
de primer orden 


Capitulo 8 



En este capitulo Ahora estudiaremos ecuaciones diferenciales que tienen la forma 
dy/dx = F(x, y). Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales de primer orden. 
Analizaremos dos metodos de solucion y algunas aplicaciones de estas ecuaciones. Las ecua¬ 
ciones diferenciales de orden superior se consideraran en el capitulo 16 . 


8.1 Ecuaciones separables 

8.2 Ecuaciones lineales 

8.3 Modelos matematicos 

8.4 Curvas solucion sin solucion 

8.5 Metodo de Euler 
Revision del capitulo 8 
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8.1 Ecuaciones separables 

■ Introduce ion En varios conjuntos de ejercicios previos se pidio comprobar que una funcion 
dada satisface una ecuacion diferencial. En terminos generales, una ecuacion diferencial es una 
ecuacion que implica una funcion y desconocida y una o mas derivadas de y. Las ecuaciones 
diferenciales se clasifican por el orden de la derivada mas alta que aparece en la ecuacion. Por 
ejemplo, la ecuacion 


derivada de orden mas alto 


i 

fy + 4 ^. 

dx 2 dx 


+ 8y = 0 


( 1 ) 


Por supuesto, a menudo se 
usan sfmbolos diferentes. Por 
ejemplo, 


d 2 y 
dt 2 


+ 4 y = sen 2 1 


tambien es una ecuacion dife¬ 
rencial de segundo orden. 


es un ejemplo de ecuacion diferencial de segundo orden, mientras que 

dy = _x 
dx y 


( 2 ) 


es una ecuacion diferencial de primer orden. A1 usar la notacion “primada”, las ecuaciones dife¬ 
renciales en (1) y (2) pueden escribirse como y" + 4 y r + 8y = 0 y y r = ~x/y , respectivamen- 
te. Aunque esta notacion es mas facil de escribir e imprimir, la notacion de Leibniz usada en (1) 
y (2) suele preferirse a menudo porque muestra con claridad la variable independiente. 

La exploracion del tema de las ecuaciones diferenciales suele comenzar con el estudio de 
como resolverlas. Una solucion de una ecuacion diferencial es una funcion y(x) suficientemen- 
te diferenciable, definida de manera explicita o implicita que, cuando se sustituye en la ecuacion, 
se reduce a una identidad sobre algun intervalo. La forma natural de denominar la grafica y(x) 
es curva solucion. 

Como se menciono al inicio del capitulo, aqui estudiaremos metodos de solucion y algunas 
aplicaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden. A partir de este momento establece- 
mos la hipotesis de que una ecuacion diferencial se escribe como 


d L 

dx 


F{x, y). 


(3) 


Las funciones de dos variables |t donde F es una funcion de dos variables x y y. La funcion F se denomina funcion pendiente y 

(3) se denomina forma normal de la ecuacion diferencial. En un punto (x, y) sobre la curva solu¬ 
cion de la ecuacion diferencial, el valor F(x, y) proporciona la pendiente de una recta tangente. 


■ Una definicion En la seccion 5.1 ya se ha resuelto un tipo simple de ecuacion diferencial de 
primer orden. Recuerde que la ecuacion diferencial de primer orden 


dy 

dx 


= g(x) 


(4) 


puede resolverse al encontrar la antiderivada mas general de g; es decir, 

>’ = | g(x) dx. 

Por ejemplo, una solucion de la ecuacion diferencial de primer orden 

-j- = 2x + 
dx 


esta dada por 

y= j( 2x + e ~ 3x ) dx = x 2 - + C. 

Ecuaciones de la forma en (4) son justo un caso especial de una ecuacion diferencial de pri¬ 
mer orden dy/dx = F(x, y), donde la funcion F se puede factorizar en un producto de una fun¬ 
cion x por una funcion de y. 
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Definicion 8.1.1 Ecuacion diferencial separable 

Se dice que una ecuacion diferencial separable de primer orden es cualquier ecuacion 
dy/dx = F{x , y) que puede escribirse en la forma 

dy 

~r = g(x)f(y). (5) 


EJEMPLO 1 


Una ecuacion diferencial separable 


La ecuacion diferencial de primer orden 


dy = _x 
dx y 


( 6 ) 


es separable, puesto que el miembro derecho de la igualdad puede reescribirse de nuevo como 
el producto de una funcion de x por una funcion de y: 

gG) f(y) 

dy 1 

~r = -x • - ■ 

dx y 


Observe que cuand of(y) = 1 en (5) se obtiene (4). De manera analoga a las ecuaciones dife- 
renciales de la forma (4), una ecuacion diferencial separable tambien puede resol verse por inte¬ 
gracion. 

Antes de resolver una ecuacion separable, la reescribimos en terminos de diferenciales; por 
ejemplo, la ecuacion (6) puede escribirse en la forma diferencial 

y dy = —x dx. 

Asimismo, al dividir entre/(y), (5) puede volver a escribirse como 

P(y) dy = g(x) dx , 

donde por razones de conveniencia en la notacion hemos escrito p(y) = l//(y). Luego, si y = <fi(x) 
denota una solucion de (5), debemos tener 


y entonces, por integracion, 


p(<Kx)) 4>'{x) = g(x) 


p(<p(x)) 4>'(x) dx = g(x) dx. 


(7) 


Pero dy = <fi f (x) dx , de modo que (7) es lo mismo que 

| p(y) dy = | g(x) dx o bien, H(y) = G{x) + C, 

donde H(y) y G(x ) son antiderivadas de p{y) = l//(y) y g(x), respectivamente, y C es una cons- 
tante. Puesto que C es arbitraria, H(y) = G(x) + C representa una familia de soluciones de un 
parametro. El parametro es la constante arbitraria C. 

Nota: En la integracion de una ecuacion separable no es necesario usar dos constantes, porque 
si se escribe H(y) + C x — G(x) + C 2 , entonces la diferencia C 2 ~ C\ puede sustituirse por una 
sola constante C. 

A continuacion resumimos el analisis. 


Directrices para resolver una ecuacion diferencial separable 

i) Primero, determine si una ecuacion diferencial de primer orden es en realidad sepa¬ 
rable. Es decir, <4a ecuacion diferencial puede escribirse en la forma dada en (5)? 
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FIGURA 8.1.1 Familia de cfrculos 
en el ejemplo 2 


ii ) Si la ecuacion diferencial es separable, entonces vuelva a escribirla en forma dife- 
rencial: 

P(y) dy = g(x) dx. 

iii) Integre ambos miembros de la forma diferencial. Integre el miembro izquierdo con 
respecto a y y el miembro derecho con respecto a x. 


Antes de ilustrar el metodo de solucion presentado, debe saber que muchas ecuaciones dife¬ 
renciales de primer orden no son separables. Por ejemplo, ninguna de las ecuaciones diferenciales 


dy 

dx 


= x 2 


+ r 


y 


— = sen (x + y) 
dx 


es separable. 


EJEMPLO 2 


Resolucion de una ecuacion diferencial separable 


dy 

Resuelva — = 
dx 


x 

y 


Solucion La ecuacion diferencial dada se vuelve a escribir en la forma 


y dy = —x dx 


y al integrar ambos miembros se obtiene 


ydy = - 


y 2 x 2 

xdx o bien, — = —— + C x . 


Asi, una familia de soluciones de un parametro esta definida por x 2 + y 1 = C 2 . Aqui se ha esco- 
gido sustituir la constante arbitraria 2 C x por C 2 porque la ecuacion x 2 + y 2 = C 2 representa una 
familia de cfrculos centrados en el origen con radio C > 0. Vea la FIGURA 8.1.1. 

Las soluciones de la ecuacion diferencial son las funciones definidas implfcitamente por la 
ecuacion x 2 + y 2 = C 2 , C > 0. ■ 


■ Problema con valor inicial A menudo tenemos interes por resolver una ecuacion diferencial 
de primer orden dy/dx = F(x, y) sujeta a una condicion lateral prescrita y(x 0 ) = y 0 , donde x 0 y 
y 0 son numeros reales arbitrarios especificados de manera arbitraria. El problema 


Resolver : 


dy_ 

dx 


= F(x,y) 


Sujeto a: y(x 0 ) = y 0 


se denomina problema con valor inicial (PVI). La condicion lateral y(x 0 ) = y 0 se denomina 
condicion inicial. En terminos geometricos, se esta buscando por lo menos una solucion de la 
ecuacion diferencial sobre un intervalo I que contiene a x 0 tal que la curva solucion pase por el 
punto (x 0 , yo)- Desde un punto de vista practico, a menudo esto conlleva al problema de deter- 
minar un valor especffico de la constante C en una familia de soluciones. 


EJEMPLO 3 


Un problema con valor inicial 


cry x 

Resuelva el problema con valor inicial ^ = ——, y(4) = — 3. 

Solucion Por el ejemplo 2, una familia de soluciones para la ecuacion diferencial dada es 
x 2 + y 2 = C 2 . Cuando x = 4, entonces, y = — 3, de modo que con 16 + 9 = C 2 se obtiene C = 5. 
Por tanto, el PVI determina x 2 + y 2 = 25. Es a causa de su sencillez que podemos resolver la 
ultima ecuacion para una f uncion o solucion explfcita que satisface la condicion inicial. Al des- 
pejar y se obtiene y = ± \/25 — x 2 . Ya que la grafica debe ser la de una funcion y la grafica de 
esta funcion debe contener al punto (4, —3), debemos tomar la rafz cuadrada negativa. En otras 
palabras, la solucion es y = — A/25 — x 2 definida sobre el intervalo (—5, 5). En la figura 8.1.1, 
la curva solucion es el semicfrculo inferior del cfrculo que se muestra en azul. ■ 
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La ecuacion diferencial de primer orden 


dy , 

Tx = ky * 


( 8 ) 


donde k es una constante, tiene muchas aplicaciones. La ecuacion puede resol verse por separa- 
cion de variables. 


EJEMPLO 4 


dy 


Resolucion de una ecuacion diferencial separable 


Resuelva — = ky, donde k ¥= 0 es una constante. 


1 


Solucion La ecuacion diferencial se escribe como — dy = k dx. A1 integrar 

~dy = k^dx se obtiene ln\y\ = kx + C x . 

Luego, al despejar y se obtiene 

\y\ = ^ +Cl - obien, y = ±e kx+c ' = ±e c 'e kx . 

Al identificar de nuevo las constantes ±e Cl como C, una familia de soluciones de un parametro 
esta dada por y = Ce hc . ■ 

Para resolver ecuaciones diferenciales separables resulta evidente que es imperativo tener 
conocimientos sobre formulas y tecnicas de integracion. Se recomienda una revision de las sec- 
ciones 7.1-7.3 y 7.6. 


EJEMPLO 5 


Resolucion de una ecuacion diferencial separable 


dy 


Resuelva ( e 2y — y) — = e? sen v. 

Solucion Al volver a escribir la ecuacion como 


^ - 


y d y 


dx 


= sen v 


o bien, ( e y — ye y ) dy = sen x dx 


observamos que la ecuacion es separable. A partir de la forma diferencial de la ecuacion, 

sen v dx , 


(e y — ye y ) dy — 

vemos que para evaluar f ye~ y dy es necesario usar integracion por partes. El resultado es 

e y + ye~ y + e~ y = cos x + C. 

La ultima ecuacion define de manera implicita una solucion de la ecuacion diferencial. En efec- 
to, es imposible resolver la ultima ecuacion para y en terminos de x. ■ 


EJEMPLO 6 


Un problema con valor inicial 


Resuelva ^ = y(l - y), y(0) = 

Solucion La ecuacion diferencial vuelve a escribirse como 


1 


- dy = dx y se integra 


1 


dy = dx. 


y(l-y) J J & J y(l - y) 

Al usar fracciones parciales en el miembro izquierdo de la igualdad se obtiene 

i+ 1 


dy = \ dx 

y i — yj J 

ln|y|— In 11 — y\ = x + C\ 
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In 


y 

\-y 


— x + C\ 



FI GURA 8.1.2 Familia de curvas 
solucion en el ejemplo 6 


A1 resolver para y se obtiene 


y 

i -y 
y_ 

1 -y 


_ gX + C, = gCigX 

= C 2 e*. < 


C 2 e x 

y ~l+C 2 e* 


o bien, 


= 1 

y 1 + Ce x ’ 


( 9 ) 


donde hemos sustituido 1/C 2 por C. Luego, al sustituir x = 0 y y = 5 en la ultima ecuacion se 
llega a C = 2. La solucion del problema con valor inicial es 


1 

y 1 + 2e~ x ' 


( 10 ) 


En la FI GURA 8.1.2 se ilustran las graficas de varios miembros de la familia de soluciones dadas en 
(9) para valores positivos y negativos de C. Las graficas a color representan soluciones de esa 
ecuacion diferencial que estan definidas sobre el intervalo (— 00 , 00 ). La grafica de la solucion 
dada en (10) es la curva azul en la figura. ■ 


Ejercicios 8.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-25. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-20, resuelva por separacion de variables 
la ecuacion diferencial dada. 


1 dy « 

1 . — = sen 5x 

ax 

~ dy = 

dx 

dy _ / 1 + x 

dx V 1 + y 

7 dy _ 1 + 5x 2 
dx x 2 sen y 
dy 

9. x^ = 4y 

11. 5 r = e 3x+2y 

dx 

,, (y + 1 V dy 
13 ' * = yln -' 

15. ^ + N = Ntd* 1 

dt 

17. ^ = 5 P - P 2 

dt 

dy xy + 3x — y — 3 
dx xy — 2x + Ay — 8 


dy 

dt 


2 - i7 = (t + l ) 2 


4 . dy = JL 


dx 


5/ 




dy 

dx 


8 . ~~ — y 3 cos v 


dy 

10 . + 2xy = 0 

12 . e*y^ = e~ y + g- 2 *^ 


14 . * = (?y±± 

dx \4v + 5 


dQ 

16. -^ = m- 70) 
dX 

18. ^ = (10 - X)(50 - X) 

2 q dy xy + 2y — x — 2 

dx xy — 3y + x — 3 


En los problemas 21-26, resuelva el problema con valor ini¬ 
cial dado. 


dy 1 
21 . — = - L - 
dx (xy) 2 ’ 


^ _ 2x + sec 2 x 
‘ dx ~ 2y 


yd) = 3 

y(0) = -2 


23. ^ = 4(x 2 + 1), x(tt /4) = 1 
dy y 2 ~ l 

24 - * = ^ * 2 > = 2 
0 dy 

25 ' X dx = y ~ Xy ’ 3 , (-l)=-l 

dy 5 

26.^ + 2 y=l, y( 0 ) = - 


En los problemas 27 y 28, resuelva el problema con valor ini¬ 
cial dado. Escriba la solucion como una funcion algebraica 
explicita y = f(x) (vea las Notas desde el aula en la seccion 
1.3). Quiza sea necesario usar una identidad trigonometrica. 


27. 




y<o> = ^ 


4 dy 


28. (1 + x 4 ) ^ + x + 4xy 2 = 0, y(l) = 0 

En los problemas 29-32, use el hecho de que y = k sobre 
( —cx), cx)) es una funcion constante si y solo si dy/dx = 0 para 
determinar si la ecuacion diferencial dada tiene soluciones 
constantes. Resuelva la ecuacion diferencial dada. Suponga 
que k es cualquier numero real. 


dy 

29. x-£ + 6 y = 18 

31. d x- = y 1 ~y - 20 
dx 


dy 

30. 2-^ = 5 y + 40 
32. /X, y i + 2y + 4 


En los problemas 33 y 34, proceda como en los problemas 
29-32 para determinar si la ecuacion diferencial dada tiene 
soluciones constantes. Resuelva la ecuacion diferencial y luego 
encuentre una solucion cuya grafica pase por el punto indicado. 
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1 

<N 

II 

X 

rn 



a) (0, 1) 

b) (0, 0) 

o (u: 

dy , 

34< ix = y % 



a) (0, 0) 

b ) (0, 3) 

c) a i 

= Piense en ello 




35. Sin resolver, explique por que el problema con valor inicial 

dy 

— = Vy, y(x 0 ) = y 0 
no tiene solucion para y 0 < 0. 


36. Una solucion de una ecuacion diferencial que no es 
miembro de la familia de soluciones de la ecuacion se 
denomina solucion singular. Vuelva a analizar los pro- 
blemas 29, 31, 33 y 34 y encuentre cualquier solucion 
singular. En el ejemplo 6, ^cual serfa la solucion del PVI 
si la condicion inicial cambia a y( 0) = 1 ? 

37. En el ejemplo 3 se afirmo que la solucion y = — a/ 25 — x 2 
esta definida sobre el intervalo (—5, 5). ^Por que serfa 
incorrecto decir que la solucion esta definida sobre el in¬ 
tervalo cerrado [—5,5]? 


8.2 Ecuaciones lineales 

■ Introduce ion Continuamos la busqueda de soluciones de ecuaciones diferenciales de primer 
orden al examinar ecuaciones lineales. Las ecuaciones diferenciales lineales constituyen una 
familia especialmente “amigable” de ecuaciones diferenciales en el sentido de que, dada 
una ecuacion lineal, ya sea de primer orden o de orden superior, siempre hay una posibilidad 
aceptable de encontrar alguna clase de solucion de la ecuacion que se busque. Las ecuaciones 
diferenciales no lineales, especialmente las ecuaciones de orden mayor que o igual a dos, a 
menudo son imposibles de resolver en terminos de funciones elementales. 

La tecnica para resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden, como una ecuacion 
separable, consiste en la integracion; pero se integra solo despues que la ecuacion original se ha 
multiplicado por una funcion especial denominada factor de integracion. 

■ Una definicion Empezamos con la definicion de ecuacion lineal de primer orden. Cuando lea 
la siguiente definicion tenga en cuenta las siguientes propiedades esenciales: 

• En una ecuacion diferencial lineal la variable dependiente y su derivada son de primer 
grado; es decir, la potencia de cada termino que implica a la variable dependiente es 1, y 
cada coeficiente depende cuando mucho de una sola variable independiente. 


Definicion 8.3.1 Ecuacion lineal 

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una ecuacion dy/dx = F(x, y) que puede 
plantearse en la forma 

dy 

a \( x ) + a 0 (x)y = g(x). (1) 


Por supuesto, las funciones a x (x), a 0 (x) y g(x) en (1) pueden ser constantes. 

Si una ecuacion diferencial de primer orden no es lineal, se dice que es no lineal. 


EJEMPLO 1 


Lineal/no lineal 


a ) Por comparacion directa con (1), vemos que las siguientes ecuaciones diferenciales 

d l 
dx 


dy 

I + 3y = 6 


y x-± - 4y = x 6 e x 


son ecuaciones diferenciales de primer orden. 
b) Las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden son no lineales: 


la potencia no es 1 


el coeficiente depende de y 
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Es importante observar que no toda ecuacion diferencial de primer orden puede resolverse 
por el metodo de separacion de variables. La ecuacion lineal 


dy 

dx 


+ 2y = x 


no es separable. Por tanto, se requiere un nuevo procedimiento para resolver ecuaciones lineales. 


■ Forma normal o estandar A1 dividir (1) entre el coeficiente principal a x {x) se obtiene la 
siguiente forma mas util de una ecuacion lineal: 


dy 

dx 


+ P(x)y=f(x). 


( 2 ) 


La ecuacion (2) se denomina forma normal o estandar de una ecuacion diferencial lineal (1). 
Buscamos soluciones de (2) sobre un intervalo I para el cual P y/sean continuas. La ecuacion 
(2) tiene la propiedad de que cuando se multiplica por la funcion e^ p ^ x)dx , el miembro izquierdo 
de (2) se convierte en la derivada del producto e^ p(x)dx y. Para ver esto, observemos que la regia 
del producto y la regia de la cadena proporcionan 


Por la regia de la cadena: ^ 

dL e lm* = e fPMd ‘—[p(x)dx 
dx dx J 

= e fp(x>dx P(x) 


—— = gl p(x ' l<Ix —y + y — e f p( y> dx 

dx dx dx 

= e !P( - x)dx // + e !p(x)dx P(x)y. 

Por tanto, si ambos miembros de (2) se multiplican por e^ p(x)dx , obtenemos 

Estoes-^-[e- rPW *y] 

dx 

S' A N 

e SP(x)dx^_ + e SPtodxp( x ) y = e SP(x)dx f{x). 


(3) 


A1 comparar el miembro izquierdo de la ultima ecuacion con el resultado en (3), se concluye que 
la ultima ecuacion es lo mismo que 

A[ e lP(x)dX y \ = e fP( X )dXJ^ x y 


La forma de la ecuacion (4) constituye la clave para resolver ecuaciones diferenciales lineales de 
primer orden. Podemos simplemente integrar ambos miembros de (4) con respecto a x. La fun¬ 
cion e^ p(x) dx que hace posible esto se denomina factor de integracion para la ecuacion diferen¬ 
cial. A continuacion se presenta el procedimiento. 


Directrices para resolver ecuaciones diferenciales lineales 

i) Escriba la ecuacion dada en la forma normal (2); es decir, por division haga que 
el coeficiente de dy/dx sea la unidad. 

ii) Identifique P(x) (el coeficiente de y) y encuentre el factor de integracion 

e $P(x)dX' 


iii) 

iv) 


V) 


Multiplique la ecuacion obtenida en el paso i) por el factor de integracion. 

El miembro izquierdo de la ecuacion en el paso iii) es la derivada del factor de 
integracion y la variable dependiente: 

jL[ e SP(x)dx y \ = e fP(x)dxf( x y 


Integre ambos miembros de la ecuacion encontrada en el paso iv). 


En la seccion 8.1 resolvimos la ecuacion dy/dx — ky = 0 por separacion de variables, pero 
puesto que la ecuacion diferencial es lineal, tambien es posible resolverla con el procedimiento 
anterior. 




Us° de un factor de integracion 
La ecuacion diferencial lineal 


EJEMPLO 2 
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dy 


k una constante, ya esta en forma normal (2). A1 identilicar P(x) = —k, el factor de integracion es 
e J(-k)dx _ e ~hc ^ ^ eS p U ^ s de multiplicar la ecuacion por este factor, vemos que 


- ke^y = 0 • e _fcr 
dx 


es lo mismo que ^y] = 0. 


A1 integrar ambos miembros de la ultima ecuacion con respecto a x, con 

_£[«-?]*= Jo A 

obtenemos e~ kx y = C. A partir de esta ultima expresion obtenemos la misma familia de solucio- 
nes y = Ce kx que en el ejemplo 4 de la seccion 8.1. ■ 

Recuerde que en el analisis de (2) se afirmo que se buscaba una solucion de una ecuacion 
lineal sobre un intervalo I para el cual P y / fueran continuas. A medida que usted trabaje el 
siguiente ejemplo, observe que P y/son continuas sobre el intervalo (0, oo). 


EJEMPLO 3 


dy 


Resolucion de una ecuacion diferencial lineal sobre un intervalo 


Resuelva x — 4y = x 6 e x . 
dx 


Solucion A1 dividir entre x obtenemos la forma normal 

dy 4 5 x 

- -y = x e . 

dx x 


(5) 


A partir de esta forma es posible identificar P(x) = — 4/x y/(x) = x 5 e x y observar que P y/son 
continuas para x > 0, es decir, sobre (0, oo). Por tanto, el factor de integracion es 

puede usarse In x en lugar de In |x| porque x > 0 

4 


e ~4jdx/x _ e ~4lnx _ 4 _ x ~4 


Luego, (5) se multiplica por x 4 , 


X ^ ~dx~ 4x 5 y = x^ y obtenemos ^ [x 4 y] = xe x . 


A1 usar integracion por partes en el miembro derecho de 


J^[x 4 y] dx = | xe x dx 


obtenemos la solucion definida sobre (0, oo): 

x _4 y = xe? — e x + C o bien, 


y = xV - xV + Cx\ 


EJEMPLO 4 


Resolucion de una ecuacion diferencial lineal sobre un intervalo 


Resuelva (x 2 - 9) -7 1 + xy = 0. 


dy 

dx 


Solucion La ecuacion se escribe en forma normal 


dy x 
dx x 2 - 9 


y = 0 


4 Es necesario usar una constante 
de integracion para calcular 

e fP(x) dx 


4 La identidad e ln N = N es util 
para calcular el factor de 
integracion. 


( 6 ) 
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y se identifica P{x ) = x/(x 2 — 9). Aunque P es continua sobre (—oo, — 3), (—3, 3) y sobre 
(3, oo), esta ecuacion se resolvera sobre los intervalos primero y tercero. Sobre estos intervalos, 
el factor de integracion es 

e fxdx/(x 2 - 9) _ e \j2xdx/(x 2 -9) _ ^ln(x 2 -9) _ ^ln\4 2 -9 _ *\J x 2 _ Q 

Luego de multiplicar la forma normal (6) por este factor, obtenemos 

J^[Vx 2 — 9 y\ = 0 y al integrar se obtiene Vx 2 — 9 y = C. 

C 

Para ( — oo, — 3) o para (3, oo), la solucion de la ecuacion es y = — • ■ 

Vx 2 - 9 



FIGURA 8.2.1 Familia de curvas 
solucion en el ejemplo 5. La solu¬ 
cion del PVI se muestra en azul. 


EJEMPLO 5 


Problema con valor inicial 


dy 


Resuelva el problema con valor inicial — + y = x, y(0) = 4. 

Solucion La ecuacion ya esta en forma normal, y P(x) = 1 y f(x) = 1 son continuas sobre 
( —oo, oo). El factor de integracion es e^ dx = e x , de modo que al integrar 


Ts le-y] -xe' 


obtenemos e x y = xe x — e x + C. Al resolver esta ultima ecuacion para y obtenemos la familia de 
soluciones 


y = x- 1 + Ce~ x . (7) 

Pero por la condicion inicial se sabe que y = 4 cuando x = 0. La sustitucion de estos valores en 
(7) implica C = 5. Por tanto, la solucion del problema sobre ( —oo, oo) es y = x — 1 + 5e~ x y es 
la curva azul que se muestra en la FIGURA 8.2.1. ■ 


Resulta interesante observar que cuando x se vuelve sin limite en la direccion positiva, la 
grafica de todos los miembros de la familia de soluciones (7) para C > 0 o C < 0 estan proxi- 
mos a la grafica de y = x — 1, que se muestra en negro en la figura 8.2.1. En efecto, y = x — 1 es 
la solucion de la ecuacion diferencial en el ejemplo 5 que corresponde a C = 0 en (7). Este com- 
portamiento asintotico puede atribuirse al hecho de que el termino Ce~ x en (7) se vuelve despre- 
ciable para valores crecientes de x; es decir, e~ x —> 0 cuando x —» oo. Se dice que Ce~ x es un ter¬ 
mino transitorio. Aunque este comportamiento no es caracteristico de todas las familias de 
soluciones de ecuaciones lineales (vea el ejemplo 3), el concepto de transitoriedad a menudo es 
importante en problemas de aplicacion. 


— = F(X, V) NOTAS DESDE EL AULA 

dx J . 

Si resolvemos (5) sobre un intervalo en el que P y/son continuas, es posible demostrar que 
una familia de soluciones de un parametro de la ecuacion produce todas las soluciones de la 
ecuacion diferencial definidas sobre el intervalo. En el ejemplo 3, las funciones P(x) = —4/x 
Y f(x) = son continuas sobre el intervalo (0, oo). En este caso, toda solucion de 
dy/dx — (4 jx)y = x 5 e x sobre (0, oo) puede obtenerse a partir de y = x 5 e x — x 4 e x + Cx 4 para 
elecciones adecuadas de la constante C. Por ello, la familia de soluciones y = x 5 e x — x 4 e x + 
Cx 4 se denomina solucion general de la ecuacion diferencial. 


Ejercicios 8.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-25. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-22, resuelva la ecuacion diferencial dada. 


dy 

l 'dx = Ay 


dy 

2 -1 + 2y = 0 


dy 

3. 2 -7- + lOy = 1 
dx 

5. £ + , = «* 
dt 7 


dy 

4. x / + 2y = 3 
dx 

dy 

6. — = y + e 
dt J 
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7. / + 3 x z y = x 2 


8. y' + 2 xy = x 3 


2 dy 


o dy 

10 . (1 + x 2 ) — + xy = 2 x 

v-32 cl L - 


9. x 2 -f + xx = 1 
dx 

11. (1 + e*) ^ + e x y = 0 12. (1 - X s ) ~ = 3x z y 

dy dy 

13. x ~^ x ~ y = x sen x 14. + y = cos (e x ) 

dy 

15. cos x — + ( sen x )y — 1 

dy 9 

16. senx — + (cos x)y = sec x 

dx 

dy dr 

17. — + (cot x)y = 2 cos x 18. ^ + (sec 0)r = cos 6 

19. (x + 2 ) 2 ^ = 5 - 8 y - 4xy 

20. ^ + 2rP = P + 4f - 2 21. x 2 ^ + x(x + 2)y = e x 

dt dx v ^ 

dy 

22. x ^ + (* + l)} 7 = e * sen 2x 

En los problemas 23-32, resuelva el problema con valor ini- 
cial dado. 

23. £ = X + y, v(0) = -4 24. £ = 2x — 3y, v(0) = ± 

dy 

25. x-^ + y = e x , y( 1) = 2 

dy 

26. x^ + y = 4x + 1, y(l) = 8 


dy 

dx 


27. x±-y = 2x 2 , y(5) = 1 

dy 

28. x(x + 1 ) ^ + xy = 1 , y(l) = 10 

dx 

29. (f + 1) ^ + x = In t, x(l) = 10 

30. y' + (tan t)y = cos 2 1, y(0) = — 1 

31. L + Ri = E , i (0) = i 0 , L, R y E son constantes 

32. = &(7 - T m ), T(0) = T 0 , k , T m y T 0 son constantes 

= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 33 y 34, antes de intentar resolver el proble¬ 
ma con valor inicial dado, revise los problemas 71 y 72 en los 
ejercicios 5.5. 

33. a) Exprese la solucion del problema con valor inicial 

dado y' — 2xy = 2 , y( 0 ) = 1 , en terminos de la fun- 
cion error 


erf(x) 


wjo 


e~‘ dt. 


b) Use tablas o un SAC para calcular y(2). Use un SAC 
para graficar la solucion sobre el intervalo (— 00 , 00 ). 


34. La funcion integral seno esta definida por 

x f x sent r 
Si(x) = J —-— dt. 

a) Demuestre que la solucion del problema con valor ini¬ 
cial x 3 y' + 2 x 2 y =10 sen x, y(l) = 0 es 

y = 10x“ 2 [Si(0 - Si(l)]. 

b) Use tablas o un SAC para calcular y(2). Use un SAC 
para graficar la solucion sobre el intervalo ( 0 , 00 ). 

= Piense en ello 

35. Encuentre una solucion continua del problema con valor 
inicial 


% + y =/<*)• /w 


-{i 


0 < X : 

X > 1 


1 


y(P) = 0 . 


Grafique/y la solucion del PVI. [Sugerencia: Resuelva 
el problema en dos partes y use continuidad para hacer 
corresponder las partes de su solucion.] 

36. Explique por que no necesitamos usar una constante de 
integracion al calcular un factor de integracion e^ P{x)dx 
para una ecuacion diferencial lineal. 

37. En el ejemplo 4 resolvimos la ecuacion diferencial dada 
sobre los intervalos (— 00 , —3) y (3, 00 ). Encuentre una 
solucion de la ecuacion diferencial sobre el intervalo (—3, 3). 

38. Suponga que P{t) representa la poblacion de una especie 
animal en un entorno en el instante t. Si el simbolo oc sig- 
nifica “proporcional a”, en lenguaje coloquial proporcio- 
ne una explicacion fisica de la declaracion matematica 

dP 

— oc P. 

dt 

39. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales se en- 
cuentra en el estudio de un tipo especial de una serie de 
elementos radiactivos: 


dx 

dt 

dy 

dt 


— AjX 

-A x x - A 2 y, 


donde X x y A 2 son constantes. Resuelva el sistema sujeto 
a x( 0 ) = x 0 , y( 0 ) = y 0 . 

40. La ecuacion diferencial lineal de primer orden 

dy , 1 2 

dx x , = xy 

forma parte de una clase de ecuaciones diferenciales no 
lineales denominada ecuaciones de Bernoulli. 

a) Use la sustitucion y = u~ l para demostrar que la ecua¬ 
cion de Bernoulli dada se vuelve 


du 1 
dx x 


-x. 


b) Encuentre una solucion de la ecuacion de Bernoulli 
dada al resolver la ecuacion diferencial en el inciso a). 
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41. La ecuacion diferencial 

dy = _ 

dx x + y 

no es separable ni lineal en la variable y. Tome el recipro- 
co de ambos miembros de la ecuacion. ^Es posible resol¬ 
ver esta nueva ecuacion diferencial? 

42. Aunque la ecuacion diferencial y" + y' = x es de segundo 
orden, es posible resolverla aplicando el metodo que se ana- 
lizo en esta seccion. Resuelva la ecuacion haciendo Y=y f . 

43. a) Encuentre una familia de soluciones de un parametro 

de la ecuacion lineal 

dy o 


b) Encuentre el miembro de la familia de soluciones en 
el inciso a) que satisface la condicion inicial y(— 1) = 2. 
Proporcione el intervalo sobre el cual esta solucion es 
valida. 

c ) Encuentre el miembro de la familia de soluciones en 
el inciso a) que satisface la condicion inicial y( 1) = 2. 
Proporcione el intervalo sobre el cual esta solucion es 
valida. 

d ) Encuentre una condicion inicial de modo que el 
miembro correspondiente de la familia de soluciones 
en el inciso a) pase por el origen y sea valido sobre el 
intervalo (—oo, oo). 


8.3 Modelos matematicos 


■ Introduce ion Hasta el momento la experiencia que tenemos sobre ecuaciones diferenciales 
ha estado limitada a resolverlas o comprobar que una funcion dada es una solucion. Pero las 
matematicas constituyen un lenguaje, asi como una herramienta. Como usted seguramente re- 
cordara por el algebra de la seccion 1.7, cuando se resuelve un problema de la “vida real”, el 
lenguaje coloquial se traduce a un lenguaje matematico. De la misma manera, es posible inter¬ 
pretar palabras, leyes empiricas, observaciones, o simplemente suposiciones, en terminos mate¬ 
maticos. Cuando intentamos describir algo, denominado sistema , en terminos matematicos se 
construye un modelo de ese sistema. Si algunas veces el sistema cambia con el tiempo, por ejem- 
plo creciendo o decreciendo a cierta razon —y la razon de cambio es una derivada—, entonces 
un modelo matematico del sistema puede ser una ecuacion diferencial. 

En esta seccion se consideran unos cuantos modelos matematicos simples y sus soluciones. 

■ Crecimiento de una poblacion Uno de los primeros intentos por modelar el crecimiento de 
una poblacion humana por medio de las matematicas fue hecho por el economista ingles Tho¬ 
mas Malthus (1776-1834) en 1798. Basicamente la idea del modelo de Malthus es la suposicion 
de que la razon a la que aumenta o crece la poblacion de un pais es proporcional a la poblacion 
total P{t ) del pais en el instante t. En otras palabras, mientras mas personas hay a en el instante t , 
mas habra en el futuro. En terminos matematicos esta suposicion puede expresarse como 


simbolo de proporcionalidad 

4 

dP dP 

— oc P o — — kP, 
dt dt 


( 1 ) 


donde k es una constante de proporcionalidad. Este modelo simple, que fracasa en tomar en cuen- 
ta muchos factores (inmigracion y migracion, por ejemplo) que pueden influir en el crecimiento o 
decrecimiento de poblaciones humanas, no obstante resulto bastante preciso en la prediccion de 
Estados Unidos durante los anos de 1790 a 1860. La ecuacion diferencial dada en (1) a menudo se 
usa para modelar, durante breves periodos, las poblaciones de bacterias o animales pequenos. 

La constante de proporcionalidad k en (1) puede determinarse a partir de la solucion del pro¬ 
blema con valor inicial dP/dt = kP , P(t 0 ) = P 0 usando una medicion subsecuente de P en un 
instante t x > t 0 . 


EJEMPLO 1 


Crecimiento de bacterias 


Inicialmente en un cultivo hay P 0 numero de bacterias. En t = 1 h, se mide que el numero de bac¬ 
terias presentes es §P 0 - Si la tasa de crecimiento es proporcional al numero de bacterias P{t) que 
hay en el instante t , determine el tiempo necesario para que el numero de bacterias se triplique. 


Solucion Primero resolvemos la ecuacion diferencial en (1) sujeta a la condicion inicial P(0) 
= P 0 . Luego usamos la observacion empirica de que P(l) = | P 0 para determinar la constante de 





proporcionalidad k. Ahora ya ha visto que la ecuacion dP/dt = kP es separable y lineal. Por el 
ejemplo 2 de la seccion 8.2, donde los simbolos P y t, a la vez, desempenan las partes de y y x, 
una familia de soluciones de la ecuacion diferencial es 
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P(t) = Ce kt . 

En t = 0, se concluye que P 0 = Ce° = C, de modo que P(t) = P 0 e kt . En ( = 
| P 0 = P 0 e k o e k = Por la ultima ecuacion, k = ln| = 0.4055. Asi, 

P(t) = P 0 e 0A055 ‘. 

Para encontrar el momento en que el numero de bacterias se triplica, resolvemos 3 P 0 
para t. Se concluye que 0.4055^ = In 3, de modo que 


t = 


In 3 
0.4055 


« 2.71 h. 


Yea la FIGURA 8.3.1. 



FIGURA 8.3.1 Grafica de la 
g solucion en el ejemplo 1 


Nota: La funcion P(t) obtenida en el ejemplo precedente puede escribirse en forma alterna. Por 
la ley de los exponentes, 

Pit) = P 0 e kt = P 0 (e k y = P„(§)' 

puesto que e k = §. Esta ultima solucion es una forma idonea para calcular P{t) para valores ente- 
ros positivos pequenos de t\ tambien muestra con claridad la influencia de observaciones expe- 
rimentales subsecuentes en t = 1 en la solucion durante todo el tiempo. Asimismo, observamos 
que el numero verdadero de bacterias presentes inicialmente, en el instante t = 0, es bastante irre- 
levante para encontrar el tiempo requerido para triplicar el numero de bacterias en el cultivo. El 
tiempo necesario para triplicar, por ejemplo, 100 e incluso 100 000 bacterias sigue siendo apro- 
ximadamente de 2.7 h. 


■ Decaimiento radiactivo El nucleo de un atomo consta de una combinacion de protones y 
neutrones. Muchas de estas combinaciones de protones y neutrones son inestables; es decir, los 
atomos decaen o transmutan en atomos de otra sustancia. Se dice que tales nucleos son radiac- 
tivos. Por ejemplo, con el paso del tiempo el radio altamente radiactivo, Ra-226, transmuta en el 
gas radon radiactivo, Rn-222. Para modelar el fenomeno del decaimiento radiactivo se supone 
que la razon dA/dt a que decaen los nucleos de una sustancia es proporcional a la cantidad de 
sustancia (mas precisamente, al numero de nucleos) A(t) que quedan en el instante t\ 


dA dA 

~r oc A o — = kA. (2) 

dt dt w 

El modelo de decaimiento (2) tambien ocurre en un experimento biologico, como determinar el 
tiempo necesario para que 50% de un medicamento sea eliminado del cuerpo por excrecion o 
por el metabolismo. La cuestion de (1) y (2) simplemente es: 

• Una sola ecuacion diferencial puede servir como un modelo matematico para muchos 
fenomenos diferentes. 

Por supuesto, las ecuaciones (1) y (2) son exactamente las mismas; sus soluciones son exac- 
tamente las mismas (a saber, Ce kt )\ la diferencia radica solo en los simbolos y su interpretacion. 
Como se muestra en la FIGURA 8.3.2, la funcion exponencial e kt crece cuando t crece para k > 0 y 
decrece cuando t decrece para k < 0. Por tanto, los problemas para describir el crecimiento (ya 
sea de una poblacion animal, de bacterias e incluso de capital) son caracterizados por un valor 
positivo k , mientras que los problemas para describir el decaimiento producen un valor k nega- 
tivo. En consecuencia, se dice que k es una constante de crecimiento (k > 0) o una constante 
de decaimiento (k < 0). 


y 



FIGURA 8.3.2 Crecimiento y 
decaimiento exponencial 


■ Vidamedia En fisica, la vida media es una medida de la estabilidad de una sustancia radiac- 
tiva. La vida media es simplemente el tiempo necesario para que la mitad de atomos en una can¬ 
tidad inicial A 0 se desintegre, o transmute, en los atomos de otro elemento. En terminos de la solu¬ 
cion A{t) = Ce kt de (2), la vida media de un elemento que decae es el tiempo t para el cual 
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A{t) = \Aq. Mientras mas larga sea la vida media de una sustancia, mas estable es. Por ejemplo, 
la vida media del radio altamente radiactivo, Ra-226, es alrededor de 1 700 anos. En 1 700 anos 
la mitad de una cantidad dada de Ra-226 se transmuta en radon, Rn-222. El isotopo mas comun 
del uranio, U-238, tiene una vida media aproximada de 4 500 millones de anos. Aproximada- 
mente en ese tiempo, la mitad de una cantidad de U-238 se transmuta en plomo, Pb-206. 

■ Datacion con carbono En la decada de 1940 el quimico Willard Libby concibio un metodo 
para usar carbono radiactivo como un medio para determinar la edad aproximada de los fosiles. 
La teoria de datacion con carbono se basa en el hecho de que el isotopo radiactivo de carbono 
14 se produce en la atmosfera por la accion de la radiacion cosmica sobre el nitrogeno. La pro- 
porcion de la cantidad de C-14 al carbono normal en la atmosfera parece ser constante y, como 
consecuencia, la cantidad proporcional del isotopo presente en todos los organismos vivos es la 
misma que en la atmosfera. Cuando un organismo muere, la absorcion de C-14, por respiracion 
o alimentacion, se detiene. Asi, al comparar la cantidad proporcional de C-14 presente, por ejem¬ 
plo, en un fosil con la razon constante encontrada en la atmosfera, es posible obtener una esti- 
macion razonable de su edad. El metodo se basa en el conocimiento de que la vida media del 
C-14 es aproximadamente 5 730 anos. Por su obra, Libby fue galardonado con el premio 
Nobel de Quimica en 1960. El metodo de Libby se ha usado para datar el mobiliario de madera 
en tumbas egipcias, la cubierta de lino tejido de los rollos del Mar Muerto y el controvertido 
manto de Turin. 


EJEMPLO 2 


Edad de un fosil 


Se encontro que un hueso fosilizado contiene de la cantidad original de C-14. Determine la 
edad del fosil. 


Solucion El punto de partida es la ecuacion diferencial dA/dt = kA , donde A{t) es la cantidad 
de C-14 restante en el instante t. Si A 0 es la cantidad inicial de C-14 en el hueso, como en el 
ejemplo 1 se concluye que 

A(i) = A 0 e kt . 

Podemos usar el hecho de que A(5 730) = yA 0 para determinar la constante de decaimiento k. 
Hacer t = 5 730 en A(t) implica \ A 0 = A 0 e 5 730k y entonces de 5 130k = ln| = -In 2 se encuen- 
tra que 

k = In 2 = -0.00012097. 

En consecuencia, A(t) = A 0 £ -0 00012097r . Entonces, la edad del fosil se determina a partir de 
la ecuacion A(t) = y^oo A 0 . Es decir, y^oo A 0 = Aoe _000012097f y as f -0.00012097^ = In yy^ = 
—In 1 000 produce 

_ In 1 000 « 

1 0.00012097 57 103 an ° S ‘ " 


La fecha encontrada en el ejemplo 2 esta en realidad en la frontera de la precision para este 
metodo. La tecnica de costumbre del carbono 14 esta limitada a alrededor de 9 vidas medias o 
aproximadamente 50 000 anos. Una razon es que el analisis quimico necesario para obtener una 
medicion precisa del C-14 restante se vuelve formidable alrededor del punto de y^ A 0 . Ade- 
mas, este analisis demanda la destruccion de una muestra mas bien grande del especimen. Si esta 
medicion se logra indirectamente, con base en la radiactividad verdadera del especimen, enton¬ 
ces resulta muy dificil distinguir entre la radiacion del fosil y la radiacion normal del entorno. 

En desarrollos recientes, geologos han demostrado que en algunos casos fechas determinadas 
por datacion de carbono pueden ser hasta de 3 500 anos. Una conjetura para este error posible es 
el hecho de que se sabe que los niveles de C-14 en el aire varian con el tiempo. Los mismos cien- 
tificos han inventado otra tecnica de datacion basada en el hecho de que los organismos vivos ingie- 
ren trazas de uranio. Al medir las cantidades relativas de uranio y torio (el isotopo en el que decae 
el uranio), y al conocer las vidas medias de estos elementos, los cientificos pueden determinar la 
edad de un fosil. La ventaja de este metodo es que con el es posible fechar fosiles de hasta 500 000 
anos; la desventaja es que su efectividad se reduce en su mayor parte a fosiles marinos. Otra tecni- 
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ca isotopica, en la que se usan potasio 40 y argon 40, cuando es aplicable, puede proporcionar 
fechas de varios millones de anos. Vea el problema 37 en los ejercicios 8.3. Algunas veces tambien 
son posibles metodos no isotopicos basados en el uso de aminoacidos. 

■ Enfriamiento La ley de enfriamiento de Newton establece que la razon a que la temperatura 
T(t) cambia en un cuerpo que se enfria es proporcional a la diferencia entre la temperatura en el 
cuerpo y la temperatura constante T m del medio circundante; es decir, 

^ = k(T - TJ, (3) 

donde k es una constante de proporcionalidad. 


Enfriamiento de un pastel 


EJEMPLO 3 


Cuando un pastel se retira del homo, su temperatura es de 300 °F. Tres minutos despues su tem¬ 
peratura es de 200 °F. Determine la temperatura del pastel en cualquier instante despues que se 
ha sacado del homo si la temperatura ambiente es de 70 °F. 

Solucion La temperatura ambiente (70 °F) se identifica como T m . Para encontrar la temperatu¬ 
ra del pastel en el instante t , es necesario resolver el problema con valor inicial 

^ = k(T- 70), T{ 0) = 300 

y determinar el valor de k de modo que T( 3) = 200. La ecuacion diferencial es separable y 
lineal. En el supuesto de que T >70, por separacion de variables se concluye que 


1 


70 


dT = kdt 


1 


- dT = 


k dt 


T - 70 
ln(r - 70) = kt+C x 

T - 70 = Ce kt <- C = e c ' 

T = 70 + Ce kt . 

Cuando t = 0, T = 300, de modo que 300 = 70 + C proporciona C = 230 y en consecuencia 
T(t) = 70 + 230e kt . A partir de T( 3) = 200 se encuentra e 3k = ^ y asi, hasta cuatro cifras deci- 


males, con una calculadora da 


Entonces, T(t) = 70 + 230e 
valores calculados. 


-0.1902? 



k = |ln^| = -0.1902. 

En la FIGURA 8.3.3 se muestra la grafica de T junto con algunos 


t (minutos) 

m 

20.1 

75° 

21.3 

74° 

22.8 

73° 

24.9 

72° 

28.6 

71° 

32.3 

70.5° 


b) 

FIGURA 8.3.3 Grafica de la 
solucion en el ejemplo 3 


■ Mezclas La mezcla de dos liquidos a menudo origina una ecuacion diferencial de primer 
orden. En el ejemplo siguiente se considera la mezcla de dos soluciones salinas de concentracio- 
nes diferentes. 


EJEMPLO 4 


Mezcla de una solucion salina 


Inicialmente, 50 lb de sal se disuelven en un gran tanque que contiene 300 gal de agua. Una solu¬ 
cion de salmuera se bombea hacia el tanque a razon de 3 gal/min, y luego la solucion bien mez- 
clada se extrae al mismo ritmo. Vea la FIGURA 8.3.4. Si la concentracion de la solucion que entra es 
2 gal/lb, determine la cantidad de sal en el tanque en el instante t. ^Cuanta sal hay despues de 
50 min? despues de un gran tiempo? 


Solucion Sea A(t) la cantidad de sal (en libras) en el tanque en el instante t. Para problemas de 
esta clase, la razon neta a la que A{t) cambia esta dada por 

dA _ f razon de la sustanciaA _ / razon de la sustancia 
dt \ que entra ) \ que sale 




FIGURA 8.3.4 Tanque de 
mezclado en el ejemplo 4 
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A = 600 



500 

a) 


t (minutos) 

Ait) 

50 

266.41 

100 

397.67 

150 

477.27 

200 

525.57 

300 

572.62 

400 

589.93 


b) 

FIGURA 8.3.5 Grafica de la 
solucion en el ejemplo 4 


Luego, la razon a la que la sal entra al tanque, en libras por minuto, es 

R { = (3 gal/min) • (2 lb/gal) = 6 lb/min, 
mientras que la razon a la que la sal sale es 


R 2 = (3 gal/min) • 



100 


lb/min. 


Por tanto, la ecuacion (4) se vuelve 


dA A 

dt 6 100 


o 


dA + J_ A 

dt 100 


= 6 . 


( 5 ) 


Resolvemos la ultima ecuacion sujeta a la condicion inicial A(0) = 50. 

Puesto que el factor de integracion es e^ m , podemos escribir (5) como 

j f [e t/m A] = 6^ 100 

y por tanto e^ m A = 60(k^ 100 + C o A = 600 + Ce ~^ 10 °. Cuando t = 0, A = 50, de modo que 
C = — 550. Por ultimo, obtenemos 

A(t) = 600 - 550^ /10 °. (6) 


En t = 50 se encuentra A(50) = 266.41 lb. Tambien, cuando t—> oo por (6) y la FIGURA 8.3.5 vemos 
que A —> 600. Por supuesto, esto es lo que esperabamos; durante un largo periodo el numero de 
libras de sal en la solucion debe ser (300 gal)(2 lb/gal) = 600 lb. ■ 


En el ejemplo 4 se asumio que la razon a que se bombeaba la solucion era la misma que la 
razon a que se extraia la solucion. Sin embargo, esto no necesariamente es asi; la solucion de sal- 
muera mezclada puede bombearse a una razon mas rapida o mas lenta que la razon a que se bom- 
bea a otra solucion. Por ejemplo, si la solucion bien mezclada se extrae a la razon mas lenta de 
2 gal/min, entonces la solucion se acumula a razon de (3 — 2) gal/min = 1 gal/min. Al cabo de t 
minutos hay 300 + t gal de salmuera en el tanque. Entonces, la razon a la que emerge la sal es 

R 2 = (2 gal/min) ■ (^A_lb/gal) = ^7 lb/min. 

En este caso, la ecuacion (4) se vuelve 


dA 2A dA 2 

dt ° 300 + t ° dt + 300 + t 


(7) 


Al analizar la ultima ecuacion se observa que es lineal. Dejamos su solucion como ejercicio. Vea 
los problemas 18-20 en los ejercicios 8.3. 

■ Segunda ley de movimiento de Newton Para construir un modelo matematico del movi- 
miento de un cuerpo en un campo de fuerza, el punto de partida de costumbre es la segunda ley 
de movimiento de Newton. Recuerde que la primera ley de movimiento de Newton establece 
que un cuerpo permanece en reposo o continua moviendose a velocidad constante a menos que 
sobre el actue una fuerza externa. En cualquiera de estos dos casos, lo anterior es equivalente a 
afirmar que cuando la suma de las fuerzas F = 2. F k (es decir, la fuerza neta o resultante), que 
actuan sobre el cuerpo es cero, entonces la aceleracion a del cuerpo es cero. La segunda ley de 
movimiento de Newton indica que cuando la fuerza neta que actua sobre un cuerpo no es cero, 
entonces la fuerza neta es proporcional a su aceleracion a , o mas precisamente, F = ma , donde 
m es la masa del cuerpo. 

■ Cuerpos que caen y resistencia del aire Se ha establecido experimentalmente que cuando 
un cuerpo se mueve a traves de un medio resistivo como el aire (o agua), la fuerza retardadora 
debida al medio, denominada fuerza de arrastre, actua en direccion opuesta a la del movimien¬ 
to y es proporcional a la potencia de la velocidad del cuerpo, es decir, kv a . Aqui k es una cons¬ 
tante de proporcionalidad y a es constante en el intervalo 1 < a < 2. En terminos generales, 
para velocidades mas lentas se toma a = 1. Ahora, suponga que en un cuerpo de masa m que 
cae la resistencia del aire es proporcional a su velocidad instantanea v. Si en estas circunstancias 
tomamos la direccion positiva orientada hacia abajo, entonces la fuerza neta que actua sobre la 
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masa esta dada por mg — kv , donde el peso mg del cuerpo es una fuerza que actua en la direc¬ 
cion positiva y la resistencia del aire es una fuerza que actua en la direccion opuesta o hacia arri- 
ba. Vea la FIGURA 8.3.6. Luego, puesto que v esta relacionada con la aceleracion a por dv/dt = a , 
la segunda ley de Newton se vuelve F = ma = m dv/dt. A1 igualar la fuerza neta con esta forma 
de la segunda ley de Newton obtenemos una ecuacion diferencial lineal para la velocidad v del 
cuerpo en el instante t , 

dv 7 

m — = mg - kv, (8) 

donde k es una constante de proporcionalidad. 

Para movimiento a gran velocidad, como un paracaidista que cae libremente antes de abrir 
su paracaidas, suele suponerse que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velo¬ 
cidad instantanea; en otras palabras, a = 2. Si de nuevo la direccion positiva se toma hacia 
abajo, entonces un modelo para la velocidad v de un cuerpo que cae esta dado por la ecuacion 
diferencial no lineal 


Direccion 
positiva 

l 

Gravedad 

mg 

FIGURA 8.3.6 Fuerzas que 
actuan sobre un cuerpo que cae 
de masa m 


kv 


\ Resistencia del aire 


dv 2 

m — = mg — kv , 

donde k es una constante de proporcionalidad. Vea el problema 22 en los ejercicios 8.3. 


(9) 


EJEMPLO 5 


Velocidad de un cuerpo que cae 


Resuelva (8) sujeta a la condicion inicial u(0) = v 0 . 

Solucion La ecuacion (8) es lineal y tiene la forma normal 

dv , k 

— H- v = g. 

dt m 

Al multiplicar (10) por el factor de integracion e kt ' m es posible escribir la ecuacion como 


( 10 ) 


j t [e k,/m v] = ge k,/m . 

Luego, al integrar y despejar v obtenemos v(t) = mg/k + Ce~ k, ' m . La condicion inicial 
u(0) = v 0 implica C = v 0 — mg/k y asi la funcion velocidad para el cuerpo que cae es 


mg_ 

k 


v{t) = -j- + [v o-— \e 


_ ) p -kt/m 

k 


(ID 


Dos observaciones son pertinentes con respecto a la solucion en el ejemplo 5. Si deseamos 
encontrar la funcion position s(t) del cuerpo que cae, entonces se trata simplemente de integrar 
la ecuacion 

ds 

dt = v(t) ’ 

donde v(t) esta dada en (11). Vea el problema 21 en los ejercicios 8.3. Tambien, debido a la resis¬ 
tencia del aire, la solucion (11) muestra claramente que la velocidad de un cuerpo que cae a una 
gran distancia no aumenta de manera indefinida. Debido a que el termino (v 0 — mg/k)e~ kt ^ m en 
(11) es transitorio (vea la pagina 448), vemos que v{t) —> mg/k cuando f —» oo. Este valor limi- 
tante de la velocidad u ter = mg/k se denomina velocidad terminal del cuerpo. Se deja como 
ejercicio encontrar v{t) y u ter cuando el modelo matematico para la velocidad esta dado por (9). 
Vea el problema 22 en los ejercicios 8.3. 


Ejercicios 8.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-25. 


= Fundamentos 

1. Se sabe que la poblacion de cierta comunidad crece en 
razon proporcional al numero de personas que hay en el 
instante t. Si la poblacion se duplica en 5 anos, ^en cuan- 
to tiempo se triplica? /,Y en cuanto cuadruplica? 


2. Suponga que sabe que la poblacion de la comunidad en 
el problema 1 es 10 000 despues de 3 anos. ^Cual era la 
poblacion original? ^Cual sera la poblacion en 10 anos? 

3. La poblacion de una ciudad crece a razon proporcional a 
la poblacion en el instante t. La poblacion inicial de 500 
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aumenta 15% en 10 anos. /,Cual sera la poblacion en 30 
anos? 

4. La poblacion de bacterias en un cultivo crece en razon 
proporcional al numero de bacterias presentes en el ins- 
tante t. Despues de 3 h se observa que hay 400 bacterias 
presentes. Al cabo de 10 h hay 2 000 bacterias presentes. 
/,Cual era el numero inicial de bacterias? 

5. El isotopo radiactivo del plomo, Pb-209, decae en razon 
proporcional a la cantidad presente en el instante t y tiene 
una vida media de 3.3 h. Si inicialmente hay 1 g de 
plomo, /,en cuanto tiempo decae 90% del plomo? 

6. Inicialmente habia 100 mg de una sustancia radiactiva. 
Despues de 6 h la masa disminuyo 3%. Si la razon de decai- 
miento es proporcional a la cantidad de sustancia presente 
en el instante t , encuentre lo que queda despues de 24 h. 

7. Determine la vida media de la sustancia radiactiva descri- 
ta en el problema 6. 

8. Determine la vida media de una sustancia radiactiva si, 
en general, 

_ fe - ti) In 2 
1 ln(A,/A 2 ) 


donde A x = A(t x ) y A 2 = A(t 2 ), t x < t 2 . 

9. Cuando un haz vertical de luz pasa a traves de una sus¬ 
tancia transparente, la razon a que decrece su intensidad 
I es proporcional a 1(e ), donde e representa el espesor del 
medio (en pies). En agua de mar clara, la intensidad 
3 pies por abajo de la superficie es 25% de la intensi¬ 
dad inicial 7 0 del haz incidente. /,Cual es la intensidad de 
haz 15 pies por abajo de la superficie? 


10. Cuando el interes es compuesto continuo, la cantidad de 
dinero aumenta en razon proporcional a la cantidad S que 
hay en el instante t : dS/dt = rS , donde r es la tasa de 
interes anual. 

a) Encuentre la cantidad de dinero acumulada al cabo de 
5 anos cuando se depositan $5 000 en una cuenta de 
ahorro que paga 5f % de interes compuesto continuo. 

b) i En cuantos anos se duplicara la suma inicial deposi- 
tada? 

c) Use una calculadora para comparar el numero obteni- 
do en el inciso a) con el valor 


5 = 


5 000 1 


0.0575 V (4) 
4 ) ' 


Este valor representa la cantidad acumulada cuando 
el interes se compone trimestralmente. 

11. En un trozo de madera quemada, o carbon, se encontro 
que 85.5% del C-14 habia decaido. Use la informacion en 
el ejemplo 2 para determinar la edad aproximada de la 
madera. (Se trata precisamente de los datos que usaron 
los arqueologos para fechar pinturas prehistoricas en una 
cueva en Lascaux, Francia.) 

12. Un termometro se saca de una habitacion interior a una 
exterior donde la temperatura del aire es 5 °F. Despues de 
1 min la lectura del termometro es de 55 °F, y despues 
de 5 min, es de 30 °F. /,Cual es la temperatura inicial de 
la habitacion? 


13. Un termometro se saca de una habitacion donde la tem¬ 
peratura del aire es de 70 °F a una habitacion exterior 
donde la temperatura es de 10 °F. Despues de \ min la lec¬ 
tura del termometro es de 50 °F. /,Cual es la lectura en 
t = 1 min? /, Cuanto tiempo es necesario para que el ter¬ 
mometro llegue a 15 °F? 

14. La ecuacion (3) tambien se cumple cuando un objeto 
absorbe calor del medio circundante. Si una pequena barra 
metalica cuya temperatura inicial es de 20 °C se deja caer 
en un contenedor de agua hirviendo, /,en cuanto tiempo la 
barra alcanza 90 °C si se sabe que su temperatura aumen- 
to 2° en 1 s? / En cuanto tiempo la barra alcanza 98 °C? 

15. Un tanque contiene 200 L de fluido en el que se disolvie- 
ron 30 g de sal. Luego, salmuera que contiene 1 g de sal 
por litro se bombea hacia el tanque a razon de 4 L/min; 
la solucion bien mezclada se extrae a la misma razon. 
Encuentre el numero de gramos de sal A(t) que hay en el 
tanque en el instante t. 

16. Resuelva el problema 15 en el supuesto de que hacia el 
tanque se bombea agua pura. 

17. Un gran tanque esta lleno de 500 gal de agua pura. La sal¬ 
muera que contiene 2 lb de sal por galon se bombea hacia 
el tanque a razon de 5 gal/min. Encuentre el numero de 
libras de sal A(t) que hay en el tanque en el instante t. 

18. Resuelva la ecuacion diferencial (7) sujeta a la condicion 
inicial A(0) = 50 lb. 

19. Vuelva a leer el analisis a continuacion del ejemplo 4. 
Luego resuelva el problema 17 en el supuesto de que la 
solucion se extrae a la razon mas rapida de 10 gal/min. 
Determine cuando esta vacio el tanque. 

20. Un gran tanque contiene 100 gal de un fluido en el cual se 
han disuelto 10 lb de sal. Salmuera que contiene \ lb de sal 
por galon se bombea hacia el tanque a razon de 6 gal/min. 
Luego, la solucion bien mezclada se bombea hacia fuera a 
una razon mas lenta de 4 gal/min. Encuentre el numero de 
libras de sal que hay en el tanque despues de 30 min. 

21. Vuelva a leer el analisis a continuacion del ejemplo 5. 
Luego encuentre la funcion posicion s(t) para el cuerpo 
que cae en el ejemplo 5. Puesto que se asumio que la 
direction positiva es hacia abajo, suponga que s(0) = 0. 

22. Resuelva la ecuacion diferencial (9) sujeta a v(0) = v 0 . 
Exprese la funcion velocidad v(t) en terminos de la fun¬ 
cion tangente hiperbolica. Con ayuda de la figura 3.10.2a) 
determine la velocidad terminal u ter de un cuerpo que cae. 


= Modelos matematicos adicionales 


23. La razon en que un medicamento se disemina en el to- 
rrente sangumeo esta regida por la ecuacion diferencial 



donde A y B son constantes positivas. La funcion X(t) 
describe la concentracion del medicamento en el torrente 
sangumeo en el instante t. Encuentre X(t). /,Cual es el 
valor limitante de X(t) cuando t—> oo? /En que instante 
la concentracion es la mitad de su valor limitante? Su¬ 
ponga que X(0) = 0. 
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24. Suponga que una celula esta suspendida en una solucion 
que contiene un soluto de concentracion constante C s . 
Ademas, suponga que el volumen V de la celula es cons¬ 
tante y que el area de su membrana permeable es la cons¬ 
tante A. Por la ley de Fick, la razon de cambio de su masa 
m es directamente proporcional al area A y a la diferen- 
cia C s — C(t ), donde C{t) es la concentracion del soluto 
dentro de la celula en el instante t. Encuentre C(t) si m = 
VC(t) y C(0) = C 0 . Vea la FIGURA 8.3.7. 



FIGURA 8.3.7 Celula en el problema 24 

25. Un marcapasos, mostrado en la FIGURA 8.3.8, consta de una 
baterfa, un capacitor y el corazon como resistor. Cuando 
el interruptor S esta en P, el capacitor se carga; cuando S 
esta en Q, el capacitor se descarga, enviando un estimulo 
electrico al corazon. Durante este tiempo, la tension E 
aplicada al corazon esta dada por la ecuacion diferencial 
lineal 


dE _ 1 ^ ^ 

dt RC E ’ h 1 h ’ 

donde R y C son constantes. Determine E(t) si E(t\) = E 0 . 
(Por supuesto, la apertura y el cierre del interruptor son 
periodicos a fin de simular el latido cardiaco natural.) 



FIGURA 8.3.8 Marcapasos en 
el problema 25 

26. En un circuito en serie que contiene un solo resistor y un 
inductor, la segunda ley de Kirchhoff establece que la 
suma de la caida de voltaje a traves del inductor (L(di/dt)) 
y la caida de voltaje a traves del resistor (iR) es igual al 
voltaje aplicado ( E) al circuito. Vea la FIGURA 8.3.9. Asi, 
obtenemos la ecuacion diferencial para la corriente i(t): 

lA- + Ri = E, 
dt 



FIGURA 8.3.9 Circuito en serie en el problema 26 


donde L y R son constantes como la inductancia y la 
resistencia, respectivamente. Determine la corriente i(t) 
si E es 12 volts, la inductancia es \ henry, la resistencia es 
10 ohms e z(0) = 0. 

27. Una baterfa de 30 volts esta conectada a un circuito en 
serie donde la inductancia es 0.1 henrys y la resistencia 
es 50 ohms. Encuentre la corriente i{t) si i( 0) = 0. 
Determine el comportamiento de la corriente para gran- 
des valores de tiempo. (Vea el problema 26.) 

28. Suponga que un tanque de agua tiene la forma de un 
cilindro circular recto. Si se permite una fuga de agua 
bajo el efecto de la gravedad a traves de un orificio en el 
fondo del tanque, entonces la altura h del agua en el ins¬ 
tante t esta dada por la ecuacion diferencial no lineal 


dh 

dt 



V2 ~gh. 


donde A w y A h son las areas de la seccion transversal del 
agua y el orificio, respectivamente, y c es un factor de 
friccion/contraccion en el orificio. Vea la FIGURA 8.3.10. 

a) Resuelva la ecuacion si la altura inicial del agua es 
20 pies y A w = 50 pies 2 y A h = \ pie 2 . 

b) Si c = 1, ^en cuanto tiempo se vacia el tanque? 

c ) ^En cuanto tiempo se vacia el tanque si el factor de 
friccion/contraccion es c = 0.6? 



FIGURA 8.3.10 Tanque 
en el problema 28 


29. Alrededor de 1840, el biologo matematico belga P. F. 
Verhulst trabajaba en modelos matematicos para pronos- 
ticar la poblacion humana de los paises. Una de las ecua- 
ciones estudiadas era 

dP 

= - bp) ’ 


donde a > 0, b > 0. Esta ecuacion diferencial ahora se 
conoce como ecuacion logistica; la grafica de una solu¬ 
cion de la ecuacion diferencial se denomina curva logis¬ 
tica. Demuestre que una solucion de esta ecuacion dife¬ 
rencial sujeta a la condicion inicial P(0) = P 0 es 


aP 0 


Pit) = 


bP 0 + (a - bP 0 )e~ ar 
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30. La poblacion P{t) en el instante t en un suburbio de una 
gran ciudad se modela por el problema con valor inicial 

Ap 

^ = /XIO -1 - 10 _7 P), P( 0) = 5 000, 

donde t se mide en meses. Encuentre P(t) y determine el 
valor limitante de la poblacion sobre un largo periodo. 
^En que momento la poblacion es igual a la mitad de este 
valor limitante? 

31. Suponga que un estudiante portador de un virus de 
influenza regresa al campus aislado de una universidad 
de 1 000 estudiantes. Si se supone que la razon a la que el 
virus se propaga es proporcional no solo al numero x de 
estudiantes contagiados sino tambien el numero 1 000 — x 
de estudiantes no contagiados, entonces un modelo mate¬ 
matico del numero de estudiantes contagiados es 

dx 

= kx(l 000 - x), 

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad y t se 
mide desde el dia en que el estudiante contagiado regre¬ 
sa al campus. Si v(0) = 1 y se observa que v(4) = 50, 
entonces segun este modelo, ^cuantos estudiantes estan 
contagiados despues de 6 dias? Trace una grafica de la 
curva solucion. 

32. Cuando dos productos quimicos A y B se combinan, se 
forma un compuesto C. La reaccion de segundo orden 
resultante entre los dos productos quimicos es modelada 
por la ecuacion diferencial 

av 

^ = £(250 - X)(40 - X), 

donde X{t) denota el numero de gramos del compuesto C 
presente en el instante t. 

a) Determine X(t) si se sabe que X(0) = 0 g y X(10) = 30 g. 

b) ^Que cantidad del compuesto C hay a los 15 minutos? 

c ) Las cantidades de productos quimicos Ay B restantes 
en el instante t son 50 — ^Xy32 — fx, respectiva- 
mente. ^Cuantos gramos del compuesto C se forman 
cuando t—> oo? ^Cuantos gramos de los productos 
quimicos Ay B quedan cuando t —> oo? 

= Piense en ello 

33. Un cohete se lanza verticalmente hacia arriba desde el nivel 
del suelo con una velocidad inicial v 0 . Vea la FIGURA 8.3.11. 
Si la direction positiva se toma hacia arriba, entonces cuan¬ 
do no hay resistencia del aire, la ecuacion diferencial para 
la velocidad v despues del momento de ignition es 

dv _ _ k_ 

V dy~ /’ 

donde k es una constante positiva. 

a ) Resuelva la ecuacion diferencial. 

b) Si k = gR 2 y g = 32 pies/s 2 , R = 4 000 mi, use una 
calculadora para demostrar que la 4 Velocidad de escape” 
de un cohete es aproximadamente v 0 = 25 000 mi/h. 


y K 



34. Suponga que una esfera de hielo se funde a una razon 
proporcional a su area superficial. Determine el volumen 
V de la esfera en el instante t. 

35. En un modelo para el crecimiento de tejido, sea A(t ) el 
area del cultivo de tejido en el instante t. Vea la FIGURA 
8.3.12. Puesto que la mayorfa de divisiones celulares se lie- 
van a cabo en la porcion periferica de tejido, el numero 
de celulas en la periferia es proporcional a VA(f). Si se 
supone que la razon de crecimiento del area es conjunta- 
mente proporcional a VA(/ l ) y M — A(t ), entonces un 
modelo matematico para A esta dado por 

f = <M - A), 


donde M es el area final de tejido cuando se ha comple- 
tado el crecimiento. 


a) Resuelva la ecuacion diferencial por separacion de 
variables. [ Sugerencia : Use una sustitucion como en 
la seccion 7.2 para efectuar la integracion con respec- 
to a A.] 

b) Encuentre lhn A{t). 

t—> oo 



FIGURA 8.3.12 Crecimiento 
de tejido en el problema 35 


= Proyectos 

36. Un clasico matematico: Instante de fallecimiento El 

siguiente problema aparece en casi todos los textos sobre 
ecuaciones diferenciales. 

En una habitacion de una casa donde la temperatura 
era constante de 70 °F se encontro un cuerpo sin vida. Al 
medir la temperatura del cuerpo al momento de su descu- 
brimiento, la lectura fue de 85 °F. Una segunda medicion, 
una hora despues, mostro que la temperatura del cuerpo 
era de 80 °F. Use el hecho de que si t = 0 corresponde al 
instante de fallecimiento, entonces la temperatura del 
cuerpo en ese instante era de 98.6 °F. Determine cuantas 
horas transcurrieron entre el fallecimiento y el descubri- 
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miento del cuerpo. [ Sugerencia : Sea t x > 0 el instante en 
que se descubrio el cuerpo.] 

37. Fechamiento con potasio/argon El mineral potasio, cu- 
yo simbolo quimico es K, es el octavo elemento mas abun- 
dante en la corteza terrestre, constituye alrededor de 2% 
del peso de esta, y uno de sus isotopos naturales, el 
K-40 es radiactivo. El decaimiento radiactivo del K-40 es 
mas complicado que el del carbono 14 porque cada uno de 
sus atomos decae a traves de una o dos reacciones de de¬ 
caimiento en una de dos sustancias: el mineral calcio 40 
(Ca-40) o el gas argon 40 (Ar-40). Se han desarrollado 
metodos de fechamiento con estos dos productos de decai¬ 
miento. En cada caso, la edad de una muestra se calcula 
usando la razon entre dos numeros: la cantidad del isotopo 
padre K-40 en la muestra y la cantidad del isotopo hi jo 
(Ca-40 o Ar-40) en la muestra que es radiogenico, en otras 
palabras, la sustancia que se origina a partir del decaimien¬ 
to del isotopo padre despues de la formacion de la roca. 

La cantidad de K-40 en la muestra es facil de calcular. 
El K-40 incluye 1.17% de potasio natural existente, y este 
pequeno porcentaje esta distribuido de manera bastante 
uniforme, de modo que la masa de K-40 en la muestra es 
justo 1.17% de la masa total de potasio en la muestra, que 
puede medirse. Pero por varias razones resulta complica¬ 
do, y algunas veces problematico, determinar cuanto de 
Ca-40 en una muestra es radiogenico. En contraste, cuan- 
do una roca ignea se forma debido a actividad volcanica, 
todo el gas argon (y otros gases) previamente atrapado en 
la roca es dispersado por el calor intenso. Cuando la roca 
se enfria y solidifica, el gas atrapado dentro de la roca tiene 
la misma composicion que la atmosfera. Hay tres isotopos 
estables del argon, y en la atmosfera aparecen en las abun¬ 
dances relativas siguientes: 0.063% Ar-38, 0.337% Ar-36 
y 99.60% Ar-40. De estos, justo uno, el Ar-36, no es crea- 
do radiogenicamente por el decaimiento de cualquier ele¬ 
mento, de modo que cualquier Ar-40 que exceda 
99.60/(0.337) = 295.5 veces la cantidad de Ar-36 debe ser 
radiogenico. Asi, la cantidad de Ar-40 radiogenico en la 


muestra puede determinarse a partir de las cantidades de 
Ar-38 y Ar-36 en la muestra, que es posible medir. 

En el supuesto de que tenemos una muestra de roca 
para la cual se han determinado la cantidad de K-40 y la 
cantidad de Ar-40 radiogenico, ^como puede calcularse 
la edad de la roca? Sean P{t) la cantidad de K-40, A(t) la 
cantidad de Ar-40 radiogenico y C{t) la cantidad de Ca-40 
radiogenico en la muestra como funciones del tiempo t en 
anos desde la formacion de la roca. Entonces un modelo 
matematico para el decaimiento de K-40 es el sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 


dA 

dt 


k A P 


dC 

dt 


k c P 


dF = ~ (kA + kc)P ’ 


donde k A = 0.581 X 10“ 10 y k c = 4.962 X 10“ 10 . 

a) Encuentre una formula para P(t). i Cual es la vida 
media del K-40? 

b) Demuestre que 

A(t) = T , P(t)(e (kA+kc) ' ~ 1). 
k A + k c 


c ) Despues de mucho tiempo (es decir, sea t —» oo), ^que 
porcentaje del K-40 originalmente presente en la mues¬ 
tra decae en Ar-40? ^Que porcentaje decae en Ca-40? 

d ) Demuestre que la edad t de la roca como una funcion 
de las cantidades presentes P(t) de K-40 y A(t) de 
Ar-40 radiogenico en la muestra es 


t = 


1 


k A + k ( 


-In 


A(r) / Ica + k c \ 
P(t)\ k A ) 


e) Suponga que se descubre que cada gramo de una 
muestra de roca contiene 8.6 X 10“ 7 gramos de 
Ar-40 radiogenico y 5.3 X 10 -6 gramos de K-40. 
^Cual es la edad de la roca? 


8.4 Curvas solucion sin solucion 

■ Introduccion La mayor parte de las ecuaciones diferenciales no pueden resolverse. Quiza la 
ultima oracion deba equilibrarse al mencionar que muchas ecuaciones diferenciales tienen solu¬ 
cion, pero el problema consiste en encontrarlas. Cuando se afirma que una solucion de una ecua¬ 
cion diferencial existe no quiere decirse que tambien existe un metodo para encontrarla en el sen- 
tido de poder mostrar la solucion exacta; a saber, una solucion dada por una funcion explicita o 
como una funcion definida implicitamente. Tal vez lo mejor que puede hacerse es analizar una 
ecuacion diferencial cualitativamente o numeric ament e . 

En esta seccion abordaremos dos formas de analizar cualitativamente una ecuacion diferen¬ 
cial de primer orden. Empezamos con un concepto fundamental: la derivada dy/dx proporciona 
la pendiente. 

■ Una ecuacion diferencial de primer orden define la pendiente Debido a que la solucion y(x) 
de una ecuacion diferencial de primer orden dy/dx = F{x , y) es una funcion diferenciable sobre 
algun intervalo /, tambien debe ser continua sobre I. Asi, la curva solucion correspondiente sobre I 
no tiene interrupciones y debe poseer una recta tangente en cada punto (x, y(x)). La pendiente de 
la recta tangente en (.x, y(x)) sobre una curva solucion es el valor de la primera derivada dy/dx en 







460 CAPITULO 8 Ecuaciones diferenciales de primer orden 


i 

Elemento\ 
de recta 

FIGURA 8.4.1 

(3, 2) 


Curvas solucion 

V /N 
// \ 

V ' 

v,2) : 

/ 


Vecindad del punto 


■ Campos de direccion Ahora suponga que F(x, y ) se evalua de manera sistematica sobre una 
reticula rectangular de puntos en el piano xy y que se traza un elemento de recta en cada punto 
donde se evalua F. La coleccion de todos estos elementos de recta se denomina campo de direc¬ 
cion o campo de pendientes de la ecuacion diferencial dy/dx = F(x , y). Visualmente, el campo 
de direccion sugiere la apariencia de una forma de una familia de curvas solucion de la ecuacion 
diferencial y en consecuencia es posible observar ciertos aspectos cualitativos (por ejemplo, cre- 
cimiento, decrecimiento y concavidad) de una curva solucion. Una sola curva solucion que len- 
tamente recorre el campo de direccion debe seguir el patron del campo; es tangente a un elemen¬ 
to de recta cuando corta un punto en la reticula. 

■ Curvas solucion sin solucion Trazar un campo de direccion manualmente es algo que se 
hace en forma directa, pero consume tiempo; tal vez sea una de las tareas sobre las que puede 
argumentarse que es algo que solo debe hacerse una vez en la vida, pero en general se realiza de 
manera mas eficiente por medio de software de computadora. La FIGURA 8.4.2 se obtuvo usando 
una aplicacion de software de campo de direccion con dy/dx = x — y y una region rectangular de 
5X5, donde los puntos en esa region tiene una separacion horizontal y vertical de \ unidad; es 
decir, en los puntos ( mh , nh ), h = m y n enteros tales que —10 < m < 10, —10 < n < 10. 


este punto, y esto se conoce a partir de la funcion pendiente F de la ecuacion diferencial: 
F(x, y(x)). Luego, suponga que (x, y) representa cualquier punto en el piano xy en que esta defi- 
nida la funcion F. La funcion pendiente F asigna un valor F(x, y) al punto; el valor es la pen¬ 
diente de una recta. Un segmento de recta corto, denominado elemento de recta, se traza a tra- 
ves de (x, y) con pendiente F(x, y). Por ejemplo, considere la ecuacion dy/dx = x — y, donde 
F(x, y) = x — y. En el punto (3, 2), por ejemplo, la pendiente de un elemento de recta es F( 3, 2) 
= 1. Como se muestra en la FIGURA 8.4.1, una curva solucion que pase cerca de (3, 2) tiene una 
forma semejante al elemento de recta; una curva solucion diferente que pase cerca de (3, 2) tiene 
una forma semejante en una pequena vecindad del punto. 
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a) b) 

FIGURA 8.4.2 Campo de direccion en a); curvas solucion de la ecuacion diferencial sobrepuesta 
en el campo de direccion en b) 


En la figura 8.4.2a) observe que en cualquier punto a lo largo de la recta y = x, las pendien¬ 
tes son F{x , x) = 0, de modo que los elementos de recta son horizontales. Ademas, la recta y = x 
divide el piano en dos regiones, por arriba de la recta (y > x) los elementos de recta tienen pen¬ 
diente negativa, mientras que por abajo de la recta (y < x) los elementos de recta tienen pendien¬ 
te positiva. Al leer de izquierda a derecha, imagine una curva solucion que empieza en un punto 
en el segundo cuadrante que al ir hacia abajo se aplana cuando pasapor la rectay = xy despues 
se dirige para arriba hacia el primer cuadrante; en otras palabras, su forma se vuelve concava 
hacia arriba. La familia de soluciones de esta ecuacion diferencial se ha visto en el ejemplo 5 de 
la seccion 8.2. Usted debe comparar las graficas muestra en la figura 8.2.1 con el campo de direc¬ 
cion en la figura 8.4.2a). En la figura 8.4. 2b) se proporcionan las dos curvas solucion correspon- 
dientes a la solucion de dy/dx = x~y que pasan por (0, 1) (en verde) y (2, 0) (en rojo). 
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EJEMPLO 1 


Campo de direccion 


Trace el campo de direccion para 


dy 

dx 


x 

y 


Solucion Esta es la ecuacion diferencial del ejemplo 2 en la seccion 8.1. 

a) Si usamos una reticula de puntos (.x, y) con coordenadas enteras para — 5 < x < 5, 
— 5 < y < 5 entonces es directo calcular a mano las pendientes de los elementos de 
recta en los cuatro cuadrantes. Para x > 0, y > 0 (primer cuadrante) las pendientes 
F(x, y ) = — x/y se proporcionan en la tabla siguiente. 


Fix, y) 

y=l 

y = 2 

y = 3 

y = 4 

y = 5 

X = 1 

-1 

1 

2 

1 

3 

1 

4 

1 

5 

x = 2 

-2 

-1 

2 

3 

1 

2 

2 

5 

x = 3 

-3 

3 

2 

-1 

3 

4 

3 

5 

x = 4 

-4 

-2 

4 

3 

-1 

4 

5 

x = 5 

-5 

5 

2 

5 

3 

5 

4 

-1 


Por ejemplo, F( 3, 4) = — f es la pendiente del elemento de recta en (3, 4) y se muestra 
en rojo en la tabla en la interseccion del renglon identificado por x = 3 y la columna 
identificada por y = 4. 

Puesto que el signo algebraico del cociente x/y en (x, y), x > 0, y > 0 es el mismo 
que en (x, y), x < 0, y < 0, las pendientes en los puntos correspondientes en el tercer 
cuadrante son las mismas que las pendientes en el primer cuadrante. En forma semejan¬ 
te, resulta facil ver que las pendientes de los segmentos de recta en los cuadrantes 
segundo y cuarto son los negativos de las pendientes en la tabla. A1 trazar elementos de 
recta por los puntos con las pendientes determinadas a partir de la tabla obtenemos el 
campo de direccion en la FIGURA 8.4.3a). 
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FIGURA 8.4.3 Campos de direccion en el ejemplo 1 


*) 


Con ayuda de un SAC y la reticula de puntos definidos nuevamente por (mh, nh ), h = 4 A1 usar mas puntos reticulares 

my n enteros, —10 < m < 10,-10 < n < 10, obtenemos el campo de direccion en se obtiene una mejor idea de las 

la figura 8.4.3/?). Visualmente, el flujo del campo es circular. En la figura 8.4.3c) hemos formas de las curvas solucion. 

sobrepuesto la curva solucion (en rojo) del PVI, 


dy _ _x 
dx y 9 


7(4) = -3 


que se obtuvo en el ejemplo 3 de la seccion 8.1 sobre el campo de direccion generado 
por computadora. ■ 


Por supuesto, el objetivo principal de construir un campo de direccion es obtener un bosque- 
jo aproximado de una curva solucion cuando resolver exactamente una ecuacion diferencial 
resulta imposible. 
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EJEMPLO 2 


Campo de direccion 


Use un campo de direccion para describir una curva solucion aproximada para el problema con 
valor inicial 


— = senx + cos y, y(— 4) = 4. 

Solucion Senalamos el punto inicial (—4, 4) en el campo de direccion generado por compu- 
tadora en la FIGURA 8.4.4a); al mo verse hacia la izquierda y a la derecha intentamos trazar una curva 
lo mas larga posible que contenga el punto inicial. Cuando hacemos un movimiento hacia la 
derecha del punto inicial, los segmentos de recta casi inmediatamente hacen que la grafica se 
dirija hacia abajo (aproximadamente para — 3 < x < —0.5), y luego hacia arriba cuando la gra¬ 
fica cruza el eje y (aproximadamente para —0.5 < x < 2.5), lo cual es seguido de inmediato 
por otro movimiento hacia abajo (aproximadamente para x > 2.5). La curva solucion que acaba- 
mos de describir tiene la forma aproximada que se muestra en la figura 8.4.4Z?). 




FIGURA 8.4.4 Campo de direccion y curva solucion aproximada en el ejemplo 2 ■ 


■ Retratos y estabilidad de fase La interpretacion de la derivada dy/dx como una funcion que 
proporciona la pendiente desempeno un papel crucial en la construccion de los campos de direc¬ 
cion. En el siguiente analisis usamos otra propiedad de la primera derivada; a saber, si y(x) es 
una funcion diferenciable, y si dy/dx > 0 (o dy/dx < 0) para toda x en un intervalo /, entonces 
y(x) es creciente (o decreciente) sobre I. 

■ Ecuaciones diferenciales autonomas Se dice que una ecuacion diferencial de primer orden 
donde la variable independiente x no aparece en forma explicita es una ecuacion diferencial auto¬ 
noma. Por tanto, una ecuacion diferencial autonoma de primer orden es una cuya forma normal es 


dy 

dx 


= f(y\ 


(i) 


En todo momento se supondra que/y su derivada/' son funciones continuas de x sobre algun 
intervalo I. Las ecuaciones diferenciales 


dy 

dx 


f(y ) 

I 

1 + y 2 


y 


d L 

dx 


F(x,y) 

i 

= 2xy 


son autonoma y no autonoma, respectivamente. Muchas ecuaciones diferenciales de primer orden 
encontradas en aplicaciones son autonomas y de la forma (1). En la seccion 8.3, todos los mode- 
los matematicos, excepto uno, son autonomos; la ecuacion (7) de esa seccion es no autonoma. Por 
supuesto, los diferentes simbolos en la seccion 8.3 forman parte de x y y en este analisis. 

■ Puntos criticos Los ceros de la funcion/en (1) son de interes especial. Se dice que un nume- 
ro real c es un punto critico de la ecuacion diferencial autonoma (1) si es un cero de/, es decir, si 
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f{c) = 0. Los puntos criticos tambien se denominan puntos de equilibrio y puntos estacionarios. 
Ademas, al sustituir y = c en (1) ambos miembros de la ecuacion se vuelven cero, de modo que: 

• Si c es un punto crftico de (1), entonces y(x) = c es una solucion constante de la ecuacion 
autonoma. 

Una solucion constante y(x) = c de (1) se denomina solucion de equilibrio y: 

• Las soluciones de equilibrio son las unicas soluciones de (1). 

Puede afirmarse cuando una solucion no constante y(x) de (1) es creciente o decreciente al 
determinar el signo algebraico de la derivada dy/dx , lo cual se hace al identificar los intervalos 
sobre los cuales f(y) es positiva o negativa. 


EJEMPLO 3 


Ecuacion diferencial autonoma de primer orden 


Al analizar la ecuacion diferencial 


^ = y(a- by) (2) 

a > 0, b > 0, se observa que es autonoma. A partir de/(y) = y (a — by) = 0 tambien vemos que 
0 y a/b son puntos criticos de la ecuacion. Al escribir estos dos numeros en una columna, la divi- 
dimos en tres intervalos determinados por las desigualdades: 


4| Esta es la ecuacion diferencial 
en el problema 29, ejercicios 
8.3. Aqm el simbolo y desem- 
pena la parte de P, y x la de la 
parte de t. 


— oo < x < 0, 0 < x < a/b, a/b < x < oo. ejey 

Las flechas en la linea mostrada en la FIGURA 8.4.5 indican el signo algebraico de/(y) = y(a — by) sobre 
estos intervalos, y si una solucion y(x) es creciente o decreciente. La tabla siguiente explica la figura. 


Intervalo 

Signo def(y) 

y(x) 

Flecha 

(-oo,0) 

menos 

decreciente 

apunta hacia abajo 

(0, a/b) 

mas 

creciente 

apunta hacia arriba 

(a/b, oo) 

menos 

decreciente 

apunta hacia abajo 


Las soluciones de equilibrio de la ecuacion diferencial son y = 0 y y = a/b. ■ 

La figura 8.4.5 se denomina retrato de fase unidimensional, o simplemente retrato de 
fase, de la ecuacion diferencial dy/dx = y{a — by). La recta vertical o eje y se denomina recta 
de fase. Un retrato de fase como este tambien puede interpretarse en terminos del movimiento de 
una particula que se desplaza. Si imagina que y(x) denota la posicion de una particula en el ins- 
tante x sobre una recta vertical cuya direccion positiva y es hacia arriba, entonces la razon de 
cambio dy/dx representa la velocidad de la particula. Una velocidad positiva indica movimiento 
hacia arriba y una velocidad negativa indica que la particula se esta moviendo hacia abajo. Si una 
particula se coloca en un punto crftico, entonces debe permanecer ahi todo el tiempo. De ahi el 
nombre alterno de punto estacionario. 

■ Curvas solucion sin solucion Sin resolver una ecuacion diferencial autonoma, por lo gene¬ 
ral es posible decir bastantes cosas sobre sus curvas solucion. Al relacionar esto con el primer 
tema de esta seccion, observe que un campo de direccion de una ecuacion diferencial autonoma 
(1) es independiente de x, de modo que en cualquier punto sobre una recta paralela al eje x todas 
las pendientes son iguales. Por tanto, si y(x) es una solucion de (1), entonces cualquier traslacion 
horizontal y(x — k), k una constante, tambien es una solucion. Puesto que la funcion/en (1) es 
independiente de la variable x, podemos considerar que esta definida para —oo<x<ooo 
0 < x < oo. Tambien, puesto que/y su derivada/' son funciones continuas de x sobre algun 
intervalo /, es posible demostrar que en alguna region o banda horizontal R en el piano xy corres- 
pondiente a /, por cualquier punto (x 0 , yo) en ^ P asa s ^lo una curva solucion de (1). Vea la FIGURA 
8.4.6a). Para abreviar el analisis se supondra que (1) posee exactamente dos puntos criticos c x y c 2 
y que c x < c 2 - Las graficas de las soluciones en equilibrio y(x) = c x y y(x) = c 2 son rectas hori¬ 
zontal, y estas rectas parten la region R en las tres subregiones R l9 R 2 y R 3 como se ilustra en 
la figura 8.4.6Z?). Sin demostrar, a continuacion se presentan algunas conclusiones que pueden 
extraerse sobre una solucion no constante y(x) de (1): 

• Si (x 0 , yo) esta en una subregion R h i= 1, 2, 3 y y(x) es una solucion cuya grafica pasa 
por este punto, entonces y(x) permanece en la subregion para toda x. Como se ilustra en 


FIGURA 8.4.5 Dos puntos criticos 
determinan tres intervalos en el 
ejemplo 3 


R 

i 

r 

\C% yo) 



> 


a) Region R 



b ) Subregiones R h R 2 y R 3 de R 
FIGURA 8.4.6 Dos soluciones 
de equilibrio determinan tres 
subregiones en el piano 
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la figura 8.4. 6b), la solucion y(x) en R 2 esta acotada por c 1 por arriba y por c 2 por abajo; 
esdecir, c 1 < y(x) < c 2 para toda x. La curva solucion permanece en R 2 para toda x por- 
que la grafica de una solucion no constante de (1) no puede cruzar la grafica de una solu¬ 
cion de equilibrio. 

• Por continuidad de/, entonces debe tenerse/(y) > 0 o f(y) < 0 para toda y en una subre¬ 
gion R h i = 1, 2, 3. En otras palabras, f(y) no puede cambiar de signo en una subregion. 

• Puesto que dy/dx = f(y(x)) es positiva o negativa en una subregion, una solucion y(x) es 
creciente o decreciente en una subregion R h i= 1, 2, 3. En consecuencia, y(x) no puede 
ser oscilatoria, y tampoco puede tener un extremo relativo (maximo o minimo). 

• Si y(x) esta acotada por arriba por un punto crftico c 1 (como en la subregion R u donde 
y(x) < Ci para toda x), entonces la grafica de y(x) debe tender a la grafica de la solucion 
de equilibrio y(x) = c 1 cuando i-^ooo cuando x —» — oo. Si y(x) esta acotada , es decir, 
acotada por arriba y por abajo por dos puntos crfticos consecutivos (como en la subre¬ 
gion R 2 , donde c 1 < y(x) < c 2 para toda x), entonces la grafica de y(x) debe tender a las 
graficas de las soluciones de equilibrio y(x) = c 1 y y(x) = c 2 , a una cuando x —> oo y a la 
otra cuando x^ — oo. Si y(x) esta acotada por abajo por un punto crftico (como en 
la subregion R 3 , donde c 2 < y(x) para toda x), entonces la grafica de y(x) debe tender a la 
grafica de la solucion de equilibrio y(x) = c 2 cuando i->ooo cuando x —> — oo. 

Con estos hechos en mente se volvera a analizar la ecuacion diferencial en el ejemplo 3. 


Otro repaso al ejemplo 3 


EJEMPLO 4 


Los tres intervalos determinados sobre el eje y o recta de fase por los puntos crfticos 0 y a/b 
ahora corresponden en el piano xy a tres subregiones definidas por: 

R x \ — oo < y < 0, R 2 \ 0 < y < a/b , R 3 \ a/b < y < oo, 


donde — oo < x < oo. El retrato de fase en la figura 8.4.5 indica que y(x) es decreciente en R u 
creciente en R 2 y decreciente en R 3 . Si y(0) = y 0 es un valor inicial, entonces en R\,R 2 y R 3 tene- 
mos, respectivamente: 



FIGURA 8.4.7 Retrato de fase 
y curvas solucion en cada una 
de las tres subregiones en el 
ejemplo 4 


i ) Para y 0 < 0, y(x) esta acotada por arriba. Puesto que y(x) es decreciente, y(x) decrece sin 
limite para x creciente y asi y(x) —> 0 cuando x —» — oo. Esto significa que el eje x nega- 
tivo, y = 0, es una asmtota horizontal para una curva solucion. 

ii) Para 0 < y 0 < a/b, y(x) esta acotada. Puesto que y(x) es creciente, y(x) —» a/b cuan¬ 
do x —> oo, y y(x) —> 0 cuando x —> — oo. Las dos rectas y = 0 y y = a/b son asmtotas 
horizontales para cualquier curva solucion que empiece en esta subregion. 

Hi) Para y 0 > <z/&, y(x) esta acotada por abajo. Puesto que y(x) es decreciente, y(x) —> a/b 
cuando x^oo. Esto significa que y = a/b es una asmtota horizontal para una curva 
solucion. 

En la FIGURA 8.4.7 se reproduce el retrato de fase original a la izquierda del piano xy donde se han 
sombreado las subregiones R l9 R 2 y R 3 . Las graficas de las soluciones de equilibrio y = a/b y 
y = 0 se muestran en la figura 8.4.7 como lineas discontinuas; las graficas solidas representan 
graficas tipicas de y{x) que ilustran los tres casos que acaban de analizarse. ■ 


En una subregion como R x en el ejemplo 4, donde y(x) es decreciente y no esta acotada por 
abajo, necesariamente debe tenerse y{x) —> — oo. No interprete esta ultima declaracion como 
y(x) — oo cuando x —> oo; podria tenerse y(x) —» — oo cuando x^a, donde a > 0 es un nume- 
ro finito que depende de la condicion inicial y(x 0 ) = y 0 . Al pensar en terminos dinamicos, y(x) 
podria “explotar” en un tiempo finito; o pensando graficamente, y(x) podria tener una asmtota 
vertical en x = a > 0. Una observacion semejante sigue siendo valida para la subregion R 3 . Esos 
conceptos se ilustran en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 5 


Curvas solucion 


La ecuacion autonoma dy/dx = (y — l) 2 posee el unico punto critico 1 y por tanto solo tiene una 
solucion constante y(x) = 1. A partir del retrato de fase en la FIGURA 8.4.8a), concluimos que 
una solucion no constante y(x) es una funcion creciente en las dos subregiones definidas por 
— oo < y < 1 y 1 < y < oo, donde — oo < x < oo. Para una condicion inicial y(0) =y 0 < 1? 
una solucion y(x) es creciente y acotada por arriba por 1, y asi y(x) —> 1 cuando x —» oo; para 
y(0) =yo> 1, una solucion y(x) es creciente y no acotada. 
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Usted debe comprobar por separacion de variables que una familia de soluciones de un para- 
metro de la ecuacion diferencial es y(v) = 1 — \/{x + C). Para una condicion inicial dada, por 
ejemplo, y(0) = — 1 < 1, encontramos que C = \ y y(x) = 1 — \/[x + |). Observe que v = 
es una asmtota vertical y que y(x) —> — oo cuando v —> — | + . Vea la figura 8.4.8/?). Para una 
condicion inicial diferente y(0) = 2 > 1, hallamos que C = —I y y(x) = 1 — l/(x — 1). La ulti¬ 
ma funcion tiene una asmtota vertical en v = 1 y en la figura 8.4.8c) vemos que y(x) —> oo cuan¬ 
do v —> 1 _ . Las curvas solucion son las porciones de las graficas en las figuras 8.4.8/?) y 8.4.8c) 
que se muestran en azul. Como se pronostico con el retrato de fase en la figura 8.4.8<z), para la 
curva solucion en la figura 8.4.8/?), y(x) —» 1 cuando x —> oo, mientras que para la curva solucion 
en la figura 8.4.8c), y(x) —> oo cuando x —> 1 _ . 



■ Atractores y repelentes Suponga que y(x) es una solucion no constante de la ecuacion diferen¬ 
cial autonoma (1) y que c es un punto crftico de la ecuacion diferencial. Hay basicamente tres tipos 
de comportamiento que y(x) puede mostrar cerca de c. En la FIGURA 8.4.9 se ha colocado c en cuatro 
rectas de fase verticales. Cuando las dos puntas de flecha a ambos lados del punto azul identificado 
por c apuntan hacia c, como en la figura 8.4.9rf), todas las soluciones y(x) de (1) que empiezan desde 
un punto inicial (v 0 , y 0 ) suficientemente cerca de c presentan el comportamiento asintotico 
lim y(x) = c. Por esta razon se dice que el punto crftico c es asintoticamente estable. A1 usar una 

x—»oo 

analogia fisica, una solucion que empieza cerca de c es como una particula cargada que, con el tiem- 
po, es atraida por otra particula de carga opuesta, de modo que c a menudo se menciona como atrac- 
tor. Cuando las dos puntas de flecha a ambos lados del punto azul identificado por c apuntan ale- 
jandose de c, como en la figura 8.4.9/?), todas las soluciones y(x) de (1) que empiezan desde un punto 
inicial (v 0 , y 0 ) se alejan de c cuando x crece. En este caso se dice que el punto crftico c es inestable. 
Un punto crftico inestable se denomina repelente, por razones obvias. El punto crftico que se ilus- 
tra en las figuras 8.4.9c) y 8.4.9rf) no es atractor ni repelente. Pero puesto que c presenta caracterfs- 
ticas tanto de un atractor como de un repelente, una solucion que empieza desde un punto inicial 
(*b, yo) suficientemente cerca de c es atraida hacia c y repelida desde el otro lado, se dice que el punto 
crftico c es semiestable. En el ejemplo 3, el punto crftico a/b es asintoticamente estable (un atrac¬ 
tor) y el punto crftico 0 es inestable (un repelente). El punto crftico en el ejemplo 5 es semiestable. 



^0 


» c < 

» C ( 

» C ( 

•Jo 




a ) b) c ) d) 


FIGURA 8.4.9 El punto crftico es: 
un atractor en a), un repelente en 
b), y semiestable en c) y d) 


Ejercicios 8.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-25. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-8, use el campo de direccion generado por 
computadora para trazar una curva solucion aproximada para 
la ecuacion diferencial indicada que pase por cada uno de los 
puntos dados. 

1 dy = x 
dx y 

a) y(0) = 3 

c) y(~i) = 2 


b) y(3) = 3 
d) y(-2) = -3 
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FIGURA 8.4.10 Campo de direccion para el problema 1 
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2 — = p ~0-0lxy 3 

dx 

a) y(-4) = 0 
c) j>(0) = -2 


b) y(3) = -2 
d) v(O) = 1 


5. 


dy 1 1 

±c = 2*~2 y 

a) v(O) = -2 
c) y(- 1) = 0 


2 


b) y(O) = 2 
d) y{~ 4) = 0 


I I 


y , 

I I I I / /5 ^ 
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FIGURA 8.4.11 Campo de direccion para el problema 2 
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FIGURA 8.4.14 Campo de direccion para el problema 5 


dy 

3 — = 1 

dx 


xy 


a) v(0) = 0 
c) y(2) = 0 


ft) y(-l) = 0 

d) v(0) = -4 
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FIGURA 8.4.12 Campo de direccion para el problema 3 


dy 

6 . ~r= e~ seny 
dx 

a) y{ 0) = 0 
c) y(~ 2) = 0 


*) y(0) = 2 
rf) y(4) = 0 


y 

///////// % 
// / / / / /// / 

// I / ///// /4 

////////// 

///////// s 


r / x / x x y 


■/—/-> 

-5 /— 4 /— 3 /— 2 /-I / 
/////III /-A 
////////// 
//////// /-£ 
////////// 
/////// / /-ft 
XXXXXXXXXX 


////////// 
III III III / 
I I I I I / I I I I 
////////// 
////////// 


' / // 


/1/2/3/4/5 

////////// 

////////// 

////////// 

////////// 

////////// 

////////// 


FIGURA 8.4.15 Campo de direccion para el problema 6 
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(sen x) cos y 


dy 

7. — = v sen x 
4x 


a) y(0) = 0 ft) y(0) = 2 

C) y(m = 0 4) y(4) = 0 


a) v(0) = 1 
c) y(4) = 1 


ft) y(-3) = -2 
4) y(2) = 2 
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FIGURA 8.4.13 Campo de direccion para el problema 4 
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FIGURA 8.4.16 Campo de direccion para el problema 7 
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a) y(-2) = 0 
c) y(0) = 0 


b) y(O) = -2 
d) y(3) = 0 
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FIGURA 8.4.17 Campo de direccion para el problema < 


En los problemas 23 y 24, considere la ecuacion diferencial 
autonoma dy/dx =f(y ), donde se proporciona la grafica de/. 
Use la grafica para localizar los puntos criticos de cada ecua¬ 
cion diferencial. Trace un retrato de fase de cada ecuacion. A 
mano, trace curvas solucion en las subregiones del piano xy 
determinadas por las graficas de las soluciones de equilibrio. 



FIGURA 8.4.19 Grafica para 
el problema 24 


En los problemas 9-12, use un software de computadora para 
obtener un campo de direccion para la ecuacion diferencial 
dada. A mano, trace una curva solucion aproximada que pase 
por cada uno de los puntos dados. 


9. 


dy 

dx 


1 

y 


a ) y(0) = 3 

b ) y(2) = -2 


11 . 


dx 



+ y 


dy 


a) y(0) = -1 

b ) y(3) = 0 
dy 

12. — = y — 2 cos 77X 


a) y(0) = 1 a) y(0) = 0 

b ) y(4) - 0 b) y( 2) = -4 


En los problemas 13-20, encuentre los puntos criticos y el 
retrato de fase de la ecuacion diferencial de primer orden auto¬ 
noma dada. Clasifique cada punto crftico como asintoticamen- 
te estable (atractor), inestable (repelente) o semiestable. 


dy o 

13< I = y 3y 




dy 

dx 


is. ~t = (y ~ 2) 2 


dy 

dx 


16. -r = 10 + 3y - y 2 


17. % « >^(4 - /) 


dy 

18 ’ dx = y( - 2 ~ y)(4 ~ y) 


19. | = yln(, + 2) 




En los problemas 21 y 22, considere la ecuacion diferencial 
de primer orden autonoma dada y la condicion inicial 
y(0) = y 0 . A mano, trace una grafica de una solucion tipica 
y(x) cuando y 0 ti ene l° s valores: 


a) y 0 > l 

c) -1 < y 0 < 0 


dy 

dx 


21- , =.v-y 3 


b) 0 < y 0 < 1 

d) >’o < -1 


dy 

dx 


22. = y 1 i y 4 


= Aplicaciones 

25. En la seccion 8.3 vimos que la ecuacion diferencial li¬ 
neal autonoma 


dv , 

m — = mg — kv 

es un modelo matematico para la velocidad de un cuerpo 
que cae cuando se toma en cuenta la resistencia del aire. 
Use solo un retrato de fase para determinar la velocidad 
del cuerpo que cae. 

26. En la seccion 8.3 tambien vimos que la ecuacion diferen¬ 
cial no lineal autonoma 

dv 2 

m — = mg — kv 

es un modelo matematico para la velocidad de un cuerpo 
que cae cuando se toma en cuenta la resistencia del aire. 
Use solo un retrato de fase para determinar la velocidad 
terminal del cuerpo que cae. 

27. En el problema 26 de los ejercicios 8.3 vimos que la 
corriente i{t) en un circuito en serie esta descrita por 

Zrj- + Ri = E. 
dt 

Si la inductancia L, la resistencia R y el voltaje aplicado 
E son constantes positivas, demuestre que cuando t —» oo 
la corriente obedece la ley de Ohm de que E = iR. 

28. Cuando se combinan dos productos quimicos, la razon a 
la que se forma un nuevo compuesto esta regida por la 
ecuacion diferencial 

dX 

— = k(a~ 2 008 -X), 

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad y 
/3 > a > 0. Aqui X(t) denota el numero de gramos del 
nuevo compuesto formado en el tiempo t. 
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a) Describa el comportamiento de X cuando t—> oo. 

b ) Considere el caso en que a = (3. i Cual es el compor¬ 
tamiento de X cuando t —» oo si X(0) < a? A partir 
del retrato de fase de la ecuacion diferencial, /,puede 
pronosticar el comportamiento de X cuando t—> oo si 

X(0) > al 30. 

c ) Compruebe que una solucion explicita de la ecuacion 
diferencial en el caso en que &=lyct = /3es 
X(t) = a — 1/(7 + c). Encuentre una solucion que 
cumpla X(O) = a/2. Encuentre una solucion que cum¬ 
pla X(0) = 2a. Grafique las dos soluciones. /El com¬ 
portamiento de las soluciones t—> oo coincide con sus 
respuestas en el inciso b)l 

_ 31. 

= Piense en ello 

29. Para una ecuacion diferencial dy/dx = F(x, y), cualquier 
miembro de la familia de curvas F(x, y) = c, donde c es 
una constante, se denomina una isoclina de la ecuacion. 


8.5 Metodo de Euler 

■ Introduce ion Ahora pasemos de los metodos de visualizacion analizados en la seccion pre- 
cedente a un metodo numerico. A1 usar la ecuacion diferencial es posible construir un procedi- 
miento simple para obtener aproximaciones a los valores numericos de las coordenadas y de pun- 
tos sobre una curva solucion. 

■ Metodo de Euler Una de las tecnicas mas simples para aproximar una solucion de un proble- 
ma con valor inicial de primer orden 

y' = F(x,y), y(x 0 )=y 0 (1) 

se denomina metodo de Euler, o metodo de las rectas tangentes. En esta tecnica usamos el 
hecho de que la derivada de una funcion y(x) en un numero v 0 determina una linealizacion de 
y(x) em = i 0 : 

L{x) = y 0 + y'(xo)(x ~ Xq). 

Recuerde de la seccion 4.9 que la linealizacion de y(x) en x 0 es simplemente una ecuacion de la 
recta tangente a la grafica dey = y(x) en el punto (x 0 , y 0 ). Ahora dejamos que h represente un incre- 
mento positivo sobre el eje x, como se muestra en la FIGURA 8.5.1. Luego, para x x = x 0 + h tenemos 

L(X i) = Jo + y'(x o) (Xq + h - Xq) = y 0 + hy’o , 
donde jo = = E(x 0 , y 0 )- A1 hacer y x = L{x x ) obtenemos 

y\ = Jo + hF(x o, y 0 ). 

El punto (xi, yi), que se muestra en la figura 8.5.1 como un punto sobre la recta tangente, es una 
aproximacion al punto (x 1? y(x!)) sobre la verdadera curva solucion; es decir, L(x x ) ~ y(x{) o 
y i ~ y&i) es una aproximacion de y(x) en x x . Por supuesto, la precision de la aproximacion 
depende bastante del tamano del incremento h. Por lo general, este tamano de paso debe esco- 
gerse razonablemente pequeho. Si repetimos el proceso, usando (x x , y x ) y la nueva pendiente 
F(jci, y x ) como el nuevo punto inicial, entonces obtenemos la aproximacion 

y(x 2 ) = y(x o + 2 h) = y{x x + h) « y 2 = y x + hF(x x , y x ). 

En general, se concluye que 

Jn+i = y n + hF(x n ,y n ), (2) 

donde x n = x 0 + nh. 

En el siguiente ejemplo se aplica el metodo de Euler (2) a una ecuacion diferencial para la 
que se conoce una solucion explicita; de esta forma es posible comparar los valores estimados 
y n con los valores verdaderos y(x n ). 


Curva 

solucion 



FIGURA 8.5.1 Aproximacion a un 
punto sobre una curva solucion 
por un punto sobre la recta 
tangente 


En un campo de direccion de la ecuacion diferencial 
dy/dx = x 2 + y 2 , ^que es cierto sobre los segmentos de 
recta en puntos sobre la isoclina dy/dx = x 2 + y 2 = 1? 
Identifique las isoclinas de la ecuacion diferencial 

dy/dx = x + y. 

Para una ecuacion diferencial dy/dx = F(x, y), una curva 
en el piano definida por F(x, y) = 0 se denomina una nul- 
clina de la ecuacion. En un campo de direccion de la 
ecuacion diferencial dy/dx = x 2 + y 2 — 1, ^que es cier¬ 
to sobre los segmentos de recta en puntos sobre una nul- 
clina? Identifique las nulclinas de la ecuacion diferencial 
dy/dx = x 2 — y 2 e indiquelas en el campo de direccion 
proporcionado en la figura 8.4.17. 

El numero 0 es un punto crftico de la ecuacion diferencial 
autonoma dy/dt = y n , donde n es un entero positivo. / Para 
que valores de n es 0 asintoticamente estable? /Jnestable? 
Repita lo anterior para la ecuacion dy/dx = —y n . 
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EJEMPLO 1 


Metodo de Euler 


Considere el problema con valor inicial y' = 0.2xy, y(l) = 1. Use el metodo de Euler para apro- 
ximar y( 1.5) usando primero h = 0.1 y luego h = 0.05. 


Solucion Con la identificacion de que F(x, y) = 0.2xy, (2) se vuelve 

y n +\ =y n + h(0.2x, L v n ). 

Luego, para x 0 = 1, y 0 = 1 y h = 0.1 encontramos 

Ti = To + (0.1)(0.2xoy 0 ) = 1 + (0.1)[0.2(1)(1)] = 1.02, 

que es un estimado al valor de y(l.l). No obstante, si usamos h = 0.05, se requieren dos pasos 
para llegar ax = 1.1. A partir de 

yi = l + (0.05) [0.2(1)(1) ] = 1.01 

y 2 = 1.01 + (0.05) [0.2(1.05)(1.01)] = 1.020605 

tenemos y x ~ y(1.05) y y 2 ~ y(l.l). El resto de los calculos se llevo a cabo usando software de 
computadora. Los resultados se resumen en las TAB LAS 8.5.1 y 8.5.2. Cada entrada se ha redondea- 
do hasta cuatro cifras decimales. Observe que para llegar a x = 1.5 se requieren cinco pasos con 
h = 0.1 y 10 pasos con h = 0.05. 


TAB LA 8.5.2 Metodo de Euler con h 

= 0.05 | 

x n 

yn 

Valor 

verdadero 

Error 

absoluto 

Error porcentual 
relativo 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.05 

1.0100 

1.0103 

0.0003 

0.03 

1.10 

1.0206 

1.0212 

0.0006 

0.06 

1.15 

1.0318 

1.0328 

0.0009 

0.09 

1.20 

1.0437 

1.0450 

0.0013 

0.12 

1.25 

1.0562 

1.0579 

0.0016 

0.16 

1.30 

1.0694 

1.0714 

0.0020 

0.19 

1.35 

1.0833 

1.0857 

0.0024 

0.22 

1.40 

1.0980 

1.1008 

0.0028 

0.25 

1.45 

1.1133 

1.1166 

0.0032 

0.29 

1.50 

1.1295 

1.1331 

0.0037 

0.32 


TAB LA 8.5.1 Metodo de Euler con h 


x n 

yn 

Valor 

verdadero 

Error 

absoluto 

Error porcentual 
relativo 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.0200 

1.0212 

0.0012 

0.12 

1.20 

1.0424 

1.0450 

0.0025 

0.24 

1.30 

1.0675 

1.0714 

0.0040 

0.37 

1.40 

1.0952 

1.1008 

0.0055 

0.50 

1.50 

1.1259 

1.1331 

0.0073 

0.64 


En el ejemplo 1, los valores verdaderos en las tablas se calcularon a partir de la solucion 
conocida y = e 0A(x -1) . Tambien, el error absoluto se define como <4 Compraebe esta solucion al 

resolver la ecuacion diferencial 

| valor verdadero - aproximacion | . por separaci6n de variab i es . 

El error relativo y el error porcentual son, a su vez, 

error absoluto error absoluto ^ 

\valor verdadero\ ^ \valor verdadero\ 

Al comparar las tablas 8.5.1 y 8.5.2 resulta evidente que la precision de las aproximaciones 
mejora a medida que disminuye el tamano h del paso. Tambien vemos que incluso cuando el 
error porcentual relativo crece, no parece ser tan malo. Sin embargo, no debe decepcionarse por 
un ejemplo. Observe lo que ocurre en el siguiente ejemplo, cuando simplemente se cambia de 
0.2 a 2 el coeficiente del miembro derecho de la ecuacion diferencial. 


EJEMPLO 2 


Comparacion de valores exactos/aproximados 


Use el metodo de Euler para aproximar y(1.5) para la solucion del problema con valor inicial 

y' = 2xy,y(l) = 1. 


Solucion Usted debe comprobar que la solucion exacta del PVI es ahora y = e* 2 l . Al proce- 
der como en el ejemplo 1, obtenemos los resultados que se muestran en las tablas 8.5.3 y 8.5.4. 
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En este caso, con un tamano de paso h = 0.1, un error relativo de 16% en el calculo de la 
aproximacion a y( 1.5) es totalmente inaceptable. A costa de duplicar el numero de calculos, se 
obtiene una ligera mejora en la precision al reducir a la mitad el tamano del paso a h = 0.05. 


TAB LA 8.5.4 Metodo de Euler con h = 

0.05 

x n 

y n 

Valor 

verdadero 

Error 

absoluto 

Error porcentual 
relativo 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.05 

1.1000 

1.1079 

0.0079 

0.72 

1.10 

1.2155 

1.2337 

0.0182 

1.47 

1.15 

1.3492 

1.3806 

0.0314 

2.27 

1.20 

1.5044 

1.5527 

0.0483 

3.11 

1.25 

1.6849 

1.7551 

0.0702 

4.00 

1.30 

1.8955 

1.9937 

0.0982 

4.93 

1.35 

2.1419 

2.2762 

0.1343 

5.90 

1.40 

2.4311 

2.6117 

0.1806 

6.92 

1.45 

2.7714 

3.0117 

0.2403 

7.98 

1.50 

3.1733 

3.4904 

0.3171 

9.08 


TAB LA 8.5.3 Metodo de Euler con h = 

0.1 

x n 

y n 

Valor 

verdadero 

Error 

absoluto 

Error porcentual 
relativo 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2000 

1.2337 

0.0337 

2.73 

1.20 

1.4640 

1.5527 

0.0887 

5.71 

1.30 

1.8154 

1.9937 

0.1784 

8.95 

1.40 

2.2874 

2.6117 

0.3244 

12.42 

1.50 

2.9278 

3.4904 

0.5625 

16.12 


— = F(X. V) NOTAS DESDE EL AULA 

dx J . 

El metodo de Euler constituye solo una de muchas formas en que es posible aproximar una 
solucion de una ecuacion diferencial. Aunque es atractivo por su sencillez, este metodo se usa 
raramente en calculos serios. Este tema se ha presentado tan solo para proporcionarle una 
introduccion a los metodos numericos. Debe hurgar con mas detalle en un curso formal de 
ecuaciones diferenciales y examinar metodos que proporcionan una precision significativa- 
mente mayor. 


Ejercicios 8.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-26. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, use el metodo de Euler (2) para obte- 
ner una aproximacion de cuatro cifras decimales al valor indi- 
cado. Haga manualmente la recursion de (2), usando primero 
h = 0.1 y luego h = 0.05. 

1. £ = 2x-3y+l,y(l) = 5; y(1.2) 

2. ^ ( =x + y 2 ,y(0) = 0-, y(0.2) 

En los problemas 3 y 4, use el metodo de Euler para obtener 
una aproximacion de cuatro cifras decimales al valor indica- 
do. Use primero h = 0.1 y luego h = 0.05. Encuentre una solu¬ 
cion explicita para cada problema con valor inicial y luego 
elabore tablas semejantes a las tablas 8.5.1 y 8.5.2. 

3* y f — y, y(0) = 1; y(1.0) 

4. y' = 4x — 2y, y(0) = 2; y( 0.5) 


En los problemas 5-10, use el metodo de Euler para obtener 
una aproximacion de cuatro cifras decimales al valor indica- 
do. Use primero h = 0.1 y luego h = 0.05. 


5. 

/ 

= e 

y ,y(0) = 0; 

y(0.5) 

6. 

/ 

= x 2 

+ y 2 ,y(0) = 

-- l; y(0.5) 

7. 

/ 

= (x 

-y) 2 ,j(0) = 

= 0.5; y(0.5) 

8. 

/ 

= xy 

+ Vy, y(0) 

= l; y(0.5) 

9. 

/ 

= xy 


= l; y(l.5) 

10. 

/ 

= y ■ 

-y 2 ,y(0) = 

0.5; y(0.5) 
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Revision del capitulo 8 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-26. 

A. Falso/verdadero_ 

En los problemas 1-4, indique si la afirmacion dada es falsa (F) o verdadera (V). 

1. La ecuacion diferencial dy/dx = x + xy es separable y lineal._ 

2. La ecuacion diferencial dy/dx = sen y es no lineal._ 

3. y = 0 es una solucion del problema con valor inicial dy/dx = x 2 y, y(0) = 0._ 

4. Una solucion de la ecuacion diferencial dy/dx = x 2 y 2 + 4 es creciente sobre (—oo, oo). 


B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-8, llene los espacios en bianco. 

1. Una familia de soluciones de un parametro de dy/dx = 1 — 6x + I2e 3x es_. 

2. El orden de la ecuacion diferencial (y") 3 + y 4 = 1 es_. 

3. Un factor de integracion para la ecuacion lineal dy/dx — y = e 3x es_. 

4. En el campo de direccion de la ecuacion diferencial dy/dx = x 2 — y 2 , la pendiente de un 

elemento de recta en (2, 4) es_. 

5. El tiempo necesario para que una sustancia que decae por radiactividad pase de su cantidad 

inicial A 0 a |A 0 se denomina su_. 

6. Si una poblacion inicial de P 0 bacterias se duplica en 2 h, entonces el numero de bacterias 

presentes despues de 32 h es_. 

7. Si P(t) = P 0 e 0A6t proporciona la poblacion en un entorno en el instante t , entonces P{t) satis- 

face el problema con valor inicial_. 

8. Proporcione un ejemplo de una ecuacion diferencial de primer orden que sea tanto separa¬ 
ble como lineal._ 


C. Ejercicios 


En los problemas 1-10, resuelva la ecuacion diferencial dada. 

dy 

1. senv — + (cos x)y = 0 
dy 

3. t —— 5 y — t 
dt J 


dy 

dx 


5. (.x 2 + 4) -f- = 2x — 8xy 


i.-j- = ixVT^ 


- dx , _ t 

2. — + x = e cos 2 1 
dt 

4. 4? + e 2x3+y2 = 0 

x 2 dx 

9 dy 9 

6. y sec v — = y + 1 


dx 


9. y' - 2y = x(e 3x - e Zx ) 


dx 

8. (e>+ 

io. 4 + y = vnr? 

dx 


En los problemas 11-20, resuelva los problemas con valor inicial dados. 


11. ^ = 0.05P, P(0) = 1 000 
13. t-// + y = t 4 In t, y(l) = 0 
15. £ = 2y + y 2 , y(0) = 3 

17 - % = 1 + y W 3) = ~ l 


dy 

dx 


19. -± = -8*y, v(0) = - 


A A 

12. Y t = -0-015A, A (0) = 5 
dy 

14. x^=10y, y(l) = -3 
16. £ = y(10 - 2y), y(0) = 1 

y(2) = 2 

2»-f x = e‘-\ y(0) = 1 
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En los problemas 21 y 22, encuentre una funcion cuya grafica pase por el punto dado y tenga 
la pendiente indicada en un punto (x, y) sobre su grafica. 

21 . (0, 2); 2x/3y 3 22 . (0, 1); x + y 

23 . Si P 0 es la poblacion inicial de una comunidad, muestre que si la poblacion P se modela por 
dP/dt = kP, entonces 

donde P x = P{t x ) y P 2 = P(t 2 ), t x < t 2 . 

24 . Una barra metalica se saca de un homo cuya temperatura es 150 °C y se coloca en un tan- 
que de agua cuya temperatura se mantiene a 30 °C constantes. Despues de \ h en el tanque, 
la temperatura de la barra es 90 °C. ^Cual es la temperatura de la barra en \ h? ^En 1 h? 

25 . Cuando la mala memoria se toma en cuenta, la razon a la que una persona puede memori- 
zar un tema esta dada por la ecuacion diferencial 

dA 

^ = k x (M - A) - k 2 A , 

donde k x y k 2 son constantes positivas, A(t) es la cantidad de material memorizado en el tiem- 
po t , M es la cantidad total a memorizar y M — A es la cantidad que queda por memorizar. 

a) Despeje A(t) si A(0) = 0. 

b) Encuentre el valor limitante de A cuando t—> ooe interprete el resultado. 

c) Grafique la solucion. 

26 . Suponga que un circuito en serie contiene un capacitor y un resistor variable. Si la resisten- 
cia en el instante t esta dada por R = k x + k 2 t , donde k x y k 2 son constantes positivas cono- 
cidas, entonces la carga q sobre el capacitor es descrita por la ecuacion diferencial de pri¬ 
mer orden 

dq l 

{k x + k 2 t) — + —q = E(t ), 

donde C es una constante denominada capacitancia y E{t) es el voltaje aplicado. Muestre 
que si E{t) = E 0 y g(0) = q 0 son constantes, entonces 

q(t) = E 0 C + (q 0 - £oC)(^2l_ 

27 . La ecuacion diferencial dP/dt = ( k cos t) P , donde k es una constante positiva, a menudo se 
usa como modelo de una poblacion que experimenta variaciones estacionales anuales. 

a) Despeje P(t) si />(()) = P 0 . 

b) Use una calculadora o un SAC para obtener la grafica de la funcion encontrada en el inci- 
so a). 

28 . Un proyectil se dispara verticalmente en el aire con una velocidad inicial de v 0 pies/s. En el 
supuesto de que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad instanta- 
nea, el movimiento es descrito por el par de ecuaciones diferenciales: 

= ~ k > 0 

el eje y positivo hacia arriba y el origen a nivel del suelo, de modo que v = v 0 y y = 0, y 

m ^t = ^ > ^ 

el eje y positivo hacia abajo y el origen a la maxima altura, de modo que v = 0 en y = h. Vea 
la FIGURA 8.R.I. Las ecuaciones primera y segunda describen el movimiento del proyectil 
cuando sube y baja, respectivamente. Demuestre que la velocidad de impacto v x es menor 
que la velocidad inicial v 0 . [Sugerencia : Por la regia de la cadena, dv/dt = vdv/dy.\ 
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FIGURA 8.R.1 Velocidades inicial 
y de impacto en el problema 28 


29 . a) Use un SAC para obtener el campo de direccion para la ecuacion diferencial dy/dx = 

e~ x — 3 y usando una reticula rectangular de 3 X 3 con puntos ( mh , nh ), h = 0.25, —12 < 
m < 12, —12 < n < 12. 

b ) En el campo de direccion, trace a mano una curva solucion que corresponda a cada una 
de las condiciones iniciales: y(0) = 1, y( — 2) = 0, y(— 1) = —2. 

c ) Con base en el campo de direccion y las curvas solucion, establezca una conjetura sobre 
el comportamiento de todas las soluciones y(x) cuando x —» ±oo. 

30 . Construya una ecuacion diferencial autonoma dy/dx = f(y) cuyo retrato de fase sea consis- 
tente con el inciso a) de la FIGURA 8.R.2. Con el inciso b) de la figura 8.R.2. 


ejey ejey 


a) b) 

FIGURA 8.R.2 Retratos de 
fase para el problema 30 


31 . Considere la ecuacion diferencial autonoma dy/dx = f(y), donde 

f(y) = —0.5y 3 - 1.7y + 3.4. 

En la FIGURA 8.R.3 vemos que la funcion f(y) tiene un cero. Sin intentar despejar y{x) en la 
ecuacion diferencial, estime el valor delim y(x). 



fase para el problema 31 


32 . Use el metodo de Euler con tamano de paso h = 0.1 para aproximar y(1.2), donde y(x) es la 
solucion del problema con valor inicial dy/dx = 1 + xVy, y(l) = 9. 
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33. Se dice que dos curvas son ortogonales en un punto si y solo si sus rectas tangentes L x y L 2 
son perpendiculares en el punto de interseccion. Muestre que las curvas definidas por y = x 3 
y x 2 + 3y 2 = 4 son ortogonales en (—1, —1) y (1, 1). 

34. Cuando todas las curvas en una familia de curvas F(x , y, C x ) = 0 cortan ortogonalmente a 
todas las curvas de otra familia G(x,y, C 2 ) = 0, entonces se dice que las familias son tra- 

yectorias ortogonales entre si. 

a) Encuentre las ecuaciones diferenciales de las familias xy = C x y y 2 — x 2 = C 2 . Muestre 
que las dos familias de curvas son trayectorias ortogonales entre si. 

b) Trace las graficas de algunos miembros de cada familia en el inciso a) en el mismo eje 
de coordenadas. 


Capitulo 9 


Sucesiones y series 



En este capitulo La experiencia cotidiana brinda un sentimiento intuitivo de la nocion de una 
sucesion. Las palabras sucesion de eventos o sucesion de numeros sugiere un arreglo en el 
que los eventos E o los numeros n se establecen en algun orden: E h E 2 , E 3 ,... o n h n 2 , n 3 ,... 

Cualquier estudiante de matematicas tambien esta familiarizado con el hecho de que 
cualquier numero real puede escribirse como un decimal. Por ejemplo, el numero racional 
l = 0.333..., donde los misteriosos tres puntos (una elipsis) significan que los tres digitos se 
repiten eternamente. Esto quiere decir que el decimal 0.333... es una suma infinita o la serie 
infinita 


3 3 3 

10 + 100 + 1 000 


+ 


10 000 


+ 


En este capitulo observaremos que los conceptos de sucesion y serie infinita estan relaciona- 
dos. 


9.1 Sucesiones 

9.2 Sucesiones monotonas 

9.3 Series 

9.4 Prueba de la integral 

9.5 Pruebas de comparacion 

9.6 Pruebas de las proporciones y de la raiz 

9.7 Series alternantes 

9.8 Series de potencias 

9.9 Representacion de funciones mediante series de potencias 

9.10 Serie de Taylor 

9.11 Serie del binomio 
Revision del capitulo 9 
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9.1 Sucesiones 

■ Introduccion Si el dominio de una funcion/es el conjunto de enteros positivos, entonces los 
elementos /(ft) en el rango pueden arreglarse en un orden correspondiente a los valores crecien- 
tes de n: 


/(!)» /(2), /(3),..., /(ft),... 

En la discusion que sigue solo se consideraran funciones cuyo dominio es el conjunto de ente¬ 
ros positivos y cuyos elementos del rango son numeros reales. 


EJEMPLO 1 


Funcion con los enteros positivos como dominio 


Si n es un entero positivo, entonces los primeros elementos en el rango de la funcion 
/(ft) = (1 + l/n) n son 


9 64 

/(1) = 2, /( 2) = -, f(3) = 


Una funcion cuyo dominio es el conjunto completo de enteros positivos recibe un nombre 
especial. 


Algunos textos utilizan las pala- 
bras sucesion infinita. Cuando 
el dominio de la funcion es un 
subconjunto finito del conjunto 
de los enteros positivos, obtene- 
mos una sucesion finita. Todas 
las sucesiones en este capftulo 
seran infinitas. 


► 


Definicion 9.1.1 Sucesion 

Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de enteros positivos. 


■ Notacion y terminos En lugar de la notacion de funcion usual /(ft), una sucesion suele deno- 
tarse mediante {a n } o {a n }™ =x . El entero n algunas veces recibe el nombre de mdice de a n . Los ter¬ 
minos de la sucesion se forman dejando que el mdice n tome los valores 1, 2, 3,. . . ; el numero a x 
es el primer termino , a 2 es el segundo termino , y asi en lo sucesivo. El numero a n se denomina el 
termino n-esimo o el termino general de la sucesion. De tal modo, { a n } es equivalente a 


a\ , a m 

t t t t 

12 3 n 


<— numeros en el rango 


numeros en el dominio 


Por ejemplo, la sucesion definida en el ejemplo 1 seria escrita {(1 + 1 /n) n }. 

En algunas circunstancias es conveniente tomar el primer termino de una sucesion como a 0 
y la sucesion es entonces 

CLq, d 2 , $ 3 , . . . , d n , . . . 


EJEMPLO 2 


Terminos de una sucesion 


Escriba los primeros cuatro terminos de las sucesiones 


a) ™ 




b){n 2 + n} c) {(— 1 )"}. 

Solucion A1 sustituir n = 1, 2, 3, 4 en el termino general respectivo de cada sucesion, obtenemos 

b) 2 , 6 , 12 , 20 ,... c) - 1 , 1 ,- 1 , 1 ,... ■ 


1 1 1 J_ 
a) 2’4’8’16’ 


■ Sucesion convergente Para la sucesion del inciso d) del ejemplo 2 , se ve que a medida que 
el mdice n se vuelve progresivamente mas grande, los valores d n = ^ no se incrementan sin limi- 
te. En realidad, observamos que cuando ft —» oo, los terminos 

l l l J_ J_ J_ 

T 4’ 8 ’ 16’32’64’ 

se aproximan al valor limite 0. Se afirma que la sucesion {^} converge a 0. En contraste, los ter¬ 
minos de las sucesiones en los incisos b) y c ) no se aproximan a un valor limite cuando n —> oo. 
En general se tiene la siguiente definicion. 
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Definicion 9.1.2 Sucesion convergente 

Se dice que una sucesion { a n } converge a un numero real L si para todo s > 0 existe un 
entero positivo N tal que 

\a n — L\ < s siempre que n > N. (1) 

El numero L se llama el limite de la sucesion. 


Si una sucesion { a n } converge, entonces su limite L es unico. 

■ Sucesion convergente Si {a n } es una sucesion convergente, (1) significa que los terminos 
a n pueden hacerse arbitrariamente cercanos a L para n suficientemente grande. Se indica que una 
sucesion converge a un numero L escribiendo 

lim a n = L. 

ft—»oo 

Cuando { a n } no converge, esto es, cuando Km a n no existe, la sucesion diverge. 

ft—» oo 

La FIGURA 9.1.1 ilustra varias maneras en las cuales una sucesion {a n } puede converger a un 
numero L. Las partes a), b), c) y d) de la figura 9.1.1 muestran que para cuatro sucesiones con- 
vergentes diferentes {a n }, al menos un numero finito de terminos de a n estan en el intervalo 
(L — e, L + s). Los terminos de la sucesion {a n } que estan en (L — s, L + s) para n > N se 
representan por medio de puntos rojos en la figura. 


L + 8 
L 

L-s 


para n > N toda a n 
esta en (L — e, L + e) 


t J I I I I I I I L 


1 2 3 ... N 


a) 





FIGURA 9.1.1 Cuatro maneras en las que una sucesion puede converger a L 


Sucesion convergente 


EJEMPLO 3 


Use la definicion 9.1.2 para demostrar que la sucesion {l/'Vn} converge a 0. 
Solucion Intuitivamente, es posible ver a partir de los terminos 

J_1 1 1 

’ V2’ V3’2’ V5”" 


que cuando el mdice n aumenta sin limite los terminos tienden al valor limite 0. Para probar la 
convergencia, suponemos primero que s > 0 esta dado. Puesto que los terminos de la sucesion 
son positivos, la desigualdad \a n — 0| < s es la misma que 


1 

\fn 


< s. 


<4 Compare esta definicion con la 
redaccion en la definicion 2.6.5. 
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Esto es equivalente a Vft > 1/e o n > 1 /e 2 . En consecuencia, solo se necesita elegir A como el 
primer entero positivo mayor o igual que 1/e 2 . Por ejemplo, si se elige e = 0.01, entonces 
11 /Vft - 0| = 1/Vn < 0.01 siempre que ft > 10 000. Esto es, se elige N = 10 000. ■ 

En la practica, para determinar si una sucesion { a n } converge o diverge, debemos trabajar 
directamente con \ima n y proceder igual que al examinar el lim f{x). Si a n aumenta o disminu- 

n—» oo rc—»oo 

ye sin limite cuando ft —» oo, entonces {a n } es necesariamente divergente y escribimos, respec- 
tivamente, 

Km a n = oo o Km c/ /? = — oo. (2) 

ft—» oo n—»oo 

En el primer caso en (2) afirmamos que {ft„} diverge a infinito y en el segundo que { a n J diver¬ 
ge a infinito negativo. Una sucesion tal vez diverja de manera distinta a la que se indica en (2). 
El siguiente ejemplo ilustra dos sucesiones; cada una diverge de un modo diferente. 


EJEMPLO 4 


Sucesiones divergentes 


a) La sucesion {ft 2 + n } diverge a infinito, ya que Km (ft 2 + ft) = oo. 

Yl —^OO 

b ) La sucesion {(— l) n } es divergente puesto que lim(—l) n no existe. El termino general 

n —^oo 

de la sucesion no se aproxima a una constante cuando n —» oo; como puede verse en el 
inciso c) del ejemplo 2 , el termino (— \) n se alterna entre 1 y — 1 cuando n —> oo. ■ 


EJEMPLO 5 


Determinacion de la convergencia 


Determine si la sucesion 


/ 3ft(—l) n l 

on iTTrj 


converge o diverge. 


Solucion Al dividir el numerador y el denominador del termino general entre n se obtiene 


Km 

n—»oo 


3ft(—l) n 

ft + 1 


Km 

/!-> OO 


3(-ir 

i + 1 /ft 


Aunque 3/(1 +1/ft)—>3 cuando n oo, el limite anterior sigue sin existir. Debido al factor 
(— 1 /\ se observa que cuando ft —» oo, 

>3, ft par, y — 3, ft impar. 


La sucesion diverge. 


Una sucesion, como aquella del inciso b) del ejemplo 4 y la del ejemplo 5, para la cual 
\ima 2n = L y Km a 2n+ i = — L, 

n—> oo n^oo 

L A 0 , se dice que diverge por oscilacion. 

■ Sucesion de constantes Una sucesion de constantes 


c,c,c,... 



x—>oo, entonces f(n) = a n L 
cuando n —> oo 


se escribe {c}. El sentido comun indica que esta sucesion converge y que su limite es c. Vea la 
figura 9.1.1 d). Por ejemplo, la sucesion {tt} converge a i t. 

Al determinar el limite de una sucesion resulta muchas veces util sustituir la variable discre- 
ta ft por una variable continua x. Si una funcion es/tal que/(x) —> L cuando x —» oo y el valor 
de / en los enteros positivos, /(l),/(2),/(3),..., concuerda con los terminos a h a 2 , a 3 , ... de 
{ a n }, esto es, 

/(I ) = a u /(2) = a 2 , /(3) = a 3 ,, 

entonces necesariamente la sucesion {a n } converge al numero L. La validez de este resultado se 
ilustra en la FIGURA 9.1.2. 
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Teorema 9.1.1 Limite de una sucesion 

Suponga que {a n } es una sucesion y/es una funcion tal que/(n) = a n para n > 1. Si 

lim fix) = L entonces lima n = L. (3) 

jMOO n—>oo 


EJEMPLO 6 


Empleo de la regia de L'Hopital 


Muestre que la sucesion {{n + l) 1 ^} converge. 


Solucion Si definimos fix) = (x + l) 1 ^, entonces reconocemos que lim fix) tiene la forma 

n—» oo 

indeterminada oo° cuando x —> oo. Por tanto, y utilizando la regia de L’Hopital, 


ln(x + 1) h 
lim Infix) = lim-= 

moo ^ moo X 


1 


lim 

moo 


X + 1 

1 


lim 


1 


OOX + 1 


= 0 . 


<^Vea la seccion 4.5 para un 
repaso de como manejar la 
forma oo°. 


Esto demuestra que lim In fix) = ln[lim/(x)] = 0 y que lim fix) = e° = 1. Por tanto, por (3) 
tenemos lim (n + l) l/n = e° = 1. La sucesion converge a 1. ■ 

n —^oo 


EJEMPLO 7 


Sucesion convergente 


Demuestre que la sucesion 


'n(4n + l)(5n + 3) > 
6 n 3 + 2 


converge. 


Solucion Si fix) = 


xi4x + l)i5x + 3) 20x 3 + 17x 2 + 3x 


6x 3 + 2 6x 3 + 2 

indeterminada oo/oo. Por la regia de L’Hopital, 


, entonces lim fix) tiene la forma 


lim 

*->•00 


x(4x + l)(5x + 3) 
6x 3 + 2 


lim 

JMOO 


lim 

MOO 


20x 3 + 17x 2 + 3x 
6x 3 + 2 

60x 2 + 34x + 3 
18x 2 


lim 

MOO 


120x + 34 
36x 


h 


„ 120 
lim— 

moo Jo 


10 
3 ' 


De (3) del teorema 9.1.1, la sucesion dada converge a 


io 

3 ' 


EJEMPLO 8 


Determinacion de convergencia 


Determine si la sucesion 



converge. 


Solucion Se continua con la aplicacion de la regia de L’Hopital, se divide el numerador y el 
denominador entre x y resulta que x/(9x + 1) —> \ cuando x —> oo. De tal modo, podemos escribir 


lim 

ft—»oo 


n 

9n + 1 



n 

9n + 1 



l 

3' 


La sucesion converge a 


i 

3 


■ Propiedades Las siguientes propiedades de sucesiones son analogas a las que se indicaron 
en los teoremas 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3. 
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Revise la section 1.6, espetifi- 
camente la figura 1.6.2. 


Teorema 9.1.2 Limite de una sucesion 


Sean {a n } y {b n } sucesiones convergentes. Si \ima n = L x y \imb n = L 2 , entonces 


i) lim c = c, cun numero real 

n-> oo 

*7) lim/x* n = &lim<z n = JcL u k un numero real 

ft—» oo n—> oo 

iii ) lim(< 2 n + b n ) = lima n + limZ? n = L { + L 2 

n—> oo ft—»oo ft—> oo 

*v) lim = lim • lim b n = L x - L 2 

ft—>00 ft—> oo ft—>oo 


V) 


„ tfft 

lim — = 


lim<2„ 

ft—>CXD 

lim/?„ 

ft—> 0 O 


A 

Li 


L 2 =f= 0. 


EJEMPLO 9 


Determinacion de convergencia 


Determine si la sucesion 


2 - 3e~ 
6 + Ae~ 


converge. 


Solucion Observe que 2 — 3e n —» 2 y 6 + 4e n ^6 i= 0 cuando n —> oo. De acuerdo con el 
teorema 9.1.2v), tenemos 


lim 

ft—> oo 


2 - 3e~ w 
6 + 4<?“ n 


lim (2 - 3e~ n ) 

ft —>OQ 

lim (6 + 4<?“ n ) 

ft—>• oo 


2 

6 


J. 

3' 


La sucesion converge a 


l 

3 


El primero de los siguientes dos teoremas debe ser verosimil de acuerdo con su conocimien- 
► to del comportamiento de la funcion exponencial. Recuerde que, para 0 < b < 1, b x ^0 cuan¬ 
do x —» oo , en tanto que para b > 1, b x —>• oo cuando x —> oo. 


Teorema 9.1.3 Sucesiones de la forma {r n } 

Suponga que r es una constante distinta de cero. La sucesion {r n } converge a 0 si |r| < 1 y 
diverge si |r| > 1. 


Teorema 9.1.4 Sucesiones de la forma {1 !n r ) 

La sucesion j 

rn 

IX J 

|> converge a 0 para r cualquier numero racional positivo. 


EJEMPLO 10 


Aplicaciones de los teoremas 9.1.3 y 9.1.4 


a) 

b) 

c ) 


La sucesion {e 
r = 1/e < 1. 

La sucesion < ( ^ 


La sucesion 


6n {(!)'} 
i6n {^i 


converge a 0 por el teorema 9.1.3, ya que e 



y 


diverge por el teorema 9.1.3, ya que r = § > 1. 

converge a 0 por el teorema 9.1.2*7) y el teorema 9.1.4, ya que 


| es un numero racional positivo. 


EJEMPLO 11 


Determinacion de convergencia 


Del teorema 9.1.2*70 y el teorema 9.1.4 observamos que la sucesion 



converge a 10. ■ 
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■ Sucesion definida recursivamente Como el siguiente ejemplo indica, una sucesion puede 
definirse especificando el primer termino a x junto con una regia para obtener los terminos sub- 
secuentes a partir de los terminos precedentes. En este caso se dice que la sucesion esta defini¬ 
da recursivamente. La regia de definicion se denomina formula de recursion. Vea los proble- 
mas 59 y 60 en los ejercicios 9.1. El metodo de Newton, dado en (3) en la seccion 4.10, 
constituye un ejemplo de una sucesion definida recursivamente. 


EJEMPLO 12 


Una sucesion definida recursivamente 


Suponga que una sucesion se define recursivamente mediante a n+i = 3 a n + 4, donde a x = 2. 
Sustituyendo entonces n= 1, 2, 3, ... se obtiene 


el numero esta dado como 2 

i 

a 2 = 3a x + 4 = 3 ( 2 ) + 4 = 10 
$3 — 3a 2 + 4 = 3(10) + 4 = 34 
a 4 = 3a 3 + 4 = 3(34) + 4 = 106 


y asi sucesivamente. ■ 

■ Teorema de compresion El siguiente teorema es el equivalente de la sucesion del teorema 2.4.1. 


Teorema 9.1.5 Teorema de compresion 

Suponga que [a n ], {b n } y {c n } son sucesiones tales que 

n < r < h 
— u n 

para todos los valores de n may ores que algun mdice N (esto es, n > N). Si { a n } y {b n } con- 
vergen a un limite comun L, entonces {c n } tambien converge a L. 


■ Factorial Antes de presentar un ejemplo que ilustre el teorema 9.1.5 necesitamos revisar un 
simbolo que aparece con frecuencia en este capitulo. Si n es un entero positivo, el simbolo n\, 
que se lee “n factorial”, es el producto de los primeros n enteros positivos: 

n\ = 1 • 2 • 3 • • • (n — 1) • n. (4) 

Por ejemplo, 5! = 1 • 2 • 3 • 4 • 5 = 120. Una propiedad importante del factorial esta dada por 

n\ = (n — 1 )ln. 

Para ver esto, considere el caso cuando n = 6 : 

5! 

6 ! = l-2-3*4-5-6 = (l-2-3-4-5)6 = 5!6. 

Enunciada de una manera un poco diferente, la propiedad n\ = (n — \)\n es equivalente a 

(n + 1)! = n\(n + 1). (5) 

Un ultimo punto: por propositos de conveniencia y para asegurar que la formula n\ = (n — 1 )\n 
es valida cuando n = 1 , se define 0 ! = 1 . 


EJEMPLO 13 


Determinacion de convergencia 


[ 2 n \ 

Determine si la sucesion < — ? converge. 


Solucion La convergencia o divergencia de la sucesion dada no es evidente ya que 2 n —» oo y 
n \ —> oo cuando n —> oo. Aun cuando la forma limite de lim (2 n /n\) es oo/oo no es posible que 

n—» oo 

utilicemos la regia de L’Hopital puesto que no hemos estudiado ninguna funcion/(v) = x\ Sin 
embargo, podemos recurrir al teorema 9.1.5 manipulando algebraicamente el termino general de 
la sucesion. En vista de (4), el termino general puede escribirse 

n factores de 2 n fracciones 

2 n 2 • 2 • 2 • 2 • • • 2 2 2 2 2 2 

n\ = 1 • 2 • 3 • 4 • • • ft ~ 123'4 "n 
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De la linea anterior se obtiene la desigualdad 


2 n 

0 — — 
n\ 


n fracciones 

^ A "N 


n —2 fracciones 

/"- A -N 


2 2 2 2 2 < - 2 2 2 

1234 /1 -Zi 3 3 3 



( 6 ) 


Las n — 2 fracciones de § en el lado derecho de (6) resultan del hecho de que despues del segun- 
do factor en el producto de n fracciones, 3 es el denominador mas pequeno que hace \ mas 
grande que f, mas grande que f, y asi sucesivamente hacia abajo hasta el ultimo factor Por las 
leyes de los exponentes (6) es lo mismo que 

2 n 9(2\ n 

0 < — < - - o « < c < b 

yj — ^ I — 2 \ 3 / U ' n — L ' n — Un ’ > 


2 n 

El resultado lim — = 0 

n->oo n ! 

muestra que n\ crece mucho 
mas rapido que 2 n cuando 
n —» oo. Por ejemplo, para n 
10. 2 10 = 1 024, en tanto que 
10! = 3 628 800. 


donde se han identificado las sucesiones { a n } = {0}, {b n } = {|(|) n } y { c n } = {2 n /n\}. La 
sucesion {a n } es una de ceros y por ello converge a 0. La sucesion {b n } = {|(|) n } tambien con¬ 
verge a 0 al invocar el teorema 9.1.2//) y el teorema 9.1.3 con r = § < 1. De tal manera que por 
^ el teorema 9.1.5, {c n } = {2 n /n\} tambien debe converger a 0. ■ 


La sucesion en el ejemplo anterior tambien puede definirse recursivamente. Para n = 1, 
ci\ — 2 1 /1! = 2. Entonces por (5) y las leyes de los exponentes, 


a n +1 


2 n+l 

(n + 1)! 


2 • 2 n 

(n + 1) • n\ 


esto es a n 

i 

2 T 
n + 1 nV 


Asi, {2 n /n\} es lo mismo que 

2 _ . 
a n +1 — M i i a \ ~ Z - 

n + i 


(7) 


Es posible usar la formula de recursion (7) como un medio altemo de encontrar el limite L de la 
sucesion [2 n /n \}. Puesto que se mostro que la sucesion es convergente tenemos lim^ n = L. Este 
ultimo enunciado es equivalente tambien a lim a n+i = L. Haciendo que n —» oo en (7) y usando 

Yl —^OO 

las propiedades de limites podemos escribir 


lima 

n—»oo 


n+ 1 


lim 

oo 


7T1 




( 8 ) 


En la ultima linea se ve que L = 0 • L, lo cual implica que el limite de la sucesion es L = 0. 
El ultimo teorema para esta seccion es una consecuencia inmediata del teorema 9.1.5. 


Teorema 9.1.6 Sucesion de valores absolutos 

Si la sucesion { \a n \} converge a 0, entonces {a n } converge a 0. 


DEM0STRACI0N Por la definicion de valor absoluto, \a n \ = a n si a n > 0 y \a n \ = —a n si 
a n < 0. Se sigue que 

— \ a n\ — a n — \ a n\- (9) 

Por suposicion, { \a n \} converge a 0 y por ello lim|aj = 0. De la desigualdad (9) y el teorema 
9.1.5 se concluye que lima n = 0. Por tanto, { a n } converge a 0. ■ 


EJEMPLO 14 


Empleo del teorema 9.1.6 


La sucesion 


lon 


converge a 0 puesto que ya se ha demostrado en el ejemplo 3 que la suce¬ 


sion 


on de valores absolutos {|(— l) n /V^|} = {l/Vn} converge a 0. 
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Ejercicios 9.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-26. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-10, liste los primeros cuatro terminos de 
la sucesion cuyo termino general es a n . 


1. a n 
3. a n 


_J_ 

In + 1 

(~ir 

n 


5. a n = 10" 
7. a n = 2 n\ 



2 . a n = 

4. a n = 
6. a n = 


3 

4n - 2 

(—1 )V 

n + 1 
10 “" 


8. a n = (2 n)\ 

n 

10 . a n = 2 2"‘ 
&=1 


En los problemas 11-14, emplee la definicion 9.1.2 para 
demostrar que cada sucesion converge al numero dado L. 



En los problemas 15-46, determine si la sucesion dada con¬ 
verge. Si la sucesion converge, entonces encuentre su limite. 



29. {cos hit} 



41. {n 2/( " +1) } 


30. {senmr} 



40. — arctan(n) 

42. {10 ( " +1)/ "J 



45. {V^TT - Vn} 


44. 


\ In n 
\ln 3 n 


46. {Vn(Vn + 1 — V//)} 


En los problemas 47-52, encuentre una formula para el termi¬ 
no general a n de la sucesion. Determine si la sucesion dada con¬ 
verge. Si la sucesion converge, entonces encuentre su limite. 


47. 


2 4 6 8 
1’3’5’7’"' 


^ 1 ^ 1 1 ^ 1 1 1 1 1 
48. 1 + 2 ’ 2 + 3 ’ 3 + 4 ’ 4 + 5 ’ *" 


49. 3, -5,7, -9,... 

50. -2,2, -2,2,... 


2 2 2 
51 2 - - — 

’3’9’27’"' 


52. 


_J_1_1_ 

1-4’2-8’3-16’4-32’ 


En los problemas 53-56, para la sucesion dada definida recur- 
sivamente, escriba los siguientes cuatro terminos despues del 
(de los) termino(s) inicial(es) indicado(s). 

53. ci n +1 1 

54. a n+x = 2 a n — 1, «! = 2 

a n 

55. £z n -|_] — , 6/j — 1, ^2 = 3 

a n-l 

56. a n+1 = 2a n — 3<2 n _ 1? ^! = 2, i2 2 = 4 

En los problemas 57 y 58, se sabe que la sucesion definida 
recursivamente converge para un valor inicial dado a x > 0. 
Suponga que lim a n = L, y proceda como en (8) de esta sec- 

fl —>oo 

cion para encontrar el limite L de la sucesion. 

57. a n+l = + 6 58. a n+1 = 

En los problemas 59 y 60, encuentre una formula de recursion 
que defina la sucesion dada. 



60. V3, V3 + V3, V3 + \/T+ V3,... 


En los problema 61-64, utilice el teorema de compresion para 
establecer la convergencia de la sucesion dada. 



65. Demuestre que para cualquier numero real x, la sucesion 
{(1 + x/n) n } converge a e x . 











































484 CAPITULO 9 Sucesiones y series 


66. Se sabe que la sucesion 



converge a un numero y llamado constante de Euler. 
Calcule los primeros 10 terminos de la sucesion. 

= Aplicaciones 

67. Una pelota se deja caer desde una altura inicial de 15 pies 
sobre una plancha de concreto. Cada vez que rebota, 
alcanza una altura de \ de su altura precedente. que 
altura llegara en su tercer rebote? /En su ft-esimo rebote? 
Yea la FIGURA 9.1.3. 



FIGURA 9.1.3 Rebote de 
la pelota del problema 67 


68. Una pelota, que cae desde una gran altura, recorre 16 pies 
durante el primer segundo, 48 pies durante el segundo, 80 
pies durante el tercero, y asf en lo sucesivo. /,Cual es la 
distancia recorrida por la pelota durante el sexto segundo? 

69. Un paciente toma 15 mg de un farmaco cada dfa. Su- 
ponga que 80% del farmaco acumulado es excretado 
cada dfa por las funciones corporales. Escriba los prime¬ 
ros seis terminos de la sucesion {A n }, donde A n es la can- 
tidad de farmaco presente en el cuerpo del paciente inme- 
diatamente despues de la dosis ft-esima. 

70. Se deposita un dolar en una cuenta de ahorros que paga 
una tasa de interes anual r. Si no se extrae dinero, /,cual 
es la cantidad de dinero acumulado en la cuenta despues 
del primero, segundo y tercer anos? 

71. Cada persona tiene dos padres. Determine cuantos tatata- 
tarabuelos tiene cada persona. 

72. La sucesion definida recursivamente 

pi 

Pn+\ = ^Pn ~ 4 qq , P0 = 450 

se denomina ecuacion logfstica discreta. Una sucesion 

de este tipo se utiliza a menudo para modelar una pobla- 

cion p n en un ambiente; aquf p 0 es la poblacion inicial en 

el ambiente. Determine la capacidad de transporte K = 

lim p n del ambiente. Calcule los siguientes nueve termi¬ 
ni —>oo 

nos de la sucesion y demuestre que estos terminos osci- 
lan alrededor de K. 


= Piense en ello 


73. Considere la sucesion {a n } cuyos primeros cuatro termi¬ 
nos son 


1 , 1 + 77 , 14 - 7 , 

2 2 + 1 


1 + 


1 


2 + 


2 + | 


a) Con ai = 1, encuentre una formula de recursion que 
defina a la sucesion. 

b ) /,Cuales son el quinto y el sexto terminos de la suce¬ 
sion? 

c ) Se sabe que la sucesion { a n } converge. Encuentre el 
limite de la sucesion. 

74. Conjeture respecto al limite de la sucesion convergente 
V3, +3+1, +3+3+1,... 

75. Si converge la sucesion {a n }, £ diverge la sucesion [a^}l 
Apoye su respuesta con argumentos matematicos solidos. 

76. En la FIGURA 9.1.4 el cuadrado que se muestra en rojo es de 
1 unidad por lado. Un segundo cuadrado azul se constru- 
ye dentro del primer cuadrado conectando los puntos 
medios del primero. Un tercer cuadrado verde se constru- 
ye conectando los puntos medios de los lados del segun¬ 
do cuadrado, y asf en lo sucesivo. 

a) Encuentre una formula para el area A n del iz-esimo 
cuadrado inscrito. 

b) Considere la sucesion {S n }, donde S n = A x + A 2 
+ • • • +A n . Calcule los valores numericos de los pri¬ 
meros diez terminos de esta sucesion. 

c) Conjeture acerca de la convergencia de {5^}. 


FIGURA 9.1.4 Cuadrados 
incrustados del problema 76 


= Proyectos 

77. Un clasico matematico Considere un triangulo equila- 
tero con lados de longitud 1 como se muestra en la FIGU¬ 
RA 9.1.5a). Como se muestra en la figura 9.1.5 b), sobre 
cada uno de los tres lados del triangulo se construye otro 
triangulo equilatero con lados de longitud Como se 
senala en las figuras 9.1.5c) y 9.1.5d), se continua esta 
construccion: se construyen triangulos equilateros sobre 
los lados de cada nuevo triangulo previo de modo tal que 
la longitud de los lados del nuevo triangulo es \ la longi¬ 
tud de los lados del triangulo anterior. Considere que el 
perfmetro de la primera figura es P\, el perfmetro de la 
segunda figura P 2 , y asi en lo sucesivo. 

a) Encuentre los valores de P x , P 2 , P 3 y P 4 . 

b) Encuentre la formula para el perfmetro P n de la 
ft-esima figura. 

c) ;Cual es el lim/+? El perfmetro de la region similar 

n—» 00 

a un copo de nieve que se obtuvo dejando n —» 00 se 
llama curva del copo de nieve de Koch y fue inven- 
tada en 1904 por el matematico sueco Helge von 
Koch (1870-1924). La curva de Koch aparece en la 
teorfa de fractales. 
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a) b) 

■>A, 

w 



FIGURA 9.1.5 Regiones de copos de 
nieve del problema 77 

78. Un poco de historia: ^Cuantos conejos? Ademas de 
su famosa torre inclinada, la ciudad de Pisa, Italia, se 
conoce tambien como el lugar natal de 
Leonardo Pisano, alias Leonardo 
Fibonacci (1170-1250). Fibonacci fue 
el primero en Europa en introducir el 
sistema de lugares decimales hindu- 
arabe y el uso de los numerales arabi- 
gos. Su libro Liber Abacci , publicado 
en 1202, es basicamente un texto acerca de como hacer 
aritmetica en este sistema decimal. Sin embargo, en 
el capitulo 12 de Liber Abacci , Fibonacci plantea y 
resuelve el siguiente problema sobre la reproduccion de 
conejos: 

iCuantos pares de conejos se reproduciran en un aho empe- 
zando con un solo par, si cada mes cada par tiene un 
nuevo par que se vuelve fertil a partir del segundo mes en 
adelantel 


Distinga el patron de la solucion de este problema y com¬ 
plete la siguiente tabla. 



Inicios 

Despues de cada mes 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Parejas 

adultas 

1 

1 2 3 5 8 13 21 

Parejas 
de bebes 

0 

1 1 2 3 5 8 13 

Total de 
parejas 

1 

2 3 5 8 13 21 34 


79. Escriba cinco terminos, despues de los dos iniciales, de la 
sucesion definida recursivamente por medio de F n+1 = F n 
+ F n _ u F x = 1, F 2 = 1. Reexamine el problema 78. 

80. Razon aurea Si la formula de recursion del problema 
79 se divide entre F n , entonces 

F n +i _ . F n+ i 

F n F n ' 

Si se define a n = F n+X /F m entonces la sucesion {a n } se 
define recursivamente por medio de 

a n = 14-—, a { = 1, n > 2. 

a n -1 

Se sabe que la sucesion {a n } converge en la razon aurea 
(b = lfm a n . 

n^oo 

a) Encuentre <j> . 

b) Escriba un pequeno informe acerca del significado del 
numero (p que incluya la relacion entre este numero y 
la forma del caparazon de camaras multiples del nau- 
tilo. Vea la foto en el inicio del capitulo 9 en la pagi- 
na 475. 



9.2 Sucesiones monotonas 


■ Introduce ion En la seccion anterior se demostro que una sucesion { a n } convergia al deter- 
minar lim a n . Sin embargo, no siempre es facil o incluso posible determinar si una sucesion { a n } 

n—>oo 

converge buscando el valor exacto de \ima n . Por ejemplo, ^la sucesion 


1 + | + | + - + t- in » 


converge? Resulta que es posible demostrar que esta sucesion converge, pero no utilizando las 
ideas basicas de la ultima seccion. En esta seccion se considera un tipo especial de sucesion cuya 
convergencia puede establecerse sin determinar el valor de {a n }. 

Empezamos con una definicion. 
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Definicion 9.2.1 Sucesion monotona 
Una sucesion { a n } se dice que sera 

i ) creciente si a n+x > a n para toda n > 1, 

ii) no decreciente si a n+x > ft„ para toda n > 1, 

///) decreciente si ft„ +1 < ft„ para toda ft > 1, 

iv) no creciente si a n+x < ft„ para toda ft > 1, 

Si una sucesion { a n } es de alguno de los tipos anteriores, se dice entonces que es monotona. 


En otras palabras, sucesiones del tipo 

a x < a 2 < a 3 < ••• < a n < a n + x < ■■■ 
a x > a 2 > a 3 > - • > a n > a n+x > • • •, 

son crecientes y decrecientes, respectivamente. Mientras, 


a ) < a 2 ^ ft 3 < • • • < a n < ft n+ , 
a! > > • • • > a n > ft n+ i > • • •, 

son sucesiones no decrecientes y no crecientes, respectivamente. Las nociones de no decrecien¬ 
te y no creciente permiten que algunos terminos adyacentes en una sucesion resulten iguales. 


EJEMPLO 1 


Monotona/no monotona 


a) Las tres sucesiones 


4, 6, 8, 10,... 


in 

’2’ 4’ 8’ 


5,5,4, 4, 4, 3, 3,3,3,... 


b) 


son monotonas. Estas son, respectivamente, creciente, decreciente y no creciente. 

La sucesion — 1, f||, |, — ... es no monotona. ■ 


No siempre resulta evidente si una sucesion es creciente, decreciente, y asi en lo sucesivo. 
Las siguientes guias ilustran algunas de las maneras en que puede demostrarse la monotonia. 


Gufas para demostrar la monotonia 

i ) Lormar una funcion/(v) tal que/(ft) = a n . Si f\x) > 0, entonces {a n } es cre¬ 
ciente. Si f\x) < 0, entonces {a n } es decreciente. 

ii) Lormar el cociente a n+x /a n donde a n > 0 para toda ft. Si ft n+1 /ft n > 1 para toda 
ft, entonces {a n } es creciente. Si ft n+1 /ft n < 1 para toda ft, entonces {a n } es 
decreciente. 

iii) Lormar la diferencia ft ^ +1 — a n . Si ft n+1 — a n > 0 para toda ft, entonces {a n } es 
creciente. Si ft n+1 — a n < 0 para toda ft, entonces { a n } es decreciente. 


EJEMPLO 2 


Una sucesion monotona 


Demuestre que es una sucesion monotona. 

Solucion Si se define/(v) = x/e x , entonces/(ft) = a n . En este caso, 

m = < o 

para x > l implica que/es decreciente sobre [ 1, oo). De ese modo se concluye que 

fin + 1) = a n+ i < f(n ) = a n . 


Por la definicion 9.2.1, la sucesion dada es decreciente. 










9.2 Sucesiones monotonas 487 


Solucion alterna Del cociente 

fln+1 = w+ l .g ,, = yi+l = l 1 ^ 1 1 = 2 < 

^ n+1 22 / 2 e e ne e e e 

vemos que <z w+1 < para toda w > 1. Esto demuestra que la sucesion es decreciente. ■ 


EJEMPLO 3 


La sucesion 


Una sucesion monotona 


2 n + 1 
n + 1 

a n +1 


3 5 7 9 . 

o . parece ser creciente. De 


2/2 + 3 2/z + 1 


1 


> 0 


n /2 + 2 22 + 1 (/2 + 2)(n + 1) 

se concluye que a n+x > a n para toda n > 1. Eso demuestra que la sucesion es creciente. 


Definicion 9.2.2 Sucesion acotada 

i ) Una sucesion {a„} se dice que esta acotada por arriba si hay un numero positivo M 
tal que a n < M para toda / 2 . 

//) Una sucesion {^} se dice que esta acotada por abajo si hay un numero positivo m 
tal que a n > m para toda n. 

iii) Una sucesion {a n } se dice que esta acotada si esta acotada por arriba y acotada por abajo. 


Desde luego, si una sucesion {a n } no esta acotada, entonces se afirma que es no acotada. 
Una sucesion no acotada es divergente. La sucesion de Fibonacci (vea los problemas 78 y 79 en 
los ejercicios 9.1) 

1, 1,2, 3,5,8, 13,21,... 

es no decreciente y es un ejemplo de una sucesion no acotada. 

La sucesion 1, \, \ 9 ... en el ejemplo 1 es acotada puesto que 0 < a n < 1 para toda n. 
Cualquier numero mas pequeno que una cota inferior m de una sucesion tambien es una cota 
inferior y cualquier numero mayor que una cota superior M es una cota superior; en otras pala- 
bras, los numeros m y M en la definicion 9.2.2 no son unicos. Para la sucesion 1, |,... es 

igualmente cierto que —2<a n <2 para toda n > 1. 


EJEMPLO 4 


La sucesion 


Una sucesion acotada 


2/2 + 1 
22+1 


esta acotada por arriba por 2, ya que la desigualdad 


2/2 + 1 2/2 + 2 2(22 + 1 ) 


22+1 


22+1 


22+1 


= 2 


muestra que a n < 2 para 22 > 1. Ademas, 


a 


n 


2n + 1 
22 +I 


> 0 


para 22 > 1 muestra que la sucesion esta acotada por abajo por 0. De tal modo, 0 < a n < 2 para 
toda 22 implica que la sucesion esta acotada. ■ 


El siguiente resultado sera util en las secciones subsecuentes de este capitulo. 


Teorema 9.2.1 Condicion suficiente para la convergencia 

Una sucesion monotona acotada { a n } converge. 


4 En realidad, del ejemplo 3 
advertimos que los terminos de 
la sucesion estan acotados por 
abajo por el primer termino de 
la sucesion. 
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La existencia de una cota supe¬ 
rior minima , esto es, una cota 
superior que es mas pequena 
que todas las demas cotas supe¬ 
riors de la sucesion, es uno de 
los axiomas basicos en matema- 
ticas. Recibe el nombre de pro- 
piedad de completez del siste- 
ma de numeros reales. 


DEMOSTRACION Demostraremos el teorema en el caso de una sucesion no decreciente. Por 
suposicion, {a n } esta acotada y por ello m < a n < M para toda n. A su vez, esto significa que el 
conjunto infinito de terminos S = {a h a 2 , a 3 ,..., a n ,...} esta acotado por arriba y por tanto tiene 
► una cota superior minima o mas pequena L. La sucesion en realidad converge a L. Para s > 0 
sabemos que L — s < L, y consecuentemente L — s no es una cota superior de S (no hay cotas 
superiores mas pequenas que la cota superior minima). En consecuencia, existe un entero posi- 
tivo Atal que a N > L — s. Pero, puesto que {a n } es no decreciente, 

L - e < a N < a N+ i < a N+2 ^ a N+3 < • ■ • < L + s. 

Se concluye que para n > N, L — s < a n < L + s o \a n — L\ < s. De la definicion 9.1.2 deter- 
minamos que lim a n = L. ■ 


EJEMPLO 5 


Acotada y monotona 


Se demostro que la sucesion 


2 n + 1 


n + 1 

consiguiente, por el teorema 9.2.1 la sucesion es convergente. 


es monotona (ejemplo 3) y acotada (ejemplo 4). Por 


^Por que el producto 
13 5 7 In - l 
2 4 6 8 2 n 

menor que 1 ? 


EJEMPLO 6 


Determinacion de convergencia 


Demuestre que la sucesion 


1 - 3 - 5 - • • (2 n ~ 1)1 
2 • 4 • 6 • • • (2n) / COnVerge ‘ 


Solucion Primero, el cociente 

a n +i = 1 ■ 3 ■ 5 ■ • • (2 n - 1)(2 n + 1) 2 • 4 • 6 • • • (In) _ 2 n + 1 

a n 2 • 4 • 6 • • • (2n)(2n + 2) ' 1 • 3 • 5 • • • (2n - 1) “ 2n + 2 < 1 

muestra que a n+1 < a n para toda n. La sucesion es monotona puesto que es decreciente. Luego, 
de la desigualdad 

1 • 3 • 5 • • • (2/i - 1) = l 3 5 7 2^z - 1 

° 2 • 4 • 6 • • • (2w) 2 4 6 8 In 1 

se observa que la sucesion esta acotada. Se concluye del teorema 9.2.1 que la sucesion es con¬ 
vergente. ■ 


El teorema 9.2.1 es util para probar que la sucesion {a n } converge, esto es, \ima n = L, pero 

n—> oo 

el teorema no brinda el numero especifico L. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra como 
determinar L cuando la sucesion se define recursivamente. 


EJEMPLO 7 


Determinacion de convergencia 


Demuestre que la sucesion {a n } definida por la formula de recursion a n+i = \a n + 6, a x = 1, 
converge. 


Esto puede probarse utilizando 
un metodo llamado induccion 
matematica. 


► Solucion Primero, la sucesion {a n } esta acotada. Puede demostrarse que a n < 8, para toda n. 
Este hecho se sugiere al calcular a n para n = 1, 2, 3,... 

02 = tfli + 6 = i(l) + 6 = ^- = 6.25 < 8 

03 = ^02 + 6 = + 6 = ILL = 7.5625 < 8 

«4 = \a 3 + 6 = + 6 = ^ = 7.890625 < 8 


Como a n > 0 para toda n , se tiene que 0 < a n < 8 para toda n. De tal modo, {a n } esta acotada. 

Luego, demostraremos que la sucesion {a n } es monotona. Debido a que a n < 8 necesaria- 
mente \ a n < f • 8 = 6. Por tanto, de la formula de recursion, 

-I 3 

^n +1 6 7 > ^ Cl n + CL n . 

Esto demuestra que a n+x > a n para toda n , y por ello la sucesion es creciente. 
















9.2 Sucesiones monotonas 489 


Como {a n } es acotada y monotona, se sigue del teorema 9.2.1 que la sucesion converge. 
Puesto que debemos tener \ima n = L y lim a n+x = L, el limite de la sucesion se determina a 

n—> oo n—>oo 

partir de la formula de recursion: 

lima„ +] = Km( + 6) 

n^oo n + l n-^00^4 n J 

Km a n+ i = 7K ma n + 6 

>00 4 n^oo 

L = \l + 6. 

A1 resolver la ultima ecuacion para L encontramos que |L = 6oL = 8. ■ 


NOTAS DESDE EL AULA 

0 Toda sucesion convergente {a„} esta necesariamente acotada. Vea el problema 31 en los 
ejercicios 9.2. No obstante, no se concluye que toda sucesion acotada es convergente. Se 
le pedira que de un ejemplo que ilustre este ultimo enunciado en el problema 30 de los 
ejercicios 9.2. 

ii) Algunas sucesiones {a n } no exhiben comportamiento monotono hasta algun punto en la 
sucesion, esto es, hasta que el mdice satisface n> N, donde N es algun entero positivo. 
Por ejemplo, los terminos de la sucesion {5 n /n\} para n = 1,2, 3, 4, 5, 6,... son: 

25 125 625 625 3 125 

2 ’ 6 ’ 24 ’ 24 ’ 144 (1) 

Para observar mejor lo que esta ocurriendo en (1), se aproximaran los terminos utilizan- 
do numeros redondeados hasta dos decimales: 

5, 12.5, 20.83, 26.04, 26.04, 21.70,... (2) 

En (2) vemos que los primeros cuatro terminos de {5 n /n\} aumentan de manera eviden- 
te, pero empezando con el cuarto termino los terminos parecen empezar a no crecer. Esto 
se prueba a partir de la version definida recursivamente de la sucesion. Procediendo 
como se hizo al obtener la formula de recurrencia en (7) en la seccion 9.1, {5 n /n\} es la 

misma que a n+x = a x = 5. Puesto que ^ ^ - < 1 para n > 4 observamos que 

a n +i < a n , esto es, {5^//i!} es no creciente solo para n > 4. De la misma manera, es facil 
demostrar que {100 n /n\) se vuelve a la larga no creciente solo cuando n > 99. Tomando 
el limite de la formula de recursion como n —» cxd, como en el ejemplo 7, es posible 
demostrar que tanto {5 n /n\} como {100 n /n\) convergen a 0. 


Ejercicios 9.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-26. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-12, determine si la sucesion dada es 
monotona. Si es asi, indique si es creciente, decreciente o no 
decreciente o no creciente. 

!• {sTl} 

3. {(—l)"Vn} 4. {(n — l)(n — 2)} 



9< { H + n} 

11 . {(sen l)(sen 2) • • • (sen ri)} 


10 . {n 2 + (-!)"«} 



En los problemas 13-24, utilice el teorema 9.2.1 para demos¬ 
trar que la sucesion dada converge. 



14. 


[ 6 - 4rc 2 
l 1 + n 2 


16. {n5~ n } 
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17. {e l/n } 

19. { -—- X 

\ 1 • 3 • 5 • (2« n 1)/ 
21 . {tan _1 «} 

23. (0.8), (0.8) 2 , (0.8) 3 ,... 

24. V3, WI, VVV3,... 


18. 


20 . 

22 . 


{ 


2 • 4 • 6 • • • (2ft) 

1 -3-5 •••(2/2 + 1) 
In (ft + 3) 


| In (ft + 3) | 
1 ft + 3 J 


En los problemas 25 y 26, use el teorema 9.2.1 para demos- 
trar que la sucesion definida recursivamente converge. En- 
cuentre el limite de la sucesion. 

25. a n+ i = ^ a n + 5, a x = 1 26. a n+ i = V 2 + ft n , rq = 0 
27. Exprese 

V 7 , V 7 Vf, V7V7V7, • • • 

como una sucesion definida recursivamente. Utilice 
el hecho de que la sucesion esta acotada, 0 < a n < 1 
para toda ft, para demostrar que { a n } es creciente. En- 
cuentre el limite de la sucesion. 


28. Recurra al teorema 9.2.1 para demostrar que la sucesion 
definida recursivamente 


^n +1 



a x = 2 , a 2 = 1 , ft ^ 2 


es acotada y monotona y en consecuencia converge. 
Explique por que la formula de recursion no es de ayuda 
para determinar el limite de la sucesion. 


a) Emplee la formula de recursion para demostrar que 
los unicos valores limite posibles para la sucesion 
[p n ] son 0 y b — a. 

b ) Demuestre que p n+x < (b/a)p n . 

c ) Utilice el resultado del inciso b) para demostrar que 
si a > b, entonces la poblacion muere; esto es, 
lim p n = 0 . 

n—>■ 00 

d) Suponga ahora a < b. Demuestre que si 0 < p 0 < b 
— a, entonces la sucesion [p n ] es creciente y esta aco¬ 
tada por arriba por b — ft. Demuestre que si 0 < b — a 
< p 0 , entonces la sucesion {p n } es decreciente y aco¬ 
tada por abajo por b — a. Concluya que 11m p n = b~ a 

n—»oo 

para cualquier p 0 > 0. [ Sugerencia : Examine \b — a — 
p n+ i |, la cual es la distancia entre p n+x y \b — a\.] 

= Piense en ello 

30. Proporcione un ejemplo de una sucesion acotada que no 
es convergente. 

31. Demuestre que toda sucesion convergente {a n } esta aco¬ 
tada. [ Sugerencia : Puesto que {a n } es convergente, se 
sigue de la definicion 9.1.2 que existe una N tal que 
\a n — L\ < 1 siempre que n > N.] 

32. Demuestre que { Jie~ r dt} converge. [ Sugerencia : Para 

x > 1 , < e~\] 

33. Un clasico matematico Demuestre que la sucesion 

{i +i + | + ---+t- ln n} 


= Aplicaciones 

29. Ciertos estudios en administracion pesquera argumentan 
que el tamano de una poblacion de peces no perturbada 
cambia de un ano al siguiente de acuerdo con la formula 


Pn +1 


bp n 

a + p n ’ 


ft > 0 , 


donde p n > 0 es la poblacion despues de n anos, y ay b 
son parametros positivos que dependen de las especies y 
de su ambiente. Suponga que el tamano de una poblacion 
p 0 se introduce en el ano 0 . 


es acotada y monotona, y, en consecuencia, convergente. 
El limite de la sucesion se denota por medio de y y se 
llama constante de Euler en honor al notable matemati¬ 
co suizo Leonhard Euler (1707-1783). Del problema 66 
del ejercicio 9.1, y ~ 0.5772 . . . [ Sugerencia : Primero 
demuestre la desigualdad 


KK- + - 

2 3 ft 


+ - < In n< l+f + 

ft 2 



1 

ft — 1 


considerando el area bajo la grafica de y = l/x sobre el 
intervalo [ 1 , ft].] 


9.3 Series 

■ Introduce ion El concepto de una serie se relaciona estrechamente con el concepto de suce- 
sion. Si {a n } es la sucesion ft 1? ft 2 , ft 3 ,..., a n , .. ., entonces la suma de los terminos 

CL 1 + ft2 + ft3 + * * • + a n 4 - (1) 

se llama serie infinita, o simplemente una serie. Las a k , k = 1, 2, 3, . . . , se denominan los ter¬ 
minos de la serie y a n se llama el termino general. Escribimos (1) de manera compacta utili- 
zando la notacion de sumatoria como 

00 

2 % 0 P or conveniencia ^ a k- 

k=i 
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La pregunta que deseamos responder en esta y en varias de las secciones siguientes es: 
• ^Cuando una serie infinita de constantes “suma” un numero? 


EJEMPLO 1 


Una serie infinita 


En los comentarios de inicio de este capitulo se advirtio que la representacion decimal de un 
numero racional \ es, de hecho, una serie infinita 


0.333 ••• 




De manera intuitiva, esperamos que | sea la suma de la serie 
manera intuitiva, esperamos que una serie infinita tal como 


oo 


1 10* 


. Sin embargo, de 


100 + 1 000 + 10 000 + 100 000 + • • • 


donde los terminos se vuelven mas y mas grandes, no tenga suma. En otras palabras, no se espe- 
ra que la serie ultima “sume” o converja a un numero cualquiera. El concepto de convergencia 
de una serie infinita se define en terminos de la convergencia de un tipo especial de sucesion. 


■ Sucesion de sumas parciales Asociada con toda serie finita 2 a h existe una sucesion de 
sumas parciales {£„} cuyos terminos estan definidos por 

S) = ci\ 

5 2 = CL \ ~\~ Cl 2 

5 3 = ax + a 2 + a 3 


S n — ^2 3” 3” ’ " 3” a n 

El termino general S n = a x + a 2 + ••• + a n = 2*=i a k de esta sucesion se denomina la suma 
parcial w-esima de la serie. 


EJEMPLO 2 


Una serie infinita 


La sucesion de sumas parciales {£„} para la serie 2^= es 


3_ 

10 

3 3 

- 1 - 

10 10 2 


5i = = 0.3 


S 2 = -fz + = 0.33 


S 3 — jt: - 7 H-- — 0.333 

10 IQ 2 10 3 


3 n 

3 3 3 3 

Sn = 7 ^ + ^ + ^ + --' + 77 ^ = 0.333... 3 

10 10 2 10 3 10 


En el ejemplo 2, cuando n es muy grande, S n dara una buena aproximacion a de modo que 
parece razonable escribir 

n o oo o 

- = \\mS„ = lfm 2 —1 = 2—I- 

3 oo « «^oo ^ 10 * ^ 10 t 


Esto lleva a la siguiente definicion. 
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Definicion 9.3.1 Serie convergente 

La serie infinita 2*°= i a k se dice que es convergente si su sucesion de sumas parciales 
{S n } = {2^=i%} converge; esto es, 

n 

lim S n = Km ^\a k = S. 

n^oo n n^oo" * 
k= 1 

El numero S se dice que es la suma de la serie. Si Km S n no existe, entonces se dice que la 

n—» oo 

serie es divergente. 


EJEMPLO 3 


Empleo de la sucesion de sumas parciales 


Demuestre que la serie 2 


1 


^<t + 4)(<c + 5> eSCOnVerge " te ' 

Solucion Por fracciones parciales el termino general a n de la serie puede escribirse como 

1 1 

° n ~ n + 4 n + 5' 

De tal modo, la suma parcial ft-esima de la serie es 

1 1,1 1 


S n = 


l _ l 
5 6 


+ 


1 _ l 
6 7 


11 
7 8 

o 


+ ••• + 


n + 3 n + 4 


+ 


= i_i + i_i+i_i + 

5 6 6 7 7 8 


1 


1 + 1 


ft + 4 ft + 5 


1 


ft+3 ft+4 ft+4 ft+5 


1 


1 


5 ft + 5’ 

De la ultima linea observamos que Km l/(ft + 5) = 0, y por ello 


Km S n = Km 

n—» oo n^-oo 


1 


1 


ft + 5 


=^-o=^ 

5 5 


En consecuencia, la serie converge y se escribe 

OO | 


"(* + 4)(* + 5) 5’ 


■ Serie telescopica Debido a la manera en la cual el termino general de la sucesion de sumas 
parciales “colapsa” hasta dos terminos, la serie en el ejemplo 3 se dice que es una serie telesco¬ 
pica. Yea los problemas 11-14 en los ejercicios 9.3. 


■ Serie geometrica Otro tipo de serie que puede probarse como convergente o divergente a 
partir directamente de su sucesion de sumas parciales tiene la forma 

oo 

a + ar + ar 2 + ••• + ar n ~ l + ••• = 2 ar k ~ l , (2) 

k=\ 

donde a + 0 y r son numeros reales fijos. Una serie de la forma (2) se llama serie geometrica. 
Advierta en (2) que cada termino despues del primero se obtiene al multiplicar el termino pre- 
cedente por r. El numero r se denomina la razon comun y, como se ve en el siguiente teorema, 
su magnitud determina si una serie geometrica converge o diverge. 
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Teorema 9.3.1 Suma de una serie geometrica 

i ) Si | r| < 1, entonces una serie geometrica converge y su suma es 

oo 

^ar k ~ l = tj —^— , a 0. 

1 ~ r 

ii) Si |r| > 1, entonces una serie geometrica diverge. 


DEMOSTRACION La prueba del teorema 9.3.1 se dara en dos partes. En cada parte se supone 
que a A 0 . 

Empezaremos con el caso en el que |r| = 1. Para r = 1, la serie es 

oo 

2 <2 — a ~\~ a ~\~ a " 

k=l 

n a 

s - A N 

y por ello la sumaparcial ^-esima S n = a + a + ••• + oes simplemente S n = na. En este caso, 
lim S n = a • Km n = oo. De tal modo, la serie diverge. Para r = —1, la serie es 

n—> oo n—> oo 


l) k 1 = a + (—a) + a + (— a ) + ••• 

k= 1 

y por ello la sucesion de sumas parciales es 

S i, *^2? ^3? ^4? *§6* • • • O Cl, 0, Cl, 0, Cl, 0, ... , 

la cual es divergente, 

Considere ahora el caso |r| ¥= 1, el cual significa que |r|<lo|r|>l. Considere el termino 
general de la sucesion de sumas parciales de ( 2 ): 

S n = a + ar + ar 1 + ••• + ar n ~ l . (3) 

Multiplicando ambos lados de (3) por r, se obtiene 

rS n = ar + ar 2 + ar 2 + • • • + ar n . (4) 

Despues se resta (4) de (3) y se resuelve para S n : 

S n — rS n = a — ar n 
(1 - r)S n = fl(l - O 


„ "a - o _ 

5„ = t _ r . r # 1. 


(5) 


Ahora, de acuerdo con el teorema 9.1.3 sabemos que Kmr" = 0 para IrI < 1. En consecuencia, 

n—»oo 

«(1 - a 


lim S n = Km 1 

n—>oo n->oo 1 — r 


1 


M < l. 


Si | r | > 1, entonces Km r" no existe y por ello el limite de (5) tampoco existe. 


EJEMPLO 4 


Serie geometrica 


a) En la serie geometrica 

V 3 9 27 

se identifica a = 1 y la razon comun r = —3. Puesto que |r| = —' = 3 < 1, la serie 
converge. Del teorema 9.3.1, la suma de la serie es entonces 

V_1 j_ = 3 

A 4' 


SB 


‘-'-f 
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FIGURA 9.3.1 Pelota que rebota 
del ejemplo 6 



Foto estroboscopica de una pelota 
de basquetbol rebotando 


b ) La razon comun en la serie geometrica 


,?<§) - 


es r = §. La serie diverge debido a r = \ > 1 


+ i ? + i r 

2 4 

_ 3 


135 


+ 


Todo numero racional p/q, donde p y q ¥= 0 son enteros, se puede expresar como un deci- 

oo 3 

mal interrumpido o como un decimal repetido. De tal modo, la serie en el ejemplo 1 

converge puesto que es una serie geometrica con r = jq < 1. Con a = jq encontramos 


2 


k= l 


3 

10 * 


10 


10 = 3 = 1 

_9_ 9 3 

10 


En general: 

• Todo decimal repetido es una serie geometrica convergente. 


EJEMPLO 5 


Numero racional 


Exprese el decimal repetido 0.121212 .. . como un cociente de enteros. 
Solution Se escribe primero el numero dado como una serie geometrica 


0 . 121212 ... 


y se hacen las identificaciones a = 
pues r = < 1 y su suma es 


= i^ + 

100 

12 + 

12 

10 000 

1 000 000 

- 12 + 

12 

12 

+ ••• 


- ~r - 

~ 10 2 

10 4 

10 b 



y r = W = Too- P° r e l t eorema 9.3.1, la serie converge 


0 . 121212 ... 


12 12 

100 = 100 = 12 = 4 

_J_~ 99^~ 99 33' 

100 100 


EJEMPLO 6 


Observation de una pelota que rebota 


Si una pelota se deja caer desde una altura de s pies sobre el suelo, entonces el tiempo t que tarda 
en llegar al suelo se relaciona con s por medio de s = \ gt 2 . En otras palabras, la pelota 
tarda t = V2s/g s para llegar al suelo. Suponga que la pelota rebota siempre hasta cierta frac¬ 
tion fija /3(0 < /3 < 1) de su altura previa. Encuentre una formula para el tiempo T que la pelo¬ 
ta tarda en llegar al reposo. Yea la FIGURA 9.3.1. 


Solution El tiempo para caer desde una altura de s pies hasta el suelo es: V2 s/g; el tiempo 
para ascender /3s pies y despues caer (3s pies hasta el suelo es: 2V2 (3s/g; el tiempo para ascen¬ 
der (3((3s ) pies y despues caer (3((3s) pies hasta el suelo es 2\/2(3 2 s/g ; y asi sucesivamente. De 
esta manera, el tiempo total T esta dado por la serie infinita 


T — \Z2sj g + 2\/2(3s/ g + 2\ / 2(3 1 s/g + ■ ■ • + 2 \^2(3 n s/g + • ■ ■ 


= V2 s/g 


00 


1 + 2^(Vp) k 

k= 1 


Como 0 < /3 < 1, la serie es una serie geometrica convergente con a = V/3 y 

r = V/3. En consecuencia, de acuerdo con el teorema 9.3.1, 


T=V2^/8 


1 + 2 


V/3‘ 
1 - V/3. 


o 


T= \lWi 


~ 1 + V/6 
.1 - Vjs.' 
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■ Serie armonica Una de las series mas famosas es tambien un ejemplo de una serie divergen- 
te. La serie armonica es la suma de los reciprocos de los enteros positivos: 


1 




n 



( 6 ) 


i^Recuerde esta serie. Sera 
importante en las secciones 
subsecuentes de este capltulo. 


El termino general de la sucesion de las sumas parciales para (6) esta dado por 




De tal modo, 


Sin ~ 1 + \ \ + 


= s n 


2 3 

1 

72+1 


+ - + —+ —r~2 + ••• + y- 

n 72+1 72 + 2 2n 


+ 


1 


2 + ■" + 272 


- + h + b + ■" + b ~ Sn + n 'h ~ Sn + \ 


, . A l 

terminos de n — 
In 


La desigualdad S 2n — S n + \ implica que la sucesion de sumas parciales para la serie armonica 
no esta acotada. Para ver lo anterior, observe que 


s 2 >s 1 + d=i+!=! 

1 3 1 

5 4 >5 2 + ->| + - = 2 

s 8 >s 4 + |> 2 + | = f 

5 16 >5 8 + d>| + | = 3 


y asi sucesivamente. En consecuencia, se concluye que la serie armonica es divergente. 


■ Una consecuencia de convergence Si a n y S n son los terminos generates de una serie y la 
sucesion correspondiente de sumas parciales, respectivamente, entonces de la resta 

S n ~ S n -i = (a x + a 2 + • • • + a n -i + a n ) - (a x + a 2 + • • • + a n - X ) = a n 

vemos que a n = S n — S n - X . En este caso, si la serie ^a k converge a un numero S , se tiene que 
lim S n = S y Km S n -i = S. Esto implica que 

n—> oo n^oo 

1 fm a n = Vnn (S n — S n -i) = S — S = 0. 

n—> oo n —>oo 

Hemos establecido el siguiente teorema. 


Teorema 9.3.2 Condicion necesaria para convergencia 

Si la serie 2^= i a k converge, entonces \ima n = 0. 


■ Prueba para una serie divergente El teorema 9.3.2 establece simplemente que si una serie 
infinita converge, es necesario que el termino 72-esimo, o general, tienda a cero. De modo equi- 
valente, se concluye: 

• Si el 72-esimo termino a n de una serie infinita no tiende a cero cuando n —» oo, entonces 
la serie no converge. 

Formalizamos este resultado como una prueba para la divergencia. 
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Teorema 9.3.3 Prueba del terming g-esimo para divergencia 

Si \ima n ^ 0, entonces la serie 2^=1% diverge. 

n—>oo 


El teorema 9.3.3 corrobora de inmediato la parte ii) de la prueba del teorema 9.3.1, a saber, 
una serie geometrica 2&=i ar k ~ l , a 0, diverge cuando r = ±1. Por ejemplo, cuando r = 1, 
limar^ -1 = lima ^ 0. 

n—>oo «—»oo 


EJEMPLO 7 


Serie divergente 


4 k - 1 


a) Considere la serie 2 cl De 

k=l ^ + d 


lima n 

ft—»oo 


Inn 


4a - 1 


oo 5a + 3 


lim 

ft->oo 


4 - - 
_a 

5^ 

a 



se concluye del teorema 9.3.3 que la serie diverge. 
b ) Considere la serie 

oo 

= 1 - 1 + 1 - 1 + •••. 

*=1 

Puesto que \ima n = lim (—\) n ~ l no existe, es posible afirmar que lima„ ^ 0. 

n—>oo ft—»oo ft—»oo 

/La serie diverge por el teorema 9.3.3? ■ 


En este momento se le recomienda leer (y recordar) iii) de las Notas desde el aula. Se enun- 
cian los siguientes tres teoremas sin demostracion. 


Teorema 9.3.4 Multiplo constante de una serie 

Si c es cualquier constante distinta de cero, entonces las series ^7=i a k y 2 7=i ca k convergen 
ambas o divergen ambas. 


Teorema 9.3.5 Suma de dos series convergentes _ 

Si 2r= i a k y 2^= A convergen a Si y S 2 , respectivamente, entonces 

i) 2r=i A + h) converge a Si + S 2 , y 

ii) 2^=1 A “ h) converge a S x - S 2 . 


El teorema 9.3.5 indica que cuando 2^= i a k y ^7= i b k convergen, entonces 




k= l 


CO 

h) = 2 <+ 


&=1 


2X 


&=i 


Teorema 9.3.6 Suma de una serie convergente y una divergente 

Si 2r=i% converge y 2*1 A diverge, entonces 2 *!=i A + b k ) diverge. 
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EJEMPLO 8 


Suma de dos series convergentes 


Con la ayuda del teorema 9.3.1, se observa que las series geometricas 2fcLi(^)* 1 y 2& 


convergen 

sMr 1 


.iGr 

2 y §, respectivamente. En consecuencia, del teorema 9.3.5, la serie 
l ] converge y 



EJEMPLO 9 


Suma de dos series 


Del ejemplo 3 se sabe que 2 


1 


mk + m + 5 ) 

divergente, se sigue del teorema 9.3.6 que la serie 


OO Y 

converge. Puesto que 2 ~r es l a serie armonica 


=i k 


2 

k=l 


---h - 

(k + 4)(k + 5) k 


diverge. 



NOTAS DESDE EL AULA 


0 El termino n-esimo de la sucesion de sumas parciales de la serie armonica a menudo se 
denota mediante H n = 2&=i(l /k). Los terminos de la sucesion H x = 1, H 2 = |, 
se denominan numeros armonicos. Vea el problema 71 en los ejercicios 9.3. 
ii) Cuando se escribe en terminos de notacion de sumatoria, una serie geometrica quiza no 
se reconozca de inmediato, o si lo es, los valores de a y r tal vez no sean manifiestos. 
Por ejemplo, para ver si 2^°=3 4(|) n es una serie geometrica es buena idea escribir dos 
o tres terminos: 


OO 


24 





+ •••. 


Del lado derecho de la ultima igualdad, es posible hacer las identificaciones a = 40 5 y 

r = \< 1. En consecuencia, la suma de la serie es = I Si se t |esea, aunque no hay 

^ ~ 2 

una necesidad real para hacer esto, puede expresarse ^^= 3 4{^) n+2 en la forma mas fa¬ 
miliar 2r= \ar k ~ l haciendo k = n — 2. El resultado es 


OO 


24 





Hi) Observe con cuidado como se enuncian los teoremas 9.3.2 y 9.3.3. En especifico, el teo¬ 
rema 9.3.3 no dice si \ima n = 0, entonces ^a k converge. En otras palabras, lima n = 0 

n—> oo n—> oo 

no es suficiente para garantizar que 2 a k converge. De hecho, si \ima n = 0, la serie 

Tt >00 OO 

puede ser convergente o divergente. Por ejemplo, en la serie armonica 2^ =i(l/k), a n = 
l/ny lim (1/n) = 0, pero la serie diverge. 
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iv) Cuando se determina la convergencia, es posible, y algunas veces conveniente, borrar o 
ignorar varios de los primeros terminos de la serie. En otras palabras, las series infinitas 
\ a k y ^°k^N a h N> 1 difieren a lo sumo por un numero finito de terminos y son ambas 
convergentes o ambas divergentes. Desde luego, eliminar los primeros N — 1 terminos de 
una serie convergente suele no afectar la suma de la serie. 


Ejercicios 9.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-27. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-10, escriba los primeros cuatro terminos 
de cada serie. 


i. X 

k= i 

oo 

3. 2 


5. 2 


2k + 1 
k 

(- 1)*" 1 
kti k(k + 1) 
n + 1 


n=o n\ 


OO 1 . A . ft 

7. V- 

", 1 - 3 - 5 - - - 


■ (2m) 


(2m - 1) 


cos ITT 

9. y —— 

m y + l 


jx. 2 k 


2 - 

k= l K 

oo /_, + 1 

4. 2 


6 . 2 

n = 1 
oo 

8 . 2 


“ k3 k 
(2 n)\ 


n=ln~ + 1 

1 - 3 - 5 - (2 m- 1) 


m= 1 


m! 


. ITT 

10. ^zsen— 

z = 5 ^ 


En los problemas 11-14, proceda como en el ejemplo 3 para 
encontrar la suma de la serie telescopica dada. 


ii. 2 


k= 1 


13. 2 

k=l 


1 

k(k + 1) 
1 

4 k 1 - 1 


12. 2 


k= 1 


14. 2 

fc=l 


1 

(it + 1 )(k + 2) 

1 

k 2 + Ik + 12 


En los problemas 15-24, determine si la serie geometrica dada 
converge o diverge. Si es convergente, encuentre la suma de 
la serie. 


00 / 1 \k -1 


15 -1 <5 

”• I^‘" 

00 

19. 2 5 r 4- r 


21. 2 1000 (°-9)'' 


00 -i 

23 y_I_ 

ikf/3 - V2) k 


OO / Q —1 


!6. 21^ 

18 - 

OO 

20. 2(-3)*7-‘ 

5=1 

„ ^ Q.D" 

„-tl 1000 

24 . 2 My* 

t=o\l + V5 


En los problemas 25-30, escriba cada numero decimal que se 
repite como un cociente de enteros. 


25. 0.222... 

27. 0.616161... 
29. 1.314314... 


26. 0.555... 

28. 0.393939... 
30. 0.5262626... 


En los problemas 31 y 32, encuentre la suma de las series 
dadas. 


31. 2 

k= 1 


l \k~l 

3 


+'f 


00 r\k 1 


k= 1 


En los problemas 33-42, muestre que la serie dada es diver- 
gente. 


33. 2 ) 10 

k= 1 

00 

35. 2 


2A: + 1 

OO 

37. 2(“I/ 

ife=l K 


41. 2 


——h — 

2 k ~ l k 


34. 2 ( 5k + 1) 

36. £ / + 1 

/:= 1 k 2 + 2k + 3 


38. 2 In. , , 

tSi \3A: + 1 

OO t 

4°. 2^7 

^1 6 k 

42. y&sen- 
k 


En los problemas 43-46, determine los valores de v para los 
cuales la serie dada converge. 

«• idr * k;; 


k-l 


45. 2 (x + if 


46. 2 2k -f k 


= Aplicaciones 

47. Se deja caer una pelota desde una altura inicial de 15 pies 
sobre una plancha de concreto. Cada vez que la pelota 
rebota, alcanza una altura de § de su altura precedente. 
Recurra a la serie geometrica para determinar la distancia 
que la pelota recorre antes de quedar en reposo. 

48. En el problema 47 determine el tiempo que tarda la pelo¬ 
ta en llegar al reposo. 

49. Para erradicar plagas agricolas (como la mosca de la 

fruta), se liberan moscas macho esterilizadas dentro de 
la poblacion general en intervalos de tiempo regulares. 
Considere que N 0 es el numero de moscas liberadas cada 
dia y que s es la proporcion de las que sobreviven en un 
dia determinado. De los A^ 0 machos esterilizados origina- 
les, N 0 s n sobreviviran en n semanas sucesivas. En conse- 
cuencia, el numero total de tales machos que sobreviven 
n semanas despues de que se ha iniciado el programa es 
N 0 + + N 0 s 2 + • • • + N 0 s n . que se aproxima esta 

suma cuando n —> 00 ? Suponga 5 = 0.9 y que se necesi- 
tan 10 000 machos esterilizados para controlar la pobla- 
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cion en cierta area. Determine el numero de moscas 
macho que debe ser liberado cada dia. 

50. En algunas circunstancias la cantidad de un farmaco que se 
acumularfa en el cuerpo de un paciente despues de un largo 
periodo es A 0 + A 0 e~ k + A 0 e~ 2k + • • • > donde k > 0 es 
una constante y A 0 es la dosis diaria del farmaco. Encuentre 
la suma de la serie. 

51. Un paciente toma 15 mg de un farmaco diariamente. Si 
80% del farmaco acumulado se excreta cada dia median- 
te las funciones corporales, ^que cantidad del farmaco se 
acumulara despues de un largo periodo, esto es, cuando 
n — 7 (X)? (Suponga que la medicion de la acumulacion se 
hace inmediatamente despues de cada dosis. Vea el pro- 
blema 69 en los ejercicios 9.1.) 

52. Se aplica una fuerza a una particula, que se mueve en una 
linea recta, de tal manera que despues de cada segundo la 
particula solo se mueve la mitad de la distancia que re- 
corrio en el segundo anterior. Si la particula se mueve 20 
cm en el primer segundo, ^cuanto se desplazara? 


60. Muestre que si lim f(n + 1) = L, donde L es un nume- 

n—>oo 

ro, entonces 2 [/(& + 1) — f(k)\ = L - /(1). 

k= 1 

o° / n A 

61. Determine si 21 2 7 converge o diverge. 

n=\\ k =iKj 


oo Y 

62. Muestre que la serie 2 — 7= cs divergente demostrando 

k=lVk 

que S n > Vft. 


OO Y 

63. Vimos que la serie armonica 2 7 diverge puesto que el 

k=\k 

termino general S n de la sucesion de sumas parciales 
puede hacerse tan grande como se quiera tomando a n lo 
suficientemente grande (S n —> oo cuando n —> oo). No 
obstante, la serie armonica diverge muy lentamente. 
a) Use la grafica de/(v) = 1/x para v > 1 a fin de esta- 
blecer la desigualdad 


In (>i + 1) 1 + — + — + y + -- 'H— 1 + In ft. 

2 3 4 ft 


= Piense en ello 


53. Suponga que la sucesion {a n } converge a un numero 
L ^ 0. Explique por que la serie 2&=i a k diverge. 

54. Determine si la serie 

1 


— H---h 

1.1 1.11 


1.111 


+ ••• 


converge o diverge. 

55. Determine si la suma de dos series divergentes es necesa- 
riamente divergente. 

o° i 

56. Considere la serie 2 “ 7 - Puesto que k 2 = k - k, la ft-esima 

k=\k 

suma parcial de la serie es 


n 1-1 2-23-3 


+ 


1 


ft • ft 


Explique por que las siguientes desigualdades son ciertas 
y por que pueden usarse para demostrar que una serie 
dada converge: 

1 


0 < 5 « < 1 + T 1 2 + 2 1 3 + 


+ 


o 


(ft — 1) • ft 

1 1 


o<5„< i+(Y-i) + (|-}j + ”-+v„- i 

57. Encuentre la suma de la serie 

1 + 9 1 + 27 1 + 81 

25 125 625 

58. Encuentre la suma de la serie 

rk +1 


k= 1 


xe x dx 


59. Encuentre todos los valores de v en (—7 t/2 , 7 t/2 ) para los 
cuales 

1 


lim 


oo\ 1 — tan v 


— 2 t an ^ ) = 0. 


k = 0 


b ) Emplee una calculadora y la desigualdad del inciso a) 
para estimar el valor de n para el cual S n > 10. Estime 
el valor de n para el cual S n > 100. 

64. En el problema 77 en los ejercicios 9.1 se consideraron 
los perimetros de las regiones acotadas por las curvas de 
Koch que se muestran en la figura 9.1.5. En el inciso c) 
del problema usted debe haber demostrado que el peri- 
metro de la region limite es infinite. En este problema se 
consideran las areas de las figuras sucesivas. Considere 
que el area de la primera figura es Aj, el area de la segun- 
da figura A 2 , y asi en lo sucesivo. 

a) Utilizando el hecho de que el area de un triangulo 
equilatero con lados de longitud s es \ V3s 2 , encuen¬ 
tre los valores de A 1? A 2 , A 3 y A 4 . 

b) Demuestre que el area de la figura ft-esima es 






c ) ^Cual es lim A n l 



= Proyectos 

65. Un poco de historia: Muerte por pan En 1972, un 
brote de envenenamiento por metilmercurio en Irak pro- 
dujo 459 muertes entre 6 530 casos 
de envenenados admitidos en hos- 
pitales. El brote epidemico fue pro- 
vocado por el consumo de pan 
casero preparado a partir de trigo 
Pan casero q ue habfo s ido tratado con un fun- 

gicida de metilmercurio. Los primeros smtomas de 
parestesia (perdida de sensaciones en la boca, manos y 
pies) empezaron a ocurrir cuando el nivel acumulado de 
mercurio alcanzo 25 mg. Los smtomas de ataxia (perdi¬ 
da de coordinacion al andar) iniciaron con 55 mg, la 
dysarthia (arrastrar las palabras) con 90 mg y la sordera 
con 170 mg. La muerte se volvio una posibilidad cuando 
el nivel de mercurio acumulado supero 200 mg. Se esti- 
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mo que una barra de pan tipica elaborada a partir de trigo 
contaminado contema 1.4 mg de mercurio, y tambien que 
el cuerpo elimina solo alrededor de 0.9% del mercurio 
acumulado diariamente. 

a) Suponga que una persona recibio una dosis d de mer¬ 
curio al dia, y que el cuerpo elimino una fraccion p 
del mercurio acumulado diariamente. Encuentre una 
formula para L n , el nivel acumulado despues de comer 
en el n-esimo dia, y una formula para el nivel limite, 
limL. 

H—» OO 

b) Empleando d = 1.4 y p = 0.009, encuentre el valor 
limite del mercurio y determine que dia empezaron a 
ocurrir los drversos smtomas. 

c ) ^Cual seria la dosis diaria para que la muerte fuera 
posible en el dia 100? (Utilice p = 0.009.) 

66. Un poco de historia: La paradoja de Zenon El filoso- 
fo griego Zenon de Elea (c. 490 a.C.) fue discipulo del 
filosofo presocratico Parmenides, que afirmaba que el 
cambio o el movimiento era una ilusion. De las parado- 
jas de Zenon que apoyaban esta filosofia, la mas famosa 
es su argumento acerca de que Aquiles, conocido por su 
habilidad de correr rapido, no podria superar a una tortu- 
ga en movimiento. La forma usual de la historia es como 
se narra a continuacion: 

Aquiles empieza desde el punto S, y exactamente en el mismo 
instante una tortuga empieza desde un punto A adelante de S. 
Despues de cierta cantidad de tiempo, Aquiles alcanza el 
punto de inicio A de la tortuga, pero durante este tiempo la 
tortuga ha avanzado a un nuevo punto B. Durante el tiempo 
que tarda Aquiles en alcanzarB, la tortuga se ha movido hacia 
delante otra vez hasta un nuevo punto C. Al continuar de esta 
manera, etemamente, Aquiles nunca alcanzara a la tortuga. 

Vea la FIGURA 9.3.2. Utilice una serie infinita para resolver 
esta aparente paradoja. Suponga que cada uno se mueve 
con una velocidad constante. Ayudarfa inventar valores 
razonables para ubicar en el inicio la cabeza de la tortu¬ 
ga y para las dos velocidades. 



FIGURA 9.3.2 Aquiles y la tortuga en el problema 66 

67. Numeros primos Escriba un breve informe en el cual 
defina un numero primo. Incluya en el informe una 
demostracion acerca de si la serie de los reciprocos de 
primos, 



converge o diverge. 

68. Longitud de una trayectoria en zigzag En la FIGURA 

9.3.3a), el triangulo azul ABC es un triangulo recto isosce¬ 
les. El segmento de linea AP X es perpendicular a BC , el 
segmento de linea P \?2 es perpendicular a AC, y asi en lo 
sucesivo. Encuentre la longitud de la trayectoria en zig¬ 
zag roja AP X P 2 P 3 . . . 




a) Trayectoria en zigzag b) Trayectoria poligonal 

FIGURA 9.3.3 Trayectorias en zigzag y poligonal de los problemas 68 y 69 

69. Longitud de una trayectoria poligonal En la figura 
93.3b), hay doce rayos azules que emanan del origen y 
el angulo entre cada par de rayos consecutivos es 30°. El 
segmento de recta AP X es perpendicular al rayo L x , el 
segmento de recta P 1 P 2 es perpendicular al rayo L 2 y asi 
en lo sucesivo. Encuentre la longitud de la trayectoria 
poligonal roja AP 1 P 2 ^ > 3 • • • 

70. Una integral impropia Al final de la seccion 7.7 se 
dejo pendiente la pregunta de si f(x) —» 0 cuando x —> 00 
es un requisito necesario para la convergencia de una 
integral impropia f™f(x) dx. A continuacion se presenta 
la respuesta. Observe que la funcion / cuya grafica esta 
dada en la FIGURA 9.3.4 no se aproxima a 0 cuando x —» 00 . 
Demuestre que f™f(x) dx converge. 



71. Un problema de apilamiento Tomese su tiempo para 
hacer su tarea y efectue un experimento. Necesitara un 
suministro de n objetos rectangulares identicos, por 
ejemplo, libros, aunque tambien pueden ser tableros, car¬ 
tas, fichas de domino, etc. Suponga que la longitud de 
cada libro es L. A continuacion encontrara un enunciado 
burdo del problema: 

l Que tanto puede sobresalir una pila de n libros colocada 
sobre el borde de una mesa sin que se caiga ? 

Intuitivamente la pila no caera siempre que su centro de 
masa permanezca por arriba de la cubierta de la mesa. 
Empleando la regia de apilamiento que se ilustra en la 
FIGURA 9.3.5, observe que lo que sobresale del libro mostra- 
do en la figura 9.3.5a) alcanza su maximo d x = L/2 
cuando su centro de masa esta ubicado directamente en el 
borde de la mesa. 

a) Calcule las distancias que sobresalen los libros d 2 , d 3 
y d 4 del borde de la mesa para la pila de libros de la 
figura 9.3.5 b), 9.3.5c) y 9.3.5J), respectivamente. 
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c)n = 3 d)n = 4 


FIGURA 9.3.5 Metodo de apilamiento de libros del problema 71 

Luego utilice (1) de la seccion 6.10 para demostrar 
que el centro de masa de cada pila esta en el borde de 
la mesa. [ Sugerencia : Para n libros ponga el eje x a lo 
largo de la cubierta horizontal de la mesa con el ori- 
gen O en el borde izquierdo del primer libro, o del 
fondo, en la pila.] 

b) ^Que indica el valor de d 4 en el inciso a ) acerca del 
cuarto libro, o superior, en la pila? 

c ) Siguiendo el patron de apilamiento que se indica en la 
figura 9.3.5, para n libros la parte que sobresale del 
primer libro desde el borde de la mesa seria L/2n,\o 
que sobresale del segundo libro desde el borde del pri¬ 
mer libro seria L/2(n — 1), lo que sobresale del tercer 
libro desde el borde del segundo corresponderia a 


L/2(n — 2), y asi en lo sucesivo. Encuentre una 
formula para d n , lo que sobresalen n libros desde el 
borde de la mesa. Demuestre que el centro de masa de 
la pila de n libros esta en el borde de la mesa. 

d) Utilice la formula d n para encontrar la distancia que 
sobresale un libro en el inciso c) y encuentre el valor 
mas pequeno de n de manera que lo que sobresalen n 
libros apilados en la manera descrita en el inciso c) es 
mayor que el doble de la longitud de un libro. 

e ) En teoria, utilizando la regia de apilamiento del inci¬ 
so c), ^hay alguna limitacion acerca del numero de 
libros en una pila? 

72. Un clasico matematico: Los trenes y la mosca En un 

tiempo especifico dos trenes T l y T 2 , separados por 20 
millas sobre el mismo riel, inician un curso de choque a 
una velocidad de 10 mph. Suponga que en el preciso ins- 
tante en que parten los trenes, una mosca sale del frente 
del tren T u vuela a una velocidad de 20 mph en linea 
recta hacia el frente del motor del tren T 2 , despues vuela 
de regreso hacia T x a 20 mph, despues regresa a T 2 , y asi 
en lo sucesivo. Recurra a una serie geometrica para 
encontrar la distancia total recorrida por la mosca cuando 
los trenes chocan (y la mosca es aplastada). Despues use 
el sentido comun para determinar la distancia total que 
vuela la mosca. Yea la FIGURA 9.3.6. 



FIGURA 9.3.6 Trenes y mosca en el problema 72 


9.4 Prueba de la integral 

■ Introduction A menos que 2^=1% sea una serie telescopica o una serie geometrica, es una 
tarea dificil, si no inutil, demostrar la convergencia o divergencia directamente de la sucesion de 
sumas parciales. Sin embargo, suele ser posible determinar si una serie converge o diverge por 
medio de una prueba que utiliza solo los terminos de la serie. En esta y en las dos secciones que 
siguen se examinaran cinco de tales pruebas que son aplicables a series infinitas de terminos 
positivos. 

■ Prueba de la integral La primera prueba que se considerara relaciona los conceptos de con¬ 
vergencia y divergencia de una integral impropia con la convergencia y divergencia de una serie 
infinita. 


Teorema 9.4.1 Prueba de la integral_ 

Suponga que 2^=i a k es una serie de terminos positivos y/es una funcion continua que es no 
negativa y decreciente sobre [1, oo) tal que/(&) = a k para k> 1. 

i) Si /i°° f(x) dx converge, entonces 2T= \ a k converge. 

ii) Si /i°° f(x) dx diverge, entonces 2^= \ a k diverge. 
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DEMOSTRACION Si la grafica de/esta dada como en la FIGURA 9.4.1, entonces considerando 
las areas de los rectangulos que se muestran en la figura, observamos que 


0 < a 2 + a 3 + a 4 + • • • + a n < J fix) dx < a x + a 2 + a 3 + • • • + a n - X 



o S n ~ a x < J fix) dx < S„_ 1 . 

De la desigualdad S n — a, < I "fix) dx, es claro que Inn S„ existe siempre que exista 
lim Jif(x) dx. Por otro lado, de la desigualdad S n - X > Jr/(x) dx , concluimos que lfinSL-! no 
existe siempre que /^/(x) dx diverja. ■ 


EJEMPLO 1 


Empleo de la prueba de la integral 


OO 1 

. i Demuestre la convergencia de 2- r 

i 1 + k 

Solucion La funcion/(x) = 1/(1 + x 2 ) es continua, no negativa y decreciente para x > 1 tal 
que/(&) = a k para k > 1. De 


FIGURA 9.4.1 Rectangulos en la 
prueba del teorema 9.4.1 


—-—- dx = lim 
\ 1 + x 2 b ->°° 


1 


l 1 + X 
b 


- dx 


= lim tan ! x 

>oo 


= lim (tan - tan X l1 

Z ?—>00 ' ' 


= lim (tan ] b — ^ 

b^°c\ 4 

_ 77 77 _ 77 

= T ~~ 4" = 4" 


tan 4 = tt/ 4 
vea la figura 1.5.15 


es claro que la integral impropia es convergente. Del teorema 9.4.1/) se concluye que la serie 
dada tambien converge. ■ 

En la prueba de la integral, si la serie de terminos positivos es de la forma N a h usamos 
entonces 


EJEMPLO 2 


fix) dx donde f(k) = a k . 

Empleo de la prueba de la integral 


Pruebe la convergencia de 2 


k=3 


f\x) < 0 sobre el intervalo 
[3, oo). 


► Solucion La funcion fix) = (lnx)/x satisface la hipotesis de la prueba de la integral sobre el 
intervalo [3, oo). En este caso, 


lnx _ lnx 

- dx = lim - dx 

X b^oo x 


= lim ^-(lnx) 2 

b —>oo 2 


= [(In b) 2 - (In 3) 2 ] = oo 

muestra que la integral impropia diverge. Se concluye del teorema 9.4.1//) que la serie dada tam¬ 
bien diverge. ■ 

Serie p La prueba de la integral es particularmente util en cualquier serie de la forma 

OO 1 11 

= 1 + 2? + y + W 





















donde p es cualquier numero real fijo. La serie infinita (1) se conoce como la serie p o hiperar- 
monica. El siguiente teorema indica los valores de p para los cuales converge (diverge) la serie p. 
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Teorema 9.4.2 Convergencia de la serie p 


OO | 

La serie p 2 converge si p > 1 y diverge si p < 1. 
£=1 ^ 


DEM0STRACI0N Se distinguen cuatro casos: /?>l,/? = l,0</?<ly/? < 0 . Enel primero y 
tercer casos usamos la prueba de la integral con f{x) = l/x p = x ~ p . 
i ) Si p > 1, entonces p — 1 > 0 y por ello 


° x ~p +i 

= lim , t 

—>oo —p + 1 


1 


1 — p b 


lim 


1 


b p ~ l 


1 


1 


1 -/? 


[0 - 1] = 


1 


P ~ 1 


La serie p es convergente por el teorema 9.4.1/). 

//) Si p = 1, entonces se reconoce a la serie p como la serie armonica divergente. 
iii) Si 0 < p < 1, entonces — p + 1 > 0 y por ello 


y~P +1 


x p dx = lim 

1 b — >oo —p + 1 J i 1 ~ p b 


1 


lim [b~ p+l - 1 ] =oo. 


La serie p es divergente por el teorema 9.4.1//). 

/v) Por ultimo, si p < 0, entonces — p > 0 y asi lim (l/n p ) = limn~ p =£ 0. La serie p es diver- 

rz—^oo rz—>oo 

gente por la prueba del termino zz-esimo, teorema 9.3.3. ■ 


EJEMPLO 3 


Serie p 


OO ^ OO ^ 

a) Del teorema 9.4.2, la serie p 2 ~~r = 2 diverge, ya que p = \ < 1. 

k =i k=\ k ' 

oo^ 1 

Z>) Del teorema 9.4.2, la serie p 2 ~7 converge, ya que p = 2 > 1. 

*=i & 



NOTAS DESDE EL AULA 


/) Cuando se aplica la prueba de la integral, es necesario tener la seguridad de que el valor 
de la integral impropia convergente Ji°/(x) dx no se relaciona con la suma real de la serie 
infinita correspondiente. De tal modo, la serie en el ejemplo 1 no converge a 7 t/4 . Vea el 
problema 36 en los ejercicios 9.4. 

//) Los resultados de la prueba de la integral para 'Z k=n a k se cumplen incluso si la funcion 
no negativa continua / no empieza a decrecer hasta que x > N > n. Para la serie 
2^=i (In k)/k la funcion/(v) = (In x)/x disminuye sobre el intervalo [3, 00 ). De cualquier 
manera, en la prueba de la integral es posible utilizar /^(ln xdx)/x. 


Ejercicios 9.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-27. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-30, determine si la serie dada converge o 
diverge. Recurra a la prueba de la integral en los casos en que 
sea apropiado. 


00 

1. 2 


k= 1 


1 

k Ll 


00 

2 . 2 


k= 1 


1 

k°" 


3. 1 4--4-+ 

2V2 3V3 


4 ' 100 + 100V2 + 100V3 + 
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OO -I 

5 y_1_ 

£2*+ 7 

OO i 

1 y —-— 

*=i 1 + 5^ 


-k 2 


9. 2 ^ 

*=1 
OO T 

11. 2 * 

k=\e 


00 1 

13 y —-— 

j^ 2 k\nk 


10 


15. 5 2 

*=2*(In £) 2 

arctan k 

' t = 1 1 + A: 2 

OO i 

19. EA= 

hViT] 

00 

21. y—-— 

„ = i (n 2 + l) 3 

OO / j 

23. E^ sen (7 

t=i 

OO 1 

25 ' t ?!^+ 1) 

1 


27. 2 


29. 2 


(* + m + 2 ) 

2 


6 . 2 


k=l 


3k + 1 


k 2 + 5 


s. 2 

k = 3 

^1 e lA 

i°. EU 

£= 1 k 

OO 

12. E^'* 

k = 2 

OO T 

14. EA 

t =2 ln k 

OO i 

16. E^= 

£=2 &Vln k 

OO T 

18. E—A 

k=l 1 + & 

OO i 

2 °- 

k= 1 Vl 4- k 2 

1 


22 ‘ „? 2 (4n + 1) 3/2 

24. E Inf 1 + \ k 


k= 1 


t=ie 4 + e k 


_ ^ 2A;+ 1 
*(* + 1) 

OO i 

28. E^ 1 - 

*=1 £(£ 2 + 1) 

OO i 

30. E-' 


& = 0 Ve 


3& 


En los problemas 31-34, sin hacer ningun trabajo determine si 
la serie dada converge o diverge. Enuncie sus razones. 


“KH 

33 - f(h + 3 

*=1 


*=1 


32. E pr 1 - 6 - ior u 


34. E 


1 + 4 Vfc 


= ! Vfe 2 2V ' “1 A 2 


En los problemas 35 y 36, determine los valores de p para los 
cuales la serie dada converge. 


OO 1 

35 y —-— 

k %k(lnky 


36. E 


1 


k ln *[ln(ln k)] p 


= Piense en ello 

37. Determine los valores de p para los cuales la serie 

OO 

3>ln* 

k = 2 

es convergente. 

38. Suponga que / es una funcion continua que es positiva y 
decreciente para v > 1 tal que f(k) = a k para k > 1. 
Demuestre que 

Cn+ 1 n rn 

f(x) dx < y % < ( 2 ! + /(v) dx. 

h k =1 J 1 

39. Demuestre que 

77 ^ 1 1 , 77 

4 + 2 4- 

40. Se demostro que la serie armonica 2^1 i(l A) es diver- 
gente debido a que la sucesion de sumas parciales diver¬ 
ge. Recuerde de la pagina 495 que S n = i(l/k) —> 00 
cuando n —» 00 . 

a) Use el resultado del problema 38 para estimar la suma 
de los primeros 10 mil millones de terminos de la 
serie armonica. 

b) ^Cuantos terminos de la serie armonica son necesa- 
rios para garantizar que S n > 100? 

41. Deje que S denote la suma de la serie de terminos positi- 
vos ^j k=x a k y S n el termino general en su sucesion de 
sumas parciales. Defina el residuo, o el error, que se 
efectua cuando S n se aproxima a S , como 

R n = S — S n = a n +\ "I” a n+2 a n +3 + *" • 

Suponga que / es una funcion continua que es positiva y 
decreciente para v > 1 tal qu ef(k) = a k para k > 1 y que 
/°°/(jc) dx converge. Demuestre que 

J poo TOO 

fix) dx < R n < fix) dx. 

n+ 1 d n 

42. La suma S de la serie p convergente 2^1 1 (\/k 2 ) se sabe 
que es igual a 77 2 /6. Recurra al problema 41 para deter- 
minar n de manera que S n dara una aproximacion a S que 
es exacta hasta tres lugares decimales. 


9.5 Pruebas de comparacion 

■ Introduce ion A menudo es posible determinar la convergencia o divergencia de una serie de 
terminos positivos 2% comparando sus terminos con los terminos de una serie de prueba 2A 
que se sabe que es convergente o divergente. En esta seccion se consideraran dos pruebas de 
comparacion para la convergencia y la divergencia. 

■ Prueba de comparacion directa La demostracion de la siguiente prueba utilizara dos propie- 
dades importantes de las sucesiones. Recuerde de la seccion 9.2 que si una sucesion esta acota- 
da y es monotona debe converger. Tambien que si los terminos de una sucesion se vuelven no 
acotados entonces esta diverge. Aplicamos estos resultados a la sucesion de sumas parciales de 


una sene. 
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Teorema 9.5.1 Prueba de comparacion directa 

Suponga que 2 A \ a k y 2T= A son series de terminos positivos. 

/) Si 2 A i b k converge y a k <b k para todo entero positivo k , entonces 2 A i% converge. 
//) Si 2 A A diverge y a k > b k para todo entero positivo &, entonces 2 A i% diverge. 


DEM0STRACI0N Sea a k > 0 y b k > 0 para k = 1 ,2, ... y considere que 

= "P a 2 "P ’ ’ ’ "P y T n = Z?i + Z?2 + * * ' + b n 
son los terminos generales de las sucesiones de sumas parciales para 2^ y 2 b h respectivamente. 
/) Si 2)£& es una serie convergente para la cual % < b h entonces S n < T n . Puesto que lim T n 

n —>oo 

existe, {5^} es una sucesion creciente acotada y, en consecuencia, convergente por el teore¬ 
ma 9.2.1. Por tanto, 2% es convergente. 

ii) Si 2 b k diverge y a k > b h entonces S n > T n . Puesto que T n aumenta sin cota, asi lo hace S n . 
Por consiguiente,2^ es divergente. ■ 

En general, si 2c^ y 2^4 son dos series para las cuales c k < d k para toda k , se afirma que la 
serie 2 c k esta dominada por la serie 2 d k . De tal modo que para series de terminos positivos, los 
incisos i) y ii) del teorema 9.5.1 pueden reenunciarse de la siguiente manera: 

• Una serie 2 a k es convergente si esta dominada por una serie convergente 2 b k . 

• Una serie 2 a k diverge si domina a una serie divergente 2 b k . 

Los siguientes dos ejemplos ilustran el metodo. Desde luego, no senalan que para recurrir a las 
series de prueba 2 b k es necesario estar familiarizado con algunas series que convergen y con 
algunas que divergen. 


EJEMPLO 1 


Empleo de la prueba de comparacion directa 


Pruebe la convergencia de 


OO T 

Y k 

*=i k 3 + 4 


Solucion Se observa que al reducirse el denominador en los terminos generales se obtiene una 
fraccion mayor: 


k < A — J_ 

Jc 3 + 4 ~ k 3 ~ k r 

Debido a que la serie dada es dominada por una serie p convergente 2*1 d 1 /k 2 ), se concluye del 
teorema 9.5.1/) que la serie dada tambien es convergente. ■ 


EJEMPLO 2 


Uso de la prueba de comparacion directa 


Pruebe la convergencia de 2 


ln(ifc + 2) 


Solucion Puesto que In {k + 2) > 1 para k > 1 , se tiene 

In (k + 2) i 

k k 


En este caso se ha demostrado que la serie dada domina a la serie armonica divergente 
2*=i(l/ik). En consecuencia, por el teorema 9.5.1//) la serie dada diverge. ■ 


Serf a buena idea en este punto 
revisar la nocion de serie p en la 
seccion 9.4. 
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■ Prueba de comparacion del limite Otro tipo de prueba de comparacion implica tomar el 
limite del cociente entre el termino general de la serie 2% y el termino general de la serie de 
prueba 2^ que se sabe que es convergente o divergente. 


Teorema 9.5.2 Prueba de comparacion del limite 


Suponga que % y 2*1 1 b k son series de terminos positivos. Si 


lim — = L, 

n^oo h 


donde L es finita y L > 0, entonces las dos series son ya sea ambas convergentes o ambas 
divergentes. 


DEM0STRACI0N Puesto que Mma n /b n = L> 0, es posible elegir n tan grande, como n> N 

fl —>oo 

para algun entero positivo N, que 


i L <= <= h 

2 L ~ b„ ~ 2 L - 


Puesto que a n > 0, la desigualdad implica que a n < \Lb n para n > N. Si 2r= i b k converge, se 
concluye de la prueba de comparacion directa que 2&=i a k y, en consecuencia, 2^=i a k es con¬ 
vergente. Ademas, puesto que \Lb n ^ a n para n>N, se observa que si 2^= \b k diverge, entonces 
Sr= i% y 2r= i% divergen. ■ 


La prueba de comparacion del limite es aplicable a menudo a series 2 a k para las cuales no 
es conveniente la prueba de comparacion directa. 


EJEMPLO 3 


Uso de la prueba de comparacion del limite 


El propio lector debe convencerse de que es dificil aplicar la prueba de comparacion directa a la 

serie ^- v °° n ,h3 ^ 

1 k 3 —5k 2 +1 

(p = 3>1). En consecuencia, con 


Sin embargo, se sabe que 'E k =i(l/k 3 ) es una serie p convergente 


a n = 


1 


n 3 - 5n 2 + 1 


a 

n 


tenemos 


Km ~~ = Km 


/r 


- 5>T + 1 


= 1. 


Del teorema 9.5.2 se concluye que la serie dada converge. ■ 

Si el termino general a n de la serie 2 a k es un cociente ya sea de potencias racionales de n o 
de raices de polinomios en n , es posible distinguir el termino general b n de la serie de prueba 
2^ examinando el “comportamiento de grado” de a n para valores grandes de n. En otras pala- 
bras, para encontrar un candidato correspondiente a b n solo se necesita examinar el cociente de 
las potencias mas altas de n en el numerador y en el denominador de a n . 


EJEMPLO 4 


Uso de la prueba de comparacion del limite 


Pruebe la convergencia de 2' 


k= 1 V8£ 5 + 7" 

Solucion Para valores grandes de n, el termino general de la serie a n = n/ V8/z 5 + 7 “se com- 
porta de manera similar” a un multiplo constante de 

n _ n _ 1 


Vn 5 


n 5 ' 3 n~ 
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oo 

De tal modo, se ensaya la serie p divergente 2 como una serie de prueba: 

k=i k /5 


n 


„ a« „ V8« 5 + 7 

lim — = Inn- - - 

oo £> n n^oo \ 


n 


2/3 


= Inn 


n ^°°\Sn + 7 


1/3 



1 

2' 


Asi, de acuerdo con el teorema 9.5.2, la serie dada diverge. 


2 NOTAS DESDE EL AULA 

0 La hipotesis en la prueba de comparacion directa tambien puede debilitarse, al conside- 
rar un teorema mas fuerte. Para una serie con terminos positivos, solo se requiere que 
a k < b k o a k > b k para k suficientemente grande y no para todos los enteros positivos. 
ii) En la aplicacion de la prueba de comparacion directa, a menudo es facil alcanzar un 
punto en que la serie dada esta dominada por una serie divergente. Por ejemplo, 


1 


1 


5 k + Vk Vk 


es realmente cierto y 2 —diverge. Este tipo de razonamiento no prueba nada a cerca 

k=lVk 


de la serie 2 


1 


r. Desde luego, la ultima serie converge. /Por que? De manera 


k=i 5 k + Vk' 

similar, no puede llegarse a una conclusion al mostrar que una serie dada domina a una 
serie convergente. 

La siguiente tabla resume la prueba de comparacion directa. Sea 2 a k una serie 
de terminos positivos y ^b k una serie que se sabe que converge o diverge (una serie de 
pruebas). 


Comparacion 
de terminos 

Serie de prueba 

2 b k 

Conclusion sobre 

a k — bk 

converge 

converge 

a k — b k 

diverge 

ninguna 

a k — b k 

diverge 

diverge 

a k — b k 

converge 

ninguna 


Ejercicios 9.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-27. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-14 utilice la prueba de comparacion direc¬ 
ta para determinar si la serie dada converge. 


i y--- 

‘ "(*+ l)(* + 2) 

OO -I 

3. - 

* = 2 Vk - 1 


2. 2 


T*i k 2 + 5 


4. 2 

k = 2 


2 k 2 + 1 


“ k 3 


OO 

5- 2 


k = 2 


1 

In k 


7 . 2 


1 + 3 k 


OO 

9. 2 


k= 1 


2 + sen^ 

Vk 4 + 1 


6 . 2 

k = 3 

oo 

8 . 2 

&= 1 

oo 

io. 2 


fc = 2 


In ^ 

IT 

1 + 8^ 
3 + I0 k 

2k + 1 
& In /: 
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11 . 2 


j + e 1 


~ 5 \j + 9) 
VFTT - Vk 


12. 2 


— ie 1 


it[i + 1 


13. 2 

k=l " 

1A 1 , 1 , 1 , 1 
14 1•3 + 2•9 + 3•27 + 4•81 + 


42. Suponga que py q son funciones polinomiales sin facto- 
res comunes de grado n y m, respectivamente, y que 
p{x)/q{x) > 0 para* > 0. Discuta: ^Bajo que condicio- 
nes convergera la serie 2 k =ip(k)/q(k)l 

43. Analice si el siguiente enunciado es verdadero o falso: 

Si a k < b k para todo k y 2^& converge, entonces 2% 
converge. 


En los problemas 15-28, utilice la prueba de comparacion del 
limite para determinar si la serie dada converge. 


17. 2 

n = 2 
oo 

19. 2 

n = 1 
oo 

21 . 2 

k= 1 

oo 

23. 2 


2k + 7 


1 


n\/n 2 - 

- 1 

n 2 — n 

+ 2 

3n 5 + 

n 2 

Vk + 1 

i/64k 9 

+ 40 

k + In k 


“£ 3 + 2k - 1 


25. 2sen^ 

1 2 3 

28. ^ + 


OO i 

16. 2 - 

t =i 10 + V& 

OO i 

V___ 

ft = 1 V(n + l)(/2 + 2) 

oo 

20 . 2 - " 


22. 2 

k = 2 


„= 2 (4« + l ) 3 / 2 
5fc 2 — A: 


“2£ 3 + 2k 2 - 8 


24. 2 


10 


“ e* - 2 


26. 2 1 - 


1 


COS 


+ 


2-3 3-4 4-5 5-6 


En los problemas 29-40, utilice cualquier prueba apropiada 
para determinar si la serie dada converge. 

k 


29. 2 


k= 1lOOVA; 2 + 1 


31. 2 ln (^ 5 + § 


33. 2 

k= 1 

OO 

35. 2 


(& 2 + l) 2 

J_ 

“ 9 + sen 2 & 


OO 1 

30. 2 —'—f 

k^\ k + Vk 

32.|,„( 1+ i 

oo 

34. 2 


k=iVk - 1 Vi? - 2 


36. 2 


3* 


r, 3 2 * - i 


37. 2 ^^ 

*=i2 + £2* 


39. 2m(l4 


38. 2-^ 

*=i 2 + fc2 _ * 


40. 2 


(0.9)* 

tl A: 


= Piense en ello 

41. Vuelva a leer ii) de las Notas desde el aula en la pagina 
507 y discuta las razones por las que el siguiente enun¬ 
ciado es cierto: 

Si a k > 0 para todo k y 2% converge, entonces 2#| 
converge. 


44. Demuestre que si la serie 2 a k de terminos positivos con¬ 
verge, entonces 2 ln(l + a k ) converge. 


En los problemas 45 y 46, determine si la serie dada conver¬ 
ge. 

OO i OO i 

45 y —-— 46 y--- 

*=1 k l+l/k 1 + 2 + 3 + ••• + k 

47. La representacion decimal de un numero real positivo es 
una serie infinita: 


a i a 9 a ^ a 4 

0.aia 2 a 3 a 4 ... = — H-- H-- H- - + 

10 IQ 2 10 3 10 4 


donde a t representa uno de los 10 enteros no negativos 0 , 
1, 2, . . . , 9. Demuestre que la serie de la forma 


a i a 2 a 3 a 4 ^ a k 

—- H-— H- — -\ -— + ••• = > —- 

10 1 0 2 1 0 3 1 0 4 & 10 * 


siempre es convergente. 


= Proyecto 

48. ^Cuan grande es infinito? La prueba de la integral 

puede usarse para verificar que 2 ~Yom conver g e > en 

k=i k 

tanto que 2 k\n k di yer g e - Sin embargo, con la ayuda de 


un SAC se observa a partir de las graficas de y = 1/x 10001 
(en rojo) y= \/{x In x) (en azul) en la FIGURA 9.5.1 que 


1 


k In k 


< 


a .0001 


para 2 < k < 15 000. De hecho, la desigualdad anterior 
es cierta para 2 < k < 99 999 999 X 10 99 . ^Entonces 

OO Y 

por que 2 kink no conver g e P or P rue t> a de compara- 


k = 2 

cion directa? 



FIGURA 9.5.1 Grafica para el problema 48 
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9.6 Pruebas de las proporciones y de la raiz 

■ Introduce ion En esta seccion, como en la anterior, las pruebas que se consideran son aplica- 
bles a series infinitas de terminos positivos. 

■ Prueba de las proporciones La primera de estas pruebas emplea el limite del cociente entre 
el primer termino (n + 1) y el termino iz-esimo de la serie. Esta prueba es especialmente util 
cuando a k implica factoriales, potencias &-esimas de una constante y, algunas veces, potencias 
&-esimas de k. 


Teorema 9.6.1 Prueba de las proporciones 

Suponga que 2r= \ a k es una ser i e de terminos positivos tal que 

a n +1 y 

lim-= L. 

«—»°° a n 

i) Si L < 1, la serie es convergente. 

ii) Si L > 1, o si L = oo, la serie es divergente. 

Hi) Si L = 1, la prueba no es conclusiva. 


DEM0STRACI0N 

i) Sea r un numero positivo tal que 0 < L < r < 1. Para n suficientemente grande, n > Npara 
algun entero positivo N, a n +i/a n < r; esto es, a n+x < ra n , n > N. La ultima desigualdad 
implica 


&N+ 2 ^ y^N+l ^ a N r2 

a N+ 3 < ra N+2 < a N r 3 , 

y asi sucesivamente. De tal modo la serie 2r=v+ i a k converge por comparacion con la serie 
geometrica convergente 2^=i a N r k . Puesto que 2&=i a k difiere de 2 &=at+i a k a lo sumo un 
numero finito de terminos, se concluye que la primera serie tambien converge. 
ii) Sea r un numero finito tal que 1 < r < L. Entonces para n suficientemente grande, n> N 
para algun entero positivo N, a n + i/a n > r o a n+i > ra n . Para r > 1 esta ultima desigual¬ 
dad implica a n+i > a n , y por ello lima n ^ 0. Del teorema 9.3.3 concluimos que = 

x—»oo 

diverge. ■ 

En el caso en el que L = 1, debemos aplicar otra prueba a la serie para determinar su con¬ 
vergence o divergencia. 


EJEMPLO 1 


Empleo de la prueba de las proporciones 


OO 

Pruebe la convergencia de 2 ~r ~. 

k= i k\ 


Solucion Se identifica que a n = 5 n /n\ y por ello a n+i = 5 n+l /(n +1)!. Luego se forma el 
cociente de a n+i y a n , se simplifica y se toma el limite cuando n—> oo; 


-y, ^n +1 5 

lim-= lim 


71 + 1 


nl_ 

n^Xoo a n n^oo(n +1)! 5 n 
n\ 


= lim 5 


OO (n + 1)! 


= lim 5 - 


n\ 


n—>°° n\(n + 1) 
5 


= lim 

n^oo n + 1 


0 . 


<4 Repase las propiedades del fac¬ 
torial en la seccion 9.1. Vea (4) 
y (5) en esa seccion. 


Puesto queL = 0 < 1, se concluye del teorema 9.6.1/) que la serie es convergente. 
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EJEMPLO 2 


Empleo de la prueba de las proporciones 


oo j^k 

Examinar la convergencia de 2 — 


k= 1 


Solucion En este caso se tiene que a n = n n /n\ y a n+i = (n + 1 ) n+l /(n 4- 1)!. Entonces 

^ a n+1 ^ (n + ir +1 n \ 

lim-= Inn - - 

n^oo a n n^oo (fl + 1)1 fl 
\n +1 ■* 


,, (n + 1)' 

= lim 


ft—»oo n 4- 1 
n 4- lV 


= lim 


ft—>ooV ft 


— lim( 14 -] — Este limite es (3) de la seccion 1.6. 


Puesto queL = e > 1, se concluye del teorema 9.6.1//) que la serie es divergente. 


■ Prueba de la raiz Si los terminos de una serie 2% consisten solo en potencias /r-esimas, 
entonces puede aplicarse la siguiente prueba, la cual implica tomar la raiz n-6 sima del termino 
ft-esimo. 


Teorema 9.6.2 Prueba de la raiz 

Suponga que 2r= i a k es una ser i e de terminos positivos tal que 

Xim^/cLn = lim (a n ) l/n = L. 

ft—>00 ft—>(X) 

/) SiL < 1, la serie es convergente. 

//) Si L > 1, o si L = oo, la serie es divergente. 

///) Si L = 1, la prueba no es conclusiva. 


La demostracion de la prueba de la raiz es muy similar a la prueba de las proporciones y no 
se presentara. 


EJEMPLO 3 


Empleo de la prueba de la raiz 


Examinar la convergencia de 2 ( T ) • 


k= i 


Solucion Se identifica primero a n = (5 /n) n , y despues se calcula el limite cuando n —>oo de 
la raiz n-esima de a n \ 


lim 



lun - = 0. 

oo fl 


Puesto queL = 0 < 1, se concluye del teorema 9.6.2/) que la serie converge. 


S NOTAS DESDE EL AULA 

/) La prueba de las proporciones siempre producira un caso no conclusivo cuando se aplique 
a una serie p. Intentelo con la serie 2&= 1 1/^ 2 y vea lo que ocurre. 

//) Las pruebas examinadas en esta y en las dos secciones anteriores indican cuando una serie 
tiene una suma, pero ninguna de estas pruebas da alguna pista respecto a lo que es la suma 
real. Sin embargo, al saber que una serie converge, es posible sumar cinco, cien o mil ter¬ 
minos en una computadora para obtener una aproximacion de la suma. 
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Ejercicios 9.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-27. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-16, recurra a la prueba de las proporcio¬ 
nes para determinar si la serie dada converge. 


OO i 

i y- 


k= i 


k\ 


OO T I 

3. E-^ 

t = 11 ooo* 


no 


s. E— 

7 V 4”~ 1 

' „=in3 n - 2 

OO r I 

9. 2 * ! 


11. E 


99*(A: 3 + 1) 


*=i * 2 io 2i 


^ ^ /V 

13- Ey 




is. 2 

k = 1 


1 - 3-5 ■■■(2k- 1) 
kl 


oo 

2. y- 


*=1 


4 - 2^3 

i V- 3 


OO i 

6. E^— 

i=i J 5 (0.99y 

_OQ_ M 3nn+3 

*• 

n = 1 / 


io. 2 


( 2 *)! 


*= i kl(2kf 


OO T I 

12- 24 


*=i e 


14. 

" uk 
k= 1 K 


k\ 


16> t ? 1 2-4.6-(2*) 


En los problemas 17-24, utilice la prueba de la raiz para deter¬ 
minar si la serie dada converge. 


OO i 

17.• 2 71 

k=ik k 

2 ‘- 1 ,(^ 7 " 

OO £2&+l 

23. 2 V 

*=i k 


ke 


1S - ,?,v* + . 

OO i 

20. E— L T 

t=2 On kf 


2 \?A'-r 

0° i k 

24. y— 

" jh-i 

&=i e 


En los problemas 25-32, use cualquier prueba apropiada para 
determinar si la serie dada converge. 


25. 2 


k 1 + k 


k^ + 2k + 1 


k= 1 


27. 2 


3 i/ w 


n =i n 


29. 2 


5Y 


^(4+D! 


31. 2 


3* + 4 k 


28. 2^ 


30. 2 

fc=l 


“ 2* + k 


32 -3 + 4 + t + l + 


En los problemas 33 y 34, recurra a la prueba de las propor¬ 
ciones para determinar los valores no negativos de p para los 
cuales la serie dada converge. 


oo 


33. 2 kp k 

k= 1 


oo 

34. E* 2 


fc=l 



En los problemas 35 y 36, determine todos los valores reales 
de p para los cuales la serie dada converge. 


35. 


37. 


b\ 

k= 1 ** 


36. 


In & 

^ ~kP~ 

k = 2 K 


En los problemas 78 y 79 de los ejercicios 9.1 se vio que 
la sucesion de Fibonacci [F n ], 


1, 1,2, 3, 5, 8,..., 


esta definida por la formula de recursion F n+] = F n + F n _ u 
donde F x = 1, F 2 = 1. 

a) Verifique que el termino general de la sucesion es 

,, l (\ + V5Y l (i- V5\ n 
F -=— 2 —; - — 2 —; 


mostrando que este resultado satisface la formula de 
recursion. 

b ) Utilice el termino general en el inciso a ) para calcular 
Fi, F 2 , F 3 , F 4 y F 5 . 

38. Sea F n el termino general de la sucesion de Fibonacci 
dada en el problema 37. Demuestre que 

v F n +i 1 + V 5 

lim = -o-• 

n^oo F n 2 

39. Explique como el resultado del problema 38 demuestra 
que la serie 



E 


n = 1 


F n 


converge. 

40. Un poco de historia En 1985, William Gosper utilizo 
la siguiente identidad para calcular los primeros 17 
millones de digitos de 77: 


]_ 

77 


2V2 

9 801 


E (1 103 + 26, 390«) 

n = 0 


(4 n)\ 

(n\)\4 • 99) 4w ' 


Esta identidad fue descubierta en 1920 por el matema- 
tico indio Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Rama¬ 
nujan fue notable por su excepcional conocimiento en 
el manejo de manipulaciones y calculos algebraicos ex- 
tremadamente complejos. 

a) Verifique que la serie infinita converge. 

b) ^Cuantos lugares decimales correctos de 77 produce el 
primer termino de la serie? 

c) ^Cuantos lugares decimales correctos de 77 producen 
los dos primeros terminos de la serie? 
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9.7 Series alternantes 

■ Introduce ion En las ultimas tres secciones se consideraron pruebas para la convergencia que 
resultaron aplicables solo para series con terminos positivos. En la presente discusion se consi- 
deran series en las cuales los terminos se alternan entre numeros positivos y negativos, esto es, 
las series tienen la forma 


Una serie geometrica tal como ► 


ZB 


= i _ i +1- 

1 T. * Q 


es una serie alternante. Vea el 
ejemplo 4 en la seccion 9.3. 


oo 


a \ — a 2 + a 3 — a 4 + ••• 

+ (-i r«„ + - 

• = £(-l ) k+ \ 

k= 1 

(i) 

—ci\ + a 2 — a 2 + — 

••• + (-1) n a n + •• 

oo 

• = 2(-dV 

k= 1 

(2) 


donde a k > 0 para k = 1, 2, 3, . . . Las series (1) y (2) se dice que son series alternantes. Ya se 
encontro un tipo especial de serie alternante en la seccion 9.3, pero en esta seccion se examina- 
ran las propiedades de series alternantes generates y las pruebas de su convergencia. Debido a 
que la serie (2) es solo un multiplo de (1), se confinara la discusion a la ultima serie. 


EJEMPLO 1 


Las series 


Serie alternante 


1 + + 


= 2 


(-D 


i+i 


k= l 


In2 In3 , ln4 ln5 , 1x *ln k 

-T--8" + l6 -l2 + -= ?<-»*-?■ 


son ejemplos de series alternantes. 


■ Prueba de la serie alternante La primera serie en el ejemplo 1, 1 - | + |- ^+ -,se 
denomina serie armonica alternante. Aunque la serie armonica 

51 = 1 + 1 + 1 + 1 + ... 

&k 2 + 3 + 4 + 

es divergente, la introduccion de terminos positivos y negativos en la sucesion de sumas parcia- 
les para la serie armonica alternante es suficiente para producir una serie convergente. Se demos- 

trara que 2-7— converge por medio de la siguiente prueba. 

k= 1 * 


La condicion 0 < a k+ i < a k ► 
significa que 

a x > a 2 ^ a 3 > • • • > a k > a k+] > • • • 


Teorema 9.7.1 Prueba de la serie alternante 


Si lima n = 0 y 0 < a k+x < a k para todo entero positivo k , entonces la serie alternante 

n—> oo 

V' 00 / i \k +1 

2,*=i(“l) % converge. 


DEMOSTRACION Considere las sumas parciales que contienen 2 n terminos: 

S 2 n — cii — a 2 + a 3 — a 4 + • •• + a 2n -\ ~ a 2n ( 3 ) 

= (a x - a 2 ) + (a 3 - a 4 ) + • • • + ( a 2n - X - a 2n ). 

Puesto que la suposicion 0 < o k+x < a k implica a k — a k+i > 0 para k = 1, 2, 3,... tenemos 

^2 — ^4 — ^6 — '' ' — S 2n — ''' . 

De tal modo, la sucesion {S 2n }, cuyo termino general S 2n contiene un numero par de terminos 
de la serie, es una sucesion monotona. A1 reescribir (3) como 


^ 2 n ~ a \ ( a 2 a 3 ) ’ ’ ’ a 2) 
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demuestre que S 2n < <+ para todo entero positivo n. En consecuencia, {S 2n } esta acotada. Por el 
teorema 9.2.1 se concluye que {S 2n } converge a un limite 5. Ahora, 

^2n+l = S 2 n + a 2n + l 

implica que lim S 2n+i = Km S 2n + Km^+i =5 + 0 = 5. Esto muestra que la sucesion de sumas 

n—> oo n—>■ oo n—> oo 

parciales {S 2n + 1 }, cuyo termino general S 2n+ \ contiene un numero impar de terminos, tambien 
converge a 5. Como {S 2n } y {S 2n+ 1 } convergen a 5, se concluye que {5„} converge a 5. ■ 


Serie armonica alternante 


EJEMPLO 2 


Demuestre que la serie armonica alternante 2j - Z — converge. 

k= 1 * 

Solucion Con la identificacion a n = l/n tenemos de inmediato 

Km a n = Km — = 0. 

oo oo fl 


Ademas, puesto que 


1 < 1 
k + 1 k 


para k > 1 se tiene 0 < % +1 < %. Se concluye del teorema 9.7.1 que la serie armonica alter¬ 
nante converge. ■ 


EJEMPLO 3 


Serie alternante divergente 


La serie alternante 2 (— 1)' 


k= 1 


k+i 2k + 1 
3k - 1 


diverge, ya que 


v v 2/2+1 

Km a n = Km -- 7 

00 n—>00 J/ 2—1 


2 

3' 


Este ultimo resultado indica que 


lfm (-1)" +1 

n—>00 


2 / 2+1 
3/2 - 1 


no existe. Recuerde del teorema 9.3.2 que es necesario que el ultimo limite sea 0 para la conver¬ 
gence de la serie. ■ 


Aunque demostrar que a k+i < a k quiza sea una tarea directa, este muchas veces no es el caso. 


EJEMPLO 4 


Uso de la prueba de la serie alternante 


00 

Pruebe la convergencia de 2 ( — 1 )^ +1 

k= 1 


Vk 
k + 1 


Solucion Para demostrar que los terminos de la serie satisfacen las condiciones a k +i < a h se 
considerara la funcion/(v) = Vx/(v + 1) para la cual/(&) = a k . De la derivada, se observa que 


fix) =-—- 7 < 0 para x > l, 

2 V^(x + 1 ) 2 

y, en consecuencia, la funcion/decrece para v > 1. De tal modo, a k+x < a k es cierta para k > 1. 
Ademas, la regia de L’Hopital muestra que 

Km /Tv) = 0 y por ello Km /T/ 2 ) = Km a n = 0. 

jt->oc+ w J r n-*x/ v 7 oo n 


Por consiguiente, la serie dada converge por el metodo de la serie alternante. 















514 CAPITULO 9 Sucesiones y series 



a 4 

1 ^ 

1 <*3 

i 

1 

1 

1 

1 

a i\ 

* l 

1 

1 

1 

1 

1 

1 a \ 


1 

J 

1 

1 

l_l 

! 


o s 2 s 4 s s 3 Si 

FIGURA 9.7.1 Sumas parciales 
sobre la recta numerica 


■ Aproximacion de la suma de una serie alternante Suponga que la serie alternante 
2* = i( — 1 ) k+1 a k converge al numero S. Las sumas parciales 

S\ — Ct \, jS*2 Cl\ 5*3 = Cl\ &2 ^3? *S > 4 = Cl\ &2 "h ^3 ^4? • • • 

pueden representarse sobre una linea numerica como se muestra en la FIGURA 9.7.1. La sucesion 
{5^} converge de la manera ilustrada en la figura 9.1.1c); esto es, los terminos S n se acercan a S 
cuando n —» oo aunque oscilan a ambos lados de S. Como se indica en la figura 9.7.1, las sumas 
parciales con numero par son menores que S y las sumas parciales con numero impar son mayo- 
res que S. De manera aproximada, las sumas parciales numeradas par se incrementan hacia el 
numero S y, a su vez, las sumas parciales numeradas impar disminuyen hacia S. Debido a ello, 
la suma S de la serie debe ubicarse entre sumas parciales consecutivas S n y S n+ %: 


y 


5„ < 5 < S n+1 , 

para n par, 

(4) 

s n+ 1 s 5 < s n . 

para n impar. 

(5) 


En este caso (4) produce 0 < S — S n < S n+ i — S n para n par, y (5) implica que 
0 < S n — S < S n — S n+ i para n impar. Deestemodo, en cualquier caso \S n — S\ < \S n+ i — S n \. 

Pero S n+ i — S n = a n+ i para n par y S n+ i — S n = —a n+i para n impar. Asi, |5 n — S\ < a n+i 
para toda n. Se enuncia este resultado como el siguiente teorema. 


Teorema 9.7.2 Cota de error para una serie alternante 

Suponga que la serie alternante ^™=i{—\) k+l a k , a k > 0, converge hacia un numero S. Si S n 
es la suma parcial n-esima de la serie y a k +i < a n para todo k , entonces 

\s„ - s\ < a n+i 


para toda n. 


El teorema 9.7.2 es util para aproximar la suma de una serie alternante convergente. Senala 
que el error | S n — S\ entre la n-esima suma parcial y la serie es menor que el valor absoluto del 
primer termino (n+ 1 ) de la serie. 


Aproximacion de la suma de una serie 


EJEMPLO 5 


Aproxime la suma de la serie convergente 2j niw hasta cuatro lugares decimales. 

k= l t2/c): 

Solucion Primero, observamos que a n = 1/(2 n)\. El teorema 9.7.2 indica que debe tenerse 

1 


^n+1 


< 0.00005 


(2 n + 2 )! 

para aproximar la suma de la serie hasta cuatro lugares decimales. Ahora a partir de 

n = 1, a 2 = jr~ 0.041667 
4! 

n = 2, a 3 = -It ~ 0.001389 
o! 

n = 3, a 4 = /- « 0.000025 < 0.00005 


se ve que \S 3 — S\ < a 4 < 0.00005. Por tanto, 


2! 4! 6 ! 


5*3 — 777 + 777 ~ 0.4597 


tiene la exactitud deseada. 
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■ Convergencia absoluta y condicional Una serie que contiene signos mezclados tal como 



no es estrictamente de la forma dada en (1) y por ello no se clasifica como una serie altemante. 
El teorema 9.7.1 no es aplicable a este tipo de serie. No obstante, veremos que la serie (6) es con- 
vergente debido a que la serie de valores absolutos 



es convergente (una serie geometrica con r = I < 1). La serie (6) es un ejemplo de una serie 

que es absolutamente convergente. 

En la siguiente definicion se esta dejando que el simbolo 2&= represente cualquier serie 
(los terminos a k podrfan alternar como en (1) o contener signos mezclados); los signos pueden 
seguir cualquier regia (como en (6)) o no. 


4| De un vistazo adelante y lea las 
dos oraciones que siguen inme- 
diatamente al ejemplo 7. 


Definicion 9.7.1 Convergencia absoluta 

Una serie 2r=i a k se dice que es absolutamente convergente si la serie de valores absolutos 
2 r=ikl converge. 


EJEMPLO 6 


Convergencia absoluta 


OO ^_1)^ + 1 

La serie altemante A-- 

*! 1 + k 1 

de valores absolutos 


es absolutamente convergente, puesto que se mostro que la serie 


2 


k=i 


(-lk 1 

1 + k 2 


OO i 

y 1 

k =i 1 + k 2 


era convergente por la prueba de la integral en el ejemplo 1 de la seccion 9.4. 


Definicion 9.7.2 Convergencia condicionada 

Se dice que una serie 2^= \ a k es convergente de manera condicional si 2^= \ a k converge pero 
la serie de valores absolutos 2 k=\\ a k\ diverge. 


EJEMPLO 7 


Convergencia condicional 


oo (- 1)^+1 

En el ejemplo 2 vimos que la serie armonica altemante 2j - Z — es convergente. Pero al tomar 

k= i ^ 

OO Y 

el valor absoluto de cada termino se obtiene la serie armonica divergente P° r e do, 

k= i ^ 

^ (- 1)^ +1 

2j - j -es convergente de manera condicional. ■ 

k= i ^ 

El siguiente resultado muestra que toda serie absolutamente convergente es tambien conver¬ 
gente. Por esta razon es que la serie en (6) converge. 


Teorema 9.7.3 La convergencia absoluta implica convergencia 

Si 2r= i \ a k\ converge, entonces 2^= \ a k converge. 
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DEMOSTRACION Si se define c k = a k + \a k \, entonces c k < 2\a k \. Puesto que ^\a k \ converge, 
se sigue de la prueba de comparacion que 2 q converge. Ademas, 2 (A — \a k \) converge, ya que 
tanto 2 c k como 2 |a| convergen. Pero 

oo oo 

2A = 2( c k ~ \a k |). 

k =1 k =1 


Por tanto, 2% converge. ■ 

Advierta que 2|%| es una serie de terminos positivos, y por ello las pruebas de la seccion 
anterior pueden utilizarse para determinar si una serie converge absolutamente. 


EJEMPLO 8 


La convergencia absoluta implica convergencia 


La serie 

X* sen k _ sen 1 sen 2 sen 3 sen 4 
A k 1 ~ 1 4 9 16 

contiene terminos positivos y negativos puesto que 

sen 1 > 0, sen 2 > 0, sen 3 > 0, sen 4 < 0, sen 5 < 0, sen 6 < 0, 

y asi sucesivamente. De la trigonometrfa se sabe que |sen&| < 1 para todo k. Por tanto, 


sen k 


]_ 

k 2 


para todo k. Por la prueba de comparacion directa, teorema 9.5.1, la serie 2 


sen k 


= i k 


2 converge 


OO | OO k 

puesto que es dominada por la serie p convergente 2 ~ Por consiguiente, 2 — es a ^ so_ 


“ k 2 ~ ' k = i k 2 


lutamente convergente, y en virtud de ello por el teorema 9.7.3 converge. 


■ Pruebas de las proporciones y de la raiz Las siguientes formas modificadas de la prueba de 
las proporciones y de la prueba de la raiz se aplican directamente a una serie alternante. 


Teorema 9.7.4 Prueba de las proporciones 

Suponga que 2r= \ a k es una serie de terminos distintos de cero tal que: 


lim 

n —>oo 


= L. 


/) Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. 
//) Si L > 1, o si L = oo, la serie es divergente. 
iii) Si L = 1, la prueba no es conclusiva. 


EJEMPLO 9 


Empleo de la prueba de las proporciones 


Examine la convergencia de 2 


( — 1 )* 1 


k +1 ^\2k —1 


*=i k3 

n+1 ^)2n~ 1 / 


Solucion Con a n = (—l) n+l 2 2n l /(n3 n ), observamos que 

^t Jr2 2 ^ n +^ 


lim 

a n+1 

= lim 

ft—» 00 

A 

ft— >00 


n3 n 


= lim 


(n + 1)3 ” +1 (—l) n+ 1 2 2 

An 4 


oo 3 (n + 1) 


Puesto queL = 3 > 1, veremos por el teorema 9.7.4//) que la serie alternante diverge. 






























9.7 Series alternantes 517 


Teorema 9.7.5 Prueba de la raiz 
Suponga que 2^= \ a k es una serie tal que: 

lim ^/\aJ = Km \a n \^ n = L. 

n—»oo 1 n->oo' 

0 Si L < 1, la serie es absolutamente convergente. 

ii) Si L > 1, o si L = 00 , la serie es divergente. 

iii) Si L = 1, la prueba no es conclusiva. 


■ Rearreglo de terminos Cuando trabajamos con una serie finitci de terminos tales como 

a \ ~ cl 2 + a 3 — a 4 + a 5 — a 6 , (8) 

cualquier rearreglo del orden de los terminos, tal como 

—a 2 + a x — a 4 + a 3 — a 6 + a 5 
o ( a x — a 2 ) + (a 3 — a 4 ) + ( a 5 — a 6 ) 

tiene la misma suma que la original (8). Este tipo de manipulacion despreocupada de terminos 
no lleva a una serie infinita: 

• Si los terminos de una serie convergente de manera condicional se escriben en un orden 
diferente, la nueva serie puede diverger o converger hacia un numero por completo dife- 
rente. 

De hecho, es posible demostrar que mediante un rearreglo adecuado de sus terminos, una serie 
convergente de manera condicional puede hacerse converger a un numero real r predeterminado. 

En contraste, un rearreglo de los terminos de una serie absolutamente convergente no efec- 
ta su suma: 

• Si una serie 2 a k es absolutamente convergente, entonces los terminos de la serie pueden 
rearreglarse en cualquier manera y la serie resultante convergera al mismo numero que la 
serie original. 

Por ejemplo, la serie geometrica 1— | + ^ — 27 + ’” es absolutamente convergente y su suma 
es f. El rearreglo — | + i — h ^ \ ~ d e l a ser i e geometrica no es una serie geometrica, aun- 
que la serie rearreglada converge y su suma es Yea los problemas 53-56 en los ejercicios 9.7. 


2] NOTAS DESDE EL AULA 

i) La conclusion del teorema 9.7.1 sigue siendo valida cuando la hipotesis “ a k+x < a k para 
todo k positivo” se sustituye con el enunciado “ a k+x < a k para k suficientemente grande”. 
Para la serie alternanteS^i ( — l)* +1 (ln k)/k l/3 , se muestra de inmediato por medio del 
procedimiento utilizado en el ejemplo 4 que a k+i < a k para k > 21. Ademas, lima n = 0. 

Tl —^CX) 

En consecuencia, la serie converge por la prueba de la serie alternante. 

ii) Si la serie de valores absolutos 2|%| resulta divergente, entonces no es posible estable- 
cer ninguna conclusion relativa a la convergencia o divergencia de la serie 2 )a k . 


Ejercicios 9.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-27. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-14 utilice la prueba de la serie alternante 
para determinar si la serie dada converge. 

oo (— \ 00 (— l )^ -1 


1. 2 

k= 1 


2. 2 

k= 1 


Vk 


OO T 

3 ' 

OO 

4. 2 ( d\ 2 

k= 1 k A 

5 . 2 < d" 1 * 2 ^ 2 

k=\ fe 

OO 

6. 2(-D* +1: 

k= 1 


3k - 1 


k + 2 


k + 5 
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9. 


n= 1 
oo 

11. 2( COS/277 ) 


ft = 2 


2/2 + 1 

Vfl + 1 

/2 + 2 


IJ - 


8 . 

10 . 

12. S(-1)*^S_+I 

&=2 C 

oo (-1)* 


14. X 


12 ln k 


En los problemas 15-34, determine si la serie dada es absolu- 
tamente convergente, convergente de manera condicional o 
divergente. 

(_1)M 


k +i 


15. X 


(- 1 )' 
2k + 1 


i7. 2(-ir(f‘ 


19. 2(-D^ 

k= 1 

oo (_!)* 


5* 


21 . 2 ' 


k\ 


OO / I 

23. 2(-l/ +1 — 

&=1 
oo 

25 . xc-ir 1 


100* 

k 


k= i 


1 + & 2 


27. 2 cos kir 


k= 1 


29. £(-l) M sen(t) 


31. 2 (-d* 


&=1 


1 


33. 2 (-iy 


_i_ 

A: + 1 k 

2k ' k 
k + 50 


16. 2 /_ 

1=1 VA: + 5 

OO n.2 k 

18. E(-1 )* +1 %- 

k= l 3 

oo 

20 . '2(-l) k (k2~ k f 

k= 1 

22. yc-iy^—- 

*“/ ^ (2fc)! 

oo clk-3 

24. 

k= 1 
oo 

26. 2(“1> 


*=1 


sen 


10* +2 
k 

i + a 4 

2A: + 


28. X - ._ 

i= i VFTT 

oo 

30. 2 —2— sen 

k= 1 ^ 


4) 


32. 2 (-l)*[VfcTT- Vfe] 


fc=l 


oo s3k 

34. 

k= 1 £ 


En los problemas 35 y 36, aproxime la suma de la serie con¬ 
vergente al numero indicado de lugares decimales. 


3S - 2(2Fn)i ; cinco 


oo /_1 \k+l 

36. 2 — 77 —; tres 


k= i 


k\ 


En los problemas 37 y 38, encuentre el entero positivo n mas 
pequeno de modo que S n aproxime la suma de la serie conver¬ 
gente al numero indicado de lugares decimales. 


oo /_1 \k+l 

37. S .7 ; dos 

k=l 


k 3 


oo /_1\&+1 

38. X -— 7 =—; tres 
*=1 Vfc 


En los problemas 39 y 40, aproxime la suma de la serie con¬ 
vergente de manera que el error sea menor que la cantidad 
indicada. 


-i + i-i- 

42 43 44 


39. l + + •••; 10 ' 3 


: 10-4 


En los problemas 41 y 42, estime el error de usar la suma par- 
cial indicada como una aproximacion a la suma de la serie 
convergente. 


00 


41. X 

k= 1 


(-H 1 „ 

k ’ ^ 100 


00 


42. 2 

k= 1 


(~l) m 

kl k 


5 6 


En los problemas 43-48, indique por que la prueba de la serie 
alternante no es aplicable a la serie dada. Determine si la serie 
converge. 


°° sen (£ 77 / 6 ) 

43. 2j /, 

t =1 *\/a!+ 1 


44. £ 

k= 1 


100 + (-1)*2' 


k^\k 


. 1 1 , 1,1 

45. 1 "2 “4 + 8 + l 6 ““ + + 

^ l 1 1 , 1 , 1 , 1 

4 ^‘ T _ 4 _ 9 + l6 + 25 + 36 _ 


■+ + + ••• 


21212121 

47. 

1 1 2 2 3 3 4 4 

[Sugerencia: Considere las sumas parciales S 2n para ft = 

1, 2, 3, . . .] 

1 1 1 1 l.l.l.l.l 

48, 2 + 2 _ 3 _ 3“3 + 4 + 4 + 4 + 4- 


En los problemas 49-52, determine si la serie dada converge. 

49. 1 - 1 + 1 - 1 + • • • 

50. (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) + ••• 

51. 1 + (-1 + 1) + (-1 + 1) + ••• 

52. 1 + (-1 + 1) + (-1 + 1 - 1) + ••• 


= Piense en ello 


53. Vuelva a leer la discusion previa a Notas desde el aula de 
esta seccion. Explique despues por que el siguiente enun- 
ciado es cierto: 


Si una serie de terminos positivos 2 a^ es convergente, enton- 
ces los terminos de la serie pueden rearreglarse de cualquier 
manera y la serie que resulta converge al mismo numero que la 
serie original. 

54. Suponga que S es la suma de la serie armonica alternan¬ 
te convergente 1 — i + | — i + ^ — | + • ••. 

Demuestre que el rearreglo de la serie 



produce — \ — \ \ ~ ! + •••. 

55. Utilice S = 1 p 2 + 3 “ 4 + 5 ^ 6 + ‘" Y e l resultado 
del problema 54 en la forma 



0 + — + 0 — -T + 0 + — + 0 — — + 

2 4 6 8 
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para demostrar que la suma de otro rearreglo de terminos 
de la serie armonica alternante es 



56. La serie 1— | + ^ — h + es una serie geometrica 
absolutamente convergente. Demuestre que su rearreglo 
—I + I — 27 + 1“ ••• es convergente. Intente con la 
prueba de las proporciones y con la prueba de la raiz. 
[Sugerencia: Examine 3^ +(_1) , k = 0, 1, 2, . . .] 

57. Si 2 a k es absolutamente convergente, pruebe que ^a k 
converge. [ Sugerencia : Para n suficientemente grande, 
\a n \ < l.^Porque?] 


58. Proporcione un ejemplo de una serie convergente 2 a k 

para la cual diverge. 

59. Proporcione un ejemplo de una serie convergente 2 a k 

para la cual converge. 

60. De un ejemplo de una serie divergente 2 a k para la cual 

converge. 

61. Explique por que la serie 

e _ *senv + e _2 *sen2v + £ _3 *sen3v + ••• 
converge para todo valor positivo de v. 


9.8 Series de potencias 

■ Introduce ion En matematicas aplicadas es comun trabajar con la serie infinita de funciones, 

00 

2 c klik(x) = C 0 U 0 (x ) + C\U\(x) + c 2 u 2 (x ) + •••. ( 1 ) 

k = 0 

Los coeficientes c k son constantes que dependen de k y las funciones u k (x) podrian ser diversos 
tipos de polinomios o incluso funciones seno y coseno. Cuando se especifica la variable x, por 
ejemplo x = l, entonces la serie se reduce a una serie de constantes. La convergencia de una 
serie tal como (1) dependera, desde luego, de la variable x, con la serie convergiendo usualmen- 
te para algunos valores de v mientras que divergira para otros valores. En esta y en la siguiente 
seccion se consideraran series infinitas (1) donde las funciones u k (x ) son polinomios (x — a) k . 
Estudiaremos las propiedades de este tipo de series y se demostrara como determinar los valo¬ 
res de v para los cuales la serie converge. 


■ Series de potencias Una serie que contiene potencias enteras no negativas de (x — a ) k , 

00 

2 c k {x — a) k = c 0 + Ci(x — a) + c 2 (x — a) 2 + • • • + c n (x — a) n + • • • , (2) 

*=o 

recibe el nombre de serie de potencias en x — a. Se dice que la serie de potencias (2) esta cen- 
trada en a o tiene centro a. Un importante caso especial de (2), cuando a = 0, 

00 

2] C k X k = Co + C\X + c 2 x 2 + • • • + c n x n + • • • , (3) 

k = 0 

se denomina serie de potencias en x. La serie de potencias en (3) esta centrada en 0. Un proble- 
ma que enfrentaremos en esta seccion es: 

• Encontrar los valores de x para los cuales una serie de potencias converge. 


Observe que (2) y (3) convergen a c 0 cuando x = a yi = 0, respectivamente. 


EJEMPLO 1 


Serie de potencias centrada en 0 


La serie de potencias en v donde los coeficientes c k = 1 para todo k , 


^ Es conveniente definir 
(x — a) 0 = 1 y x° = 1 
incluso cuando x = a y x = 0, 
respectivamente. 


2 ** = 1 + X + x 2 + ■■■ + x n + ■■■, 
k = 0 

se reconoce como una serie geometrica con el mismo cociente comun r = x. Por el teorema 
9.3.1, la serie converge para aquellos valores de v que satisfacen |x| < 1 o — 1 <x< l.La serie 

diverge para| x\ > 1, esto es, parax^-1 ox> 1. ■ 

En general, la prueba de las proporciones, como se establece en el teorema 9.7.4, es espe- 
cialmente util al determinar los valores de v para los cuales una serie de potencias converge. La 
prueba de la raiz, en la forma del teorema 9.7.5, tambien es util pero en menor grado. 
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Intervalo de convergencia 


EJEMPLO 2 


Encuentre el intervalo de convergencia para 2 ~ k —“-y- 

k =o 2\k +1) 

Solucion Con la identificacion de que a n = x n /(2 n (n + l) 2 ) se usa la prueba de las proporcio- 
nes, teorema 9.7.4, 

lim 

ft—»oo 


*2ft+1 

= lim 

ft— > OO 

x n+l 

2"(n + l) 2 

<3ft 

2 n+ \n + 2) 2 

x n 


= Km 


n + 1V \ x \ 


ft^ooV n + 2 / 2 


divida entre n el numerador y el 
denominador del primer termino 


M „ f * 1 + V W V W 

" T' J ‘ T 


Del inciso /) del teorema 9.7.4, se tiene convergencia absoluta siempre que este limite sea estric- 
tamente menor que 1. De tal modo, la serie es absolutamente convergente para aquellos valores 
de v que satisfacen \x\/2 < 1 o \x\ < 2. Puesto que la desigualdad de valor absoluto |x| < 2 es 
equivalente a — 2 < x < 2, advertimos que la serie dada convergera para cualquier numero x en 
el intervalo abierto (—2, 2). Sin embargo, si \x\/2 = 1, o |x| = 2, o cuando x = 2 o x = —2, 
entonces la prueba de las proporciones no brinda informacion. Es necesario efectuar verificacio- 
nes independientes de la serie dada para la convergencia en estos puntos extremos. A1 sustituir 2 
por v la serie se convierte en 

OO i 

y _ 1 _ 

t =i (k + if 

que es convergente por comparacion directa con la serie p convergente 2*1 i(lA 2 )- De manera 
similar, al sustituir —2 por x se obtiene 

^ (-D* 

k =t (k + l) 2 ’ 

que es convergente por la prueba de la serie alternante, teorema 9.7.1. Concluimos que la serie 
dada converge para toda x en el intervalo cerrado [ — 2, 2]. La serie diverge para x < -2 y x > 2, 
o equivalentemente, para \x\> 2. ■ 


divergente convergente divergente 

—i i [ i i i ] i i— 

-2 0 2 

-►|R = 2b«- 

FIGURA 9.8.1 El conjunto de 
numeros x para los cuales la serie 
en el ejemplo 2 converge se 
muestra en azul 


■ Intervalo de convergencia En la FIGURA 9.8.1 se ha ilustrado en azul el conjunto [—2, 2] de 
todos los numeros reales x para los cuales la serie en el ejemplo 2 converge y en rojo el conjun¬ 
to (—oo, —2) U (2, oo) de numeros x para los cuales la serie diverge. El conjunto de numeros 
para los cuales la serie converge es un intervalo centrado en 0 (el centro de la serie). Como se 
muestra en la figura, el radio de este intervalo es R = 2. En general, el conjunto de todos los 
numeros reales x para los cuales converge una serie de potencias Sc^(x — a) k se dice que es su 
intervalo de convergencia. El centro del intervalo de convergencia es el centro a de la serie. El 
radio R del intervalo de convergencia se denomina radio de convergencia. 

El siguiente teorema, que se presenta sin demostracion, resume todas las maneras posibles 
en las que puede converger una serie de potencias. 


Teorema 9.8.1 Convergencia de una serie de potencias 

Para una serie de potencias ^™= 0 c k (x — a) k exactamente uno de los siguientes puntos es cierto: 

i) La serie converge solo en el numero x = a. 

ii) La serie converge absolutamente para todos los numeros reales x. 

iii) La serie converge absolutamente para los numeros x en un intervalo finito (a — R, a + R ), 
R > 0, y diverge para los numeros en el conjunto ( — oo, a — R) U (a + 7?, oo). En un 
punto extremo del intervalo finito, x = a — R o x = a + R, la serie puede converger abso¬ 
lutamente, converger de manera condicional o divergir. 


Desde luego en ii) y en iii), cuando la serie de potencias converge absolutamente a un nume¬ 
ro x, sabemos, por el teorema 9.7.3, que converge. En i) del teorema 9.8.1 el intervalo de con¬ 
vergencia consiste de un elemento {a} y afirmamos que la serie tiene radio de convergencia 
R = 0. En ii) del teorema 9.8.1, el intervalo de convergencia es (—oo, oo) y la serie tiene radio 
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de convergencia R = ° o. Por ultimo, en in) del teorema 9.8.1, hay cuatro posibilidades para el 
intervalo de convergencia con radio de convergencia R > 0: 

{a — R, a + R), [a — R, a + R], (a — R, a + R] , o [a — R, a + R). 

Vea la FIGURA 9.8.2. 

Como en el ejemplo 1, si R > 0, debe manejarse la cuestion de convergencia en un punto 
extremo x = a ± R al sustituir estos numeros en la serie dada y reconociendo despues la serie 
resultante como convergente o divergente o probando la serie que resulta respecto a la conver¬ 
gencia mediante una prueba apropiada diferente a la prueba de las proporciones. Recuerde que: 

• La prueba de las proporciones siempre es no conclusiva en un punto extremo x = a±R. 


EJEMPLO 3 


Intervalo de convergencia 




Encuentre el intervalo de convergencia para 2 —. 

k = 0 ,C ' 

Solucion Por la prueba de las proporciones, teorema 9.7.4, se tiene 

- n+l n\ 


lim 

^ft+1 

= lim 

ft—>oo 

a n 

ft—>oo 


{n + 1)! x n 


n} \ x \ 

= lim 7 _L i \ i |*| = lfm i , • 

ft—»°° (ji + 1)! 1 1 ft—»oo Yl + 1 


( ' ) 

a — R a a + R 


[ ■ 3 

a-R a a+R 

( ' i 

a-R a a+R 

[ ' ) 

a-R a a+R 

FIGURA 9.8.2 Posibles intervalos 
finitos de convergencia con R > 0 


Puesto que lim \x\/{n + 1) = 0 para cualquier eleccion de jc, la serie converge absolutamente para 

ft—>oo 

todo numero real. De tal modo, el intervalo de convergencia es (— oo, oo) y el radio de conver¬ 
gencia esR = oo. ■ 


EJEMPLO 4 


Intervalo de convergencia 


Encuentre el intervalo de convergencia para 2 

k=i 

Solucion Por la prueba de las proporciones, teorema 9.7.4, tenemos 


(x - 5)* 
k3 k 


lim 

^ft +1 

= lim 

ft^-oo 

a n 

n—>oo 


(x ~ 5)‘ 


n+ 1 


n3 n 


= lim 


(n + 1)3" +1 (x - 5)" 
n \ \ x ~ ^1 


n^oo\n + 1 

1 


= lim 


5| 


n -+ o°\l + 1 /n) 3 3 

La serie converge absolutamente si \x — 5|/3 < 1 o \x — 5| < 3. Esta desigualdad de valores 
absolutos produce el intervalo abierto (2, 8). En v = 2y x = 8, los puntos extremos del interva¬ 
lo, obtenemos, a su vez, 


(-1)' 


OO 1 

k= 1 K 


La primera serie es un multiplo de la serie armonica alternante y por ello es convergente, la segun- 
da serie es la serie armonica divergente. Consecuentemente, el intervalo de convergencia es [2, 8). 
El radio de convergencia es R = 3. La serie diverge si v < 2 o v > 8. Vea la FIGURA 9.8.3. ■ 


Intervalo de convergencia 


EJEMPLO 5 


Encuentre el intervalo de convergencia para + 10)*. 

Solucion De la prueba de las proporciones, 

{n + !)!(* + 10) n+1 


o c-i)[i+ ! + •••] 

La serie entre corchetes es la 
serie armonica alternante 
convergente. 

divergente convergente divergente 
— i i [ i i ii i ) i i — 

0 2 5 8 

—>■] R — 3 |-<— 

FIGURA 9.8.3 Intervalo de 
convergencia (azul) del ejemplo 4 


lim 

^ft+ 1 

= lim 

ft—XX) 

a n 

ft—XX) 


n\{x + 10) n 
= lim(n + l)|;c + 10| 


se observa que el limite cuando n —» oo solo puede existir si \x + 10| = 0, a saber, cuando * = 
—10. De tal manera, 

oo, x ^ —10 
0, x = —10. 


lim 

ft—>oo 


^ft+1 
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La serie diverge para todo numero real x, excepto x = — 10. En x = —10, obtenemos una serie con- 
vergente que consta solo de ceros. El intervalo de convergencia es el conjunto {10} y el radio de 
convergencia es R = 0. ■ 


Ejercicios 9.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-27. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-24, recurra a la prueba de las proporcio- 
nes para encontrar el intervalo y el radio de convergencia de 
la serie de potencias dada. 


i. 2 


(-D* t 


k = 1 

-22. 2 k 


3. 


k=\ 


(* - 3)* 
k 3 


5- 2 

k= 1 

n X'' 1) / C \k 

k= 1 10 

oo 

9. 2) k'.2V- 

k = 0 

f (?X - 1)* 

■ ix k 2 + k 


k = 2 


k=l 


*=i 5 2k \3j 

i9. j ( ~ 3) * 
k %(k + m + 2) 




k= ik 

OO rk 

4- Sfr^ 1 

„ ^(x + 7? 

h Vk 

OO j 

8. 2--—r(x — 4)* 

(k + 2) 2 V 

OO 7 1 

12- 2^^ 

k = 0 J 


X* 

14. 


In k 

^ = 2 klnk 

|s<* + 7 )‘ 

16. 

oo 

2 k 3 2 4k (x 

k= 1 

2 5k fx\ k 


1 000" 


k k 


(.X - If 20. 2 


—X 

3 k 


21. 2 


»=i (£0 Z 


23. 2 

fc = 0 


(-D* 


=0 9 


Jlk+\ 


f, (6 - x)" +l 

A V2FTT 

oo rfc 

24 y - r 2 ^ 


(jc + 5)* 


En los problemas 25-28, emplee la prueba de la raiz para 
determinar el intervalo y el radio de convergencia de la serie 
de potencias dada. 


25. X 


*=2 (In k f 
27. |(f)V + 3)* 


26. 2 ( k + 1)V + 1)* 

fc=l 


28. 2 


k + 1 


(x - «)* 


En los problemas 29 y 30, encuentre el radio de convergencia 
de la serie de potencias dada. 


29. 2t 

l — 1 A 


A! 


30. 2 

k = 2 


k t[ 1 • 3 • 5 • • • (2k - 1) \2 
1 • 3 • 5 • • • (2k - 3) 


3*ifc! 


(x - If 


En los problemas 31-38, la serie dada no es una serie de 
potencias. No obstante, encuentre todos los valores de v para 
los cuales la serie dada converge. 


OO i 

31. 2-7 


*= IX 


33. £ 


V + 1 


k= 1 

oo / 2 I oV 

35. 2' 


37. 

* = 0 




oo nk 

32 - 2 ^ 

&=1 V 

l Z x v 


34-2^ 


*=i 2^ \ x + ^ 

OO T I 

36. 2^7 

t = i (kx) k 

OO 

38. ^kle^ 2 

k = 0 


39. Encuentre todos los valores de v en [0, 27 t] para los cua- 
v converge. 

40. Demuestre que 2^=i (sen kx)/k 2 converge para todos los 
valores reales de x. 




sen 


= Problemas con calculadora/SAC 


41. En los problemas 71 y 72 del ejercicio 5.5 se senalo que 
algunas funciones importantes en matematicas aplicadas 
se definen en terminos de integrales no elementales. 
Algunas de estas funciones especiales de matematicas 
aplicadas tambien se definen mediante series infinitas. La 
serie de potencias 


T / \ ^ ( 1)* 2 k 

Jq(x) = 2j * x 


~2 2k (k\f 


recibe el nombre de funcion de Bessel de orden 0. 

a) El dominio de la funcion J 0 (x) es su intervalo de con¬ 
vergencia. Determine el dominio. 

b) El valor de J 0 (x) se define como la suma de la serie 
para x en su dominio: 

J 0 (x) = lim S n (x), 

n—>oo 


donde 


S n (x) = 


y (-1) 

*=o2 2 \k\f X 


es el termino general de la sucesion de sumas parcia- 
les. Emplee una calculadora o SAC y grafique las 
sumas parciales S 0 (x), Sfx), S 2 (x ), S 3 (x) y S 4 (x). 
c) Hay varios tipos de funciones de Bessel de diferentes 
ordenes. / 0 (x) es un caso especial de una funcion mas 
general J v (x) llamada funcion de Bessel de primer 
tipo de orden v. Las funciones de Bessel son funcio¬ 
nes incorporadas en sistemas algebraicos computari- 
zados tales como Mathematica y Maple. Emplee un 
SAC para obtener la grafica de / 0 (x) y comparela con 
las graficas de las sumas parciales en el inciso b). 
[Sugerencia: En Mathematica , / 0 (x) se denota por 
medio de BesselJ[0, x].]. 
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9.9 Representation de funciones mediante 
series de potencias 

■ Introduccion Para cada x en su intervalo de convergencia, una serie de potencias ^c k (x — af 
converge a un numero. Por esta razon, una serie de potencias es en si misma una funcion, la cual 
se denota com of cuyo dominio es su intervalo de convergencia. Entonces para cada x en el inter¬ 
valo de convergencia se define el elemento correspondiente en el rango de la funcion, el valor 
f{x), como la suma de la serie: 

oo 

fix) = c 0 + Ciix — a) + c 2 ix — a) 2 + • • • = 2 c k( x ~ a f- 

k = 0 

Los dos siguientes teoremas, que se anuncian sin demostracion, responden algunas de las 
preguntas fundamentales acerca de la diferenciabilidad, integrabilidad y continuidad de una fun¬ 
cion/definida por una serie de potencias. 

■ Diferenciacion de una serie de potencias La funcion/definida por una serie de potencias 
^Cjfx — afe s diferenciable. 


Teorema 9.9.1 Diferenciacion de una serie de potencias 

Si fix) = 2r=o c k (x — a) k converge sobre un intervalo ia — R, a + R) para el cual el radio de 
convergencia R es positivo o oo, entonces/es diferenciable en cada xen ia — R, a + R ), y 

oo 

fix) = ^kc k (x - af-'. (1) 

k= 1 

El radio de convergencia R de (1) es el mismo que el de la serie original. 


El resultado de (1) establece simplemente que una serie de potencias puede diferenciarse 
termino por termino como se haria para una funcion polinomial: 

fix) = fc 0 + +c,(x - a) + fc 2 (x - a) 2 + ■■■ + +c„(x -«)" + ••• 


= c x + 2 c 2 ix — a) + 3 c 3 ix — a) 2 + • • • + nc n ix — a) n 1 + • • • = 2 kcfx — af 1 . 

k= i 


( 2 ) 


Puesto que (1) es una serie de potencias con un radio de convergencia R , es posible aplicar el 
teorema 9.9.1 a/' definida en (2). Esto es, puede afirmarse que/' es diferenciable en cada x en 
ia — R, a + R) y/" esta dada por 

oo 

/"(x) = 2 c 2 + 3 • 2c 3 (x — a) + • • • + nin — l)c n (x — a) n ~ 2 + • • • =2 k(k ~ 1 )c k ix — af~ 2 . 

k = 2 

Continuando de esta manera, se concluye que: 

• Una funcion / definida por una serie de potencias sobre ia — R, a + R), R> 0, o sobre 
(—oo, oo), posee derivadas de todos los ordenes en el intervalo. 


El radio de convergencia R de cada serie derivada es el mismo que el de la serie original. 
Ademas, puesto que la diferenciabilidad implica continuidad, tambien tenemos el resultado: 

• Una funcion / definida por una serie de potencias sobre ia — R, a + R), R > 0, o sobre 
(—oo, oo), es continua en cada x en el intervalo. 


■ Integracion de una serie de potencias Como en (1), el proceso de integracion de una serie 
de potencias puede llevarse a cabo termino por termino: 

j/(x) dx = |c 0 (x — af dx + j* cfx — a) dx + j*c 2 (x — a) 2 dx + • • • + j*c n (x — a) n dx + 

= c 0 (x — a) + -^-(x — a) 2 + ffix — a) 3 + ••• H- f~r (x — a) n+1 + ••• + C 

Z 3 72+1 

oo r 

= E+t(^ - + +1 + C. 

k = 0 K i- I 

El resultado se resume en el siguiente teorema. 
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Es recomendable que lea este ^ 
parrafo varias veces. 


La primera serie converge por la ^ 
prueba de la serie alternante; la 
segunda converge por la prueba 
de comparacion directa (la serie 
es dominada por la serie p 
convergente 21 /k 2 ). 


Teorema 9.9.2 Integracion de una serie de potencias 

Si f{x) = 2^=0 c k {x — a) k converge sobre un intervalo (a — R, a + R) para el cual el radio de 
convergencia R es positivo o oo, entonces 

j/U) dx = 2 l f \ i x - a ) k+l + c - (3) 

El radio de convergencia R de (3) es el mismo que el de la serie original. 


Puesto que la funcion/(v) = 2£Lo c k {x — a) k es continua, su integral definida existe y esta 
definida por 


fix) dx = 2 


c k \ 


k = 0 


(x 



para cualesquiera numeros a y /3 en (a — R, a + R), R > 0, o en (— oo, oo) si R = oo. 

En los teoremas 9.9.1 y 9.9.2 se establecio que si la funcion/(x) = 2&=o c k {x — a) k tiene 
radio de convergencia R > 0 o R = oo, entonces la serie obtenida que forma f\x) e ff(x) dx 
tiene el mismo radio de convergencia R. Esto no significa que la serie de potencias que definen 
a f(x),f'(x) e ff(x) dx tengan los mismos intervalos de convergencia. Esto no es tan malo como 
parece. Si el radio de convergencia de la serie que define a/(v),/'(x) e ff(x) dx es R > 0, enton¬ 
ces los intervalos de convergencia pueden diferir solo en los puntos extremos del intervalo. 
Como regia, al diferenciar una funcion definida por serie de potencias con radio de convergen¬ 
cia R > 0 es posible perder convergencia en un punto final del intervalo. Al integrar una fun¬ 
cion definida por una serie de potencias con radio de convergencia R > 0 puede ganarse con¬ 
vergencia en un punto extremo del intervalo. 


EJEMPLO 1 


Intervalo de convergencia 


Para la funcion/definida por f{x) 



encuentre los intervalos de convergencia de 


a) f\x ) b ) j/(x) dx. 

Solucion Se muestra facilmente de la prueba de las proporciones que el intervalo de conver¬ 
gencia de la serie de potencia que define a/es [—1, 1). 
a) La derivada 


fix) 


oo rl Y k oo 

V A2L _ V r *-i 


+ X + x 2 + x 3 + ■■■ 


(4) 


b) 


se reconoce como una serie geometrica cuyo intervalo de convergencia es (—1, 1). La 
serie diferenciada (4) ha perdido convergencia en el punto extremo izquierdo en el 
intervalo de convergencia de/. 

La integral de/es 


fix) dx = 2 T dx = 2 


k= 1 


£[kik+ 1 ) 


+ C. 


(5) 


En x = — 1 y x = 1, las series en (5) se convierten, respectivamente, en 


h k(k + 1 ) 


oo^ 1 

y k(k + !)• 


Como ambas series convergen, el intervalo de convergencia de (5) es [—1, 1]. En este 
caso, la serie integrada (5) ha ganado convergencia en el punto extremo derecho del 
intervalo de convergencia de/ ■ 


■ Representation de series de potencias de una funcion Con frecuencia es posible expresar 
una funcion/ conocida o dada (tal como e x o tan -1 x) como la suma de una serie de potencias 
en algun intervalo. En este caso puede afirmarse que la serie es una representacion de /en serie 
de potencias sobre el intervalo. 

El siguiente ejemplo es importante debido a que conduce a muchos otros resultados. 
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EJEMPLO 2 


Representation de una funcion por una serie de potencias 


Encuentre una representation en serie de potencias de 


1 


centrada en 0. 


1 — x 

Solucion Recuerde que una serie geometrica converge a aj(\ — r) si |r| < 1: 

a 


1 — r 


= a + ar + ar 2 + • • • + ar n 1 


identificando a = 1 y r = x, observamos que 

1 OO 

y—= l + X +X 2 + X 3 + ■■■ + X n + ■■■ = ^X k . (6) 

La serie converge para \x\ < 1. El intervalo de convergencia es (—1, 1). En la FIGURA 9.9.1 se ha 
desplegado la grafica de y = 1/(1 — x) en azul junto con las graficas de las sumas parciales 
S 2 (x ), S 5 (x ), Ss(x) y S 9 (x ) de la serie de potencias (6). A1 inspeccionar esta figura, ponga atencion 
solo en el intervalo (—1, 1). La serie no representa la funcion fuera de este intervalo. ■ 


A1 sustituir x por — x en (6), obtenemos una representacion de serie de potencias para la fun¬ 
cion 1/(1 + x): 

1 OO 

— j— = l - X + x 2 - x 3 + ■■■ + ( -l) n x n + ••• = ^{-VfxK (7) 

La serie (7) converge para |— x\ < 1 o v < 1. El intervalo de convergencia es otra vez (—1, 1). 

Muchas funciones conocidas pueden representarse mediante una serie infinita a traves de 
cierto tipo de manipulacion de las series en (6) y en (7). Por ejemplo, podria multiplicarse la serie 
por una potencia de jc, reemplazar v con otra variable o quiza combinar la sustitucion de v con 
otra variable con el proceso de integracion (o diferenciacion), etcetera. 


EJEMPLO 3 


Representacion de una funcion por una serie de potencias 


1 


centrada en 0. 


Encuentre una representacion de serie de potencias de ^ + - 

Solucion A1 sustituir simplemente el simbolo v por 3x en (7) obtenemos 

1 OO 

, , - = 1 - 3x + (3 x) 2 - (3x) 3 + ••• + (~l) n (3x) n + ■■■ = 2(-l ) k l k x k . 
1 + ^ =0 

Esta serie converge cuando |— 3x\ < 1 o |jc| < |. El intervalo de convergencia es (—|). 


EJEMPLO 4 


Representacion de una funcion por una serie de potencias 


Encuentre una representacion de series de potencias de 


1 


5 — x 


centrada en 0. 


Solucion Factorizando 5 del denominador, 

1 1 


5 — x 


5 1 


1 \ 
5 ' 


i-t 


estamos en posibilidad de utilizar (6). A1 reemplazar el simbolo v en (6) con x/5 obtenemos 


1 

_ 1 

1 

_ 1 

1 +1 + ( 

|Y + ffY + . 


— X 

5 


5 

[ 5 V 

5/ V5 / 

- 


1 = 1 ^ (x\ k = ^ 1 

J A J k= 0 VJ/ k =OJ 


x k . 



FIGURA 9.9.1 Graficas de las 
sumas parciales del ejemplo 2 


La serie converge para |v/5|<lo|x|<5.El intervalo de convergencia es (—5, 5). 
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Con un poco de habilidad, las representaciones en serie de potencias en (6) y (7) muy a 
menudo se utilizan para encontrar una representacion de serie de potencias de una funcion 
centrada en un numero a diferente de 0. 


EJEMPLO 5 


Serie de potencias centrada en 3 


Determine una representacion de serie de potencia de - — centrada en 3. 


Solucion Puesto que el centro de la potencia va a ser 3, deseamos que la serie de potencias con- 
tenga solo potencias de x — 3. Con ese fin, sustraemos y sumamos 3 en el denominador: 

1 = 1 1 
1 + x 1 + x — 3 + 3 4 + (x — 3) 

A partir de este punto, procedemos como en el ejemplo 4, a saber: factorizamos 4 del denomi¬ 
nador y usamos (7) con x sustituida por (x — 3)/4: 

1 1 


1 + x 4 + (x - 3) 
1 1 



Esta serie converge para |(x — 3)/4| < 1 o|x — 3| < 4. La solucion de la ultima desigualdad 
muestra que el intervalo de convergencia es (—1, 7). ■ 


EJEMPLO 6 


Diferenciacion de una serie de potencias 


La diferenciacion termino por termino de (7) produce una representacion en serie de potencias 
de 1/(1 + x) 2 sobre el intervalo (—1, 1): 


d 1 _ d_ _ d_ . d 2 d_ 3 

dx 1 + x dx dx X dx X dx X 


+ (-iy^x n + 

dx 


produce -- 

(1 + xf 

1 


(1 + X) 2 


— 1 + 2x — 3x 2 + ••• + (—1 ) n nx n 1 + '•• se multiplican ambos 

lados por —1 

oo 

1 - 2x + 3x 2 + ••• + (-1 ) n+l nx n - 1 + ••• = ^(-l) k+1 kx k -\ ■ 

k= 1 


EJEMPLO 7 


Integracion de una serie de potencias 


Encuentre una representacion de serie de potencias de ln(l + x) sobre (—1, 1). 

Solucion Primero introducimos un cambio de variable de integracion al sustituir x = t en (7): 


1 


= 1 - t + t z - f + 


1 + t 

Entonces, para cualquier x dentro del intervalo (—1, 1), 

_L 

1 + t 


+ (-1 ) n f + 


dt = \ dt - \ tdt + t z dt -+ (-l) n t n dt + ••• 


'o 


'o 


= t 


~ X 1 

- - 1 2 

X 1 

+ h 3 

_ 0 2 

o 3 _ 


1 


n +1 


+n +1 


+ 


= JC _^ + ^_... + ( _ lf ^_ 

2 3 ^ ’ n + 1 


Pero 




1 + t 


dt = ln(l + t) 


ln(l + x) — lnl = ln(l + x) 
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y asi 


ln(l + x) = X-y + y- ••• + (- 1 )" 


n + 1 


= f L±t xk+l 

&k+ 1 ‘ 


(8) 


Advierta que el intervalo de convergencia de la serie en (8) es ahora (—1, 1], esto es, hemos 
agregado la convergencia enr = 1. Dejando x = 1 en (8), la serie en el lado derecho de la igual- 
dad es la serie armonica alternante convergente; sobre el lado izquierdo se obtiene In 2. De tal 
manera, hemos obtenido la suma S de la serie armonica alternante: 

In 2=1— — + — — — + •". (9) 


Aproximar un valor de In x 


EJEMPLO 8 


Aproxime In (1.2) hasta cuatro lugares decimales. 
Solucion A1 sustituir x = 0.2 en (8) se obtiene 


In (1.2) = 0.2 


( 0 . 2) 2 ( 0 . 2) 3 ( 0 . 2) 4 ( 0 . 2) 5 ( 0 . 2) 6 


+ ••• 


2 3 4 5 6 

= 0.2 - 0.02 + 0.00267 - 0.0004 + 0.000064 - 0.00001067 + 
- 0.1823. 


( 10 ) 

( 11 ) ■ 


Si la suma de la serie (10) en el ejemplo 8 se denota mediante S , entonces sabemos del teo- 
rema 9.7.2 que S\ < a n+x . El numero dado en (11) es exacto hasta cuatro decimales, ya 
que, para la quinta suma parcial de (10), 

|S 5 - S| < 0.00001067 < 0.00005. 


■ Aritmetica de series de potencias Las dos series de potencias fix) = ^b k (x - af y g(x) = 
^,c k {x —a) k pueden combinarse mediante las operaciones aritmeticas de adicion, multiplicacion 
y division. Es factible que calculemos /(x) + g(x) y f(x)g(x) como en la adicion y multiplicacion 
de dos polinomios: agrupamos terminos a partir de potencias similares de x — a. En cada punto 
en el cual las series de potencias que definen a/y g convergen absolutamente, las series 

f(x) + g(x) = ( b 0 + c 0 ) + 0-h + C|)(x - a) + ( b 2 + c 2 )(x - a) 2 + ••• (12) 

y f(x)g(x ) = b 0 c 0 + (Vi + Vo)C* ~ a) + ( b 0 c 2 + b t c, + b 2 c 0 )(x - a) 2 + ••• (13) 


convergen absolutamente. De manera similar, para c 0 A 0 podemos calcular/(x)/g(x) mediante 
division larga: 


c 0 + Ci(x 


b 0 b\Co ~ boC\ 

— + , (X - a) + 

°0 Co 


a ) + ••• )b 0 + 


b { (x — a) + 
b Q C] 

b 0 + -(x — a) + 

__ 

b\Co Vi 

0 + —-— (x - a) + 

c o 


(14) 


^ Desde luego, no memorice (12), 
(13) y (14); solo aplique el 
algebra como lo harfa para dos 
polinomios. 


La division es valida en alguna vecindad del centro a de las dos series. 

En ocasiones es posible que utilicemos las operaciones aritmeticas tal como se ilustro junto 
con los resultados conocidos previamente para obtener una representacion de serie de potencias 
de una funcion. 


EJEMPLO 9 


Suma de serie de potencias 


Determine una representacion de serie de potencias de 


4x 


x 2 + 2x - 3 


centrada en 0. 


Solucion Para comenzar, descomponemos la funcion en fracciones parciales 

4x _^3_ 

x 2 + 2x — 3 3+x 1 - x‘ 
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Despues factorizamos 3 del denominador de la primera fraccion parcial y usamos (7) con v sus- 
tituida por x/3: 

3 1 , x , x 2 x 3 . ^(-D* 


= 1 = 1 _* + :L_E_ + y 

3 +* l + x 3 3 2 3 3 k = 0 3 k 

3 


-x k . 


(15) 


Esta serie converge para \x/3\ < 1 o \x\ < 3. El intervalo de convergencia para (15) es (—3, 3). 
Ahora sabemos de (6) que 


1 OO 

- - =1 + X + X 2 + X 3 + -- -= 'y.X 

1 - X * = 0 


(16) 


converge para \x\ < 1. El intervalo de convergencia para (16) es (—1, 1). Por ultimo, la suma de 
(15) y (16) produce la siguiente representacion de serie de potencias para la funcion dada: 

U-if 


4x = 3 

x 2 + 2x - 3 3 + x 


1 _ 4 8 2 28 3 ^ 

1 x 3 X 9 x 21 X ^ 


— 1 X 


(17) 


La serie (17) converge para todas las v comunes a (esto es, la interseccion de) los intervalos 
(—3, 3) y (—1,1), es decir, paratodaven (—1,1). ■ 

El resultado (17) tambien puede obtenerse al multiplicar dos series de potencias. 


Repaso del ejemplo 9 


EJEMPLO 10 


Si reescribimos la funcion en el ejemplo 9 como un producto 

4x 4 11 


4 

x 2 + 2x — 3 3 


1+f . 


y despues usamos (15)y(16), se concluye que 
4x 


x 2 + 2x — 3 


4 h * . * 2 , 

= —zX ■ 1 - -r + — -" + 

3 V 3 32 33 


• (1 + X + x 2 + v 3 + • • •) 


1 +11 l ~y x + { l ~^ + ^ ]x2 + '" 


4 8 2 28 3 
3 X 9 X 21 X 


Ejercicios 9.9 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-27. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-8, utilice (6) y (7) para determinar una 
representacion de serie de potencias, centrada en 0, de la fun¬ 
cion indicada. Proporcione el intervalo de convergencia. 


1. 

3 — x 

2. 

4 + x 

3. 

1 

4. 

1 

1 + 2x 

5 + 2x 

5. 

1 

6. 

X 

1 + x 2 

1 + x 2 

7. 

1 

8. 

4 

4 + x 2 

4 — x 2 


En los problemas 9-14, utilice la diferenciacion de una serie 
apropiada de los problemas 1-8 para encontrar una represen¬ 


tacion de serie de potencias, centrada en 0, de la funcion que 
se indica. Senale el intervalo de convergencia. 


9 - -^ 

(3 - x) 2 

n. —-— 3 
(5 + 2x) 3 

13 x 

(1 + x 2 ) 2 


10 ‘ (1 + 2x) 2 

u. — l — 

(4 + x) 3 
1 - x 2 

14. — — 

(1 + x 2 ) 2 


En los problemas 15-20, utilice la integracion de una serie 
apropiada de los problemas 1-8 para encontrar una represen¬ 
tacion de serie de potencias, centrada en 0, de la funcion indi¬ 
cada. Proporcione el intervalo de convergencia. 

15. tan" _1 x 16. tan l {x/2) 

17. ln(l + x 2 ) 18. In(5 + 2x) 

19. In (4 + jc) 20. In 


3 + x 
3 — x 
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En los problemas 21-28, utilice (6), (7) o resultados previos para 
encontrar una representation de serie de potencias, centrada en 
0, de la funcion dada. Indique el intervalo de convergencia. 

1 — x _ 3 x 


21 


23. 


1 + 2x 

x 2 


(1 + x ) 3 

25. x ln(l + x 2 ) 


22 . 


24. 


I — x 
x 3 


8 + 2x 
26. x 2 tan -1 ; 


27. tan -1 tdt 28. ln(l + t 2 ) dt 

Jo Jo 

En los problemas 29-32, proceda como en el ejemplo 5 y 
encuentre una representacion de serie de potencias, centrada 
en el numero dado a , de la funcion indicada. Senale el inter¬ 
valo de convergencia. 


29. 


31. 


1 


1 — x 9 
x 

2 + x 9 


a = 6 


a — —1 


30. a = -2 


32. 


x — Y 


a = 2 


En los problemas 33 y 34, proceda como en el ejemplo 9 y 
utilice fracciones parciales para encontrar una representacion 
de serie de potencias, centrada en 0, de la funcion dada. 
Indique el intervalo de convergencia. 

lx _ 3 


33. 


x + x — 12 


34. 


x — x — 2 


En los problemas 35 y 36, proceda como en el ejemplo 10 y 
utilice multiplicacion de series de potencia para determinar los 
primeros cuatro terminos distintos de cero de una representa¬ 
cion de serie de potencias, centrada en 0, para la funcion dada. 

1 


35 


(2 - x)(l - x) 


36. 


(1 + 2x)(l + x 2 ) 


En los problemas 37 y 38, encuentre el dominio de la funcion 
dada. 


37 f(x) = *^^_ 
3 2 • 3 2 


3 • 3 3 


4 • 3 4 


+ 


38. fix) — 1 + 2x + 


8v 2 


4x 2 _ 

1 - 2 ^ 1-2-3 


En los problemas 39-44, use la serie de potencias para apro- 
ximar la cantidad dada hasta cuatro lugares decimales. 

39. ln(l.l) 40. tan -1 (0.2) 


41. 


1/2 


1 


dx 


42. 


1/3 




1 + v 4 


dx 


tan 1 v 2 dx 


jo 1 + * 

r 0.3 p 1/2 

43. v tan ~ l x dx 

Jo Jo 

45. Utilice el problema 15 para demostrar que 

4 3 5 7 

46. Se sabe que la serie en el problema 45 converge muy len- 
tamente. Demuestre lo anterior encontrando el entero 
positivo n mas pequeno de manera que S n aproxime 7 t/ 4 
hasta cuatro lugares decimales. 

En los problemas 47 y 48, demuestre que la funcion definida 
por la serie de potencias satisface la ecuacion diferencial dada. 

47. y = ( x + 1 )y" + y' = 0 

k= 1 ^ 

oo (—1)^ 

48. J 0 (pc) = 2 xy" + y f + xy = o 

*=o 2 2 \k\) 2 

= Piense en ello 

^ x k 

49. a ) Si f{x) = 2 j 77> entonces demuestre que/'(x) = f(x) 

k =o *• 

para toda v en (—oo, oo). 

b) /,Que funcion tiene la propiedad de que su primera deri- 
vada es igual a la funcion? Conjeture sobre cual funcion 
se representa mediante la serie de potencias del inciso a). 


50. a) Si f{x) 


f (-D* 

j~ 0 (2k + 1)!' 


', entonces demuestre 


que/"(x) = —f(x) para toda v en (—oo, oo). 
b) iQu6 funciones tienen la propiedad de que su segun- 
da derivada es igual al negativo de la funcion? 
Conjeture respecto a cual funcion se representa 
mediante la serie de potencia del inciso a). Advierta 
que las potencias de v en la serie de potencias son 
enteros positivos impares. 


9.10 Serie de Taylor 

■ Introduce ion Suponga que 2 c k (x — a) k es una serie de potencias centrada en a y que tiene 
un intervalo de convergencia con un radio de convergencia R distinto de cero. Luego, como se 
vio en la seccion anterior, dentro del intervalo de convergencia una serie de potencias es una fun¬ 
cion continua que posee derivadas de todos los ordenes. Tambien se abordo la idea de usar una 
serie de potencias para representar una funcion determinada (tal como 1/(1 + v)) sobre un inter¬ 
valo. En esta seccion se va a extender de manera adicional la nocion de representar una funcion 
mediante una serie de potencias. El problema basico es: 

• Suponga que se cuenta con una funcion f que posee derivadas de todos los ordenes en un 
intervalo abierto I. /Es posible encontrar una serie de potencias que represente a f sobre /? 

En palabras un poco diferentes: /.podemos expandir una funcion diferenciable infinitamente (tal 
com ofix) = sen x,fix) = cosx o fix) = e x ) en una serie de potencias 2 c k (x — af que conver¬ 
ge al valor correcto de la funcion fix) para toda x en algun intervalo abierto ia — R, a + R ), 
donde ResR>0oR = oo? 
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■ Serie de Taylor para una funcion f Antes de responder la pregunta del ultimo parrafo, se va 

a hacer simplemente la suposicion de que una funcion f infinitamente diferenciable sobre un 

intervalo (a — R, a + R) puede representarse mediante una serie de potencias ^c k (x — a) k sobre 
ese intervalo. En ese caso es relativamente facil determinar cuales deben ser los coeficientes c k . 
La diferenciacion repetida de 

fix) = c 0 + Ci(x — a) + c 2 (x — a) 2 + c 3 (x — a) 3 + ••• + c n (x — a) n + ••• (1) 

produce 

fix) = c 1 + 2 c 2 (x — a) + 3 c 3 (x — a) 2 + ••• (2) 

fix) = 2 c 2 + 3 • 2c 3 (x — a) + • • • (3) 

/"'(*) = 3 • 2 • lc 3 + • • •, (4) 


y asi sucesivamente. A1 evaluar (1), (2), (3) y (4) en x = a, encontramos que 
f(a) = c 0 , fa) = l!c b f"(a) = 2 lc 2 y f"\d) = 3!c 3 , 


respectivamente. En general, se ve que f {n) (a ) = n\c n o 


t {n) <a) = 
f (n \a) 


, n > 0. 


(5) 


Cuando n = 0, interpretamos la derivada 0-esima como f(a) y 0! = 1. A1 Sustituir (5) en (1) se 
producen los resultados resumidos en el siguiente teorema. 


Teorema 9.10.1 Forma de una serie de potencias 

Si una funcion f posee una representacion en serie de potencias/(x) = 2 c k (x — a) k sobre un 
intervalo (a — R, a + R ), entonces los coeficientes deben ser c k = f (k \a)/k\. 


En otras palabras, si una funcion f tiene una representacion en serie de potencias centrada 
en a, entonces debe verse como lo siguiente: 


f\d) f\d) 9 f\d) , ^ f (k \a ) 

fix) = f{d) + —f^i* ~ a) + ~ a) 2 + ~^~(x ~ a) 3 + • • • = 2 ~ ■ ^ 6 ) 

La serie en (6) se denomina serie de Taylor de / en a , o centrada en La serie de Taylor cen¬ 
trada en a = 0, 


/'( 0 ) /"( 0 ) 

/(*) = /(0) + —+ -^-x 2 + 


1 ! 


2 ! 


/'"( 0 ) 


= Zf (k \ 0)^ 

fc = 0 


A:! 


(7) 


se denomina serie de Maclaurin de /. 

La pregunta planteada en la introduccion ahora puede reformularse como: 


• ^Es posible expandir una funcion f infinitamente diferenciable en una serie de Taylor 

( 6 )? 


Parecerfa que la respuesta es afirmativa (calculando simplemente los coeficientes como lo indi- 
ca la formula (5)). Por desgracia, no es tan simple el concepto de expandir una funcion f dada 
infinitamente diferenciable en una serie de Taylor. Es necesario tener en mente que (5) y (6) se 
obtuvieron bajo la suposicion de que f era representada por una serie de potencias centrada en 
a. Si no se conoce a priori que una funcion f infinitamente diferenciable tiene una representa¬ 
cion en serie de potencias, entonces debe considerarse una serie de potencias obtenidas de (6) o 
(7) como un resultado formal, en otras palabras, una serie de potencias que es simplemente gene- 
rada por la funcion /. No se sabe si la serie generada de esta manera converge o, incluso si lo 
hace, si converge a fix). 


EJEMPLO 1 


Serie de Taylor de In x 


Encuentre la serie de Taylor d z fix) = In x centrada en a = 1. Determine su intervalo de conver¬ 
gence. 
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Solucion La funcion /, sus derivadas y sus valores en 1 son: 


fix) = In x 
fix) = - 

X 

f"(x) = 

X 

1 -2 

rw - —r 


f{n)( \ _ __ 


f n \x) = (-1)" 


/(l) = o 

/'(l) = 1 

/"(l) = -1 

/'"(l) = 2! 

/M(l) = (-1 y~\ n - 1)! 


Puesto que (n — !)!/«! = 1 / n, n > 1, (6) produce 


1 1 00 

(x — 1) - ~(x - l) 2 + x(x - l) 3 - ••• = 2 


(-D" 


-(x - If. 


La prueba de las proporciones, 


lim 

n—» oo 


a n +1 

= Inn 

n—»oo 

(— 1)"(JC - l) n+1 

n 

a n 

n + 1 

(-\) n ~ l (x - iy 


— Inn 


n^oon + 1 


Ijc - II = Ijc - 1L 


( 8 ) 


muestra que la serie (8) converge para |x — 1| < 1 o sobre el intervalo (0, 2). En los puntos extre- 
mos x = 0 y x = 2, las series 

y 2j — z — 


OO i 

k=l K 


k=l 


son divergente y convergente, respectivamente. El intervalo de convergencia de estas series es 
(0, 2]. El radio de convergencia es R = 1. ■ 


Advierta en el ejemplo 1 que no se escribio la igualdad 

oo 

In* = 2- Z -(1 f- 

k= l K 

En este punto no se ha establecido que la serie dada en (8) representa a In * sobre el intervalo 

( 0 , 2 ]. 


■ Teorema de Taylor De acuerdo con (5), es claro que para tener una serie de Taylor centrada 
en a es necesario que una funcion f posea derivadas de todos los ordenes que esten definidas en 
a. Asi, por ejemplo,/(*) = In * no posee una serie de Maclaurin, debido a que/(x) = In * y todas 
sus derivadas no estan definidas en 0. Ademas, es importante notar que incluso si una funcion f 
posee derivadas de todos los ordenes y genera una serie de Taylor convergente sobre algun inter¬ 
valo, es posible que la serie no represente a f sobre el intervalo, esto es, la serie no converge a 
f(x ) en toda * en el intervalo. Vea el problema 63 de los ejercicios 9.10. La pregunta fundamen¬ 
tal de si una serie de Taylor representa la funcion que la genero puede resolverse por medio del 
teorema de Taylor. 


Teorema 9.10.2 Teorema de Taylor 


Sea f una funcion tal que/ (n+1) (x) existe para toda * en un intervalo que contiene al numero 

a. Entonces para toda x en el intervalo 

f(x) = P„(x) + R„(x), 

f\a ) f (n \a ) 

donde P n ( x ) = f( a ) + (* a) + ••• + (* a) n 

(9) 

(continua) 
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Existen varias formas del 
residuo. Esta forma se debe al 
matematico frances Joseph 
Louis Lagrange (1736-1813). 


* 


recibe el nombre de polinomio de Taylor de / en a, de grado n-esimo, y 

f {n+l \c) 

Rn(x) = J (n + \f x - a) n+1 (10) 

se llama forma de Lagrange del residuo. El numero c yace entre ay x. 


Puesto que la demostracion de este teorema desviaria la principal finalidad de esta discusion, 
se reserva para el apendice. La importancia del teorema 9.10.2 radica en el hecho de que los poli- 
nomios de Taylor P n (x) son las sumas parciales de la serie de Taylor (6). El residuo se define como 

= fix) - P n (x) y asi P n (x) = fix) - R n (x). (11) 

Si lfmP„(jc) = fix), entonces la funcion f es la suma de la serie de Taylor que la genera. Sin 

ft—» oo 

embargo, de (11) observamos que 

UmP n (x) = fix) — lim R n (x) 

ft—» OO ft—» oo 

por lo que si es posible mostrar de algun modo que R n (x) —» 0 cuando n —» oo, y entonces la 
sucesion de sumas parciales converge a fix). Resumimos el resultado. 


Teorema 9.10.3 Convergencia de una serie de Taylor 

Suponga que f es una funcion que posee derivadas de todos los ordenes sobre un intervalo 
centrado en el numero a. Si 


lim R n (x) = 0 


para toda v en el intervalo, entonces la serie de Taylor generada por f converge a f(x ), 


Ax) = 


k = 0 


kl 


(x — a) . 


En la practica, la prueba de que el residuo R n (x) tiende a cero cuando oo depende 
muchas veces del hecho de que 


lim —- = 0. 

ft-yoo fl\ 


( 12 ) 


Este ultimo resultado sigue de aplicar el teorema 9.3.2 a la serie 2^=1 x^/k\,la. cual se sabe que 
es absolutamente convergente para todos los numeros reales. (Yea el ejemplo 3 en la seccion 9.8.) 


EJEMPLO 2 


Repaso del ejemplo 1 


Demuestre que la serie (8) representa a fix) = \nx sobre el intervalo (0, 2]. 


Solution 

dada por 


En la solution para el ejemplo 1 vimos que la derivada n-esima de/(x) = In x esta 


f (n \x) 


(-1 r~\n - 1)! 


De/ ( " +1) (c) 


(—!)"«! 


c 


ft+1 


, obtenemos de (10) 


\Rnix)\ 


\f (n+1 \c)\ 
in + 1)! 


\x — 1| 


ft+i 


{ — \) n n\ 
c n+ \n + 1)! 


• (jc - l ) n+1 


1 

x — \ 

n + 1 

c 


donde c es algun numero en el intervalo (0, 2] entre 1 yi. 

Si 1 < v < 2, entonces 0 < v — 1 < 1. Puesto que 1 < c < x, debemos tener 
0<v — 1 < 1 < c y, en consecuencia, (x — 1 )/c < 1. Por consiguiente, 


1 

n + 1 


!*»(*) I ^ 


y h'm K„(x) = 0. 
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En el caso en el que 0 < x < 1, tambien puede mostrarse que lim RJx) = 0. Se omite la demos- 

Yl —>00 

tracion. En consecuencia, 

1 1 00 ( — l )^ -1 

Inx = (x — 1) — -(x - l) 2 + ~(x - l) 3 - ••• = ^- 1—(x ~ 1)* 

Z J k =1 K 

para todos los valores de x en el intervalo (0, 2]. ■ 


EJEMPLO 3 


Representation de la serie de Maclaurin de cos x 


Encuentre la serie de Maclaurin de/(x) = cos x. Demuestre que la serie de Maclaurin represen- 
ta a cos x para toda x. 

Solucion Determinamos primero la serie de Maclaurin generada por fix) = cos x: 


fix) = cos x 
fix) = —sen x 
fix) = —cos x 
fix) = sen x 

y asi sucesivamente. De (7) obtenemos la serie de potencias 

v 2 v 4 V 6 “ ( 

2! 4! 6! ^ 


m = i 

AO) = o 
/"( 0 ) = -1 
/"'(0) = o 


(13) 


k % (2*)! • 

La prueba de las proporciones indica que (13) converge absolutamente para todos los valores 
reales de x, en otras palabras, el intervalo de convergencia es (—oo, oo). En este caso, con el fin 
de demostrar que cos x es representada por la serie (13), debemos mostrar que Inn R„(x) = 0. 

n—> oo 

Para este fin, advertimos que la derivada de f satisface 


|/ (n+1) M| = 


|sen x|, 
Icos xl, 


n par 
n impar. 


En cualquier caso, \f n } (c)| < 1 para todo numero real c, y consecuentemente por (10), 

|/ (n+1) (c)| l |x| n+1 


in + 1)! n in + 1)!' 

En vista de (12), tenemos para cualquier eleccion fija aunque arbitraria de x, 


lim - 


= 0. 


n^oo (n + 1)! 

Pero lim|7?^(x)| = 0 implica que limT^x) = 0. Por tanto, 

n—> oo n—> oo 

2 4 6 2 n 

cos,= + - —- + +(-ir^T 

es una representacion valida de cos x para todo numero real x. 


+ 


Representacion de la serie de Taylor de sen x 


EJEMPLO 4 


Determine la serie de Taylor de/(x) = sen x centrada en a = tt/3. Compruebe que la serie de 
Taylor representa a sen x para toda x. 

Solucion Tenemos 


fix) = sen x 
fix) = cos x 
fix) = —sen x 
fix) = -cos x 


'(D-t 


f 


1 

2 
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y asi sucesivamente. Por consiguiente, la serie de Taylor centrada en 7 t/ 3 generada por senx es 


V3 1 
2 2 1 ! 


V3 
2 • 2 ! 


2 • 3! 


f, + -- 


(14) 


Tambien en este caso, de la prueba de las proporciones se sigue que (14) converge absolutamen- 
te para todos los valores reales de x, esto es, su intervalo de convergencia es (—oo, oo). Para 
demostrar que 


V3 , 1 

sen* = -y + YTI 


V3( 

2^2\{ X 


+ 


para todo valor real x, advertimos que, como en el ejemplo anterior, |/ (n+1) (c)| ^ 1. Esto impli- 
ca que 

be - 7r/3\ n+1 

^1 S (n + 1)! 

a partir de lo cual vemos, con la ayuda de (12), que UmRJx) = 0. ■ 

n—» oo 

Se resumen algunas representaciones importantes de series de Maclaurin y sus intervalos de 
convergencia: 

Intervalos de 

Series de Maclaurin convergencia 


x 

2 ! 


COS X = 1 


X 

2 ! 


X 

4! 


x 3 x 5 
sen r = x- — + — 


senh v = v 


Tl 

3 

2 ! 

3! 

2 


5 

x 4 

4! 

5! 

3 


^ + ... 

3! 

" &*'■ 

(- 

-oo, 

oo) 

(15) 

v 6 

6! 

+ •• 


(- 

-oo. 

, oo) 

(16) 

x 7 

7! 

+ •• 

_ y (“l)* 24+1 

' 4=0 (2^ + D! 

(- 

-oo, 

, oo) 

(17) 

x 7 

7 

+ •• 

_ y ( — !)* 2/t+l 

" 4 = 0 2^ + 1 

[ 

-1, 

1] 

(18) 



oo 2k 





X 

6! 

+ •• 

Y x 

' 4=0 (2*)! 

(- 

-OO. 

, 00) 

(19) 

-V 1 


OO 2k +1 





X 

7! 

+ •• 

Y X 

■ 4=0 (2* + 1)! 

(- 

-oo. 

, 00) 

(20) 

x 4 

4 

+ •• 

V (_1) " 4+1 
• = 2j k+ / 
k = 0 K ^ 1 

[ 

-1, 

1] 

(21) 


Se pide al lector demostrar la validez de las representaciones (15), (17), (19) y (20) como ejer- 
cicio. Vea los problemas 51-54 en los ejercicios 9.10. 

Ademas, se le recomienda observar con cuidado las series dadas en (16)-(20) y responder 
despues la pregunta del problema 61 de los ejercicios 9.10. 


■ Algunas graficas de polinomios de Taylor En el ejemplo 3 vimos que la serie de Taylor de 
fix) = cos v en a = 0 representa la funcion para toda x, ya que lim R n (x) = 0. Siempre es de inte- 

Yl —>00 

res ver graficamente como las sumas parciales de la serie de Taylor, las cuales son los polino¬ 
mios de Taylor definidos en (9), convergen a la funcion. En la FIGURA 9.10.1a) las graficas de los 
polinomios de Taylor 


y 


P 0 (x) = 1, p 2 (x) = 1 - yyx 2 , P 4 (x) = 1 - ^JX 2 + ~^x 4 . 


P I0 (x) =l-±x 2 + jjx 4 - ±x 6 + ^* 8 - yj^x 10 


se comparan con la grafica de/(x) = cos x que se muestra en azul. 
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Una comparacion de los valores numericos se presenta en la figura 9.10.1 b). 



t 




tws X 

■/* 

0.K6M: 


O.S6GQ3 


e/4 



ftWII 

0.70711 


□451*9 

0.501 SO 

0.50000 

05 

mfl 

-a.ujTO 


ocwoov 

0 


b) 


FIGURA 9.10.1 Polinomios de Taylor P 0 , P 2 , P 4 y P 10 para cos x 


■ Aproximaciones Cuando el valor de x es cercano al centro a(x ~ a) de una serie de Taylor, 
puede usarse el polinomio de Taylor P n {x) de una funcion / en a para aproximar el valor de la 
funcion/(v). El error en esta aproximacion esta dado por 

|7?„(x)| = | f(x) - P„{x)\. 


Aproximacion utilizando un polinomio de Taylor 


EJEMPLO 5 


Aproxime e 0 2 mediante un polinomio de Taylor P 3 (x). Determine la exactitud de la aproxima¬ 
cion. 

Solucion Como el valor x = —0.2 es cercano a 0, recurrimos al polinomio de Taylor de 
f{x) = e x en a = 0: 


P , m , /"(o) 2 AO) 3 

P 3 (x) = /(0) H-H- x z H- ■ 


1! 


1! 


3! 


Se sigue de 


que 


fix) = fix) = fix) =f"'ix) = e x 

m =m =n o) =no) = 1 

Pfx) = 1 + V + \x 2 + yx 3 . 

I o 


Este polinomio es la cuarta suma parcial de la serie dada en (15). Ahora, 

0.8187 


P 3 (- 0 . 2 ) = 1 + (- 0 . 2 ) + |(- 0 . 2) 2 + |(- 0 . 2) 3 


yporello, e~ 02 = 0.8187. 

Despues de esto, de acuerdo con (10) es posible escribir 

1^3WI = f[M 4 < yp 

puesto que —0.2 <c<0ye c <l.La desigualdad 

|/? 3 (- 0 . 2 )| < < 0.0001 


( 22 ) 


implica que el resultado en (22) es exacto hasta tres lugares decimales. 
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En la FIGURA 9.10.2 hemos comparado las graficas de los polinomios de Taylor /(x) = e x cen- 
trados en a = 0: 


P\(x) = 1 + x, 


1 2 


P 2 (x) = 1 + x + — X 


P 3 (x) = 1 + X + ^x 2 + \x?. 

z o 


Advierta en las figura 9.10.2 b) y 9.10.2c) que las graficas de los polinomios de Taylor P 2 (x) y 
P 3 (x) son indistinguibles de la grafica de y = e x en una pequena vecindad de x = 0.2. 




FIGURA 9.10.2 Graficas de los polinomios de Taylor del ejemplo 5 



En las Notas desde el aula de la seccion 5.5 se introdujo la nocion de integrales no elemen- 
tales, a saber: una integral tal como /sen x 2 dx , donde sen x 2 no posee una antiderivada en la 
forma de una funcion elemental. La serie de Taylor puede ser una ayuda cuando se trabaja con 
integrales no elementales. Por ejemplo, la serie de Maclaurin que se obtiene al sustituir x por x 2 
en (17) converge para — oo < x < oo, y por ello, de acuerdo con el teorema 9.9.2, 


senx 2 dx 



x 10 _ 
3! + 5! 



3 


7 • 3! 


+ 


x 11 

11 -5! 


x 15 

15-7! 


+ • • • + C. 


(23) 


EJEMPLO 6 


Aproximacion utilizando una serie de Taylor 


Aproxime /q 1 sen x 2 dx hasta tres lugares decimales. 
Solucion De (23) advertimos de inmediato que 


„n 


„15 


sen x 2 dx = —— 

= 1 
~ 3 


7 • 3! 
1 


+ 


11 -5! 
1 


15-7! 

1 


7-3! 11-5! 15-7! 


(24) 


Por el teorema de la cota del error para la serie alternante, teorema 9.7.2, el cuarto termino en la 
serie (24) satisface 

d 4 = « 0.000013 < 0.0005. 

Por tanto, la aproximacion 

f 1 111 

J sen x 2 dx ~ - - ^ ^ ~ 0.3103 

es exacta hasta tres lugares decimales. ■ 


■ Li mites Una representacion de serie de potencias de una funcion algunas veces es util en el 
calculo de limites. Por ejemplo, en la seccion 2.4 se recurrio a un sutil argumento geometrico 


senx 


para demostrar que lim-= 1. Pero si usamos (17) y la division entre x observamos de inme¬ 
diato que x ^° 


,, sen x 

lim- 

x 


lim- 

x^0 


x 3 ^ x 5 

3! + 5! 


el limite de cada uno 
de estos terminos es 0 


“sap-fuf! 


= 1. 


x 
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EJEMPLO 7 


Calculo de un limite 


Evalue lim 

x^O 


x — tan 1 x 


Solucion Observe que el limite tiene la forma indeterminada 0/0. Si revisa el problema 25 en 
el ejercicio 4.5, tal vez recuerde evaluar este limite mediante la regia de L’Hopital. Pero en vista 
de (18), podemos escribir 


Km 

x —>0 



X 




1 

3' 


tambien vea el problema 15 en los 
<— ejercicios 9.9 para la representation 
de tan -1 x en serie de potencias 


se factoriza x 3 del numerador 
y se cancela 


■ Empleo de la aritmetica de una serie de potencias En la seccion 9.9 se discutio la aritmeti- 
ca de la serie de potencias, esto es, las series de potencias pueden basicamente manipularse de 
manera aritmetica igual que los polinomios. En el caso en que las representaciones de las series 
de potencia /(x) = 2 b k (x — a) k y g(x) = 2 c k (x — a) k convergen en el mismo intervalo abierto 
(a — R, a + R) para R > 0 o (—oo, oo) para R = oo, pueden obtenerse las representacio¬ 
nes de la serie de potencias para/(x) + g(x) y /(x)g(x) a su vez, sumando las series y multipli- 
candolas. La suma y el producto convergen en el mismo intervalo. Si dividimos la serie de poten¬ 
cias de/entre la serie de potencias de g , entonces el cociente representa a f(x)/g(x) en alguna 
vecindad de a. 


EJEMPLO 8 


Serie de Maclaurin de tan x 


Encuentre los primeros tres terminos distintos de cero de la serie de Maclaurin de/(x) = tan x. 
Solucion De (16) y (17) podemos escribir 


tanx 


sen x 
cos x 


x 3 , x 5 x" 

3! 5! ~7! + "~ 

X^ X 4 x^ 

1 - — + — - — + ... 

2! 4! 6! 


Entonces mediante division larga 


i - i* 2 + T4* 4 - 


X + |x 3 + f^x 5 + 


’ )x - h? + lio-* 5 

X 


|x 3 + 2 ^X 5 


13 


- ^X 5 + 


^ 5 + 
Ax 5 + 


Por consiguiente, tenemos 


1 3 2 5 

tan x = x + —x + —x J + 


Desde luego, el ultimo resultado pudo tambien obtenerse utilizando (7). Vea el problema 11 
en los ejercicios 9.10. Despues de trabajar en el ejemplo 8 se le recomienda leer ii) en las Notas 
desde el aula. 
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■ Polinomios de Taylor (Redux) En la seccion 4.9 se introdujo la notion de una aproximacion 
lineal local de/en a dada por /(x) ~ L(x), donde 

L(x) = f(a ) + f'(a)(x - a). (25) 

Esta ecuacion representa la lmea tangente a la grafica de/en x = a. Como es un polinomio li¬ 
neal, otro shnbolo apropiado para (25) es 

Pi(x) =f(a) +f\a){x-a). (26) 

La ecuacion se reconoce ahora como el polinomio de Taylor de primer grado de/en a. La idea 
detras de (25) es que la lmea tangente puede usarse para aproximar el valor d e/(x) cuando x esta 
en una pequena vecindad de a. Pero, puesto que la mayoria de las graficas tienen concavidad y 
una lmea tangente, no es posible esperar que un polinomio de grado superior proporcionaria una 
mejor aproximacion a /(x) en el sentido de que su grafica estaria cerca de la grafica de/sobre 
un intervalo mas grande que contenga a a. Advierta que (26) tiene las propiedades de P x y su pri- 
mera derivada concuerda con/y su primera derivada en x = a: 

P [(a) = f(a ) y P\(a) = f\d). 

Si deseamos que una funcion polinomial cuadratica 

P 2 (x) = Cq + Ci(x — a) + c 2 (x — a ) 2 
tenga las propiedades analogas, a saber: 

P 2 (a) = f(a), P&d) = Ad) y P" 2 {a) | f\a\ 
entonces, siguiendo un procedimiento similar a (l)-(5), se advierte que P 2 debe ser 

Ad) f"(d) 

P n {x) es el polinomio de grado ^ P 2 (x) = f(a) H-— (x — a) 4-—— (x - a) 2 . (27) 

n definido en (9). ^ 

Graficamente, esto significa que la grafica de/y la grafica de P 2 tienen la misma lmea tangente 
y la misma concavidad en x = a. Desde luego, se reconoce (27) como el polinomio de Taylor de 
segundo grado. Se afirma que/(x) ~ P 2 {x) es una aproximacion cuadratica local de/en a. A1 
continuar de esta manera se construye/(x) ~ P n (x), que es una aproximacion local de grado 
w-esimo de /en a. Con esta discusion en mente, el lector necesita prestar mayor atencion a las 
graficas de/(x) = cos x, P 0 , P 2 , P 4 y P 10 cerca de x = 0 en la figura 9.10.1 a) y las aproximacio- 
nes en la figura 9.10.1Z?). Tambien debe reexaminar la figura 9.10.2. 

■ Posdata. Un poco de historia El teorema 9.10.2 recibe su nombre en honor del matematico 
ingles Brook Taylor (1685-1731), quien publico este resultado en 1715. Sin embargo, la formu¬ 
la en (6) fue descubierta por Johann Bernoulli casi 20 anos antes. La serie en (7) recibe su nom¬ 
bre en honor al matematico escoces y estudiante de Isaac Newton, Colin Maclaurin (1698- 
1746). No es claro por que el nombre de Maclaurin se asocia con esta serie. 



NOTAS DESDE EL AULA 


0 El metodo de la serie de Taylor para encontrar la serie de potencias de una funcion y la 
prueba posterior de que la serie representa a la funcion tiene una gran y obvia desventa- 
ja. La obtencion de una expresion general para la derivada n-esima de la mayoria de las 
funciones es casi imposible. De tal modo, se presenta con frecuencia la limitation de 
determinar solo algunos de los primeros coeficientes c n . 
ii) Es facil pasar por alto la importancia de los resultados en (6) y (7). Suponga que se desea 
encontrar la serie de Maclaurin para /(x) = 1/(2 — x). Es posible, desde luego, utilizar 
(7), lo cual se le pide al lector en el problema 1 de los ejercicios 9.10. Por otro lado, el 
lector debe reconocer, de los ejemplos 3-5 de la seccion 9.9, que la representation en 
serie de potencias de/puede obtenerse utilizando series geometricas. El punto es: 


• La representation es unica. De tal modo que sobre su intervalo de convergencia, 
una serie de potencias que representa a una funcion, independientemente de como 
se obtuvo, es la serie de Taylor o de Maclaurin de esa funcion. 
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Ejercicios 9.10 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-28. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, emplee (7) para determinar la serie de 
Maclaurin de la funcion dada. 


'• fM = 2 ^ 

3. f{x) = ln(l + x) 
5. fix) = senx 
7. fix) = e x 
9. f(x) = senhx 


2 - ™ = rhi 

4. fix) = ln(l + 2x) 
6 . fix) = cos 2x 
8. fix) = e~ x 
10 . fix) = cosh x 


En los problemas 11 y 12, emplee (7) para determinar los pri- 
meros cuatro terminos distintos de cero de la serie de Ma¬ 
claurin para la funcion dada. 

11 . fix) = tan x 12 . fix) = sen -1 x 


En los problemas 13-24, emplee (6) para determinar la serie de 
Taylor de la funcion dada centrada en el valor indicado de a. 


13. fix) = 1 I a = 4 

15. fix) = t a = 1 

17. fix) = sen x, a = tt/\ 
19. fix) — cos x, a = 7t/3 

21. fix) = e x , a = 1 

23. fix) = In x, a = 2 


14. /(x) — Vx, « = 1 
16. f(x) = -, a = —5 

J X 

18. fix) = sen x, a = it/2 
20. fix) = cos x, a = 7t/6 

22. fix) = e^, a = | 

24. /(*) = ln(x + 1), a = 2 


En los problemas 25-32, utilice resultados, metodos o proble¬ 
mas previos para determinar la serie de Maclaurin de la fun¬ 


cion dada. 

25. fix) = e - x2 
27. fix) = x cos x 

29. fix) = In (1 - x) 

31. fix) = sec 2 x 


26. fix) = xV 3 * 

28. fix) = sen x 3 

30. /» - ln(l±£) 

32. fix) = In (cos x) 


En los problemas 33 y 34, emplee la serie de Maclaurin como 
una ayuda en la evaluacion de limite indicado. 

33. lim--- 34. lim-^-— 

x^o x — sen x x^o 1 — cos x 


En los problemas 35 y 36, use adicion de series de Maclaurin 
para e x y e~ x para determinar la serie de Maclaurin de la fun¬ 
cion dada. 

35. fix) = cosh x 36. fix) = senh x 


En los problemas 37 y 38, use multiplicacion para encontrar 
los primeros cinco terminos distintos de cero de la serie de 
Maclaurin para la funcion dada. 


1 - x 


En los problemas 39 y 40, utilice division para encontrar los 
primeros cinco terminos distintos de cero de la serie de 
Maclaurin de la funcion dada. 

39. fix) = —— 40. fix) = sec x 

J cos X J 


En los problemas 41 y 42, establezca el valor indicado de la 
integral definida dada. 


41. 


42. 


Jo 


e“* 2 dx = l - - + - _— + 

3 10 42 


senx , 1,1 

- dx = 1 — -—— + 


3-3! 5-5! 7-7! 


+ 


En los problemas 43-46, encuentre la suma de la serie dada. 


43< 1 + + - 

_2 4 6 

77 7T 7T 

45 - 1 - 2 ! + 4 !- 6 ! + 


44. 

46. 


1 

1 

+ 1 

1 

2! 

3! 

+ 4! 

5! 

77 

77 3 


77 7 

“IT 

+ 5! 

~ri 


En los problemas 47-50, aproxime la cantidad indicada utili- 

zando el polinomio de Taylor P n (x) para los valores senalados 

de n y a. Determine la exactitud de la aproximacion. 

47. sen 46°, n = 2, a = 7t/4 [ Sugerencia : Convierta 46° a 
radianes.] 

48. cos 29°, n = 2, a = if 6 49. e ° -3 , n = 4, a = 0 

50. senh(O.l), n = 3, a = 0 

51. Demuestre que la serie obtenida en el problema 5 repre- 
senta a senx para todo valor real de x. 

52. Demuestre que la serie obtenida en el problema 7 repre- 
senta a e x para todo valor real de x. 

53. Demuestre que la serie obtenida en el problema 9 repre- 
senta a senhx para todo valor real de x. 

54. Demuestre que la serie obtenida en el problema 10 repre- 
senta cosh x para todo valor real de x. 


= Aplicaciones 

55. A1 nivelar una larga autopista de longitud L, debe hacer- 

se una compensacion con respecto a la curvatura de la 

Tierra. 

a) Demuestre que la correccion de nivelacion y indicada 
en la FIGURA 9.10.3 es y = R sec iL/R) — R , donde R es 
el radio de la Tierra medido en millas. 

b) Si P 2 W es e l polinomio de Taylor de segundo grado 
para fix) = sec x en a = 0, utilice sec x ~ E 2 (x) para x 
cercano a cero con el fin de demostrar que la correc¬ 
cion aproximada del nivelado es y ~ L 2 /(2R). 

c) Encuentre el numero de pulgadas de la correccion del 
nivelado que se necesita para una autopista de 1 milla. 
Emplee R = 4 000 mi. 

d) Si se usa sec x ~ E 4 (x), entonces demuestre que la 
correccion de nivelacion es 

L 2 5L 4 

y 27? 24 R y 


37. fix) = 


38. fix) = e x sen x 
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Repita el calculo en el inciso c) utilizando la ultima 
formula. 



FIGURA 9.10.3 La Tierra en el problema 55 

56. Una onda de longitud L viaja de izquierda a derecha a tra- 
ves de agua a una profundidad d (en pies), como se ilus- 
tra en la FIGURA 9.10.4. Un modelo matematico que relacio- 
na la velocidad v de la onda con L y d es 



a) Para agua profunda demuestre que v ~ VgL/277. 

b ) Utilice (7) para determinar los primeros tres termi- 
nos distintos de cero de la serie de Maclaurin para 
fix) = tanh x. Demuestre que cuando d/L es pequena, 
v ~ \fgd. En otras palabras, en agua poco profunda 
la velocidad de una onda es independiente de la lon¬ 
gitud de la onda. 



FIGURA 9.10.4 Onda del problema 56 

= Piense en ello 

En los problemas 57 y 58, encuentre dos maneras, aparte 
de utilizar (7), de determinar la representacion de la serie de 
Maclaurin de la funcion dada. 

57. fix) = sen 2 x 58. fix) = senx cosx 


59. Sin utilizar (6), encuentre la serie de Taylor para la fun¬ 
cion fix) = (x + l) 2 e x centrada en a = 1. [ Sugerencia : 
e* = e x+1 ~ 1 .] 

60. Discuta: if(x) = cot x posee una representacion en serie 
de Maclaurin? 

61. Explique por que resulta logico que las series de 
Maclaurin (16) y (17) para cos x y sen x contengan solo 
potencias pares de x y solo potencias impares de x, res- 
pectivamente. Despues reinspeccione la serie de Maclau¬ 
rin en (18), (19) y (20) y comente. 

62. Suponga que se desea calcular / (10) (0) para fix) = 
x 4 sen x 2 . Desde luego, podria utilizarse el enfoque de 
fuerza bruta: recurrir a la regia del producto y cuando se 
obtenga (a la larga) la decima derivada igualar x a 0. 
Piense en una manera mas habil de determinar el valor de 
esta derivada. 


= Proyectos 

63. Un clasico matematico La funcion 


fix) = 



x 0 
x = 0 


aparece en casi todo texto de calculo. La funcion/es con- 
tinua y posee derivadas de todos los ordenes en todo 
valor de x. 


a) Emplee una calculadora o un SAC para obtener la gra- 
fica de/. 

b) Emplee (7) para determinar la serie de Maclaurin 
correspondiente a/ Tendra que recurrir a la definicion 
de la derivada para calcular/'(0),/"(0), ... Por ejem- 
plo, 


/'( 0 ) = 


lim 

A—>0 


/( o + Ax) -m 

Ax 


Podria ser de utilidad utilizar t = Ax y recordar la 
regia de L’Hopital. Demuestre que la serie de 
Maclaurin de / converge para toda x. ^La serie repre- 
senta a la funcion/que la genero? 


9.11 Serie del binomio 


■ Introduce ion La mayoria de los estudiantes de matematicas estan familiarizados con la 
expansion binomial en los dos casos: 

(1 + x) 2 = 1 + 2x + x 2 
(1 + x) 3 = 1 + 3x + 3x 2 + x 3 . 


En general, si m es un entero positivo, entonces 

mim - 1) mim - 1 )(m - 2) ■ 

(1 + x) = 1 + mx H-—- x + • • • + 


■ (m — n + 1) 


2 ! 

+ mx m ~ l + x m . 


■x n 


( 1 ) 


La expansion de (1 + x) m en (1) se denomina teorema del binomio. Utilizando la notacion de 
sumatoria, (1) se escribe 


(1 + x) m = 



( 2 ) 
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donde el simbolo 



se define como 


por conveniencia este 
termino se define como 1 




(m — k + \) = (m — (k — 1)) 

i 

m(m — \)(m — 2) • • • (m — k + 1) 


k\ 


k> 1 . 


Estos numeros se llaman coeficientes binomiales. Por ejemplo, cuando m = 3, los cuatro coe- 
ficientes binomiales son 



3(3 - 1) 
2 



3(3 - 1)(3 - 2) 


Si bien (2) tiene la apariencia de una serie, es una suma finita consistente en m + 1 terminos que 
finalizan con x m . En esta section se vera que cuando (1) se extiende a potencias m que no son 
enteros positivos, el resultado es una serie infinita. 


■ Serie del binomio Suponga ahora que/(x) 
real. De 

fix) = (1 + x) r 

fix) = r(l + xy- 1 

fix) = r(r - 1)(1 + x)^ 1 

f"'(x) = r(r - 1 )(r - 2)(1 + x) r “ 3 

f n \x) = Hr ~ 1) ••• (r - n + 1)(1 + x) r ~ n 


+ x) r , donde r representa cualquier numero 

/( 0 ) = 1 
/'(0) = r 
/"(0) = Hr - l) 

/"'(0) = r(r ~ 1 )(r - 2) 

yW(0) = r(r — 1) ■■■ (r — n + 1) 


= 0 


advertimos que la serie de Maclaurin generada por/es 


,/ w (°) t ,, , Hr- 1) 2 , Hr- l)(r-2) 

-x = 1 + rxH- v ' z 


k = 0 


k\ 


2 ! 


L x z + - 


3! 


3 r(r-l)---(r-n + l) 

■X + •" H-:-X + 

n\ 


r(r - 1) ••• (r - A: + 1) 

= 1 + 2j -77-X 

k= 1 




jr. 


(3) 


La serie de potencias dada en (3) se denomina serie del binomio. Advierta que (3) termina solo 
cuando r es un entero positivo; en este caso, (3) se reduce a (1). De acuerdo con la prueba de las 
proporciones, la version dada en el teorema 9.7.4, 


lim 

^ft+1 

= lim 

ft—>oo 

kin 

ft—>oo 


r(r — 1) ••• (r — n + l)(r — n)x n 


n\ 


{n + 1)! 


r(r — 1) • • • (r — n 4- l)x n 


| r ~ n\ 

= lim——-Hx| 

n^oofl + 1 1 1 


= lim 

n-> °o 


- - l 
n 


l + i 

n 


concluimos que la serie del binomio (3) converge para |x| < 1 o —1 < x < 1 y diverge para 
|x| > 1, esto es, para x > 1 o x < —1. La convergencia en los puntos extremos x = ± 1 depende 
del valor de r. 

Desde luego no es una gran sorpresa aprender que la serie (3) representa la funcion/que la 
genero. Se enuncia esto como un teorema formal. 


<4 Isaac Newton fue el primero 
que dio en 1665 la extension del 
teorema del binomio (m un 
entero positivo) a la serie del 
binomio (m fraccionario y 
numeros reales negativos). 
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Teorema 9.11.1 Serie del binomio 


Si |x| < 1, entonces para cualquier numero real r, 

oo i 

(1 + x y= 2 

donde 


k = 0 


X k , 


(4) 


= \,k = 0 


r(r - l)(r - 2) ■■■ (r - k + 1) 
~k\ ’ 


k> 1. 


EJEMPLO 1 


Representacion de una funcion mediante una serie del binomio 


Encuentre una representacion en serie de potencias para /(x) = Vl + x. 

Solucion Reescribiendo / como /(x) = (1 + x) 1 ^ 2 identificamos r = \. Despues se deduce de 
(4) que para \x\ < 1, 


A/1 + x — 1 + 


X + I 2 )x 2 + ( 2 )x 3 + 


+ ( 2 )x n + 
\nJ 


1/1 

_ , , 1 ,2(2 

~ 1 + 2 x+ ^r 


-x 2 + 


& - m - 2 ) 


3! 


= 1 + -x 


1 2 , 1 '3 3 . 

~;— x H —-— x 3 + 
2 2 2! 2 3 3! 


x 3 + ••• 

|(i-l)(i-2)-(i-„ + l) „ 

H-:- X + 

n\ 

, 1 • 3 • 5 • • • (2n - 3) 

+ (_1 > -2V-"” + -- 


La ultima linea se escribe utilizando la notacion de sumatoria como 

1 , ^ k -i 1 ’ 3 • 5 • • • (2k — 3) 


VTTx — l + —x + ^ (— l)^ 

^ k =2 


2^! 


V. 


Suponga que la funcion en el ejemplo 1 ha sido/(x) = V4 + x. Para obtener la represen¬ 
tacion en serie del binomio de/tendrfamos que reescribir la funcion en la forma (1 + x) r facto- 
rizando el 4 fuera del radical, esto es, 

fix) = V4 + X = = 2^1 + . 

Ahora es posible emplear (4) en la cual el simbolo x es sustituido por x/4. La serie resultante 
convergeria entonces para |x/4| < 1 o |x| <4. 


EJEMPLO 2 


Una formula de la flsica 


En la teoria de la relatividad de Einstein, la masa de una particula que se mueve a una velocidad 
v relativa a un observador esta dada por 

ra 0 


Vl — v 2 /c 2 


(5) 


donde ra 0 es la masa en reposo y c es la velocidad de la luz. 

Muchos de los resultados de la fisica clasica no se cumplen para particulas, tales como elec- 
trones, los cuales se mueven a una velocidad cercana a la de la luz. La energia cinetica ya no es 
K = ^m 0 v 2 sino 


K = me 2 — m 0 c z . (6) 

Si identificamos r = ~\y x = —v 2 /c 2 en (5), tenemos |x| < 1, ya que ninguna particula puede 
superar la velocidad de la luz. En consecuencia, (6) puede escribirse: 


K = 


m 0 c 


m 0 c 


Vl + x 
= m 0 c 2 [( 1 + x) -1//2 - l] 
























9.11 Serie del binomio 543 


= m 0 c 2 
= m 0 c 2 


, 1 , 3 2 5 3 

l ~2 X 8 X ~16 X 




+ 



ahora se sustituye 
el valor por x 


(7) 


En el mundo cotidiano donde v es mucho mas pequena que c, son ignorables los terminos mas 
alia del primero en (7). Esto conduce al resultado clasico bien conocido 


K 





NOTAS DESDE EL AULA 


Al llegar al final de la discusion de series infinitas es probable que el lector tenga la fuerte 
impresion de que las series divergentes son inutiles. Nada de eso. Los matematicos odian 
que algo se desperdicie. Las series divergentes se usan en una teoria conocida como repre- 
sentaciones asintoticas de /undones. Ocurre algo como lo siguiente; una serie divergente 
de la forma 


a 0 + cii/x + a^x 2 + ••• 

es una representation asintotica de la funcion / si 

lim x n [f(x) - S n (x)] = 0, 

n—t oo 

donde S n (x) es la suma parcial (n + 1) de la serie divergente. Algunas funciones impor- 
tantes en matematicas aplicadas se definen de esta manera. 


Ejercicios 9.11 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-28. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-10, recurra a (4) para determinar los pri- 
meros cuatro terminos de una representacion en serie de poten- 


cias de la funcion dada. Indique el radio de convergencia. 
1 . f(x) = Vl + x 2 . fix) = Vl - x 

3. fix) = 

V9^x 

4. fix) = 

1 

Vl + 5x 

5. fix) = 

1 

6 . fix) = 

X 

Vl + x 2 

Vl -X 2 

7. fix) = 

(4 + x) 3/2 

8 . fix) = 

X 

V(1 + x) 5 

9. fix) = 


10 . fix) = 

x 2 (l - x 2 ) -3 

(2 + x) 2 


En los problemas 11 y 12, explique por que el error en la apro- 
ximacion dada es menor que la cantidad indicada. [Sugeren- 
cia : Revise el teorema 9.7.2.] 


11 . (1 + x ) 1/3 = 1 + |; |x 2 , x > 0 

12. (1 + X 2 )" 1 / 2 » 1 - y + |x 4 ; //' 


13. Encuentre una representacion en serie de potencias para 
sen -1 v utilizando 


sen 1 x = 


vT ~ 2 


dt. 


14. a ) Demuestre que la longitud de un cuarto de la elipse 
x 2 !a 2 + y 2 /b 2 = 1 esta dada por L = aE(k), donde 
E(k) es 

fV 2 - 

E{k) = VI - k 2 sen 2 6 dO 

' o 


y k 2 = ( a 2 — b 2 )/a 2 < 1. Esta integral recibe el nom- 

bre de integral eliptica completa del segundo tipo. 

b) Demuestre que 

T 77 d 7T ^ 377 j4 

L = a 2~24 k ~8j6 k 


15. En la FIGURA 9.11.1 un cable colgante esta sostenido en los 
puntos Ay By soporta una carga distribuida uniformemen- 
te (tal como el piso de un puente). Si y = (4 d/l 2 )x 2 es la 
ecuacion del cable, demuestre que su longitud esta dada por 

7 , 8d 2 32 d 4 , 

s = l + —- — + 


Yea el problema 22 en los ejercicios 4.10. 



carga uniforme distribuida horizontalmente 
FIGURA 9.11.1 Cable colgante del problema 15 




































544 CAPITULO 9 Sucesiones y series 


16. Aproxime las siguientes integrales hasta tres lugares 
decimales. 

r 0.2 _ r 1/2 

a) \/l + x 3 dx b ) ^/l + x 4 dx 

Jo Jo 

17. Por la ley de los cosenos, el potencial en el punto A en la 
FI GURA 9.11.2 debido a una carga unitaria en el punto B es 
l/R = (1 — 2xr + r 2 ) -1 / 2 , dondex = cos 6. Laexpresion 
(1 — 2xr + r 2 ) -1 / 2 se dice que es la funcion generadora 
de los polinomios de Legendre P k (x ), puesto que 

oo 

(1-2 xr+ r 2 )~ l/2 = 2 P k (x)r k . 

k = 0 

Recurra a (4) para determinar P 0 (x), Pi W y Pii x )- 



FI GURA 9.11.2 Carga unitaria en el punto B del problema 17 


18. a) Suponga que 

r(r — 1) 0 

fix ) = 1 + rx + - — - x 2 + ■■■ 

r(r — 1) • • • (r — n + 1) 

+ —---^-V + 


para \x\ < 1. Determine/'(x) y x/'(x). 

b) Muestre que 


in + 1) 


r(r — 1) • • • (r — n) 
in + 1)! 
r(r — 1) • • • (r — 


+ n 


r(r — 1) • • • (r — n + 1) 
n\ 


n + 1) 


c) Demuestre que/'(x) + x/'(x) = rfix). 

d) Resuelva la ecuacion diferencial de primer orden 

(1 + x)/'(x) = rfix) 
sujeta a/(0) = 1. 


En los problemas 19 y 20, emplee (4) para determinar la 
representacion en serie de potencias en x — 1 de la funcion 
dada. [ Sugerencia : 1 + x = 2 + (x — 1).] 

19. f(x) = vTTj 20. /(*) = (1 + x)~ 2 


Revision del capitulo 9 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-28. 

A. Verdadero/falso_ 

En los problemas 1-30, indique si el enunciado es verdadero (V) o falso (F). 

i T - J(- 1 M 

1. La sucesion < + ^ > converge._ 

2. Toda sucesion acotada converge._ 

3. Si una sucesion es no monotona, es no convergente._ 

. T - Jl0"\ 

4. La sucesion < —r > es no monotona._ 

l 2 n J 

5. Si a n < B para todo n y a n +i/a n > 1 para todo n , entonces {a n } converge. 

\x\ n 

6 . lim —— = 0 para todo valor de x._ 

/*->oo n\ 

7. Si {a n } es una sucesion convergente, entonces 2% siempre converge._ 

8. 0.999999... = 1 _ 

9. Si 2% = §, entonces a n —» 0 cuando n —> oo._ 

10. Si —» 0 cuando n —> oo, entonces 2% converge._ 

11. Si ^a k converge, entonces ^a k converge._ 

12. Si 2 a k converge y^b k diverge, entonces 2(% + b k ) diverge._ 

oo 

13. 2 converge para p = 1.0001._ 

k= 

2 2 2 2 

14. La serie y + — + — + — + ••• diverge._ 

15. Si 2kl diverge, entonces ^a k diverge._ 

16. Si 2 a h a k > 0, converge, entonces ^i — l) k+l a k converge._ 

17. Si ^i~l) k+l a k converge absolutamente, entonces 2( — converge. _ 































Revision del capitulo 9 545 


18. Si 2 b k converge y a k > b k para todo entero positivo k , entonces ^a k converge. 


19. Si lim 

ft—»oo 


^ft+1 


= 1 entonces 2% converge absolutamente. 


20. Toda serie de potencias tiene un radio de convergencia diferente de cero. 


21. Una serie de potencias converge absolutamente en todo numero x en su intervalo de conver¬ 
gencia. _ 

22. Una serie de potencias ^c k x k con un intervalo de convergencia [~R, R], R > 0, es una 

funcion infinitamente diferenciable dentro de ( —R , R). _ 

23. Si una serie de potencias ^c k x k converge para —1 < x < lyes convergente en x = 1, 

entonces la serie tambien debe converger en x = — 1._ 

24. Si la serie de potencias ^a k x k , a k > 0, tiene el intervalo de convergencia [ — R, R), R > 0, 

entonces la serie converge condicionalmente, pero no absolutamente, en x = —R. _ 


25. Puesto que f£°e x dx = 1, la serie 2 ( k =o e k tambien converge a 1. 


26. La serie 1 + \ \ 

2 2 3 2 



— + + ••• converge. 


27. /(x) = In x no puede representarse mediante una serie de Maclaurin._ 

28. Si la serie de potencias 2 c k {x — 4)* diverge en x = 7, la serie diverge necesariamente en 

x = 9._ 


29. Si la sucesion {2^=i a k } converge a 10, entonces 2^=1 a k = 10._ 

30. Si f{x) = 2-iM 2 *- 1 es la serie de Maclaurin de una funcion /, entonces/ (4) (0) = 0. 


B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-12, llene los espacios en bianco. 

1. Si { a n } converge a 4 y {b n } converge a 5, entonces {a n b n } converge a _, 

{a n + b n } converge a _, {a n /b n } converge a _ y {al} converge a 


2 . 

3. 

4. 


La sucesion {tan 1 n) converge a_. 

oo 

Para aproximar la suma de la serie alternante 2 

k= i 

se necesita utilizar la suma parcial_-esima. 

oo 

La suma de la serie 2 4(f)* es_. 


(~D * +1 

10 * 


a cuatro lugares decimales, solo 


k = 0 

5. Si n es un entero, 1 < n < 9, entonces O.nnn. . . =_y por ello como un cocien- 

te de enteros, 2.444444... = _. 

6. La serie [tan -1 k — tan ~ l {k +1)] converge a_. 

°0 x k 

7. La serie de potencias 2 77 representa a la funcion/(x)_para toda x. 

k = 0 *• 

8. La representacion de la serie del binomio de/(x) = (4 + x) 1 / 2 tiene el radio de convergen¬ 
cia _. 

oo / 5 

9. La serie geometrica 2 ( — 

k=i\ x 

OO x k 3 

10. Si e x = 2 77 P ara todos los numeros reales x, entonces una serie de potencias para e~ x 3 = 

k=o lc - 


k- i 


converge para los siguientes valores de x:. 


x 2 , x 3 


11. El intervalo de convergencia de la serie de potencias x — ^ + ^ 

12. Si 2% = 8 — 3( 1 — — entonces ^ a k = _• 


k= 1 





































546 CAPITULO 9 Sucesiones y series 


C. Ejercicios. 


En los problemas 1-12, determine si la serie dada converge o diverge. 


i. 2 

k= 1 
oo 

5 . 2 


k =i ( k 2 + l) 2 

Vk In k 

k=i k 4 + 4 

oo ! + (_!)*: 


9 . 2 ^ 

*=i \4 


2 ‘ Jl 1 + e~ k 
^ sen A: 

6 - 

i».2^ 

i (k!) 2 


3. 2' 


7 . 2 


k=2 Vic 6 - 4 k 


OO i 

4 y —-— 

SOn 2.5)* 

OO i 

8. 2—!= 

k=2kvln k 


ii. 2 


i 


k=i{K\) k=i3k z + 4 & + 6 

En los problemas 13 y 14, encuentre la suma de la serie convergente dada. 

_ > _ 1 

(1.01)* -1 


12. 2 In 


k=l 


3 k 

k + 1 


13 . 2 , ' t _, 14 . 2 


1a 2 + 11 k + 30 


En los problemas 15-18, encuentre el intervalo de convergencia de la serie de potencias dada. 


OO r>k 

15. 2fj** 
k= i k 


16. 24(2^ - D" 


Ak 
k= l 4 


17. 2 + 5)* 


18. 2 


( 2 *)‘ 


k =2 In k 


19. Encuentre el radio de convergencia para la serie de potencias 

^ 2 • 5 • 8 • (3* — 1) k 
& 3 • 7 ■ 11 ■■ ■ (4A — 1 ) X • 

20. Encuentre el valor de x para el cual (cos converge. 

21. Para \a\ > 1, encuentre la suma de la serie 

a a 2 a 3 

22. Determine si el siguiente argumento es valido. Si 

S = 1 + 2 + 4 + 8 + • • •, entonces 2 S = 2 + 4 + 8 + ’’' = S — 1. 


A1 resolver 2S = S — 1 produce 5 = — 1. 


En los problemas 23-26, determine por cualquier metodo los primeros tres terminos distintos de 
cero de la serie de Maclaurin para la funcion indicada. 

1 ^ , x 


23. f(x) = 


VT 


24. f(x) = 


25. f(x ) = sen x cos x 26. /(x) = I e t dt 


+ x 5 ^ — 

27. Encuentre la serie de Taylor para fix) = cos x con centro en a — 7t/2. 

28. Demuestre que la serie del problema 25 representa a la funcion demostrando que R n {x ) —> 0 
cuando n —> oo. 

29. Una gran convencion de matematicos con gastos pagados aporta 3 millones a la economia 
de la ciudad de San Francisco. Se estima que cada residente de la ciudad gasta 2 de su ingre- 
so en la ciudad. De modo tal que la cantidad recaudada en la convencion, 3(f) = $2 millo¬ 
nes, los gastan las personas de San Francisco en la ciudad. De esta ultima cantidad, f se gasta 
en la ciudad, y asi en lo sucesivo. A largo plazo, ^cuanto gastan los residentes de San 
Francisco en su ciudad como resultado de la convencion? 


30. Si se invierten P dolares a una tasa anual r de interes compuesto anualmente, el rendimien- 
to S despues de m anos es S = (1 + r) m . La regia del 70, que usan a menudo los agentes de 
prestamos y los analistas de acciones, dice que el tiempo que se requiere para duplicar una 
inversion ganando una tasa de interes r es aproximadamente 70/(100r) anos. Por ejemplo, 
el dinero invertido a una tasa anual de 5% requiere aproximadamente 79/100(0.05) = 14 
anos para duplicarse. 

a) Muestre que el verdadero tiempo de duplicacion es In 2/ln(l + r). 

b) Utilice la serie de Maclaurin para ln(l + r) con el fin de deducir la regia del 70. 

c ) Use los primeros tres terminos de la serie de Maclaurin para ln(l + r) con el fin de apro- 
ximar esa tasa de interes para la cual la regia del 70 produce el verdadero tiempo de 
duplicacion. 






















Capitulo 10 


Conicas y coordenadas polares 



En este capitulo Una ecuacion rectangular o cartesiana no es la unica manera, y a menudo 
tampoco la mas conveniente, de describir una curva en el piano. En este capitulo 
consideraremos dos medios adicionales mediante los cuales puede representarse una curva. 
Uno de los dos enfoques utiliza un tipo de sistema de coordenadas completamente nuevo. 
Empezamos este capitulo con la revision de la nocion de una seccion conica. 


10.1 Secciones conicas 

10.2 Ecuaciones parametricas 

10.3 Calculo y ecuaciones parametricas 

10.4 Sistema de coordenadas polares 

10.5 Graficas de ecuaciones polares 

10.6 Calculo en coordenadas polares 

10.7 Secciones conicas en coordenadas polares 
Revision del capitulo 10 
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Hipatia 


10.1 Secciones conicas 

■ Introduce ion Hipatia es la primera mujer en la historia de las matematicas sobre la que se 
tiene un considerable conocimiento. Nacida en 370 d.C., en Alejandrfa, fue una matematica y 
filosofa renombrada. Entre sus escritos esta Sobre las conicas de Apolonio , el cual popularizo el 
trabajo de Apolonio (200 a.C.) sobre las curvas que se obtienen al intersecar un doble cono con 
un piano: el circulo, la parabola, la elipse y la hiperbola. Vea la FIGURA 10.1.1 . Al finalizar el perio- 
do griego se desvanecio el interes en las secciones conicas; despues de Hipatia el estudio de estas 
curvas fue ignorado durante 1 000 anos. 


Cuando el piano pasa por el ver- 
tice del cono obtenemos una 
conica degenerada : un punto, 
un par de rectas o una sola 
recta. 




circulo elipse parabola hiperbola 

FIGURA 10.1.1 Cuatro secciones conicas 




En el siglo xvn, Galileo demostro que ante la ausencia de resistencia del aire, la trayectoria 
de un proyectil sigue un arco parabolico. Casi al mismo tiempo Johannes Kepler propuso la hipo- 
tesis de que las orbitas de los planetas alrededor del Sol son elipses con el Sol en un foco. Esto 
fue verificado despues por Isaac Newton, utilizando los metodos del recien desarrollado calcu- 
lo. Kepler experimento tambien con las propiedades de reflexion de los espejos parabolicos. 
Estas investigaciones aceleraron el desarrollo del telescopio reflector. Los griegos supieron poco 
de estas aplicaciones practicas: habian estudiado las conicas por su belleza y propiedades fasci- 
nantes. En lugar de utilizar un cono, veremos en esta seccion como la parabola, la elipse y la 
hiperbola se definen mediante la distancia. Con el empleo de un sistema de coordenadas rectan¬ 
gular y la formula de la distancia, obtendremos ecuaciones para las conicas. Cada una de estas 
ecuaciones estara en la forma de una ecuacion cuadratica en las variables xy y: 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (1) 

donde A, B, C, D, E y F son constantes. La forma estandar de un circulo con centro (h, k) y 
radio r, 


(X - h ) 2 I (y~ k ) 2 = r 2 , (2) 

es un caso especial de (1). La ecuacion (2) es un resultado directo de la definicion de un circulo: 

• Un circulo se define como el conjunto de todos los puntos P(x, y) en el piano de coorde¬ 
nadas que se encuentran a una distancia fija r dada, denominada radio, a partir de un 
punto fijo dado ( h, k ), llamado centro. 

De manera similar, utilizamos la formula de la distancia para obtener ecuaciones correspondien- 
tes a la parabola, la elipse y la hiperbola. 

La grafica de una funcion cuadratica y = ax 2 + bx + c, a ± 0, es una parabola. Sin embar¬ 
go, no toda parabola es la grafica de una funcion de v. En general, una parabola se define de la 
siguiente manera: 


Definicion 10.1.1 Parabola 

Una parabola es el conjunto de todos los puntos P{x, y) en el piano que son equidistantes de 
una linea fija L, llamada directriz, y un punto fijo F, llamado foco. 


La linea a traves del foco perpendicular a la directriz se denomina eje de la parabola. El 
punto de interseccion de la parabola y el eje se conoce como vertice de la parabola. 
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■ Ecuacion de una parabola Para describir una parabola analiticamente, supondremos en aras 
de la discusion que la directriz L es la recta horizontal y = —p y que el foco es F( 0, p). Utilizando 
la definicion 10.1.1 y la FIG URA 10.1.2, observamos que d{F , P) = d(P , Q) es la misma que 

Vx 2 + (y - pj 2 = y + p. 

A1 elevar al cuadrado ambos lados y simplificar se llega a 

x 2 = 4py. (3) 

Afirmamos que (3) es la forma estandar de la ecuacion de una parabola con foco F( 0, p) y 
directriz y = —p. De la misma manera, si la directriz y el foco son, respectivamente, x = —p 
y F{p, 0), encontramos que la forma estandar para la ecuacion de la parabola es 

y 1 = 4px. (4) 



FIG URA 10.1.2 Parabola con ver- 
tice (0, 0) y foco en el eje y 


Aunque asumimos que p > 0 en la figura 10.1.2, esto, desde luego, no necesariamente es 
el caso. La FIGURA 10.1.3 resume la information acerca de las ecuaciones (3) y (4). 



eje 



a) x 2 = 4py, p> 0 b) x 2 = 4py, p< 0 

FIGURA 10.1.3 Resumen grafico de las ecuaciones (3) y (4). 




EJEMPLO 1 


Foco y directriz 


Determine el foco y la directriz de la parabola cuya ecuacion es y = x 2 . 


Solucion Al comparar la ecuacion y = x 2 con (3) es factible identificar los coeficientes de y, 
4p = 1 y por ello p = En consecuencia, el foco de la parabola es (0, \) y su directriz es la recta 
horizontal y = — La familiar grafica, junto con el foco y la directriz, se presentan en la FIGURA 
10.1.4. ■ 


Al conocer la forma parabolica basica, lo unico que necesitamos saber para dibujar una gra¬ 
fica aproximada de la ecuacion (3) o (4) es el hecho de que la grafica pasa por su vertice (0, 0) 
y la direction en la cual se abre la parabola. Para agregar mas exactitud a la grafica es conve- 
niente utilizar el numero p determinado por la ecuacion en forma estandar para dibujar dos pun- 
tos adicionales. Advierta que si se elige y = p en (3), entonces x 2 = 4 p 2 implica x = ±2 p. De 
tal modo, (2 p, p) y (—2 p, p) yacen sobre la grafica de x 2 = 4py. De manera similar, la eleccion 
x= p e n (2) produce los puntos (p, 2p) y ( p , — 2 p) sobre la grafica de y 2 = 4px. El segmento de 
recta a traves del foco con puntos frontera (2 p, p), (—2p, p) para las ecuaciones con forma estan¬ 
dar (3), y ( p , 2 p), ( p , —2 p) para ecuaciones con la forma estandar (4) recibe el nombre de cuer- 
da focal. Por ejemplo, en la figura 10.1.4, si elegimos y = entonces x 2 = \ implica x = ±\. 
Los puntos frontera de la cuerda focal horizontal para y = x 2 son (— £) y (|, |). 


EJEMPLO 2 


Determinacion de la ecuacion de una parabola 


Determine la ecuacion en forma estandar de la parabola con directriz x = 2 y foco (—2, 0). 
Grafique. 


Solucion En la FIGURA 10.1.5 hemos graficado la directriz y el foco, y nos hemos dado cuenta, 
por su ubicacion, que la ecuacion que buscamos es de la forma y 2 = 4px. Puesto que p = —2, la 
parabola se abre hacia la izquierda y por ello 


y 2 — 4( — 2)x o y 2 = —Sx. 

Como mencionamos en la discusion precedente a este ejemplo, si sustituye x = p = — 2 en la 
ecuacion y 2 = — 8x es posible que encontremos dos puntos sobre su grafica. De y 2 = — 8 (—2) = 16 



ecuacion del ejemplo 1 


4| Sugerencia de graficacion para 
las ecuaciones (3) y (4). 



FIGURA 10.1.5 Directriz y foco 
del ejemplo 2 
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h— i—i—i-1—i —\—>~X 



FI GURA 10.1.6 Grafica de la 
parabola del ejemplo 2 


se obtiene y = ±4. Como se muestra en la FIGURA 10.1.6, la grafica pasa por (0, 0) asi como a tra- 
ves de los puntos frontera (—2, —4) y (—2, 4) de la cuerda focal. ■ 

■ Vertice trasladado a (h, k) En general, la forma estandar de la ecuacion de una parabola 
con vertice (h, k) esta dada por 

(x - h) 2 = 4p(y - k ) (5) 

0 (y — k) 2 = 4p(x — h). (6) 

Las parabolas definidas por estas ecuaciones son identicas en forma a las parabolas definidas por 
las ecuaciones (3) y (4) debido a que las ecuaciones (5) y (6) representan transformaciones rigi- 
das (desplazamientos hacia arriba, abajo, a la izquierda y a la derecha) de las graficas de (3) y 
(4). Por ejemplo, la parabola (x + l) 2 = 8(y — 5) tiene vertice (—1, 5). Su grafica es la de x 2 = 
8y desplazada horizontalmente una unidad hacia la izquierda seguida de un desplazamiento ver¬ 
tical hacia arriba de cinco unidades. 

En cada una de las ecuaciones, (3) y (4) o (5) y (6), la distancia del vertice al foco, asi como 
la distancia del vertice a la directriz, es \p\. 



ecuacion del ejemplo 3 


EJEMPLO 3 


Determinacion completa 


Encuentre el vertice, foco, eje, directriz y grafica de la parabola 

y 2 - 4y - 8* - 28 = 0. 


(7) 


Solucion Con el fin de escribir la ecuacion en una de las formas estandares, completamos el 
cuadrado en y: 


y 2 — 4y + 4 — 8x + 28 + 4 sume 4 a ambos lados 

(y - 2) 2 = 8(x + 4). 

Al comparar la ultima ecuacion con (6) concluimos que el vertice es (—4, 2) y que 4p = 8 o p = 
2. De acuerdo con p = 2 > 0, la parabola se abre hacia la derecha y el foco esta a 2 unidades a 
la derecha del vertice en (—2, 2). La directriz es la recta vertical a 2 unidades a la izquierda del 
vertice x = — 6. Una vez que sabemos que la parabola se abre hacia la derecha desde el punto 
(—4, 2), eso nos indica que la grafica tiene intersecciones. Para encontrar la interseccion con el 
eje v se deja y = 0 en (7) y se determina de inmediato que x = — La interseccion con x es 
(—0). Para determinar la interseccion con y dejamos x = 0 en (7) y se encuentra a partir de la 
formula cuadratica que y = 2 ± 4V2 o y ~ 7.66 y y ~ —3.66. Las intersecciones con y son 
(0, 2 — 4 V2) y (0, 2 + 4 V2). Al juntar toda esta informacion obtenemos la grafica de la FIGU¬ 
RA 10.1.7. ■ 


La elipse se define como sigue: 



FIGURA 10.1.8 Una manera de 
dibujar una elipse 



Definicion 10.1.2 Elipse 

Una elipse es un conjunto de puntos P(x, y) en el piano tal que la suma de las distancias entre 
P y dos puntos fijos F x y F 2 es una constante. Los puntos fijos F x y F 2 se llaman focos. El punto 
medio del segmento de recta que une a F x y F 2 se denomina centro de la elipse. 


Si P es un punto de la elipse y d x = d(F u P), d 2 = d(F 2 , P) son las distancias desde los 
focos hasta P, entonces la definicion 10.1.2 afirma que 

d\ + d 2 = k , (8) 

donde k > 0 es una constante. 

En un nivel practico (8) puede utilizarse para dibujar una elipse. La FIGURA 10.1.8 muestra que 
si una cuerda de longitud k se une a un papel por medio de dos tachuelas, entonces puede trazar- 
se una elipse insertando un lapiz contra la cuerda y moviendolo de tal manera que la cuerda per- 
manezca tirante. 

■ Ecuacion de una elipse Por conveniencia elegiremos k = 2a y pondremos los focos sobre el 
eje x con coordenadas L\( — c, 0) y F 2 (c, 0). Vea la FIGURA 10.1.9. De (8) se concluye que 

V(x + c) 2 + y 2 + V(x - c) 2 + y 2 = 2a. 


FIGURA 10.1.9 Elipse con centro 
(0, 0) y focos en el eje x 


(9) 
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A1 elevar al cuadrado (9), simplificar y elevar al cuadrado otra vez obtenemos 


0 cl * 2 3 - c 2 )x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 - c 2 ). 


( 10 ) 


En la figura 10.1.9 advertimos que los puntos F u F 2 y P forman un triangulo. Como la suma de 
las longitudes de cualesquiera dos lados de un triangulo es mayor que el lado restante, tenemos 
2a > 2c o a > c. En consecuencia, a 2 — c 2 > 0. Cuando dejamos b 2 = a 2 — c 2 , entonces (8) 
se convierte en b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . Al dividir esta ultima ecuacion entre a 2 b 2 se llega a 


^ + £= 1 . 

a 2 b 2 


( 11 ) 


La ecuacion (11) se denomina la forma estandar de la ecuacion de una elipse centrada en (0, 0) 
con focos (—c, 0) y (c, 0), donde c esta definida por b 2 = a 2 — c 2 y a > b > 0. 

Si los focos se ubican sobre el eje y, entonces la repetition del analisis anterior conduce a 



( 12 ) 


La ecuacion (12) se llama la forma estandar de la ecuacion de una elipse centrada en (0, 0) con 
focos (0, — c) y (0, c), donde c esta definida por b 2 = a 2 — c 2 y a > b > 0. 


■ Ejes mayor y menor El eje mayor de una elipse es el segmento de recta que pasa por su cen¬ 
tra, contiene a los focos y con puntos frontera sobre la elipse. Para una elipse con ecuacion estan¬ 
dar (11), el eje mayor es horizontal mientras que para (12) el eje mayor es vertical. El segmen¬ 
to de recta que pasa por el centro, perpendicular al eje mayor, y con puntos frontera sobre la 
elipse recibe el nombre de eje menor. Los dos puntos frontera del eje mayor se denominan ver¬ 
tices de la elipse. Para (11) los vertices son las intersecciones con el eje x. Si dejamos y = 0 en 
(11) da x = ±a. Los vertices son entonces ( —a , 0) y (a, 0). Para (12) los vertices son las inter¬ 
secciones con el eje y (0, — a) y (0, a). Para la ecuacion (11), los puntos frontera del eje menor 
son (0, —b) y (0, b); para (12) los puntos frontera son (—b, 0) y (b, 0). Para (11) o (12), la lon- 
gitud del eje mayor es a — (— a ) = 2 a\ la longitud del eje menor corresponde a 2b. Puesto que 
a > b, el eje mayor de una elipse es siempre mayor que el eje menor. 

Un resumen de esta information para las ecuaciones (11) y (12) aparece en la FIGURA 10.1.10. 


intersection con el eje y 
y |(0 , b ) 


vertice 
(—a, 0)/ foco 



(0, -b) 
intersection 
con el eje y 


2 2 
x y 

a) — + — = 1, a>b 
a 2 b 2 



FIGURA 10.1.10 Resumen grafico de las ecuaciones (11) y (12) 


Vertices, focos, grafica 


EJEMPLO 4 


Determine los vertices y focos de la elipse cuya ecuacion es 9x 2 + 3y 2 = 27. Grafique. 

Solucion Si divide ambos lados de la igualdad entre 27, la forma estandar de la ecuacion es 

2 2 

^ + ^=1 

3 9 

Advierta que 9 > 3 y por ello se identifica la ecuacion con (12). D z a 2 = 9 y b 2 = 3 obtenemos 
a = 3 y b = V3. El eje mayor es vertical con puntos frontera o vertices (0, — 3) y (0, 3). El eje 
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menor es horizontal con puntos frontera (— V3, 0) y (V3, 0). Desde luego, los vertices tambien 
se encuentran en las intersecciones con el eje y y los puntos frontera del eje menor son las inter- 
secciones con el eje x. En este caso, para encontrar los focos recurrimos a b 2 = a 2 — c 2 o 
c 2 = a 2 — b 2 para escribir c = \/a 2 — b 2 . Con a = 3, b = V3, obtenemos c = V6. En conse- 
cuencia, los focos estan sobre el eje y en (0, — V6) y (0, V6). La grafica se presenta en la FIGU- 
RA 10.1.11. ■ 

■ Centro trasladado a (h, k) Cuando el centro esta en (h, k), la forma estandar de la ecuacion 
de una elipse es 


FIGURA 10.1.11 

ejemplo 4 


Elipse del 


{x-hf ( y-k) 2 

a 2 b 2 

(13) 


0 

(x - h ) 2 (y~k) 2 _ 

(14) 


Las elipses definidas por estas ecuaciones son identicas en forma a las elipses definidas por las 
ecuaciones (11) y (12) puesto que las ecuaciones (13) y (14) representan transformaciones rigi- 
das de las graficas (11) y (12). Por ejemplo, la grafica de la elipse 

(X - l) 2 (y + 3) 2 _ 

9 16 


con centro (1, —3) es la grafica de x 2 /9 + y 2 /16 = 1 desplazada horizontalmente 1 unidad hacia 
la derecha seguida por un desplazamiento vertical hacia abajo de 3 unidades. 

No es una buena idea memorizar formulas para los vertices y focos de una elipse con cen¬ 
tro (h, k). Todo es lo mismo que antes, a, b y c son positivos, a > b, a > c y c 2 = a 2 — b 2 . Usted 
puede ubicar los vertices, focos y puntos frontera del eje menor utilizando el hecho de que a es 
la distancia del centro al vertice, b es la distancia del centro a un punto extremo sobre el eje 
menor y c es la distancia del centro a un foco. 


Determinacion completa 


EJEMPLO 5 


Encuentre los vertices y focos de la elipse 4x 2 + 16y 2 — 8x — 96y + 84 = 0. Grafique. 


Solucion Para escribir la ecuacion dada en una de las formas estandares (13)o(14)se comple¬ 
ta el cuadrado en x y en y. Para hacerlo, recuerde que se desean los coeficientes de los terminos 
cuadraticos x 2 y y 2 iguales a 1. Si factoriza 4 de los terminos x y 16 de los terminos y, obtiene 


4(x 2 - 2x + 1) + 16(y 2 - 6y + 9) - -84 + 4 • 1 + 16 • 9 



FIGURA 10.1.12 Elipse del 
ejemplo 5 


o 4(x — l) 2 + 16 (y — 3) 2 = 64. La ultima ecuacion produce la forma estandar 


(x ~ l) 2 (y ~ 3) 2 

16 4 


(15) 


En (15) identificamos a 2 = 16 o a = 4, b 2 = 4 o b = 2, y c 2 = a 2 - b 2 = 12, o c = 2 V3. El 
eje mayor es horizontal y yace sobre la recta horizontal y = 3 que pasa por el centro (1, 3). 
Corresponde al segmento de recta horizontal punteado con rojo de la FIGURA 10.1.12. Al medir a = 
4 unidades a la izquierda y luego a la derecha del centro a lo largo de la recta y = 3, llegamos a 
los vertices (—3, 3) y (5, 3). Al medir b = 2 unidades tanto arriba como abajo de la recta verti¬ 
cal x = la traves del centro llegamos a los puntos frontera (1, 1) y (1, 5) del eje menor. El eje 
menor es el segmento de recta vertical punteada en negro de la figura 10.1.12. Por ultimo, al 
medir c = 2 V3 unidades a la izquierda y a la derecha del centro a lo largo de y = 3 obtenemos 
los focos (1 - 2 V3, 3) y (1 + 2 V3, 3). ■ 


La definicion de una hiperbola es basicamente la misma que la definicion de la elipse con 
solo una excepcion: la palabra suma se sustituye por la palabra diferencia. 
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Definicion 10.1.3 Hiperbola 

Una hiperbola es un conjunto de puntos P(x , y) en el piano tal que la diferencia de las distan¬ 
ces entre P y los puntos fijos F x y F 2 es constante. Los puntos fijos F\ y F 2 reciben el nom- 
bre de focos. El punto medio del segmento de recta que une los puntos F x y F 2 se denomina 
centro de la hiperbola. 


Si P es un punto sobre la hiperbola, entonces 

\d\ - d 2 1 = k, (16) 

donde d x = d(F x , P) y d 2 = d(F 2 , P). A1 proceder como para la elipse, ubicamos los focos sobre 
el eje x en E\(— c, 0) y F 2 (c , 0) como se muestra en la FIGURA 10 . 1.13 y se elige la constante k igual 
a 2 a por conveniencia algebraica. Como se ilustra en la figura, la grafica de una hiperbola cons- 
ta de dos ramas. 


■ Hiperbola con centro (0,0) Si aplica la formula de la distancia y el algebra usuales a (16) se obtie- 
ne la forma estandar de la ecuacion de una hiperbola centrada en (0, 0) con focos (—e, 0) y (c, 0), 


2 2 

F_r = 1 

a 2 b 2 


(17) 


Cuando los focos yacen sobre el eje x, la forma estandar de la ecuacion de una hiperbola cen¬ 
trada en (0, 0) con focos (0, —c) y (0, c) es 


2 2 
tf 2 b 2 ' 


(18) 


Tanto en (17) como en (18), c esta definida por b 2 = c 2 — a 2 y c > a. 

Para la hiperbola (a diferencia de la elipse) tenga en mente que en (17) y (18) no hay rela- 
cion entre los tamanos relativos de a y b\ en vez de eso, a 2 siempre es el denominador del ter- 
mino positivo y la ordenada al origen siempre tiene ±a como una coordenada. 



FIGURA 10.1.13 Hiperbola con 
centro (0, 0) y focos en el eje x 



■ Ejes transversal y conjugado El segmento de recta con puntos frontera sobre la hiperbola y 
que yace sobre la recta que pasa por los focos se denomina eje transversal; sus puntos frontera 
reciben el nombre de vertices de la hiperbola. Para la hiperbola descrita por la ecuacion (17), el 
eje transversal yace sobre el eje x. Por tanto, las coordenadas de los vertices son las interseccio- 
nes con el eje x. Si deja y = 0 obtiene x 2 /^ 2 = fox = ±a. De tal manera, como se muestra en 
la FIGURA 10.1.14, los vertices son (— a , 0) y ( a , 0); la longitud del eje transversal es 2a. Advierta 
que dejando y = 0 en (18) obtenemos — y 2 /b 2 = 1 o y 2 = —b 2 , la cual no tiene soluciones reales. 
En consecuencia, la grafica de cualquier ecuacion en esa forma no tiene intersecciones con el eje 
y. De cualquier modo, los numeros ±b son importantes. El segmento de recta que pasa por el 
centro de la hiperbola perpendicular al eje transversal y con puntos frontera (0, —b) y (0, b) se 
llama eje conjugado. De manera similar, la grafica de una ecuacion en forma estandar (18) no 
tiene intersecciones con el eje x. El eje conjugado (18) es el segmento de recta con puntos fron¬ 
tera (—b, 0) y (b, 0). 

Esta informacion para las ecuaciones (17)y(18)se resume en la figura 10.1.14. 

■ Asintotas Toda hiperbola posee un par de asmtotas inclinadas que pasan por su centro. Estas 
asmtotas son indicativas del comportamiento final, y como tales son una ayuda invaluable en el tra- 
zado de la grafica de una hiperbola. Al resolver (17) con respecto a y en terminos de x obtenemos 



FIGURA 10.1.14 Resumen grafico 
de las ecuaciones (17) y (18) 




Cuando x->-ooo cuando x —» oo, c^fx 2 —» 0, entonces a/i — a 2 /x 2 —» 1. Por tanto, para valo- 
res grandes de |x|, los puntos sobre la grafica de la hiperbola son cercanos a los puntos sobre 
estas rectas 



y 


y = 


b 


—x. 
a 


(19) 


Por un analisis similar encontramos que las asmtotas inclinadas para (18) son 

a a 


y = v 


y = -**■ 


( 20 ) 
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Este es un dispositivo mnemo- 
nico o de memoria. No tiene 
importancia geometrica. 



FIGURA 10.1.16 Hiperbola del 
ejemplo 6 


Cada par de asmtotas se interseca en el origen, que es el centro de la hiperbola. Advierta, tam- 
bien, en la FIGURA 10.1.15a) que las asmtotas son simplemente las diagonales extendidas de un rec- 
tangulo de ancho 2a (la longitud del eje transversal) y altura 2b (la longitud del eje conjugado) 
en la figura 10.1.15 b) las asmtotas son las diagonales extendidas de un rectangulo de ancho 2b 
y altura 2a. 



FIGURA 10.1.15 Hiperbolas (17) y (18) con asmtotas inclinadas 


Recomendamos al lector que no memorice las ecuaciones (19) y (20). Hay un metodo sen- 

b 

cillo para obtener las asmtotas de una hiperbola. Por ejemplo, puesto que y = ±-i es equiva- 
lente a a 


x y 

= 77 0 

a b a 


2 2 

£-£ = o. 

2 b 2 


( 21 ) 


Note que la ultima ecuacion en (21) se factoriza como la diferencia de dos cuadrados: 

► Al igualar a cero cada factor y resolver para y obtenemos una ecuacion de una asmtota. La ecua¬ 
cion (21) es simplemente el lado izquierdo de la forma estandar de la ecuacion de una hiperbo¬ 
la dada en (17). De manera similar, para obtener la asmtota de (18) solo se sustituye 1 por 0 en 
la forma estandar, se factoriza y 2 /a 2 — x 2 /b 2 = 0, y se resuelve para y. 


EJEMPLO 6 


Vertices, focos, asmtotas, graficas 


Determine los vertices, focos y asmtotas de la hiperbola 9x 2 


25y 2 = 225. Grafique. 


Solucion Primero escribimos la ecuacion en forma estandar al dividir ambos lados de la igual- 
dad entre 225: 


25 



( 22 ) 


A partir de esta ecuacion se advierte que a 2 = 25 y b 2 = 9, y por ello a = 5 y b = 3. Por tanto, 
los vertices son (—5, 0) y (5, 0). Puesto que b 2 = c 2 — a 2 implica c 2 = a 2 + b 2 , tenemos c 2 = 34 
y por ello los focos son (—V34, 0) y (V34, 0). Para determinar las asmtotas inclinadas se re- 
curre a la forma estandar (22) con 1 sustituido por 0: 

x 2 y 2 . fx y\(x y\ 

- - - = 0 se factoriza como [- - - j [- + - j = 0. 


Al igualar a 0 cada factor y resolver para y obtenemos las asmtotas y = ±3x/5. Trazamos los 
vertices y la grafica de las dos rectas que pasan por el origen. Ambas ramas de la hiperbola deben 
volverse arbitrariamente cercanas a las asmtotas cuando x —> ± oo. Vea la FI GURA10.1.16. ■ 


■ Centro trasladado a (h, k) Cuando el centro de la hiperbola es (h, k), los analogos de la 
forma estandar de las ecuaciones (17) y (18) son, a su vez, 











10.1 Secciones conicas 555 


(x - hf (y - k ) 2 


a 1 b L 

(y ~ k) 2 (x - h ) 2 


= 1 

(23) 

= 1. 

(24) 


a 

. 2 , 


Como en (17) y (18), los numeros a z , b z y c z estan relacionados mediante b 2 = c 2 — a 2 . 

El lector puede localizar los vertices y focos utilizando el hecho de que a es la distancia del 
centro a un vertice y c es la distancia del centro a un foco. Es posible obtener las asmtotas incli- 
nadas de (23) factorizando 

(x - h ) 2 (y ~ k ) 2 


b 2 


= 0 


como 


x - h y ~ k\( x - h , y ~ k 


b 


-)e 


+ 


b 


fc\ 

-) = °. 


De manera similar, las asmtotas de (24) se obtienen al factorizar 


(y ~ k) 2 (x - hf 


= 0, al 


a b 

igualar cada factor a cero y resolver para y en terminos de x. Como una verificacion de su traba- 
jo, recuerde que (h, k) debe ser un punto que yace en cada asmtota. 


Determinacion completa 


EJEMPLO 7 


Encuentre el centro, vertices, focos y asmtotas de la hiperbola 4x 2 — y 2 — 8x — 4y — 4 = 0. 
Grafique. 

Solucion Antes de completar el cuadrado en x y y, factorizamos el 4 de los dos terminos en x y 
—1 de los dos terminos en y de manera que el coeficiente en cada expresion es 1. Entonces tenemos 

4(x 2 - 2x + 1) - (y 2 + 4y + 4) = 4 + 4 • 1 + (-1) • 4 

4(x - l) 2 - (y + 2) 2 = 4 

l ) 2 (y + 2 ) 2 


(x 


1 


= 1. 


Ahora vemos que el centro es (1, —2). Puesto que el termino en la forma estandar que implica a 
x tiene el coeficiente positivo, el eje transversal es horizontal a lo largo de la recta y = — 2 e iden- 
tificamos a = 1 y b = 2. Los vertices estan a una unidad a la izquierda y a la derecha del cen¬ 
tro en (0, —2) y (2, —2), respectivamente. De b 2 = c 2 — a 2 resulta c 2 = a 2 + b 2 = 5, por lo que 
c = V5. En consecuencia, los focos estan a V5 unidades a la izquierda y a la derecha del cen¬ 
tro (1, -2) en (1 - V5, -2) y (1 + V5, -2). 

Para encontrar las asmtotas, resolvemos 

(x - l) 2 (y + 2) 2 / , y + 2 


1 


= 0 


1 


)G 


1 + 


y+ 2 


= 0 


para y. De y + 2 = ±2(x — 1) encontramos que las asmtotas son y = — 2x y y = 2x — 4. 
Observe que al sustituir x = 1, ambas ecuaciones producen y = —2, lo que muestra que ambas 
rectas pasan por el centro. Ahora ubicamos el centro, trazamos los vertices y graficamos las asm¬ 
totas. Como se muestra en la FIGURA 10.1.17, la grafica de la hiperbola pasa por los vertices y se 
vuelve cada vez mas cercana a las asmtotas conforme x —» ± oo. ■ 


y=-2x 


( 0 , - 2 ) 


4x — y — 

FIGURA 10.1.17 

ejemplo 7 


Excentricidad A cada seccion conica se asocia un numero e llamado excentricidad. 


Definicion 10.1.4 Excentricidad 


La excentricidad de una elipse y una hiperbola es 

c 

e — 

a 


Desde luego, debe tener en mente que para una elipse c = \/a 2 — b 2 y para una hiperbola 
c = V< 2 2 + b 2 . A partir de las desigualdades 0 < V a 2 — b 2 < a y 0 < a < \/a 2 + b 2 , 
observamos, a su vez, que 


y = 2x-4 



8x — 4y — 4 = 0 

Hiperbola del 
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superficie reflectora 



a) Los rayos emitidos 
en el foco se reflejan 
como rayos paralelos 


superficie reflectora 



b ) Los rayos entrantes 
se reflejan en el foco 

FIGURA 10.1.20 Superficie 
reflectora parabolica 



Disco de satelite de TV 


• la excentricidad de una elipse satisface 0 < e < 1, y 

• la excentricidad de una hiperbola satisface e > 1. 

La excentricidad de una parabola se discutira en la seccion 10.7. 


EJEMPLO 8 


Excentricidad 


Determine la excentricidad de 
a) la elipse en el ejemplo 5, 


b ) la hiperbola en el ejemplo 7. 


Solucion 

a) En la solucion de ejemplo 5 encontramos que a = 4 y c = 2 V3. En consecuencia, la 
excentricidad de una elipse es e = (2 V3)/4 = V3/2 ~ 0.87. 

b ) En el ejemplo 7 encontramos que a = 1 y c = V5. Por consiguiente, la excentricidad de 

la hiperbola es e = V5/1 ~ 2.23. ■ 

La excentricidad es un indicador de la forma de una elipse o una hiperbola. Si e ~ 0, enton- 
ces c = V a 2 — b 2 ~ 0 y en consecuenc ia a ~ b . Esto significa que la elipse es casi circular. 
Por otro lado, si e ~ 1, entonces c = V a 2 — b 2 ~ a y por ello b ~ 0. Esto quiere decir que 
cada foco es cercano a un vertice y debido a ello la elipse es elongada. Vea la FIGURA 10.1.18. Las 
formas de una hiperbola en los dos casos extremos e ~ 1 y e mucho mayor que 1 se ilustran en 
la FIGURA 10.1.19. 



a ) e cercana a cero b) e cercana a 1 

FIGURA 10.1.18 Efecto de excentricidad 
en la forma de una elipse 



a) e cercana a 1 b) e mucho mayor que 1 

FIGURA 10.1.19 Efecto de excentricidad sobre 
la forma de una hiperbola 


■ Aplicaciones La parabola tiene muchas propiedades que la hacen apropiada en ciertas apli- 
caciones. Las superficies reflectoras se disenan para aprovechar la propiedad de reflexion de las 
parabolas. Estas superficies, llamadas paraboloides, son tridimensionales y se forman rotando 
una parabola alrededor de su eje. Como se ilustra en la FIGURA 10.1.20, los rayos de luz (o senales 
electronicas) provenientes de una fuente puntual ubicada en el foco de una superficie reflectora 
parabolica se reflejaran a lo largo de lineas paralelas al eje. Esta es la idea detras del diseno de 
reflectores de busqueda, algunas luces de destellos y los platos satelitales de ubicacion. En sen- 
tido inverso, si los rayos de luz entrantes son paralelos al eje de una parabola, se reflejaran en la 
superficie a lo largo de lineas que pasan por el foco. Los haces de luz de un objeto distante tal 
como una galaxia son esencialmente paralelos, y por eso cuando estos haces entran a un teles- 
copio reflector son reflejados por un espejo parabolico hacia el foco, donde suele ubicarse una 
camara para capturar la imagen a lo largo del tiempo. Un disco parabolico satelital domestico 
opera bajo el mismo principio que el telescopio reflector; la serial digital de un satelite de tele¬ 
vision es capturada en el foco del disco por un receptor. 

Las elipses tienen una propiedad de reflexion analoga a la parabola. Es posible demostrar 
que si una fuente luminosa o sonora se ubica en uno de los focos de una elipse, entonces todos 
los rayos u ondas se reflejaran desde la elipse hacia el otro foco. Vea la FIGURA 10.1.21. Por ejem¬ 
plo, si un techo es eliptico con dos focos sobre (o cerca) del piso, pero con una considerable dis- 
tancia entre ellos, entonces cualquier susurro en uno de los focos se escuchara en el otro. Algunas 



FIGURA 10.1.21 Propiedad de reflexion 
de una elipse 



Telescopio reflector de 
200 pulg en Monte Palomar 
































10.1 Secciones conicas 557 


famosas “galenas de los susurros” son el Statuary Hall en el Capitolio en Washington, D.C., el 
Mormon Tabernacle en Salt Lake City y la Catedral de San Pablo en Londres. 

Mediante su ley de la gravitacion universal, Isaac Newton fue el primero en demostrar la pri- 
mera ley del movimiento planetario de Kepler. La orbita de cada planeta alrededor del Sol es una 
elipse con el Sol en uno de los focos. 


EJEMPLO 9 


Excentricidad de la orbita terrestre 


La distancia del perihelio de la Tierra (la distancia minima entre la Tierra y el Sol) es aproxima- 
damente de 9.16 X 10 7 mi, y su distancia del afelio (la distancia mas grande entre la Tierra y el 
Sol) es casi de 9.46 X 10 7 mi. ^Cual es la excentricidad de la orbita eliptica de la Tierra? 


Solucion Asumimos que la orbita de la Tierra es como se ilustra en la FIGURA 10.1.22. De acuer- 
do con la figura advertimos que 



Statuary Hall en Washington, 
D.C. 


a — c = 9.16 X 10 7 
a + c = 9.46 X 10 7 . 


La solucion de este sistema de ecuaciones produce a = 9.31 X 10 7 y c = 0.15 X 10 7 . De tal 
modo, la excentricidad e = c/a e s 


0.15 X 10 7 
9.31 X 10 7 


0.016. 


Las orbitas de siete de los planetas tienen excentricidades menores que 0.1 y, en consecuen- 
cia, las orbitas no son muy alejadas de la circular. Mercurio es una excepcion. Muchos de los 
asteroides y cometas tienen orbitas altamente excentricas. La orbita del asteroide Hidalgo es una 
de las mas excentricas, con e = 0.66. Otro notable caso es la orbita del cometa Halley. Vea el 
problema 79 en los ejercicios 10.1. 

La hiperbola tiene varias aplicaciones importantes que implican tecnicas de sonido. En par¬ 
ticular, varios sistemas de navegacion utilizan a las hiperbolas de la siguiente manera: dos trans- 
misores de radio fijos a una distancia conocida uno del otro transmiten senales sincronizadas. La 
diferencia en los tiempos de recepcion por parte de un navegante determina la diferencia 2 a de 
las distancias del navegante a los dos transmisores. Esta informacion ubica al navegante en algun 
lugar sobre la hiperbola con focos en los transmisores y fija la diferencia en distancias desde los 
focos en una cantidad igual a 2a. Al utilizar dos conjuntos de senales obtenidas de una estacion 
maestra apareada con cada una de dos estaciones secundarias, el sistema de navegacion de largo 
alcance LORAN ubica a un barco o a un avion en la interseccion de las dos hiperbolas. Vea la 
FIGURA 10.1.23. 

Hay muchas otras aplicaciones de la hiperbola. Como se muestra en la FIGURA 10.1.24a), un 
avion que vuela a una velocidad supersonica paralela al nivel del suelo deja una “huella” sonica 
hiperbolica sobre el suelo. Al igual que la parabola y la elipse, una hiperbola tambien posee una 
propiedad reflectora. El telescopio reflector Cassegrain presentado en la figura 10.1.24 b) utiliza 
un espejo secundario hiperbolico convexo para reflejar un rayo de luz de regreso a traves de un 
hoyo en un ocular (o camara) detras del espejo primario parabolico. Esta construccion del teles- 



FIGURA 10.1.22 Interpretacion 
grafica de datos en el ejemplo 9 


\ 

\ 

\ 

\ 


> Estacion 
secundaria 1 

- \ 



s 

\ 

Estacion^ 1 
maestra_j 

\7 / 

\ Localizacion 

_ \ dpi bcirco 

Estacion \ 
secundaria 2 
cl 


FIGURA 10.1.23 

! La idea detras de 


LORAN 


Espejo Haces 

secundario ^e \ uz 




a) Huella sonica b ) Telescopio Cassegrain 

FIGURA 10.1.24 Aplicaciones de hiperbolas 


Cometa: orbita 



c ) Orbitas alrededor del Sol 
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copio aprovecha el hecho de que un rayo de luz dirigido a lo largo de una linea a traves de uno 
de los focos de un espejo hiperbolico se reflejara sobre una lmea que pasa por el otro foco. 

Las orbitas de objetos en el Universo pueden ser parabolicas, elipticas o hiperbolicas. 
Cuando un objeto pasa cerca del Sol (o un planeta), no necesariamente es capturado por el 
campo gravitacional del cuerpo mas grande. Bajo ciertas condiciones, el objeto toma una canti- 
dad fraccionaria de la energia orbital de este cuerpo mucho mayor y la orbita de “honda” resul- 
tante del objeto cuando pasa por el Sol es hiperbolica. Yea la figura 10.1.24c). 


Ejercicios 10.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-29. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-14, encuentre el vertice, el foco, la direc- 
triz y el eje de la parabola dada. Grafique la parabola. 

.,2 _ 7 


1. / = 4x 


2 . / 

4 - * 2 = iL 


3. x = -16 y „ 1QJ 

5. (y - l) 2 = 16x 6. {y + 3) 2 = -8(x + 2) 

7. (x + 5) 2 = -4 (y +1) 8. (x - 2) 2 + y = 0 

9. y 2 + 12 y — 4x + 16 = 0 10. x 2 + 6x + y + 11 = 0 

11. x 2 + 5x - jy + 6 = 0 12. x 2 - 2x - 4y + 17 = 0 


13. y 2 - 8y + 2x + 10 = 0 14. y 2 - 4y - 4x + 3 = 0 


En los problemas 15-22, encuentre una ecuacion de la para¬ 
bola que satisfaga las condiciones dadas. 

15. Foco, (0, 7), directriz y = —7 

16. Foco (—4, 0), directriz x = 4 

17. Foco (§, 0), vertice (0, 0) 

18. Foco (0, -10), vertice (0, 0) 

19. Foco (1, —7), directriz x = — 5 

20. Foco (2, 3), directriz y = -3 

21. Vertice (0, 0), que pasa por (—2, 8), eje a lo largo del eje y 

22. Vertice (0, 0), que pasa por (l, J), eje a lo largo del eje x 

En los problema 23 y 24, encuentre las intersecciones con los 
ejes x y y de la parabola dada. 

23. (y + 4) 2 = 4(x + 1) 24. (x - l) 2 = -2(y - 1) 


En los problemas 25-38, encuentre el centro, foco, vertices, 
puntos frontera del eje menor y la excentricidad de la elipse 
dada. Grafique la elipse. 


25. x 2 + L = 1 

to 

27. 9x 2 + 16y 2 = 


144 


x 2 y 2 

26 ‘ 25 + / =1 
28. 2x 2 +y 2 = 4 


(x - l) 2 (y - 3) 2 (x + l) 2 (y - 2) 2 

29. — + —= 1 30. — + ——— = 1 


49 

31. (x + 5) 2 + 


36 

(y + 2) 2 


25 


36 


(x-3) 2 | (y + 4) 2 i 


33. 4x 2 + (y + I) 2 = 4 

34. 36(x + 2) 2 + (y - 4) 2 = 72 

35. 25x 2 + 9y 2 - lOOx + 18y - 116 = 0 

36. 9x 2 + 5y 2 + 18x - lOy - 31 = 0 

37. x 2 + 3y 2 + 18j + 18 = 0 

38. 12x 2 + 4v 2 - 24x 4y4y +1=0 


En los problemas 39-48, encuentre una ecuacion de la elipse 
que satisfaga las condiciones dadas. 

39. Vertices (±5, 0), focos (±3, 0) 

40. Vertices (±9, 0), focos (±2, 0) 

41. Vertices (—3, —3), (5, —3), puntos frontera del eje menor 
(1,-1), (1,-5) 

42. Vertice (1, —6), (1,2), puntos frontera del eje menor (—2, 
-2), (4,-2) 

43. Focos (± V2, 0), longitud del eje menor 6 

44. Focos (0, ±V5), longitud del eje menor 16 

45. Focos (0, ±3), que pasa por (-1, 2V5) 

46. Vertices (±5, 0), que pasa por (V5, 4) 

47. Centro (1, 3), un foco (1, 0), un vertice (1, -1) 

48. Puntos frontera del eje mayor (2, 4), (13, 4), un foco (4, 4) 


En los problemas 49-62, encuentre el centro, focos, vertices, 
asmtotas y excentricidad de la hiperbola dada. Grafique la 
hiperbola. 


49. 


x^_ / 

16 25 


50. 


x^_/ 

4 4 1 


51. y 2 - 5x 2 = 20 

(x - 5) 2 (y + l) 2 


53. 


55. 


4 

(y - 4) 2 
36 


49 


- x 2 = 1 


= 1 54. 


56. 


52. 9x 2 - 16y 2 + 144 = 0 
(x + 2) 2 (y + 4) 2 


10 


6 


s ) 2 


25 

(x + 3) 2 


= 1 


= 1 


57. 25(x - 3) 2 - 50 - l) 2 = 125 

58. 10(x + l) 2 - 20 - i) 2 = 100 

59. 5x 2 - 6y 2 - 20x + \2y - 16 = 0 

60. 16x 2 - 25/ - 256x - 150y + 399 = 0 

61. 4x 2 — y 2 — 8x + 6y — 4 = 0 

62. 2/ - 9x 2 - 18.v + 20v + 5 = 0 


16 


= 1 32. 


64 


81 
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En los problemas 63-70, encuentre una ecuacion de la hiper- 

bola que satisfaga las condiciones dadas. 

63. Focos (0, ±4), un vertice (0, -2) 

64. Focos (0, ±3), un vertice (0, — §) 

65. Centro (1, — 3), un foco (1, — 6), un vertice (1, —5) 

66. Vertices (2, 5), (2, -1), un foco (2, 7) 

67. Centro (—1, 3), un vertice (1, —4) que pasa por 
(-5,3 + V5) 

68. Centro (3, —5), un vertice (3, —2) que pasa por (1,-1) 

69. Centro (24), un vertice (25), una asmtota 
2y — x — 6 = 0 

70. Excentricidad VTO, puntos frontera del eje conjugado 
(-5, 4), (-5, 10) 

= Aplicaciones 

71. Un gran reflector se disena de manera que una seccion 
transversal a traves de su eje es una parabola y la fuente 
luminosa se encuentra en el foco. Determine la posicion 
de la fuente luminosa si el reflector mide 4 pies de lado a 
lado en la abertura y 2 pies de profundidad. 

72. Un telescopio reflector tiene un espejo parabolico que 
mide 20 pies de lado a lado en la parte superior y 4 pies de 
profundidad en el centro. /Donde debe ubicarse el ocular? 

73. Suponga que dos torres de un puente de suspension estan 
a 350 pies de distancia y que el vertice del cable parabo¬ 
lic o es tangente al punto medio de la carretera entre las 
torres. Si el cable se encuentra a 1 pie por arriba de la 
carretera en un punto a 20 pies de los vertices, encuentre 
la altura de las torres sobre la carretera. 

74. Dos torres de 75 pies de un puente de suspension con un 
cable parabolico estan a 250 pies de distancia. El vertice 
de la parabola es tangente al punto medio de la carretera 
entre las torres. Determine la altura del cable sobre la 
carretera en cualquier punto a 50 pies de una de las torres. 

75. Suponga que el brote de agua desde el extremo de un tubo 
horizontal sigue un arco parabolico con vertice en el extre¬ 
mo del tubo. El tubo esta 20 metros por arriba del suelo. 
En un punto a 2 metros por debajo del extremo del tubo, la 
distancia horizontal desde el agua hasta una linea vertical 
que pasa por el extremo del tubo es de 4 m. Vea la FIGURA 
10.1.25. ^En que punto el agua golpea el suelo? 

A o ™ 1 



FIGURA 10.1.25 Tubo del problema 75 

76. Un lanzador de dardos arroja uno a 5 pies por arriba del 
suelo. El dardo se lanza horizontalmente y sigue una tra- 
yectoria parabolica. Pega en el suelo a 10 VTO pies desde 
el lanzador de dardos. A la distancia de 10 pies desde el lan¬ 
zador de dardos, ^a que altura debe estar el bianco para que 
el dardo impacte en el? 


77. La orbita del planeta Mercurio es una elipse con el Sol en 
uno de sus focos. La longitud del eje mayor de esta orbi¬ 
ta es de 72 millones de millas y la longitud del eje menor 
corresponde a 70.4 millones de millas. ^Cual es la distan¬ 
cia minima (perihelio) entre Mercurio y el Sol? ^Cual es 
la distancia mas grande (afelio)? 

78. ^Cual es la excentricidad de la orbita de Mercurio en el 
problema 77? 

79. La orbita del cometa Halley es una elipse cuyo eje mayor 
mide 3.34 X 10 9 millas de largo y cuyo eje menor es de 
8.5 X 10 8 millas de largo. ^Cual es la excentricidad de la 
orbita del cometa? 

80. Un satelite orbita la Tierra en una trayectoria parabolica con 
el centro de la Tierra en un foco. Tiene una altitud minima 
de 200 millas y una altitud maxima de 1 000 millas sobre 
la superficie de la Tierra. Si el radio terrestre es de 4 000 
mi, ^cual es una ecuacion de la orbita del satelite? 

81. Un arco semieliptico tiene un eje mayor vertical. La base 
del arco es de 10 pies de lado a lado y la parte mas alta del 
arco mide 15 pies. Encuentre la altura del arco sobre el 
punto en la base del arco a 3 pies del centro. 

82. Suponga que un cuarto se construye sobre una base elip- 
tica plana rotando una semielipse 180° alrededor de su 
eje mayor. Despues, por la propiedad de reflexion de la 
elipse, cualquier susurro en un foco se escuchara clara- 
mente en el otro foco. Si la altura de la sala es de 16 pies 
y la longitud corresponde a 40 pies, encuentre la ubica- 
cion del susurro y de los puestos de escucha. 

= Piense en ello 

83. La grafica de la elipse x 2 /4 + (y — l) 2 /9 = 1 se despla- 
za 4 unidades a la derecha. ^Cuales son el centro, foco, 
vertices y puntos frontera del eje menor de la grafica des- 
plazada? 

84. La grafica de la elipse (x — l) 2 /9 + (y - 4) 2 = 1 se 
desplaza 5 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia 
arriba. ^Cuales son el centro, foco, vertices y puntos 
frontera del eje menor de la grafica desplazada? 

85. Las hiperbolas 



se dice que son conjugadas entre si. 

a) Encuentre la ecuacion de la hiperbola que es la conju- 
gada de 

2 2 

x y _ 

25 _ 144 = L 

b) Analice como se relacionan las graficas de las hiper¬ 
bolas conjugadas. 

86. Una hiperbola rectangular es aquella para la cual las 
asmtotas son perpendiculares. 

a) Demuestre que y 2 — x 2 + 5y + 3x = 1 es una hiper¬ 
bola rectangular. 

b ) ^Cuales de las hiperbolas dadas en los problemas 
49-62 son rectangulares? 

87. Puede demostrarse que un rayo luminoso que emana de 
un foco de una hiperbola sera reflejado a lo largo de la 
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linea desde el foco opuesto. Vea la FIGURA 10.1.26. Un rayo 
luminoso desde el foco izquierdo de la hiperbola 
x 2 /16 - y 2 / 20 = 1 incide en la hiperbola (-6, -5). 
Determine una ecuacion del rayo reflejado. 


FIGURA 10.1.26 Propiedad reflectora del problema 87 

88. Un ovalo es una aproximacion a una elipse consistente en 
arcos que surgen de pares de circulos de diferentes radios 
ubicados simetricamente, siendo cada circulo pequeno tan- 
gente a un circulo grande en dos puntos de transicion como 
se indica en la FIGURA 10.1.27. Los arquitectos en los perio- 
dos del Renacimiento y barroco usaban ovalos porque son 
mas simples de construir que las elipses. En este problema, 
considere que los circulos pequenos estan centrados en 
(±a, 0), a > 0, con radio r, y deje que los circulos gran- 


des se centren en (0, ±b),b > 0, con radio R. Ademas, 
considere que (±A, 0), A > 0, y (0, ±B ), B > 0, son los 
puntos de interseccion del ovalo con los ejes x y y. 

a) Exprese R en terminos de a, b y r. 

b ) Demuestre que A > B. Esto muestra que el “eje 
mayor” del ovalo esta siempre alineado con los cen¬ 
tres de los circulos pequenos, y que el “eje menor” 
del ovalo esta siempre en linea con los centres de los 
circulos grandes. [ Sugerencia : Demuestre que 

A — B = a + b — \fa 2 + b 2 .] 



FIGURA 10.1.27 Ovalo en el problema 88 




10.2 Ecuaciones parametricas 

■ Introduce ion Una ecuacion rectangular o cartesiana no es la unica manera, y a menudo la 
mas conveniente, de describir una curva en el piano de coordenadas. En esta seccion considera- 
remos una manera diferente de representar una curva que es importante en muchas aplicaciones 
del calculo. 

■ Movimiento curvilineo Empecemos con un ejemplo. El movimiento de una particula a lo 
largo de una curva, en contraste con una linea recta, se denomina movimiento curvilineo. Si 
supone que una pelota de golf golpea sobre el suelo en forma perfectamente recta (sin efecto de 
gancho o de rebanada) y que su trayectoria permanece en un piano de coordenadas, entonces su 
movimiento esta gobernado por el hecho de que su aceleracion en las direcciones x y y satisface 

a x = 0, ay = -g, (1) 

donde g es la aceleracion debida a la gravedad y a x = d 2 x/dt 2 , a y = d 2 y/dt 2 . En t = 0 tomamos 
x = 0, y = 0, y las componentes x y y de la velocidad inicial v 0 son 

v 0 cos9 0 y u o sen0 o , (2) 


respectivamente. Vea la FIGURA 10.2.1. A1 tomar dos antiderivadas de cada ecuacion en (1), vemos 
de las condiciones iniciales de (2) que las coordenadas x y y de la pelota de golf en el tiempo t 


> "0 . . £: y) 

\ ^ sen d 0 

estan dadas por 

\ H- - 

1 , 

x = (u 0 cos e 0 )t, y = -X gt + (u o sen0 o )f, 

(3) 

v 0 COS 9q 

. 

z 



FIGURA 10.2.1 iTiro ! donde 6 0 es el angulo de lanzamiento, u 0 es la velocidad inicial y g = 32 pies/s 2 . Estas ecuacio¬ 

nes, las cuales dan la posicion de la pelota de golf en el piano de coordenadas en el tiempo t, se 
llaman ecuaciones parametricas. La tercera variable t en (3) se denomina parametro y esta res- 
tringido a cierto intervalo /; en este caso, I se define mediante 0 < f < L, donde t = 0 produce 
el origen (0, 0) y t=T es el tiempo en el que la pelota golpea el suelo. 

La idea en (3), esto es, representar a x y y en un par ordenado (x, y) mediante funciones de 
una tercera variable t, se usa para definir una curva. 
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Definicion 10.2.1 Curva plana 

Si / y g son funciones continuas definidas sobre un intervalo comun I, entonces x = fit ), 
y = gif) se llaman ecuaciones parametricas y t recibe el nombre de parametro. El con- 
junto C de pares ordenados (fit), g(t)) cuando t varia sobre I se denomina una curva plana. 


Es una practica comun referirse al conjunto de ecuaciones x =f(t), y = g(t ), para t en I, como 
una parametrizacion de C. De aqui en adelante, haremos referencia a una curva plana C 
como una curva parametrica o como una curva parametrizada. La grafica de una curva para¬ 
metrica C es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el piano de coordenadas correspondientes 
al par ordenado (fit), g(t)). Por simplicidad, no se establecera la distincion entre una curva para¬ 
metrica y una grafica de una curva. 


EJEMPLO 1 


Curva parametrica 


Grafique la curva C que tiene las ecuaciones parametricas 

x = t 2 , y = t 3 , -1 < t < 2. 


Solucion Como se indica en la tabla siguiente, para cualquier eleccion de t en el intervalo 
[— 1, 2], se obtiene un solo par ordenado (x, y). Al conectar los puntos con una curva, obtenemos 
la grafica de la FIGURA 10.2.2. 


t 

-l 

1 

2 

0 

1 

2 

1 

3 

2 

2 

X 

l 

1 

4 

0 

1 

4 

1 

9 

4 

4 

y 

-l 

1 

8 

0 

1 

8 

1 

27 

8 

2 


En el ejemplo 1, si piensa en terminos de movimiento y en t como el tiempo, entonces cuan¬ 
do t aumenta de —1 a 2, un punto P definido como ( t 2 , t 3 ) empieza desde (1, —1), avanza hacia 
arriba en la rama inferior de la curva hacia el origen (0, 0), pasa a la rama superior y finalmen- 
te se detiene en (4, 8). En general, un parametro t no necesita tener relacion con el tiempo. 
Cuando se grafican puntos correspondientes a valores crecientes del parametro, se traza una 
curva C mediante if it), git)) en una cierta direccion indicada por las flechas sobre la curva en la 
figura 10.2.2. La direccion se denomina la orientacion de la curva C. 

Cuando el intervalo I sobre el cual/y g se definen es un intervalo cerrado [ a , b], afirmamos 
que ifia), gia)) es el punto inicial de la curva C y que ifib), gib)) es su punto final. En el ejem¬ 
plo 1, (1, —1) y (4, 8) son los puntos inicial y final de C, respectivamente. Si el punto final es el 
mismo que el punto inicial, esto es, 

ifia), gia)) = ifib), gib)), 

entonces C es una curva cerrada. Si C es cerrada pero no se cruza a si misma, entonces se deno¬ 
mina curva cerrada simple. En la FIGURA 10.2.3, Ay B representan los puntos inicial y final, res¬ 
pectivamente. 

El siguiente ejemplo ilustra una curva cerrada simple. 


EJEMPLO 2 


Una parametrizacion de un circulo 


Encuentre una parametrizacion del circulo x 2 + y 2 = a 2 . 


Solucion El circulo tiene centro en el origen y radio a > 0. Si t representa el angulo central, 
esto es, un angulo con vertice en el origen y lado inicial que coincide con el eje x positivo, enton¬ 
ces como se muestra en la FIGURA 10.2.4 las ecuaciones 


x = a cos t, y = a sen t, 0 < t < 2 tt (4) 

proporcionan cada punto P sobre el circulo. Por ejemplo, en t = tv 12 obtenemos x = 0 y y = a, 
en otras palabras, el punto es (0, a). El punto inicial corresponde a t = 0 y es {a, 0); el punto final 
corresponde a t = 2 tt y es tambien (a, 0). Puesto que los puntos inicial y final son los mismos, 



FIGURA 10.2.2 Curva del 
ejemplo 1 



b) Curva simple cerrada 


A = B 



c ) Cerrada pero no simple 
FIGURA 10.2.3 Algunas curvas 
planas 


y it = 7r/2 



FIGURA 10.2.4 Circulo del 
ejemplo 2 
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Una curva C puede tener 
muchas parametrizaciones 
diferentes. 


esto demuestra lo que es evidente: la curva C definida por las ecuaciones parametricas (4) es una 
curva cerrada. Advierta la orientacion de C en la figura 10.2.4; cuando t aumenta de 0 a 2i r, el 
punto P(x , y) traza C en una direccion contraria a la de las manecillas del reloj. ■ 

En el ejemplo 2, el semitirculo superior x 2 + y 2 = a 2 , 0 < y < a, se define parametrica- 
mente restringiendo el parametro t al intervalo [0, 7r], 

x — a cos t, y = a sen t, 0 < t < 77. 

Observe que cuando t = 77, el punto final es ahora (— a , 0). Por otro lado, si desea describir dos 
revoluciones completas en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del circulo, 
de nuevo modifica el intervalo del parametro al escribir 

x = a cos t, y — a sen t, 0 < f < 477. 


■ Eliminaciondel parametro Dado un conjunto de ecuaciones parametricas, algunas veces se 
desea eliminar o despejar el parametro para obtener una ecuacion rectangular de la curva. Para eli- 
minar el parametro en (4), simplemente se elevan al cuadrado x y y y se suman las dos ecuaciones: 

x 2 + y 2 = a 2 cos 2 t + a 2 sen 2 t implica que x 2 + y 2 = a 2 
puesto que sen 2 t + cos 2 t = 1. No hay una manera unica de eliminar el parametro. 


EJEMPLO 3 


Eliminacion del parametro 


a ) De la primera ecuacion en (3) tenemos t = x/(v 0 cos Q 0 ). Al sustituir esto en la segunda 
ecuacion da 


y = 


g 


2(u 0 cos 6 0 ) 2 


-* 2 + 


(tan0 o )v. 


Puesto que v 0 , 0 o y g son constantes, la ultima ecuacion tiene la forma y = ax 2 + bx y 
por ello la trayectoria de cualquier proyectil lanzado a un angulo 0 < 6 0 < 77/2 es un 
arco parabolico. 

b ) En el ejemplo 1 es posible eliminar el parametro de x = t 2 , y = t 3 resuelve la segunda 
ecuacion para t en terminos de y y despues al sustituir la primera ecuacion encontramos 
que 


t = y 1//3 y por tanto v = (y ^ 3 ) 2 = y 2 / 3 . 


La curva que se muestra en la figura 10 . 2.2 es solo una porcion de la grafica x = y 2 ^ 3 . Para 
— 1 < t < 2 se tiene de manera correspondiente — 1 < y < 8. De tal modo, una ecuacion 
rectangular para la curva en el ejemplo 1 esta dada por x = y 2//3 , — 1 < y < 8. ■ 


Una curva C puede tener mas de una parametrizacion. Por ejemplo, una parametrizacion 
alterna del circulo en el ejemplo 2 es 

► x = a cos 2 1, y = a sen 2 1, 0 < t < 77 . 

Advierta que el intervalo del parametro ahora es [0, 77 ]. Vemos que conforme t aumenta de 0 a 
77 , el nuevo angulo 2 1 aumenta de 0 a 277. 


EJEMPLO 4 


Parametrizaciones alternas 


Considere la curva C que tiene las ecuaciones parametricas x = t,y = 2 1 2 , —00 < t < 00 . Es 
posible eliminar el parametro si utilizamos t = x y sustituimos en y = It 2 . Esto produce la ecua¬ 
cion rectangular y = 2x 2 , la cual reconocemos como una parabola. Ademas, puesto que 
— 00 < t < 00 es equivalente a — 00 < x < 00 , el punto (f, 2 1 2 ) traza la parabola completa 
y = 2x 2 , —oo<x< 00 . 

Una parametrizacion alterna de C esta dada por x = f 3 /4, y = r 6 /8, —oo<t<oo. 
Empleamos t 3 = 4x y sustituimos en y = t 6 /8 o y = (t 3 • t 3 )/ 8 produce y = (4x) 2 /8 = 2x 2 . 
Ademas, —00 < t < 00 implica —00 < t 3 < ooy por ello — 00 < x < 00 . ■ 


Advierta en el ejemplo 4 que un punto sobre C no necesita corresponder con el mismo valor 
del parametro en cada conjunto de ecuaciones parametricas de C. Por ejemplo, (1, 2) se obtuvo 
para t = 1 en x = t,y = 21 2 , pero t = produce (1, 2) en x = t 3 / 4, y = t 6 /8 . 
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EJEMPLO 5 


Repaso del ejemplo 4 


Es necesario tener cuidado cuando se trabaja con ecuaciones parametricas. A1 eliminar el para- 
metro en x = t 2 ,y = 21 4 , — oo < t < oo, pareceria que se produce la misma parabola y = 2x 2 
como en el ejemplo 4. Sin embargo, este no es el caso porque para cualquier valor de t, t 2 > 0 
y por ello v > 0. En otras palabras, el ultimo conjunto de ecuaciones solo es una representacion 
parametrica de la rama del lado derecho de la parabola, esto es, y = 2x 2 , 0 < x < oo. ■ 


Eliminacion del parametro 


EJEMPLO 6 


Considere la curva C definida parametricamente por 

v = sen /, y = cos 2 1, 0 < t < 7t/2. 


Elimine el parametro y obtenga una ecuacion rectangular para C. 

Solucion A1 utilizar la formula del angulo doble cos 2 1 = cos 2 1 — sen 2 1, es posible escribir 

y = cos 2 t — sen 2 t 
= (1 - sen 2 r) - sen 2 t 
= 1 — 2sen 2 t sustituir sen t = x 

= 1 - 2x 2 . 


En este caso la curva C descrita por las ecuaciones parametricas no consiste en la parabola com- 
pleta, esto es, y = 1 - 2x 2 , -oo < x < oo. Vea la FIGURA 10.2.5a). Para 0 < t < 7r/2 tenemos 
0 ^ sen ^ < 1 y — 1 < cos 2^1. Esto significa que C es solo aquella porcion de la parabola para 
la cual las coordenadas de un punto P(x, y ) satisfacen 1 y — 1 l.La curva C, 

junto con su orientacion, aparecen en la figura 10.2.5 b). Una ecuacion rectangular para C es 
y = 1 — 2x 2 con el dominio restringido 0 < v < 1. ■ 

■ Intersecciones con los ejes Podemos obtener las intersecciones con los ejes de una curva C 
sin determinar su ecuacion rectangular. Por ejemplo, en el ejemplo 6 encontramos que la inter- 
seccion con el eje x determina el valor de t en el intervalo parametrico para el cual y = 0. La 
ecuacion cos 2t = 0 produce 2 1 = 7 t/2 , por lo que t = ir/4. El punto correspondiente en el cual 
C cruza al eje x es (V2, 0). De manera similar, la interseccion de C con el eje y la encontramos 
al resolver v = 0 para t. De sen t = 0 concluimos de inmediato que t = 0 y por eso la interseccion 
con el eje y es (0, 1). 

■ Aplicaciones de ecuaciones parametricas Las curvas cicloidales fueron un tema popular de 
estudio para los matematicos en el siglo xvii. Suponga que un punto P(x, y), marcado sobre un 
circulo de radio a , esta en el origen cuando su diametro yace a lo largo del eje y. Conforme 
el circulo rueda a lo largo del eje x, el punto P traza una curva C que recibe el nombre de cicloi- 
de. Vea la FIGURA 10.2.6. 



a) Circulo que rueda sobre el eje x 



FIGURA 10.2.6 Cicloide 

Dos problemas fueron estudiados ampliamente en el siglo xvii. Considere un alambre fle¬ 
xible (sin friccion) fijo a los puntos Ay By a una cuenta libre de deslizarse por el alambre empe- 
zando en P. Vea la FIGURA 10.2.7. ^Existe una forma particular del alambre de manera que, inde- 
pendientemente de donde empiece la cuenta, el tiempo para deslizarse por el alambre hasta B 
sera el mismo? Ademas, ^cual seria la forma del alambre de manera que la cuenta se deslice de 
P a B en el tiempo mas corto? El asi llamado tautocrono (mismo tiempo) y braquistocrono 
(tiempo minimo) se presentaron como el medio arco invertido de una cicloide. 


4| Debe proceder con cuidado para 
eliminar el parametro. 



/ \ 

i i 

b) x = sen t,y = cos 2 1, 

0 < f < tt/2 

FIGURA 10.2.5 Curva C del 
ejemplo 6 



FIGURA 10.2.7 Cuenta deslizante 
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FIGURA 10.2.8 En el ejemplo 7, 
el angulo 0 es el parametro del 
cicloide 


z 



X 


FIGURA 10.2.9 Helice 
circular 



FIGURA 10.2.10 Helicoide 
circular 



El ADN es una doble helice 



EJEMPLO 7 


Parametrizacion de una cicloide 


Encuentre una parametrizacion de la cicloide que se muestra en la figura 10.2.6 b). 


Solucion Un circulo de radio a cuyo diametro inicialmente yace a lo largo del eje y rueda a lo 
largo del eje x sin deslizamiento. Tomamos como parametro el angulo 6 (en radianes), a traves 
del cual ha rotado el circulo. El punto P(x, y) empieza en el origen, lo cual corresponde a 6 = 0. 
Conforme rueda el circulo a lo largo de un angulo 6, su distancia desde el origen es el arco 
PE = OE = aO. De la FIGURA 10.2.8 vemos entonces que la coordenada a de P es 

x = OE — QE = aO — a sen 0. 


Ahora se advierte que la coordenada y de P es 

y = CE — CD = a — a cos 6. 


En consecuencia, las ecuaciones parametricas para la cicloide son 


x — aO — a sen#, y = a — a cos#. 

Como se ilustra en la figura 10.2.6a), un arco de una cicloide es generado por una rotacion del 
circulo y corresponde a un intervalo parametrico 0 < # < 277. ■ 


■ Parametrizacion de curvas rectangulares Una curva C descrita por una funcion continua 
y = fix) tambien se parametriza dejando x = t. Las ecuaciones parametricas para C son entonces 

x = t, y = fit). (5) 

Por ejemplo, un ciclo de la grafica de la funcion seno y = sen x se parametriza mediante x = t, 
y = sen t, 0 < t < 2tt. 

■ Curvas suaves Una curva C, dada parametricamente por 

x = fit), y = git), a < t < b, 

se dice que es suave si/' y g' son continuas sobre [a, b] y no simultaneamente cero sobre (a, b). 
Se dice que una curva C es suave por secciones si el intervalo [a, b] puede dividirse en subin- 
tervalos tales que C es suave sobre cada subintervalo. Las curvas en los ejemplos 2, 3 y 6 son 
suaves; las curvas en los ejemplos 1 y 7 son suaves por secciones. 


d_ 

de 


NOTAS DESDE EL AULA 


Esta seccion se enfoca en curvas planas, curvas C definidas parametricamente en dos dimen- 
siones. En el estudio del calculo de multiples variables vera curvas y superficies en tres di- 
mensiones que se definen mediante ecuaciones parametricas. Por ejemplo, una curva espacial 
C consiste en un conjunto de tripletes ordenados if it), git), hit)), dond cf g y h se definen sobre 
un intervalo comun. Las ecuaciones parametricas para C son x = fit), y = git), z = hf). Por 
ejemplo, la helice circular de la FIGURA 10.2.9 es una curva espacial cuyas ecuaciones parame¬ 
tricas son 


x = a cos t, y = a cos t, z = bt, t> 0. (6) 

Las superficies en tres dimensiones se representan mediante un conjunto de ecuaciones parame¬ 
tricas que involucran a dos parametros, a = fiu, v), y = giu, v), z = hiu, v). Por ejemplo, el 
helicoide circular que se muestra en la FIGURA 10.2.10 surge del estudio de superficies minimas y 
esta definido por el conjunto de ecuaciones parametricas similar al correspondiente a (6): 

x = ucosv, y = u senu, z — bv, 

donde b es una constante. El helicoide circular tiene una helice circular como su frontera. El 
lector podria reconocer al helicoide como el modelo para el alabe curvado rotatorio en maqui- 
narias tales como excavadoras para hoyos de postes, taladros de hielo y maquinas quitanieve. 


Antena helicoide 
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Ejercicios 10.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-31. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, complete la tabla para un conjunto 
dado de ecuaciones parametricas. 

1. x = 2t + 1, y = t 1 + t 



En los problemas 3-10, grafique la curva que tiene el conjun¬ 
to indicado de ecuaciones parametricas. 

3. x = t — 1, y — 2t — 1; — 1 < r < 5 

4. x = 3t, y = t 2 — 1; — 2 < t < 3 

5. x = Vf, y = 5 — t; t > 0 

6. x = 3 + 2 sen t, y = 4 4- sen f; —7r/2 < f < it 12 

7. x = 4 cos f, y = 4 senf; — 7 t/ 2 < f < 7r/2 

8. x = t 3 + 1, y = f 2 — 1; —2 < f < 2 

9. x = e\y = e 3t \ 0 < f < In 2 

10. x — —U, y = f > 0 

En los problemas 11-16, elimine los parametros del conjunto 
dado de ecuaciones parametricas y obtenga una ecuacion rec¬ 
tangular que tenga la misma grafica. 

11 . x = t 2 , y = t 4 + 31 2 — 1 

12. x — t’ + f + 4, y — ~2t > — 2t 

13. x = —cos2 t,y = senf; —7r/4 < f < 7r/4 

14. x = e\y = Inf; t > 0 

15. x = f 3 , y = 3 Inf; f > 0 

16. x = tanf, y = secf; —7 t/ 2 < f < 7 t/2 

En los problemas 17-22, muestre de manera grafica la dife- 
rencia entre las curvas indicadas. 

17. y = x y x = sen t,y = sen f 

18. y = x 2 y x = - Vf, y = f, f > 0 

19. y = ~x 2 - 1 y x = 2f, y = f 2 - 1, -1 < f < 2 

20. y = -x 2 y x = e\y = -e 2t , f > 0 

21. x 2 — y 2 = 1 y x = coshf, y = senhf 

22. y = 2x - 2 y x = f 2 - 1, y = 2f 2 - 4 


En los problemas 23-26, muestre de manera grafica las dife- 
rencias entre las curvas indicadas. Suponga a > 0, b > 0. 

23. x = a cos t,y = a sen f, 0 < f < it 

x = a sen t,y = a cos f, 0 < f < it 

24. x = a cos f, y = b sen t, a > b, tt < f < 2 t7 

x = a sen t,y = b cos f, a > b, tt < f < 2 t7 

25. x = a cost, y = a sen f, — tt/2 < f < 7r/2 

x = a cos 2f, y = a sen 2f, —7t/ 2 < f < 7 t/2 

26. x = acos^y = a sen0 < f < 77 



En los problemas 27 y 28, grafique la curva que tiene las 
ecuaciones parametricas indicadas. 

27. x = 1 + 2 coshf, y = 2 + 3 senhf 

28. x = — 3 + 3 cos f, y = 5 + 5senf 

En los problemas 29-34, determine si el conjunto dado de 
ecuaciones parametricas tiene la misma grafica que la ecua¬ 
cion rectangular xy = 1. 

29. x = 2f \ y y = 2t+\ 30. x = t 1/2 , y = T 1/2 

31. x = cosf, y = secf 

32. x = t 2 + l,y = (t 2 + 1) _1 

33. x = e~ 2t , y = e 2t 34. x = t’.y = f -3 

= Aplicaciones 

35. Como se muestra en la FIGURA 10.2.11, un embolo esta 
unido por medio de una varilla de longitud L a un meca- 
nismo de manivela circular de radio r. Parametrice las 
coordenadas del punto P en terminos del angulo cf). 



FIGURA 10.2.11 Mecanismo de manivela del problema 35 

36. Un punto Q traza una trayectoria circular de radio r y un 
punto P se mueve de la manera que se indica en la FIGURA 
10.2.12. Si R es constante, encuentre ecuaciones parametri¬ 
cas de la trayectoria trazada por P. Esta curva recibe el 
nombre de epitrocoide. (Aquellos que sepan sobre auto- 
moviles podrfan reconocer la curva trazada por P como la 
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forma del rotor albergado en el motor rotatorio o de 
Wankel.) 



FIGURA 10.2.12 Epitrocoide del problema 36 

37. Un carrete circular de hilo enrollado tiene su centro en el 
origen. El radio del carrete es a. El extremo del hilo P, 
empezando en ( a , 0), se desenrolla mientras el hilo se 
mantiene tirante. Vea la FIGURA 10.2.13. Encuentre ecuacio- 
nes parametricas de la trayectoria seguida por el punto P 
si el hilo PR es tangente al carrete circular en R. La curva 
se denomina involuta de un circulo. 



FIGURA 10.2.13 Involuta de un circulo en el problema 37 

38. Imagine un pequeno circulo de radio a que rueda sobre el 
interior de un circulo mas grande de radio b > a. Un 
punto P del circulo mas pequeno genera una curva llama- 
da hipocicloide. Recurra a la FIGURA 10.2.14 para mostrar 
que las ecuaciones parametricas de una hipocicloide son 

x = (b — a)cos9 4- a cos ^ — 6 

y = (b — a)sen9 — a sen- - —0. 



FIGURA 10.2.14 Hipocicloide del problema 38 

39. a) Emplee las ecuaciones del problema 38 para demos- 
trar que las ecuaciones parametricas de una hipoci¬ 
cloide de cuatro cuspides son 

x = bcos 3 0, y = bser?9. 

b) Mediante la herramienta de graficacion obtenga la 
grafica de la curva en el inciso a) 

c) Elimine el parametro y obtenga una ecuacion rectan¬ 
gular para la hipocicloide de cuatro cuspides. 


40. Emplee la FIGURA 10.2.15 para mostrar que las ecuaciones 
parametricas de una epicicloide estan dadas por 

x = (a + b)cos6 — acos a + ^ 9 
y = (a + b)senO — a sen * 2 + — 0. 



FIGURA 10.2.15 Epicicloide del problema 40 

41. a) Emplee las ecuaciones del problema 40 para mostrar 

que las ecuaciones parametricas de una epicicloide de 
tres cuspides son 

x = 4acos9 — acos49,y = 4asen0 — <2 sen 40. 

b) Mediante un aparato para graficacion obtenga la gra¬ 
fica de la curva del inciso a). 

42. Un clasico matematico 

a) Considere un circulo de radio a , que es tangente al eje 
x en el origen O. Sea B un punto sobre una linea hori¬ 
zontal que pasa por (0, 2d) y considere que el segmen- 
to de recta OB corta al circulo en el punto A. Como se 
muestra en la FIGURA 10.2.16, la proyeccion de AB sobre 
la vertical produce el segmento de recta BP. Encuen¬ 
tre ecuaciones parametricas de la trayectoria trazada 
por el punto P cuando A varia alrededor del circulo. 
La curva recibe el nombre de Bruja de Agnesi. No, 
la curva no tiene nada que ver con brujas ni duendes. 
Esta curva, llamada versoria , que es el termino en 
latin para un tipo de cuerda, se incluyo en un texto de 
geometrfa analitica escrito en 1748 por la matemati- 
ca italiana Maria Gaetana Agnesi (1718-1799). Este 
texto tuvo tanta popularidad que rapidamente se tra- 
dujo al ingles. El traductor confundio versoria con 
la palabra italiana versiera , que significa duende fe- 
menino. En ingles, duende femenino se convirtio en 
bruja. 

b) En el inciso a) elimine el parametro y demuestre que 
la curva tiene la ecuacion rectangular 

y = 8a 3 / (x 2 + 4a 2 ). 

y 


o 

FIGURA 10.2.16 Bruja de Agnesi del problema 42 
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= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 43-48, emplee una calculadora o un SAC para 
obtener la grafica del conjunto dado de ecuaciones parametricas. 

43. x = 4 sen 2t, y = 2 sen t\ 0 < t < 277 

44. x = 6 cos 3 t,y = 4sen2r; 0 < t < 2ir 

45. x = 6cos4 t,y = 4sen t\ 0 < t < 277 

46. x = cos t + £sen£, y = sen t — tcost, 0 < t < 3tt 

47. jc = t 3 - At + 1, y = t 4 - -5 < t < 5 

48. x = t 5 - t + 1, y = t 3 + 2t - 1; -3 < t < 6 

= Piense en ello 

49. Demuestre que las ecuaciones parametricas para una 
linea que pasa por (x l9 yf) y (x 2 , y 2 ) son 

X = xi + (x 2 - x^f, y = yi + (y 2 ~ y\)U < t < oo. 
^Que representan estas ecuaciones cuando 0 < £ < 1? 

50. a) Use el resultado del problema 49 para encontrar las 

ecuaciones parametricas de la recta que pasa por 
(-2, 5) y (4, 8). 

b) Elimine el parametro del inciso a ) para obtener una 
ecuacion rectangular de la recta. 

c) Encuentre las ecuaciones parametricas del segmento 
de recta con (—2, 5) como el punto inicial y (4, 8) 
como el punto final. 

51. Una esquiadora salta por una rampa sobre una pendiente 
y sale despedida horizontalmente por el aire con una velo- 
cidad inicial de 75 pies/s. Como se muestra en la FIGURA 
10.2.17, la pendiente cae a partir de la horizontal a un angu- 
lo de 33°. Emplee las ecuaciones en (3) para determinar 
cuan abajo en la pendiente aterrizara la esquiadora. [Suge- 
rencia : Observe que los ejes x y y en la figura 10.2.1 estan 
en la posicion estandar (a la derecha y hacia arriba, res- 
pectivamente). En la figura 10.2.17 suponga que el origen 
es el punto donde la esquiadora sale despedida en el aire.] 



FIGURA 10.2.17 Esquiadora en el problema 51 


= Proyectos 

52. Curva de la mariposa La grafica del conjunto de 
ecuaciones parametricas 

x = sen^e cos? - 2cos4f + sen 5 ^-^, 
y = cos t[e co ^ — 2 cos 4 1 + sen 5 ^^ 


se dice que es una curva de mariposa. La FIGURA 10.2.18 
consta de siete porciones coloreadas de la curva corres- 
pondiente a diferentes intervalos del parametro. Expe- 
rimente con un SAC para determinar estos intervalos del 
parametro. Emplee el SAC para generar mas porciones 
coloreadas y despues combine todas las curvas colorea¬ 
das en un conjunto de ejes de coordenadas. 



FIGURA 10.2.18 Curva de mariposa del problema 52 

53. La curva en la figura 10.2.18 es una de las dos curvas 
conocidas como una curva de mariposa. Escriba un breve 
informe que analice ambos tipos de curvas. 

54. Curvas de Bezier La mayoria de las aplicaciones de 
graficacion por computadora trazan ecuaciones parame¬ 
tricas ademas de graficas de funciones. Todas las calcu- 
ladoras graficas pueden trazar ecuaciones parametricas 
calculando de manera repetida un punto sobre la curva y 
despues graficandolo. En este proyecto se introducen algu- 
nas curvas parametricas especiales llamadas curvas de 
Bezier, las cuales son comunes en el diseno asistido por 
computadora (CAD, por sus siglas en ingles), en progra- 
mas de dibujo por computadora y en representaciones ma- 
tematicas de diferentes fuentes para muchas impresoras 
laser. Una curva de Bezier cubica se especifica mediante 
cuatro puntos de control en el piano, por ejemplo, 

A)(A), qo), Pi(pi, qi), Piipi, qi) y ^)- 

La curva empieza en el primer punto para el valor t = 0, 
termina en el ultimo punto para t = 1, y de manera apro- 
ximada “apunta hacia” los puntos medios de los valores 
del parametro entre 0 y 1. Los artistas e ingenieros de 
diseno pueden mover los puntos de control para ajustar 
las ubicaciones finales y la forma de la curva parametri- 
ca. La curva de Bezier cubica para estos cuatro puntos de 
control tiene las siguientes ecuaciones parametricas: 

X = Po( 1 - t ) 3 + 3/^(1 - tft + 3/j 2 ( 1 - t)t 2 + p 3 t 3 
y = <?o(l “ tf + 3qi(l - tft + 3q 2 (l ~ t)t 2 + q 3 t 3 , 
donde 0 < t < 1. Varias curvas de Bezier pueden conec- 
tarse por pedazos de manera continua haciendo que el 
ultimo punto de control sobre una curva sea el primer 
punto de control sobre la curva siguiente. De manera 
equivalente, es posible construir las ecuaciones parame¬ 
tricas por secciones. Por ejemplo, la pieza siguiente pue- 
de representarse por medio de 

x = /7 3 (2 — if + 3/7 4 (2 — tf(t — 1) 

+ 3£> 5 (2 - t)(t - l) 2 + p 6 (t - l) 3 

y = <13(2 - tf + 3q 4 (2 - tf(t - 1) 

+ 3^(2 — t)(t — l) 2 + q 6 (t — l) 3 , 
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donde 1 < t < 2. 

En a)-f ), use un aparato para graficacion para obte- 
ner la grafica de la curva de Bezier continua por seccio- 
nes asociada con los puntos de control dados. 

a) P 0 ( 5, 1), P x (1, 30), P 2 (50, 28), P 3 (55, 5) 

Z>) P 0 (32, 1), PK85, 25), P 2 (l, 30), P 3 (40, 3) 

c) P 0 ( 10, 5), PK16, 4), P 2 (25, 28), P 3 (30, 30), 

P 4 (18, 1), P 5 (40, 18), P 6 (16, 20) 

d) P 0 (55, 50), Pi(45, 40), P 2 (38, 20), P 3 (50, 20), 

P 4 (60, 20), P 5 (63, 35), P 6 (45, 32) 

e) P 0 (30, 30), P x { 40, 5), P 2 (12, 12), P 3 (45, 10), 

P 4 (58, 10), P 5 (66, 31), P 6 (25, 30) 

/) P 0 (48, 20), PK20, 15), P 2 (20, 50), P 3 (48, 45), 

P 4 (28, 47), P 5 (28, 18), P 6 (48, 20), 

P 7 (48, 36), P 8 (52, 32), P 9 (40, 32) 

En g)-z) experimente con las ubicaciones de los pun¬ 
tos de control para obtener curvas de Bezier continuas 
por secciones aproximando la forma u objeto indicados. 


Proporcione los puntos de control finales que eligio y 

dibuje la curva parametrica resultante. 

g) Historicamente la letra “S” ha sido una de las mas 
dificiles de representar matematicamente. Use dos o 
tres pedazos de curva de Bezier para dibujar una letra 
“S” en algun estilo de fuente simple. 

h) La seccion transversal larga de un huevo no se aseme- 
ja mucho a una elipse debido a que un extremo es mas 
puntiagudo que el otro. Utilice varios pedazos de cur¬ 
va de Bezier para representar una aproximacion de la 
forma de un huevo. 

i) Proporcione una curva aproximando la forma de la letra 
e, utilizando tan pocas piezas como sea posible. 

Termine este proyecto con la redaccion de un breve 
informe que analice las curvas de Bezier lineal, cua- 
dratica y de grado zz-esimo. Incluya un analisis acer- 
ca de la historia antigua de las curvas de Bezier; por 
ejemplo, ^cual fue la aportacion de Pierre Bezier? 


10.3 Calculo y ecuaciones parametricas 

■ Introduce ion A1 igual que con las graficas de funciones y = fix), podemos obtener informa- 
cion util acerca de una curva C definida parametricamente al examinar la derivada dy/dx. 

■ Pendiente Sean x = f{t) y y = git) las ecuaciones parametricas de una curva suave C. La 

pendiente de la recta tangente en un punto P(x, y) sobre C esta dada por dy/dx. Para calcular 

esta derivada, se usa la forma de la derivada dada en (3) de la seccion 3.1: 

dy Ay 

— = lfm —. 

dx Ai^oAx 

Para un incremento A t, los incrementos en x y y son, respectivamente, 

Ax = f(t + Af) - f(t) y Ay = g(t + Af) - g(t) 

Ay g(f + AQ - g(t) 

„ Ay Af Af 

yporell ° n = -E; = w±MIm- 

M 4 1 

Por tanto, 

dy = Km Ay = jimAy/Af = 
dx a^oAx lirn^Ax/At dx/dt 

cuando el limite del denominador no es cero. La forma parametrica de la derivada se resume en 
el siguiente teorema. 


Teorema 10.3.1 Pendiente de una recta tangente 

Si x = fit), y = git) define una curva suave C, entonces la pendiente de una recta tangente 
en un punto P(x, y) sobre C es 

dy = dy/dt = g'(t) 
dx dx/dt fit )’ 

siempre que/'(7) ¥= 0. 
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EJEMPLO 1 


Encuentre una ecuacion de una recta tangente a la curva x = t 2 — 4t — 2, y = r — 4t 3 — 1 en el 
punto correspondiente a t = 1. 

Solucion Primero determinamos la pendiente dy/dx de la recta tangente. Puesto que 


dx - . 

-T = 2t - 4 
dt 


^ = 5r 4 - 12f 2 
dt 


se deduce de (1) que 


dy = dy/dt- = 5 f 4 - 12f 2 

dx dx/dt 2t - 4 


De tal modo, en t = 1 tenemos 


dy 

dx 


t= 1 


-7 

-2 


A1 sustituir ^ = 1 de nuevo en las ecuaciones parametricas originales, encontramos que el punto 
de tangencia es (—5, —4). En consecuencia, una ecuacion de la recta tangente en ese punto es 


7 - (-4) = ^(x ~ (-5)) 


7 


27 


y = 2 X + Y' 


Con la ayuda de un SAC se obtiene la curva dada en la FIGURA 10.3.1 . ■ 

■ Tangentes horizontal y vertical En un punto (.x, y) sobre una curva C en el cual dy/dt = 0 y 
dx/dt ± 0, la recta tangente es necesariamente horizontal debido a que dy/dx = 0 en ese punto. 
Por otro lado, en un punto en el cual dx/dt = 0 y dy/dt ± 0, la recta tangente es vertical. Cuando 
tanto dy/dt como dx/dt/ son cero en un punto, no se puede extraer una conclusion inmediata 
acerca de la recta tangente. 


1- 



X 1 \ 






FIGURA 10.3.1 Curva del 
ejemplo 1 


EJEMPLO 2 


Grafica de una curva parametrica 


Grafique la curva que tiene ecuaciones parametricas x 


— *2 


4, y 


= t 3 


3 1. 


Solucion Intersecciones con el eje x\ y = 0 implica t{t 2 — 3) = 0 en 1 = 0, t = — V3, y 
t = V3. 

Intersecciones con el eje y: x = 0 implica que t 2 — 4 = 0 en t = — 2 y t = 2. 

dy 9 dy 7 

Tangentes horizontales : — = 3^ — 3;-^ = 0 implica que 3 {t — 1) = 0 en t = — 1 y t = 1. 

Advierta que dx/dt ^Oen£ = — \y t = 1. 

dx dx 

Tangentes verticales : — = 2t; — = 0 implica 2t = 0 y t = 0. Advierta que dy/dt ¥= 0 en t = 0. 

Los puntos (x, y) sobre la curva correspondientes a estos valores del parametro se resumen 
en la tabla siguiente: 


t 

-2 

— V3 

-1 

0 

1 

V3 

2 

X 

0 

-1 

-3 

-4 

-3 

-1 

0 

y 

—2 

0 

2 

0 

-2 

0 

2 


En la tabla observamos que: las intersecciones con el eje x son (—1, 0) y (—4, 0), las interseccio¬ 
nes con el eje y son (0, —2) y (0, 2), los puntos de tangencia horizontal son (—3, 2) y (—3, —2), el 
punto de tangencia vertical es (—4, 0). Una curva graficada a traves de estos puntos, consistente 
con la orientacion y la informacion de la tangente, se ilustra en la FIGURA 10.3.2. ■ 



FIGURA 10.3.2 Curva del 
ejemplo 2 


La grafica de una funcion diferenciable y = f(x) puede tener solo una recta tangente en un 
punto sobre su grafica. En contraste, puesto que una curva C definida parametricamente quiza 
no sea la grafica de una funcion, es posible que una curva de este tipo pueda tener mas de una 
recta tangente en un punto. 
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FIGURA 10.3.3 Rectas tangentes 
del ejemplo 3 


Dos rectas tangentes en un punto 


EJEMPLO 3 


En la tabla del ejemplo 2 se observo que para t = — V3 y t = V3 obtenemos un solo punto 
(—1, 0). Como puede ver en la figura 10.3.2, esto quiere decir que la curva se interseca a si misma 
en (—1, 0). En este caso, de v = t 2 — 4, y = t 3 — 3t obtenemos 

dy = 3 t 2 - 3 
dx 


It 


dy 

dx 


= —V3 


t=~V3 


dy 

dx 


f=V3 


= V3. 


Por consiguiente, concluimos que hay dos rectas tangentes en (—1, 0): 

y=~V. 3(x + 1) y y=V3(x + 1). 


Vea la FIGURA 10.3.3. 


I Derivadas de orden superior Es posible encontrar derivadas de orden superior exactamente 
de la misma manera que dy/dx. Suponga que (1) se escribe como 


d_ = d( )/dt 
dx dx/dt 


Si y r = dy/dx es una funcion diferenciable de t , se deduce de (2) al sustituir () por y' que 

<fy = d_, = d y'/ dt 

dx 2 dx V dx/dt ' 


(3) 


De manera similar, si y" = d 2 y/dx 2 es una funcion diferenciable de t , entonces la tercera deri- 
vada es 


yy = d_ ,, = d y"/dt 

dx 3 dx' dx/dt ’ 


y asi sucesivamente. 


EJEMPLO 4 


Tercera derivada 


Determine d 3 y/dx 3 para la curva dada por x = At + 6, y = t 2 + t — 2. 


Solucion Para calcular la tercera derivada, primero debemos determinar la primera y segunda 
derivadas. De (2) la primera derivada es 

dy_ = dy/dt = 21 + 1 = , 

dx dx/dt 4 ' 


Despues utilizando (3) y (4) obtenemos la segunda y tercera derivadas: 

d 2 y = dyyh = \ = j. = „ 
dx 2 dx/dt 4 8 


dr/y_ = dy"/d/ _ o _ Q 
dx 3 dx/dt 4 

La inspeccion del ejemplo 4 muestra que la curva tiene una tangente horizontal en t = 
o (4, —|). Ademas, puesto que d 2 y/dx 2 > 0 para todo t , la grafica de la curva es concava hacia 
arriba en cualquier punto. Verifique lo anterior graficando la curva. 


■ Longitud de una curva En la seccion 6.5 nos fue posible determinar la longitud L de la gra¬ 
fica de una funcion suave y = f(x) mediante una integral definida. Ahora podemos generalizar 
el resultado dado en (3) de esa seccion a curvas definidas parametricamente. 
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■ Construccion de una integral Suponga que x = fit), y = g(t), a < t < b, son las ecuaciones 
parametricas de una curva suave C que no se interseca a si misma en a < t < b. Si P es una 
partition de [ a , /?] dada por los numeros 

a = t 0 < t x < t 2 < • • • < 4-i < t n = b, 

entonces, como se muestra en la FIGURA 10.3.4, parece ser razonable que C pueda aproximarse 
mediante una trayectoria poligonal a traves de los puntos Q k ifit k ), g(t k )), k = 0, 1, . . ., n. A1 
denotar la longitud del segmento de recta a traves de Q k -\ y Q k mediante L k escribimos la lon- 
gitud aproximada de C como 

n 

24, (5) 

k= 1 

donde 4 = V[/(4) -/(4-i)] 2 + U(4) - s(4-i)] 2 - 

Ahora bien, puesto que/y g tienen derivadas continuas, el teorema del valor medio (vea seccion 
4.4) afirma que existen numeros u* y v * en el intervalo (4_ b 4) tales que 

/(4) - /(4-i) = /W)(4 - 4-i) = /K*)A4 (6) 

y g(4) - g(4-i) = g'(v*)(t k - 4 - 1 ) = sK)A4. (7) 

A1 emplear (6) y (7) en (5) y simplificar obtenemos 

24= 2 V[/'( M ?)] 2 + [g'K)] 2 A4- (8) 

fc=l A:=l 

A1 tomar ||P|| —> 0 en (8), obtenemos una formula para la longitud de una curva suave. Advierta 
que el limite de la suma en (8) no es la definicion usual de una integral definida, puesto que tra- 
bajamos con dos numeros (u* y v*) mas que con uno en el intervalo (4_ 1? 4). No obstante, pode- 
mos hacer una demostracion rigurosa de que la formula dada en el teorema siguiente resulta de 
(8) si tomamos \\P\\ —>0. 


Teorema 10.3.2 Longitud de arco 


Six = f(t) y y = git), a < t < b, define a una curva suave C que no se interseca a si misma 
en a < t < b, entonces la longitud L de C es 


L = 


~b 

V[/'(o] 2 + [g\m 2 at = 


J a 



(9) 


Ademas, (9) tambien puede obtenerse utilizando (1). Si la curva definida por x =fit), y = git), 
a < t < b, tambien puede representarse mediante una funcion explicita y = Fix), x 0 < x < x 1? 
entonces mediante el cambio de variables de integracion y utilizando fia) = x 0 , gib) = x h (3) de 
la seccion 6.5 se convierte en 

l= (V 1+ (f ) 2jx =(V 1+ {]M] 8 ' (t)dt= j^t/v)] 2 + ig'(t)i 2 dt. 


Longitud de una curva 


EJEMPLO 5 


Determine la longitud de la curva dada por x = At, y = t 2 , 0 < t < 2. 
Solucion: Puesto que/'(0 — 4 y g'it) = 21, (9) produce 

L = [ Vl6 + 4 7dt = 2 f V4 + 7dt. 


Con la sustitucion trigonometrica t = 2 tan 6, la ultima integral se vuelve 


L = 8 


77/4 


sec 3 0d0. 


Q k (m, g (t k )) 



FIGURA 10.3.4 Aproximacion de la 
longitud de C (azul) mediante 
la longitud de una trayectoria 
poligonal (rojo) 


'0 
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La integracion por partes conduce a (vea el ejemplo 5, seccion 7.3) 


L = 


4sec0tan0 + 41n|sec0 + tan0| 


77/4 

0 


4V2 + 41n(V2 + l) « 9.1823. ■ 


Ejercicios 10.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-32. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre la pendiente de la recta tangen- 
te en el punto correspondiente al valor indicado del parametro. 

1. x = t 3 — t 2 , y = t 2 + 5t; t = — 1 

2. x = 4/t, y = 2t 3 — t + 1; t = 2 

3. x = VV 2 + 1, y = t 4 ; t = a/3 

4. x = e 2t , y — e~ 4t ; t = ln2 

5. x = cos 2 0, y = sen 0; 0 = it/6 

6. x = 20 — 2sen0, y = 2 — 2cos0; 0 — tt/4 

En los problemas 7 y 8, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente a la curva dada en el punto correspondiente al valor 
indicado del parametro. 

7. v = t 3 + 3t, y = 6t 2 + 1; t = — 1 

8. x = It + 4, y = t 2 + lr it; t = 1 

En los problemas 9 y 10, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente a la curva dada en el punto indicado. 

9. x = t 2 + t,y = t 2 \ (2, 4) 

10. x = t 4 — 9, y = t 4 — t 2 \ (0, 6) 

11. ^Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva dada 
por x = 4 sen 2t, y = 2 cos t, 0 < t < 27r, en el punto 
(2V3, l)? 

12. Una curva C tiene ecuaciones parametricas x = t 2 , 
y = t 3 + 1. ^En que punto sobre C esta la recta tangente 
dada por y + 3x - 5 = 0? 

13. Una curva C tiene ecuaciones parametricas x = 2t — 5, 
y = £ 2 — At + 3. Encuentre una ecuacion de la recta tan¬ 
gente a C que es paralela a la recta y = 3x + 1. 

14. Verifique que la curva dada por, x = — 2/77 + cos 0, 
y = —20/77 + sen0, —77 < 6 < 77 , se interseca a si misma. 
Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes en el punto 
de interseccion. 

En los problemas 15-18, determine los puntos sobre la curva 
dada en los cuales la recta tangente es horizontal o vertical. 
Grafique la curva. 

15. x = t 3 - t, y = t 2 16. x = ^t 3 + 1, y = t 2 — 2t 

17. x — t — 1, y = t 3 — 3t 2 

18. x = senf, y — cos3r, 0 < t < 277 

En los problemas 19-22, encuentre dy/dx , d 2 y/dx 2 y d 3 y/dx 3 . 

19. x = 3 1 2 , y = 6 1 3 20. x = cos t, y = sen t 

21. x = e-\ y = e 2, + e 3t 22. x = ^t 2 + t,y = - t 


23. Emplee d 2 y/dx 2 para determinar los intervalos del para¬ 
metro para el cual la curva del problema 16 es concava 
hacia arriba y los intervalos para los cuales resulta conca¬ 
va hacia abajo. 

24. Emplee d 2 y/dx 2 para determinar si la curva dada por 
x = 2t + 5, y = 2t 3 + 6t 2 + At tiene algun punto de 
inflexion. 

En los problemas 25-30, encuentre la longitud de la curva 

dada. 

25. x = |f 3 + 2, y = 4t 3 + 6; 0 < t < 2 

26. x = y = ^r 2 ; 0 < r < V3 

27. x = e* sen t, y = cos t; 0 < t < 77 

28. Un arco de la cicloide: 

x = a(6 — sen 0), y = 1 — cos0); 0 < 0 < 277 

29. Un arco de la hipocicloide de cuatro cuspides: 

x = Z?cos 3 0, y = b sen 3 0; 0 < 0 < 77/2 

30. Un arco de la epicicloide de tres cuspides: 

x = 4acos0 — acos40, y = AasenO — asen40,O < 0 < 2tt/2 

= Problemas con calculadora/SAC 

31. Considere la curva x = t 2 - At - 2, y = t 5 - At 3 - 1 en el 
ejemplo 1. 

a ) Emplee una calculadora para determinar una aproxi- 
macion de la coordenada y de la interseccion con el 
eje y que se muestra en la figura 10.3.1. 

b) Emplee el metodo de Newton para aproximar las coor¬ 
denadas x de las tres intersecciones con el eje x que se 
ilustran en la figura 10.3.1. 

= Piense en ello 

32. Sea C una curva descrita por y = /(x), donde F es una 
funcion no negativa continua sobre x x < x < x 2 . De- 
muestre que si C esta dada parametricamente por 
x = f(t\ y = g(t ), a < t ^ b, /' y g continuas, enton- 
ces el area bajo la grafica de C es J^g(t)f(t)dt. 

33. Recurra al problema 32 para demostrar que el area bajo 
un arco de la cicloide en la figura 10.2.60) es tres veces 
el area del circulo. 
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10.4 Sistema de coordenadas polares 

■ Introduce ion Hasta ahora hemos utilizado el sistema de coordenadas rectangular o car- 
tesiano para especificar un punto P o describir una curva C en el piano. Podemos considerar este 
sistema como una reticula de lineas horizontales y verticales. Las coordenadas ( a , b) de un punto 
P estan determinadas por la interseccion de dos rectas: una recta x = ae s perpendicular a la recta 
de referenda horizontal llamada el eje x, y la otra y = b es perpendicular a la recta de referen¬ 
da vertical llamada el eje y. Vea la FIGURA 10.4.1 a). Otro sistema para localizar puntos en el piano 
es el sistema de coordenadas polares. 



a) Sistema de coordenadas rectangular b) Sistema de coordenadas polares 

FIGURA 10.4.1 Comparacion de coordenadas rectangulares y polares de un punto P 



c ) Coordenadas polares de P 


■ Coordenadas polares Para establecer un sistema de coordenadas polares empleamos un 
sistema de circulos centrados en un punto O, denominado polo, y lineas rectas o rayos que ema- 
nen de O. Tomamos como eje de referenda una media linea horizontal dirigida hacia la derecha 
del polo, a la cual se le nombra eje polar. Para especificar una distancia r dirigida (con signo) 
desde O y un angulo 6 cuyo lado inicial es el eje polar y cuyo lado final es el rayo OP , se iden- 
tifica el punto P mediante (r, 6). Se dice que el par ordenado (r, 6) son las coordenadas pola¬ 
res de P. Vea las figuras 10.4. lb) y 10.4.1c). 

Si bien la medida del angulo 6 puede ser en grados o radianes, en calculo se usa casi exclu- 
sivamente la medida de radianes. En consecuencia, aqui se usara solo esta ultima. 

En el sistema de coordenadas polares se adoptan las siguientes convenciones. 


Definicion 10.4.1 Convenciones en coordenadas polares 

i ) Los angulos 6 > 0 se miden en el sentido contrario al de las manecillas del reloj a partir del 
eje polar, en tanto que los angulos 6 < 0 se miden en el sentido de las manecillas del reloj. 

ii) Para graficar un punto (—r, 6 ), donde — r < 0, se miden \r\ unidades a lo largo del rayo 
0 + 77 . 

Hi) Las coordenadas del polo O son (0, 0), donde 0 es cualquier angulo. 






EJEMPLO 1 


Graficacion de puntos polares 


Grafique los puntos cuyas coordenadas polares se indican. 


a) (4,77/6) b) (2, -77/4) c) (-3,377/4) 


Solucion 

a) Mida 4 unidades a lo largo del rayo 77/6 como se muestra en la FIGURA 10.4.2a). 

b) Mida 2 unidades a lo largo del rayo — 77 / 4 . Vea la figura 10.4. 2b). 

c) Mida 3 unidades a lo largo del rayo 377/4 + 77 = 777/4. De manera equivalente, pue- 

den medirse tres unidades a lo largo del rayo 377/4 extendidas hacia atras a traves del 
polo. Advierta con cuidado en la figura 10.4.2c) que el punto (—3, 377/4) no esta en el 
mismo cuadrante que el lado final del angulo dado. ■ 


b) 



FIGURA 10.4.2 Punto en 
coordenadas polares 
del ejemplo 1 
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En contraste con un sistema de coordenadas rectangulares, la descripcion de un punto en 
coordenadas polares no es unica. Lo anterior es una consecuencia inmediata del hecho de que 

(r, #) y (r, # + 2mr ), n un entero, 

son equivalentes. Para complicar mas el problema pueden utilizarse valores negativos de r. 


EJEMPLO 2 


Puntos polares equivalentes 


Las siguientes coordenadas son algunas representaciones alternas del punto (2, tt/6): 


(2, 137t/6), (2, — 11tt/6), (—2, 777 / 6 ), (-2,-5tt/6). ■ 



FIGURA 10.4.3 Relacion entre 
coordenadas polares y 
rectangulares 


■ Conversion de coordenadas polares en rectangulares A1 sobreponer un sistema de coorde¬ 
nadas rectangulares sobre un sistema de coordenadas polares, como se muestra en la FIGURA 10.4.3, 
podemos convertir la descripcion polar de un punto en coordenadas rectangulares utilizando 

x — r cos #, y = r sen 0. ( 1 ) 

Estas formulas de conversion son validas para cualesquiera valores de r y 6 en una representa- 
cion polar equivalente de (r, 6). 


Polar a rectangular 


EJEMPLO 3 


Convierta las coordenadas polares (2, tt/6) en coordenadas rectangulares. 
Solucion Con r = 2, 0 = 77 / 6 , tenemos de (1) 

x = 2cos-^- = 2^-^-^ = V3 
y = 2senf =20=1- 

De tal modo, (2, tt/6) es equivalente a (V3, l) en coordenadas rectangulares. 


■ Conversion de coordenadas rectangulares en polares Debe ser evidente de la figura 10.4.3 
que x, y, r y # tambien estan relacionadas por medio de 

r 2 = x 2 + y 2 , tan# = ( 2 ) 

Las ecuaciones en (2) se usan para convertir las coordenadas rectangulares (x, y) en coordena¬ 
das polares (r, #). 


y. 


3tt 


(- 1 , 1 ) 



4 


- >~x 

eje 

polar 


FIGURA 10.4.4 Punto en el 
ejemplo 4 


EJEMPLO 4 


Rectangular a polar 


Convierta las coordenadas rectangulares (—1, 1) en coordenadas polares. 


Solucion Con x = —l,y= 1, tenemos de (2) 

r 2 = 2 y tan# = — 1. 

Ahora, r 2 — 2 o r = ± V2, y dos de los muchos angulos que satisfacen tan # = —1 son 377/4 y 
777/4. En la FIGURA 10.4.4 advertimos que dos representaciones polares de (—1, 1) son 

(V2,377/4) y (-V2,777/4). ■ 

En el ejemplo 4, advierta que no es posible solo aparear cualquier angulo # y cualquier valor 
r que satisfaga (2); estas soluciones tambien deben ser consistentes con (1). Como los puntos 
(—V2, 377/4) y (V2, 777 / 4 ) yacen en el cuarto cuadrante, no son representaciones polares del 
punto (—1, 1) del segundo cuadrante. 

Hay casos en el calculo en que una ecuacion rectangular debe expresarse como una ecua- 
cion polar r = /(#). El siguiente ejemplo ilustra como hacerlo utilizando las formulas de conver¬ 
sion en (1). 
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EJEMPLO 5 


Ecuacion rectangular en ecuacion polar 


Encuentre la ecuacion polar que tiene la misma grafica que el circulo x 2 + y 2 = 8x. 


Solucion A1 sustituir x = r cos #, y = r sen # en la ecuacion dada encontramos que 
r 2 cos 2 0 + r 2 sen 2 # = 8rcos# 
r 2 (cos 2 # + sen 2 #) = 8rcos# <-cos 2 0 + sen 2 0 = 1 
r(r — 8 cos#) — 0. 


La ultima ecuacion implica que r = 0 o r = 8 cos #. Puesto que r = 0 determina solo el polo O , 
concluimos que la ecuacion polar del circulo es r = 8 cos #. Advierta que el circulo x 2 + y 2 = 8x 
pasa por el origen puesto que * = 0 y y = 0 satisfacen la ecuacion. En cuanto a la ecuacion polar 
r= 8 cos # del circulo, el origen o polo corresponde a las coordenadas polares (0, tt/2). ■ 


EJEMPLO 6 


Ecuacion rectangular en ecuacion polar 


Encuentre la ecuacion polar que tiene la misma grafica que la parabola x 2 = 8(2 — y). 


Solucion Se sustituyen x y y en la ecuacion indicada por x = r cos 0,y = r sen# y se resuelve 
para r en terminos de #: 

r 2 cos 2 # = 8(2 - rsen#) 
r 2 (l — sen 2 #) = 16 — 8rsen# 

r 2 = r 2 sen 2 # — 8rsen# + 16 ho es un cuadrado perfecto 

r 2 = (rsen# — 4) 2 
r = ±(rsen # — 4). 


A1 resolver para r se producen dos ecuaciones, 

r 1 + sen# ° r 1 - sen#’ 

Se recuerda al lector que, por la convencion ii) de la definicion 10.4.1, (r, #) y (—r, # + tt) re- 
presentan este mismo punto. El lector debe verificar que si (r, #) se sustituye por (—r, # + tt) en 
la segunda de estas dos ecuaciones obtendra la primera ecuacion. En otras palabras, las ecuacio¬ 
nes son equivalentes y por ello simplemente es posible considerar la ecuacion polar de la para¬ 
bola como r = 4/(1 + sen#). ■ 


En el ultimo ejemplo expresamos una ecuacion polar r = /(#) como una ecuacion rectangu¬ 
lar utilizando (1) y (2). 


EJEMPLO 7 


Ecuacion polar en ecuacion rectangular 


Encuentre una ecuacion rectangular que tenga la misma grafica que la ecuacion polar 
r 2 = 9 cos 2#. 

Solucion Primero, empleamos la identidad trigonometrica para el coseno de un angulo doble: 


r 2 = 9(cos 2 # - sen 2 #). 


cos 29 = cos 6 - sen 0 

,2 _ 2 , 2 


( 3 ) 


Ahora de (1) escribimos cos 6 = x/ry sen 6 = y/r, y de (2) tenemos r 2 = x 1 + y . Por tanto, 


2 n A 

COS # = —r = 


r 2 x 2 + y 2 


sen 2 # — —~r — 


y 


x 2 + y 2 


Al sustituir r 2 , cos 2 # y sen 2 # en (3) se produce 


x 2 + y 2 = 9 


x 2 + y 2 x 2 + y 2 


(x 2 + y 2 ) 2 = 9(x 2 - y 2 ). 


La siguiente seccion se dedicara a graficar ecuaciones polares. 
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Ejercicios 10.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-32. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, grafique el punto con las coordenadas 
polares indicadas. 

1.(3, 77) 2. (2, -77/2) 3. (4,77/2) 

4. (-1,77/6) 5. (-4,-77/6) 6.(1,777/4) 

En los problemas 7 a 12, encuentre coordenadas polares alter- 
nas que satisfagan 

a) r > 0, 6 < 0 b) r > 0, 6 > 2tt 

c) r < 0, 6 > 0 d) r < 0, 6 < 0 

para cada punto con las coordenadas polares indicadas. 

7. (2, 377/4) 8. (5,77/2) 9. (4,77/3) 

10. (3,77/4) 11. (1,77/6) 12. (3,777/6) 


En los problemas 13-18, determine las coordenadas rectangu- 
lares de cada punto con las coordenadas polares indicadas. 

13. 0,277/3) 14. (-1,777/4) 15. (-6,-77/3) 

16. (V2, II 77 / 6 ) 17. (4,577/4) 18. (-5,77/2) 

En los problemas 19-24, determine las coordenadas polares 
que satisfagan 

a) r > 0, 77 < # < 77 b) r < 0, —tt < 6 < tt 

para cada punto con las coordenadas rectangulares indicadas. 
19. (-2,-2) 20. (0,-4) 21. (1,-V3) 

22. (V6, V2) 23. (7, 0) 24. (1,2) 


En los problemas 25-30, dibuje la region sobre el piano que 
consiste en los puntos (r, #) cuyas coordenadas polares satis- 
facen las condiciones indicadas. 

25. 2 < r < 4, 0 < # < 77 

26. 2 < r < 4 

27. 0 < r < 2, 7 t/2 < 0 < tt/2 

28. r > 0, 7t/4 < 6 < 37r/4 


29. -1 < r< 1,0 < # < 77/2 

30. —2 < r < 4, 77/3 < # < 77 


En los problemas 31-40, encuentre una ecuacion polar que 
tenga la misma grafica que la ecuacion rectangular dada. 


31. y = 5 

33. y = lx 

35. / = -4x + 4 

37. x 2 + y 2 = 36 

39. x 2 + / + x = Vx 2 + 


32. x + 1 = 0 

34. 3x + 8y + 6 = 0 
36. x 2 - 12y - 36 = 0 
38. x 2 - y 2 = 1 
y 2 40. x 3 + y 3 - xy = 0 


En los problemas 41-52, encuentre una ecuacion rectangular 
que tenga la misma grafica que la ecuacion polar dada. 


41. r = 2 sec 6 
43. r = 6 sen 26 
45. r 2 = 4 sen 26 
47. r + 5sen0 = 0 

r 1 + 3cos0 

51. r =--- 

3cos0 + 8sen0 

= Piense en ello 


42. rcosO = —4 
44. 2r = tan# 

46. r 2 cos2# = 16 
48. r = 2 + cos# 

50. r(4 - sen#) = 10 
52. r = 3 + 3 sec# 


53. ^Como expresaria la distancia d entre dos puntos (r,, 0 X ) 
Y ( r 2 > ^ 2 ) en terminos de sus coordenadas polares? 

54. Usted sabe como encontrar la ecuacion rectangular de 
una recta que pasa por dos puntos con coordenadas rec¬ 
tangulares. ^Como encontraria una ecuacion polar de una 
recta que pasa por dos puntos con coordenadas polares 
( r i> 0i) y (r 2 > 02)? Aplique sus ideas encontrando una 
ecuacion polar de la recta que pasa por (3, 377/4) y (1, 
77 / 4 ). Determine las coordenadas polares de las intersec- 
ciones de la recta con los ejes x y y. 

55. En coordenadas rectangulares las intersecciones con el 
eje x de la grafica de una funcion y = /(x) se determinan 
a partir de las soluciones de la ecuacion/(x) = 0. En la 
siguiente seccion se graficaran las ecuaciones polares 
r = /(0). ^Cual es la importancia de las soluciones de la 
ecuacion/(#) = 0? 


10.5 Graficas de ecuaciones polares 

■ Introduccion La grafica de una ecuacion polar r = /(#) es el conjunto de puntos P con al 
menos un conjunto de coordenadas polares que satisfacen la ecuacion. Puesto que lo mas proba¬ 
ble es que su salon de clases no tenga una rejilla de coordenadas polares, para facilitar la grafi- 
cacion y discusion de graficas de una ecuacion polar r = /(#), se sobrepondra, como en la sec¬ 
cion anterior, un sistema de coordenadas rectangulares sobre el sistema de coordenadas polares. 
Se iniciara con algunas graficas polares simples. 


EJEMPLO 1 


Un circulo centrado en el origen 


Grafique r = 3. 
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Solucion Puesto que 6 no se especifica, el punto (3, 6) yace sobre la grafica de r = 3 para cual- 
quier valor de 6 y se encuentra a 3 unidades del origen. Observamos en la FIGURA 10.5.1 que la gra¬ 
fica es el circulo de radio 3 centrado en el origen. 

Ademas, sabemos de (2) de la seccion 10.4 que r = ± Vx 2 + y 2 , por lo que r = 3 produce 
la familiar ecuacion rectangular v 2 + y 1 = 3 2 de un circulo de radio 3 centrado en el origen. ■ 

■ Circulos centrados en el origen En general, si a es cualquier constante distinta de cero, la 
grafica polar de 

r = a (1) 

es un circulo de radio \a\ con radio en el origen. 


EJEMPLO 2 


Una recta que pasa por el origen 


Grafique 6 = it/ 4. 


Solucion Puesto que r no se especifica, el punto (r, tt/4) yace sobre la grafica para cualquier 
valor de r. Si r > 0, entonces este punto se encuentra sobre la media recta en el primer cuadran- 
te; si r < 0, entonces el punto esta sobre la media recta en el tercer cuadrante. Para r = 0, el punto 
(0, 7t/4) es el polo u origen. Por tanto, la grafica polar de 6 = tt/4 es la recta completa que pasa 
por el origen y forma un angulo de tt/4 con el eje polar o eje x positivo. Yea la FIGURA 10.5.2. ■ 


■ Rectas que pasan por el origen En general, si a es cualquier constante real distinta de cero, 
la grafica polar de 

6 = a (2) 

es una recta que pasa por el origen y forma un angulo de a radianes con el eje polar. 


EJEMPLO 3 


Una espiral 


Grafique r = 6. 


Solucion Cuando 6 > 0, r aumenta y los puntos (r, 6) se enrollan alrededor del polo de una 
manera opuesta al giro de las manecillas del reloj. Esto se ilustra mediante la porcion azul de la 
grafica en la FIGURA 10.5.3. La porcion roja de la grafica se obtuvo al graficar puntos para 6 < 0. 


77 

~2 



2 

FIGURA 10.5.3 Grafica de la ecuacion del ejemplo 3 ■ 


■ Espirales Muchas graficas en coordenadas polares reciben nombres especiales. La grafica en 
el ejemplo 3 es un caso especial de 

r = ad, (3) 

donde a es una constante. Una grafica de esta ecuacion se denomina espiral de Arquimedes. 
Una ecuacion polar de la forma 

r = ae be (4) 

recibe el nombre de espiral logantmica. La curva que describe el caparazon de multiples cama- 
ras de un nautilo es un ejemplo de una espiral logantmica. Vea los problemas 31 y 32 en los ejer- 
cicios 10.5. 



FIGURA 10.5.1 Circulo del 
ejemplo 1 



FIGURA 10.5.2 Recta en el 
ejemplo 2 



Mitad del caparazon de un 
nautilo de camaras multiples 
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Simetrias de un copo de nieve 


Ademas del trazado de puntos basico, muchas veces puede recurrirse a la simetria para gra- 
ficar una ecuacion polar. 

■ Simetria Como se ilustra en la FIGURA 10.5.4, una grafica polar puede tener tres tipos de sime¬ 
tria. Una grafica polar es simetrica con respecto al eje y si siempre que (r, 9) es un punto sobre 



a) Simetria con respecto b ) Simetria con respecto 

al eje y al eje x 

FIGURA 10.5.4 Simetrias de una grafica polar 



al origen 


la grafica, (r, tt — 6) es tambien un punto sobre la grafica. Una grafica polar es simetrica con 
respecto al eje x si siempre que (r, 6) es un punto de la grafica, (r, —9) tambien es un punto sobre 
la grafica. Por ultimo, una grafica polar es simetrica con respecto al origen si siempre que (r, 9) 
esta sobre la grafica, (—r, 9) tambien es un punto sobre la grafica. 

Se tienen las siguientes pruebas de simetria de una grafica polar. 


Pruebas de simetria de la grafica de una ecuacion polar 

La grafica de una ecuacion polar es simetrica respecto: 

• al eje y si al sustituir (r, 9) por (r, tt — 9) resulta la misma ecuacion; (5) 

• al eje x si al sustituir (r, 9) por (r, —9) resulta la misma ecuacion; (6) 

• al origen si al sustituir (r, 9) por (—r, 9) resulta la misma ecuacion. (7) 


En coordenadas rectangulares 
la descripcion de un punto es 
unica. Por consiguiente, en 
coordenadas rectangulares si 
falla un tipo particular de sime¬ 
tria, entonces es posible decir de 
manera definitiva que la grafica 
no posee esa simetria. 


^ Como la descripcion polar de un punto no es unica, la grafica de una ecuacion polar aun 
debe tener un tipo particular de simetria, incluso cuando es posible que falle la prueba para 
la misma. Por ejemplo, si al sustituir (r, 9) por (r, —9) no se produce la ecuacion polar origi¬ 
nal, la grafica de esa ecuacion debe seguir teniendo simetria con respecto al eje x. Por tanto, si 
una de las pruebas de reemplazo en (5)-(7) no produce la misma ecuacion polar, lo mejor que 
podemos afirmar es “no hay conclusion”. 


EJEMPLO 4 


Graficacion de una ecuacion 


polar 


Grafique r = 1 — cos 9. 


Solucion Una manera de graficar esta ecuacion es incorporar unos cuantos puntos bien esco- 
gidos correspondientes a 0 < 9 < 277. Como lo indica la siguiente tabla, 


e 

0 

7 t /4 

77/2 

377/4 

77 

577/4 

377/2 

777/4 

277 

r 

0 

0.29 

1 

1.71 

2 

1.71 

1 

0.29 

0 


cuando 9 avanza de 9 = 0 a 9 = 7 t/2 , r aumenta desde r = 0 (el origen) hasta r = 1. Vea la FIGU¬ 
RA 10.5.5a). Cuando 9 avanza de0 = 77/2a0 = 77,r continua aumentando desde r = 1 hasta su 
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valor maximo de r = 2. Vea la figura 10.5.5/?). Luego, para 6 = 7r a 0 = 3tt /2, r empieza a dis- 
minuir de r = 2 hasta r= 1. Para 6 = 3tt/2 a 6 = 2tt, r continua disminuyendo y se termina de 
nuevo en el origen r = 0. Vea la figura 10.5.5c) y d). 



a) b ) 

FIGURA 10.5.5 Grafica de la ecuacion del ejemplo 4 




6 = 2tt 


d) 


Aprovechando la simetria podriamos haber graficado simplemente puntos para 0 < 6 < 77. 
A partir de la identidad trigonometrica para la funcion coseno cos( — 6) = cos 6 concluimos 
de (6) que la grafica de r = 1 — cos 6 es simetrica con respecto al eje x. Podemos obtener la gra¬ 
fica completa de r = 1 — cos 0 reflejando en el eje x la parte de la grafica dada en la figura 
10.5.5/?). ■ 

■ Cardioides La ecuacion polar en el ejemplo 4 es un miembro de la familia de ecuaciones que 
en su totalidad tienen una grafica “en forma de corazon” que pasa por el origen. Una grafica de 
cualquier ecuacion polar en la forma 

r = a ± a sen 0 o r = a ± a cos 0 (8) 

recibe el nombre de cardioide. La unica diferencia en la grafica de estas cuatro ecuaciones es su 
simetria con respecto al eje y (r = a ± a sen 6) o con respecto al eje x (r = a ± a cos 6). En la 
FIGURA 10.5.6 supusimos que a > 0. 

Si conocemos la forma y orientacion basica de una cardioide, obtenemos una grafica rapida 
y precisa al graficar los cuatro puntos correspondientes a$ = 0, 6 = tt/2, 0 = tt y 6 = 3 tt/ 2. Las 
graficas de r = a ± a sen 9 son simetricas con respecto al eje y y las graficas de r = a ± a cos 6 
son simetricas con respecto al eje x. 

■ Limacones Las cardioides son casos especiales de curvas polares conocidas como limaco- 

nes: 

r — a ± bscnO o r — a ± bcosO. (9) 

La forma de una limacon depende de las magnitudes de a y /?. Supondremos que a > 0 y b > 0. 
Para 0 < a/b < 1, obtenemos una limacon con un lazo interior como se ilustra en la FIGURA 
10.5.7a). Cuando a = b o equivalentemente a/b= 1 obtenemos una cardioide. Para 1 < a/b < 2, 
encontramos una limacon con un orificio como se muestra en la figura 10.5.7/?). Para a/b > 2, 
la curva se llama limacon convexa. Vea la figura 10.5.7c). 




a) limacon con lazo interior b ) limacon con un orificio c ) limacon convexa 

FIGURA 10.5.7 Tres tipos de limacones: para 0 < a/b < 1 obtenemos a); para 1 < a/b < 2 
obtenemos b)\ para a/b >2 obtenemos c ) 


r = a( 1 +cos 6) 



a) 


r = a(\ — cos 0) 

yi 



b) 


r = a( 1 + sen#) 

yi 



eje 

polar 

c) 

r = a(\ — send) 

yi 



d) 

FIGURA 10.5.6 Cardioides 
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6 3 

FIGURA 10.5.8 Grafica de la 
ecuacion del ejemplo 6 


77 


2 577 

yk 12 1L 



FIGURA 10.5.9 Grafica de la 
ecuacion del ejemplo 7 


EJEMPLO 5 


Una limacon 


La grafica de r = 3 — sen 9 es una limacon convexa, puesto que a = 3, b = l y a/b = 3 > 2. La 
grafica de esta ecuacion es similar a la de la figura 10.5.7c) excepto en que la grafica es simetri- 
ca con respecto al eje y. ■ 


EJEMPLO 6 


Una limacon 


La grafica de r = 1 + 2 cos 9 es una limacon con un lazo interior, ya que a = 1, b = 2 y 
ajb — \ < 1. Para 0 > 0, note en la FIGURA 10.5.8 que la limacon empieza en 6 = 0 o (3, 0). La 
grafica pasa por el eje y en (1, tt/2) y luego entra al origen (r = 0) en el primer angulo 
para el cual r = 0 o 1 + 2 cos 9 = 0 o cos 9 = —Esto implica que 9 = 277/3. En 9 = 77 , la curva 
pasa por (—1, 77 ). El resto de la grafica puede completarse entonces utilizando el hecho de que 
es simetrica con respecto al eje v. ■ 


■ Tang elites a la grafica en el origen En el ejemplo 6, las rectas 9 = Itt/3 y 9 = 4tt/3 que se 
muestran en rojo en la figura 10.5.8, donde la grafica de r = 1 + 2cos 9 entra y sale, respecti- 
vamente, del origen, son en realidad tangentes a la grafica en el origen. En general, si r = 0 para 
9 = 9 0 y dr/d9 ± 0 cuando 9 = 9 0 , entonces la grafica de r =f{9) es tangente a la recta 9 = 9 0 
en el origen. Se demostrara lo anterior en la siguiente seccion. 


EJEMPLO 7 


La curva de la rosa 


Grafique r = 2 cos 2 9. 


Solucion Como 


cos2(7t — 9) = cos2 9 y cos(—2 9) = cos2 9 

concluimos por (5) y (6) de las pruebas de simetrfa que la grafica es simetrica con respecto tanto 
al eje x como al eje y. Un momento de reflexion convencera al lector de que solo se necesita con- 
siderar 0 < 9 < 7t/2. Al emplear los datos de la siguiente tabla, vemos que la porcion punteada 
de la grafica indicada en la FIGURA 10.5.9 es la que se completo por simetria. La grafica recibe el 
nombre de curva de la rosa de cuatro petalos. 


9 

0 

7t/12 

7t/6 

77/4 

77/3 

577/12 

77/2 

r 

2 

V3 

1 

0 

-1 

-V3 

-2 


Advierta de la tabla que r = 0 y dr/d9 = —4 sen 29 A 0 para 9 = tt/4. Por consiguiente, la gra¬ 
fica es tangente a la recta 9 = tt/4 en el origen. ■ 

■ Curvas de las rosas En general, si n es un entero positivo, entonces las graficas de 

r = asenn9 o r — acosn9, n>2 qq) 

se denominan curvas de las rosas, aunque, como puede verse en la FIGURA 10.5.10, la curva se ase- 
meja mas a una margarita. Se advierte que el numero de petalos o lazos de la curva es: 

• n cuando n es impar, y 

• 2 n cuando n es par. 



FIGURA 10.5.10 Curva de la rosa con cinco petalos 
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Para graficar una curva de la rosa es posible iniciar graficando un petalo. En un principio, encon- 
tramos un angulo 9 para el cual r es un maximo. Esto proporciona la recta del centro del petalo. 
Despues determinamos los valores correspondientes de 6 para los cuales la curva de la rosa entra 
al origen (r = 0). Para completar la grafica aprovechamos el hecho de que las rectas del centro de 
los petalos estan espaciadas 2ir/n radianes (360 /n grados) si n es impar, y 2Tr/2n = ir/n radia- 
nes (180/ft grados) si n es par. En la figura 10.5.10 dibujamos la grafica de r = a sen 59, a > 0. 
La recta del centro del petalo en el primer cuadrante se determina a partir de la solucion de 

a = a sen 59 o 1 = sen 59. 


La ultima ecuacion implica que 59 = tt/ 2 o 9 = 77 /10. El espaciamiento entre las rectas del cen¬ 
tro y los cinco petalos es 2i t/5 radianes (72°). Ademas, r = 0, o sen 59 = 0, para 59 = 0 y 59 = tt. 
Puesto que dr/d9 = 5a cos 59 ¥= 0 para 9 = 0 y 9 = tt/5, la grafica del petalo en el primer cua¬ 
drante es tangente a aquellas rectas en el origen. 

En el ejemplo 5 de la seccion 10.4 observamos que la ecuacion polar r = 8 cos 9 es equiva- 
lente a la ecuacion rectangular v 2 + y 2 = 8v. Completando el cuadrado en v en la ecuacion rec¬ 
tangular, reconocemos que 

(jc - 4) 2 + y 2 = 16 

como un circulo de radio 4 centrado en (4, 0) sobre el eje x. Ecuaciones polares tales como 
r = 8 cos 9 o r = 8 sen 9 son circulos y constituyen tambien casos especiales de curvas de las 
rosas. Vea la FIGURA 10.5.11. 

■ Circulos con centros sobre un eje Cuando n = 1 en (10) obtenemos 

r = ascn9 o r = acos9, (11) 

las cuales son ecuaciones polares de circulos que pasan por el origen con diametro \a\ y con cen¬ 
tros (a/2, 0) sobre el eje x (r = a cos 9), o con centro (0, a/2), sobre el eje y (r = a sen 9). La 
FIGURA 10.5.12 ilustra las graficas de las ecuaciones en (11) en los casos en los que a > 0 y a < 0. 



FIGURA 10.5.11 Grafica de la 
ecuacion r = 8 cos# 



a) Centros sobre el eje x b) Centros sobre el eje y 

FIGURA 10.5.12 Circulos que pasan por el origen con centros sobre el eje 


■ Lemniscatas Si n es un entero positivo, las graficas de 

r 2 = acos29 o r 2 = ascn29, (12) 

donde a > 0, se llaman lemniscatas. Por (7) de las pruebas de simetrfa puede advertir que las 
graficas de ambas ecuaciones en (12) son simetricas respecto al origen. Ademas, por (6) de las 
pruebas de simetria, la grafica r 2 = a cos 29 es simetrica respecto al eje x. La FIGURA 10.5.13 mues- 
tra graficas tipicas de las ecuaciones r 2 = a cos 29 y r 2 = a sen 9, respectivamente. 



FIGURA 10.5.13 Lemniscatas 


■ Puntos de interseccion En coordenadas rectangulares es posible encontrar los puntos (x, y) 
donde las graficas de dos funciones y = f(x) y y = g(x) se intersecan al igualar los valores y. Las 
soluciones reales de la ecuacion/(x) = g(x) corresponden a todas las coordenadas x de los pun¬ 
tos donde las graficas se intersecan. En contraste, pueden surgir problemas en coordenadas pola¬ 
res cuando se intenta el mismo metodo para determinar donde se intersecan las graficas de dos 
ecuaciones polares r = f(9) y r = g(9). 
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FIGURA 10.5.14 Cfrculos que se 
intersecan del ejemplo 8 


EJEMPLO 8 


Cfrculos que se intersecan 


En la FIGURA 10.5.14 vemos que los cfrculos r = sen# y r = cos# tienen dos puntos de interseccion. 
A1 igualar los valores r, la ecuacion sen 6 = cos # lleva a # = 7t/4. A1 sustituir este valor en cual- 
quier ecuacion obtenemos r = V2/2. De tal modo, se ha encontrado solo un punto polar indi¬ 
vidual ( V2/2, 7r/4) donde se intersecan las graficas. En la figura es manifiesto que las graficas 
tambien se intersecan en el origen. Pero el problema aquf es que el origen o polo es (0, tt/2) 
sobre la grafica de r = cos #, aunque es (0, 0) sobre la grafica de r = sen #. Esta situacion es ana- 
loga a las curvas que alcanzan el mismo punto en diferentes tiempos. ■ 


■ Rotacion de graficas polares En la seccion 1.2 vimos que si y = fix) es la ecuacion rectangu¬ 
lar de una funcion, entonces las graficas de y = fix — c) y y = fix + c), c > 0, se obtienen des- 
plazando la grafica/horizontalmente c unidades a la derecha y luego a la izquierda, respectivamen- 
te. En contraste, si r = /(#) es una ecuacion polar, entonces las graficas de/(# — y) y /(# + y), 
donde y > 0, pueden obtenerse rotando la grafica de/en una cantidad y. Especfficamente: 

• La grafica de r = /(# — y) es la grafica de r = /(#) rotada en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad y. 

• La grafica de r = /(# + y) es la grafica de r = /(#) rotada en direccion de las maneci¬ 
llas del reloj alrededor del origen en una cantidad y. 

Por ejemplo, la grafica de la cardioide r = ail + cos#) se muestra en la figura 10.5.6a). La gra¬ 
fica de r = a(l + cos (# — tt/2)) es la grafica de r = a(l + cos#) rotada en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad 7r/2. Su grafica debe ser enton¬ 
ces la que se indica en la figura 10.5.6c). Esto tiene sentido, porque la formula de la suma de los 
cosenos produce 


Vea las identidades en (18) de ^ r = a[ 1 + cos(# - tt/2)] = a[ 1 + cos#cos(7t/2) + sen#sen(7r/2)] = a(l + sen#). 

De manera similar, al rotar r = afl + cos#) en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
alrededor del origen en una cantidad 7 t se produce 



FIGURA 10.5.15 Graficas de las 
ecuaciones polares del ejemplo 9 


r = a[ 1 + cos(# — 77)] — a[ 1 + cos# cos 77 + sen# sen 77] = a( 1 — cos#). 

Ahora observe de nuevo la figura 10.5.13. De 

r 2 = a cos 2^# — ^ = a cos ^2# — = a sen 2# 

se ve que la grafica de la lemniscata en la figura 10.5.13#) es la grafica de la figura 10.5.13a) 
rotada en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad 
igual a 77 / 4 . 


Grafica polar rotada 


EJEMPLO 9 


Grafique r = 1 + 2 sen (# + 77/4). 


Solucion La grafica de la ecuacion dada es la grafica de la limacon r = 1 + 2 sen # rotado en 
sentido de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad igual a 77 / 4 . En la FIGU¬ 
RA 10.5.15 la grafica azul es la de r = 1 + 2 sen # y la grafica roja es la grafica rotada. ■ 


d 

— NOTAS DESDE EL AULA 


0 La curva de la rosa de cuatro petalos del ejemplo 7 se obtiene graficando r para valores 
de # que satisfacen 0 < # < 277. Vea la FIGURA 10.5.16. No suponga que esto es cierto para 
toda curva de la rosa. De hecho, la curva de la rosa de cinco petalos analizada en la figu¬ 
ra 10.5.10 se obtiene mediante valores de # que satisfacen 0 < # < 77. En general, una 
curva de la rosa r = a sen nO o r = a cos nO se traza exactamente una vez para 0 ^ ^ 277 
si n es par y una vez para 0 < # < 77 si a es impar. Observaciones como la anterior seran 
importantes en la siguiente seccion. 

ii) El ejemplo 8 ilustra una de varias dificultades frustrantes al trabajar con coordenadas 
polares: 

Un punto puede estar sobre la grafica de una ecuacion polar aun cuando sus coorde¬ 
nadas no satisfagan la ecuacion. 
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Esto es algo que no puede ocurrir en coordenadas rectangulares. Por ejemplo, el lector 
debe verificar que (2, tt/2) es una descripcion polar alterna del punto (—2, 3tt/2). 
Ademas, verifique que (—2, 3tt/2) es un punto sobre la grafica de r = 1 + 3 sen# mos- 
trando que las coordenadas satisfacen la ecuacion. Sin embargo, advierta que las coor¬ 
denadas alternas (2, 7r/2) no satisfacen la ecuacion. 


yk yi yk yk y 



FIGURA 10.5.16 Graficacion de r = 2 cos 29 


Ejercicios 10.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-33. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-30, identifique por nombre la grafica de la 
ecuacion polar dada. Despues trace la grafica de la ecuacion. 


1. 

r = 

6 

2. 

r = 

-1 

3. 

# = 

7t/3 

4. 

# = 

5tt/6 

5. 

r = 

2#, # < 0 

6. 

r = 

3#, # > 0 

7. 

r = 

1 + cos# 

8. 

r = 

5 — 5 sen# 

9. 

r = 

2(1 + sen#) 

10. 

2 r = 

= 1 — cos# 

11. 

r = 

1 - 2cos# 

12. 

r = 

2 + 4 sen# 

13. 

r = 

4 - 3sen# 

14. 

r = 

3 + 2cos# 

15. 

r = 

4 + cos# 

16. 

r = 

4 — 2 sen# 

17. 

r = 

sen 26 

18. 

r = 

3 sen 4# 

19. 

r = 

3 cos 3# 

20. 

r = 

2 sen 3# 

21. 

r = 

cos 5# 

22. 

r = 

2 sen 9# 

23. 

r = 

6 cos# 

24. 

r = 

—2cos# 

25. 

r = 

-3sen# 

26. 

r = 

5 sen# 

27. 

r 2 = 

= 4sen 2# 

28. 

r 2 = 

: 4cos2# 

29. 

r 2 = 

= -25 cos 2# 

30. 

r 2 = 

: -9sen2# 


En los problemas 31 y 32, la grafica de la ecuacion dada es 
una espiral. Dibuje su grafica. 

31. r = 2 d , 6 > 0 (logaritmica) 32. rO = it, 6 > 0 

(hiperbolica) 

En los problemas 33-38, encuentre una ecuacion de la grafica 
polar dada. 




FIGURA 10.5.17 Grafica FIGURA 10.5.18 Grafica 

del problema 33 del problema 34 



FIGURA 10.5.19 Grafica 
del problema 35 

37. yk 


FIGURA 10.5.21 Grafica 
del problema 37 



FIGURA 10.5.20 Grafica 
del problema 36 


38. 



FIGURA 10.5.22 Grafica 
del problema 38 



En los problemas 39-42, encuentre los puntos de interseccion 
de las graficas del par de ecuaciones polares indicadas. 

39. r — 2 40. r = sen# 

r — 4 sen# r = sen 2# 


41. r — 1 — cos# 
r — 1 + cos# 


42. r = 3 - 3cos# 
r = 3cos# 


En los problemas 43 y 44, use el hecho de que r = /(#) y 
—r= /(# + 7r) describen la misma curva como una ayuda 
para determinar los puntos de interseccion del par dado de 
ecuaciones polares. 

43. r = 3 44. r = cos 2# 

r = 6 sen 2# r = 1 + cos# 


= Problemas con calculadora/SAC 

45. Emplee un aparato de graficacion para obtener la grafica 
de la bifolium r = 4 sen# cos 2 # y el circulo r = sen# 
sobre los mismos ejes. Encuentre todos los puntos de 
interseccion de las graficas. 
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46. Emplee un sistema de graficacion para verificar que la 
cardioide r = 1 + cos 0 y la lemniscata r 2 = 4cos0 se 
intersecan en cuatro puntos. Encuentre estos puntos de 
interseccion de las graficas. 

En los problemas 47 y 48, las graficas de las ecuaciones a)-d) 
representan una rotacion de la grafica de la ecuacion dada. 
Intente dibujar estas graficas a mano. Si tiene dificultades, 
entonces recurra a una calculadora o a un SAC. 


47. r — 1 + sen# 

a) r = 1 + sen(0 — tt/2) 

b) r = 1 + sen(0 + tt/2) 

c ) r = 1 + sen(0 — it/6) 

d) r = 1 + sen (0 + tt /4) 

48. r = 2 + 4cos0 

a) r = 2 + 4cos(0 + tt/6) 

b) r = 2 + 4cos(0 - 3 t t/2) 

c ) r = 2 + 4cos(0 + 7 t) 

d) r = 2 + 4cos(0 - 7t/8) 


En los problemas 49-52, utilice una calculadora o un SAC, si 
es necesario, para vincular la grafica dada con la ecuacion 
polar apropiada en a)-d). 


a) r = 2cos—, 


b) r = 2cos 


0 


o < 0 
o < 0 < 


^ 477 
577 


0 


c) r = 2sen— 0 < 6 < 877 

4 

d) r = 2 sen 0 < # < 477 


49. 


50. 



FIGURA 10.5.23 Grafica del 
problema 49 

51. 



FIGURA 10.5.25 Grafica del 
problema 51 



FIGURA 10.5.24 Grafica del 
problema 50 

52. 



FIGURA 10.5.26 Grafica del 
problema 52 


53. Utilice un SAC para obtener graficas de la ecuacion polar 

r = a + cos 6 para a = 0, |, 1, f,. . . , 3. 

54. Identifique todas las curvas en el problema 53. iQu6 ocu- 
rre con las graficas cuando a —» 00 ? 


= Piense en ello 

En los problemas 55-58, identifique las simetrias si el par de 

puntos dados esta sobre la grafica de r = /(#). 

55. (r, #), (-r, 77 - 0) 

56. (r, #), (r, 6 + 77) 

57. (r, #), ( — r, 6 + 277 ) 

58. (r,0),(—r, — 0) 

En los problemas 59 y 60, considere que r = /(#) es una ecua¬ 
cion polar. Interprete geometricamente el resultado dado. 

59. /( —0) = /(#) (funcion par) 

60. /(—0) = —/(0) (funcion impar) 

61. a) ^Cual es la diferencia entre los circulos r = —4 y 

r = 4? 

Z>) ^Cual es la diferencia entre las rectas que pasan por el 
origen 6 = 77/6 y 0 = 777 / 6 ? 

62. Un poco de historia El italiano Galileo Galilei (1564- 
1642) es recordado por su gran numero de descubrimien- 
tos e innovaciones en los campos de la astronomfa y la 
fisica. Con un telescopio reflector de su propio diseno fue 
el primero en descubrir las lunas de Jupiter. Mediante sus 
observaciones del planeta Venus y de las manchas sola- 
res, Galileo a la larga apoyo la controvertida opinion de 
Nicolas Copernico en el sentido de que los planetas giran 
alrededor del Sol. El trabajo empirico de Galileo sobre la 
gravedad antecedio las aportaciones de Isaac Newton. Fue 
el primero en efectuar estudios cientificos para determi- 
nar la aceleracion de la gravedad. A1 medir el tiempo que 
tardan bolas metalicas al rodar hacia abajo en un piano 
inclinado, Galileo pudo calcular la velocidad de cada bola 
y a partir de esas observaciones concluyo que la distan- 
cia s que se mueve una bola se relaciona con el tiempo t 
mediante 5 = \gt 2 , donde g es la aceleracion debida a la 
gravedad. 

Suponga que varias bolas metalicas se sueltan simul- 
taneamente desde un punto comun y que se dejan desli- 
zar hacia abajo por pianos inclinados sin friccion a diver- 
sos angulos, con cada bola acelerandose por la gravedad. 
Vea la FIGURA 10.5.27. Demuestre que en cualquier instante, 
todas las bolas yacen en un circulo comun cuyo punto 
superior mas alto es el punto de liberacion. Galileo pudo 
demostrar esto sin el beneficio de las coordenadas rectan- 
gulares o polares. 


punto de liberacion 



FIGURA 10.5.27 Pianos inclinados del problema 62 
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10.6 Calculo en coordenadas polares 

■ Introduce ion En esta seccion se responde a tres problemas de calculo estandar en el sistema 
de coordenadas polares. 

• ^Cual es la pendiente de una recta tangente a una grafica polar? 

• ^Cual es el area acotada por una grafica polar? 

• ^Cual es la longitud de una grafica polar? 

Iniciamos con el problema de la recta tangente. 

■ Pendiente de una tangente a una grafica polar Sorprende que la pendiente de la recta tan¬ 
gente a la grafica de una ecuacion polar r =/(0) no sea la derivada dr/dO = /'(0). La pendiente 
de una recta tangente sigue siendo dy/dx. Para determinar esta ultima derivada, se emplea 
r =/(0) junto con x = r cos 0, y = r sen 0 para escribir las ecuaciones parametricas de la curva: 

x=f(9)cos9 , y=/(0)sen0. (1) 

Entonces de (1) en la seccion 10.3 y la regia del producto, 

dy dy/d6 /(0) cos 9 4- f (9) sen 9 

dx dx/d9 ~f (9) sen 9 + f (9) cos9' 

Este resultado se resume en el siguiente teorema. 


Teorema 10.6.1 Pendiente de una recta tangente 

Si/es una funcion diferenciable de 9 , entonces la pendiente de la recta tangente a la grafica 
de r = f{9) en un punto (r, 9) sobre la grafica es 

dy dy/d9 f (9) cos 9 + /'(0) sen 9 

dx dx/d9 -/(0)sen0 + f (9) cos 9’ ^ 

siempre que dx/d9 =f= 0. 


La formula (2) en el teorema 10.6.1 se presenta “para registro”; no la memorice. Para encon- 
trar dy/dx en coordenadas polares basta con formar las ecuaciones parametricas v = f{9) cos 0, 
y = f{9) sen 9 y despues se usa la forma parametrica de la derivada. 


EJEMPLO 1 


Determine la pendiente de la recta tangente a la grafica de r = 4 sen 30 en 9 = tt/6. 

Solucion De las ecuaciones parametricas x = 4 sen 30 cos 0, y = 4 sen 30 sen0 encontramos. 
dy dy/d9 4 sen 30 cos 0 + 12 cos 30 sen 0 


dx 


y por ello 


dx/d9 -4sen30sen0 + 12cos30cos0 
= -V3. 


d L 

dx 


0=77/6 


La grafica de la ecuacion, la cual se reconoce como la curva de la rosa con tres petalos, y la recta 
tangente se ilustran en la FIGURA 10.6.1. ■ 


recta tangente 



FIGURA 10.6.1 Recta tangente del 
ejemplo 1 


Ecuacion de la recta tangente 


EJEMPLO 2 


Encuentre una ecuacion rectangular de la recta tangente en el ejemplo 1. 


Solucion En 0 = tt/6 las ecuaciones parametricas x = 4 sen 30 cos0, y = 4 sen 30 sen0 pro- 
ducen, respectivamente, v = 2 V3 y y = 2. Las coordenadas rectangulares del punto de tangen- 
cia son (2 V3, 2). A1 emplear la pendiente que se encontro en el ejemplo 1, la forma punto-pen- 
diente produce una ecuacion de la recta tangente roja que se ilustra en la figura 10.6.1: 

y — 2 = — V3(x - 2V3) o y = - V3x + 8. ■ 


I "O 
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FIGURA 10.6.2 Rectas tangentes 
horizontal y vertical del ejemplo 3 



FIGURA 10.6.3 Area A de la 


seccion circular 


Podemos obtener una ecuacion polar de la recta en el ejemplo 2 al sustituir v y y en la ecua¬ 
cion rectangular por x = r cos #, y = r sen 0 y resolver para r: 

= _ 8 

sen 0 + V3cos 0 


EJEMPLO 3 


Tangentes horizontal y vertical 


Determine los puntos sobre la grafica de r = 3 — 3 sen 0 en los cuales la recta tangente es hori¬ 
zontal y los puntos en los cuales la recta tangente es vertical. 

Solucion Recuerde de la seccion 10.3 que una tangente horizontal ocurre en un punto para el 
cual dy/dO = 0 y dx/dO 0, en tanto que una tangente vertical ocurre en un punto para el cual 
dx/dO = 0 y dy/dO ± 0. Ahora bien, de las ecuaciones parametricas 


obtenemos 


= (3 — 3sen#)cos#, y = (3 — 3sen#)sen# 

dx 

^ = (3 - 3sen#)(-sen#) + cos#(-3cos#) 
du 

= -3 sen# + 3sen 2 # - 3cos 2 # 

= — 3 — 3 sen# + 6 sen 2 # 

= 3(2sen# + l)(sen# - 1), 
dy 

— = (3 — 3sen#)cos# 4- sen#(-3cos#) 

du 


= 3cos#(l - 2sen#). 
De estas derivadas observamos que 


dy (dx \ 77 577 377 


— — q(— ^ Q 

de \do 


en # = y # 


1177 

~6~ m 


De tal modo, hay 

tangentes horizontales en: (|, 77/6), (§, 577/6), (6, 377/2), 
tangentes verticales en: (§, 777/6), (f, II77/6). 

Estos puntos, junto con las rectas tangentes, se muestran en la FIGURA 10.6.2. 


■ Tangentes a la grafica en el origen En la seccion anterior establecimos que, en general, si 
r = 0 y dr/dO = /'(#) ^ 0 cuando # = # 0 , entonces la grafica de r = /(#) es tangente a la recta 
# = #0 en el origen. Este hecho se deduce de (2). Si r = /(#) es una funcion diferenciable de # 
para la cual /(# 0 ) = 0 y/'(#o) ^ entonces en # = # 0 , (2) produce 

dy _ /(#o) cos #0 + /'(# 0 ) sen # 0 _ /'(# 0 ) sen# 0 _ 
dx ~ -/(0 o )sen0 o + cos6 0 ~ f(6 o )cos0 o “ tan °' 

En la ultima expresion se reconoce que tan # 0 es la pendiente de la recta tangente # = # 0 . 

Advierta en el ejemplo 3 que r = 3 — 3 sen# = 0 en # = 77 / 2 . Pero puesto que tanto el nume- 
rador dy/dO como el denominador dx/dO en (2) son 0 en # = 77/2 no podemos concluir algo acer- 
ca de la recta tangente en el origen (0, 77 / 2 ). 


■ Area de una region El problema de determinar el area de una region acotada por graficas 
polares no es tan directo como lo fue en la seccion 6.2. Como veremos en la discusion subse- 
cuente, en lugar de un rectangulo usamos un sector de un circulo, tal como se muestra en la FIGU¬ 
RA 10.6.3. Puesto que el area A de un sector circular es proporcional al angulo central #, medido 
en radianes, y ya que el area del circulo completo es irr 2 , tenemos 


A = # 

77r 2 277 



(3) 
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■ Construed on de una integral Suponga que r = f(0) es una funcion continua no negativa 
sobre el intervalo [a, /3], donde 0 < a < /3 < 2tt. Para encontrar el area A de la region que se 
muestra en la FIGURA 10.6.4a) que esta acotada por la grafica de/y los rayos 0 = a y 0 = /3, se empie- 
za formando una partition P de [a, /3]: 


a = 6> 0 < 6>i < 0 2 < • • • < 0 n = p. 




FIGURA 10.6.4 


a) 


b) 


Area A de una region acotada por una grafica polar y dos rayos 


Si Of denota un punto muestral en el subintervalo &-esimo [0 k ~ h 0 k ], entonces por (3) el area del 
sector circular de radio r k = f(0f) indicado en la figura 10.6.4Z?) es 

A k = \[f{et )} 2 A0 b 


donde A 0 k = 0 k — 0 k - X es su angulo central. A su vez, la suma de Riemann 

Ae k 

k= 1 z 


proporciona una aproximacion a A. El area A esta dada entonces por el limite cuando ||P|| —> 0: 


Teorema 10.6.2 Area en coordenadas polares 

Si r = f(Q) es una funcion continua no negativa sobre [a, /3], entonces el area acotada por 
su grafica y los rayos 0 = a y 0 = (3 estan dados por 


A = 


'0i 

2 um 2 de 



•>a 


(4) 


EJEMPLO 4 


Area acotada por una espiral 


Encuentre el area de la region que esta acotada por la espiral r = 0, 0 > 0, entre los rayos 0 = 0 
y 0 = Itt/A. 


Solucion 


De (4), el area de la region sombreada que se muestra en la FIGURA 10.6.5 es 


A = \ 


777/4 


e 2 de = 

6 


777/4 

0 


343 

384 


77 3 « 27.70. 


EJEMPLO 5 


Area 


acotada por una curva de la rosa 


Encuentre el area de un petalo de la curva de la rosa r = 2 cos 5 0. 


Solucion Como se muestra en la FIGURA 10.6.6, la curva de la rosa tiene cinco petalos. Debido a 
la simetrfa encontraremos el area de la mitad de un petalo y el resultado lo multiplicamos por 2. 
A1 dejar r = 0 y resolver 2cos50 = 0 obtenemos 50 = 7t/2 o 0 = tt/10. En otras palabras, la 


r = e, e >0 



FIGURA 10.6.5 Area del 
ejemplo 4 



FIGURA 10.6.6 La mitad del area 
del ejemplo 5 
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curva entra al origen tangente a la recta 6 = 7r/10. De (4), el area A de la mitad del petalo en la 
figura 10.6.6 es entonces 


Las formulas del angulo mitad: ^ 
cos 2 6 = ^-(1 + cos 26) 

sen 2 # — ^(1 - cos2#) 
seran de utilidad en esta seccion. 


A = 


77/10 


(2 cos 5 efde 


J 0 


= 2 


77/10 


cos 2 5 OdO 


Jo 


= 2 


77/10 


JQ 


—(1 + cos 10#) d6 


6 + —sen 100 

7 T 
10' 


77/10 

0 


El area de un petalo es entonces 2(7 t/ 10) = 77 /5. 


Desde luego, el area de cada petalo en el ejemplo 5 es la misma y por ello el area encerra- 
da por la curva completa de la rosa de cinco petalos es 5(7 t/5 ) = 7 r. 

Una advertencia: cuando trabaje con problemas del tipo que se presento en el ejemplo 5, 
debe tener cuidado con los limites de integracion. No suponga que el area encerrada por la curva 
completa de la rosa de cinco petalos puede obtenerla de (4) integrando sobre el intervalo 
[0, 277 ]. En otras palabras, el area no es ^/ 0 277 (2cos5#) 2 dO. Esto se debe a que la curva comple¬ 
ta se obtiene de 0 < 9 < tt. Yea i) en Notas desde el aula en la seccion 10.5. 


EJEMPLO 6 


Area acotada entre dos graficas 


Encuentre el area de la region que es comun a los interiores de la cardioide r 
limacon r = 2 + cos#. 


2 - 2cos# y la 


Solucion La inspeccion de la FIGURA 10.6.7 muestra que necesitamos dos integrales. Al resolver 
simultaneamente las dos ecuaciones: 

2 - 2cos# = 2 + cos# o cos 6 = 0 

obtenemos 6 = 7t/2, por lo que un punto de interseccion es (2, tt/2). Por simetrfa, concluimos que 


A = 2 


{1 


77/2 


(2 - 2 cos 6? d6 + \ I (2 + cos 6) l d0 


J o 

tt/2 


77/2 


4 | (1 - 2cos 6 + cos 2 #)dO + 

tt/2 ~ 


(4 + 4 cos# + cos 2 0)d0 


77/2 


= 4 


= 4 


1 


~ 77 

1 

1 - 2cos# + —(1 + cos2#) 

d6 + 

- 

77/2 

4 + 4cos# + —(1 + cos2#) 


de 


3 1 

77/2 

"9 1 

—# - 2sen# + —sen2# 

+ 

—# + 4 sen# + —sen 2# 

2 4 

0 

2 4 


_ 77/2 


- 12 « 4.49. 
4 
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■ Area acotada por dos graficas El area A de la region que se muestra en la FIGURA 10.6.8 se 
encuentra sustrayendo areas. Si/y g son continuas sobre [a, /3] y /(0) > g(0) sobre el interva- 
lo, entonces el area acotada por las graficas de r =/(0), r = g(0 ), 0 = ay0 = /3es 

A = \[[mne-\\\gm 2 de. 

4 4 

Escrita como una sola integral, el area esta dada por 

1 

A = 2 ([/W] 2 - [gm 2 )de. (5) 


EJEMPLO 7 


Area acotada por dos graficas 


Encuentre el area de la region en el primer cuadrante que esta fuera del circulo r = 1 y dentro 
de la curva de la rosa r = 2 sen 20. 


Solucion A1 resolver en forma simultanea las dos ecuaciones: 


1 = 2sen20 


sen 20 = ^ 


implica que 20 = tt/6 y 20 = 5tt/6. De este modo, los dos puntos de interseccion en el primer 
cuadrante son (1, 7t/12) y (1, 57t/12). El area en cuestion se muestra en la FIGURA 10.6.9. De (5), 




577/12 

7/12 

577/12 

7/12 

577/12 


[(2sen2 Of - 1 2 ]d0 


[4sen 2 20 - 1 ]d0 


77/12 L 


0 - —sen4 0 


1 - cos40 
2 

577/12 

_ 77/12 


- 1 


77 

= 6 + 


dO 

V3 

4 


0.96. 


■ Longitud de arco para graficas polares Hemos visto que si r = f(0) es la ecuacion de una 
curva C en coordenadas polares, entonces las ecuaciones parametricas de C son 

x =/(0)cos0, y =/(0)sen0, a < 0 < (3. 

Si/tiene una derivada continua, entonces es directo derivar una formula para la longitud de arco 
en coordenadas polares. Puesto que 

% =/'(0)cos0 -f(8)sene, ^ =f(8)sen8 + f(8)cos8, 

el algebra basica indica que 

(!) !+ (l) ! = +[/w]! = + (I) 2 - 

El siguiente resultado se concluye de (9) de la seccion 10.3. 


Teorema 10.6.3 Longitud de una grafica polar 

Sea/una funcion para la cual/' es contini 
L de la grafica r = f(0) sobre el intervalo e 

L= fv 

4 y 

1 a sobre un intervalo [a, /3]. Entonces la longitud 

5S 



d = (3 



eje 

polar 


FIGURA 10.6.8 Area de la region 
acotada entre las dos graficas 



FIGURA 10.6.9 Area del 
ejemplo 7 
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EJEMPLO 8 


Longitud de una cardioide 


Determine la longitud de la cardioide r = 1 + cos# para 0 < # < tt. 



Solucion La grafica de r = 1 + cos # para 0 < # < 7r se ilustra en azul en la FIGURA 10 . 6 . 10 . En 
este caso, dr/dO = — sen #, de modo que 


y 



(1 + 2cos # + cos 2 #) + sen 2 # = 2 + 2cos# 



V2 + 2 cos# — V2 A/l + cos#. 


Por consiguiente, de (6) la longitud de la porcion azul de la grafica en la figura 10.6.10 es: 


L = V2 J Vl + cos# dO. 
Jo 


Para evaluar esta integral empleamos la formula del angulo medio para el coseno en la forma 
cos 2 (#/2) = ^(1 + cos#) o 1 + cos# = 2cos 2 (#/2). La longitud de la grafica para 0 < # < tt 
esta dada por 


# # 
L = 2 | cos — J# = 4 sen — 


= 4 sen— = 4. 
o 2 


Se pide al lector que lea las Notas desde el aula siguientes. 


d 

— NOTAS DESDE EL AULA 


Es facil cometer un error en los limites de integracion en las integrates de area y de longitud 
de arco (4) y (6). En el ejemplo 8 recurrimos a la simetria para ver que la longitud de una car¬ 
dioide completa, esto es r = 1 + cos# para 0 < # < 277 es 2(4) = 8 unidades, pero esto no 
es lo que produce (6) integrando sobre el intervalo 0 < # < 277: 

277" 

cos(#/2) d6. (7) 

o 

Reflexione por que se obtiene una respuesta incorrecta de (7) y despues trabaje los proble- 
mas 45 y 46 de los ejercicios 10.6. 


Ejercicios 10.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-33. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre la pendiente de la recta tan- 
gente en el valor indicado de #. 

1. r = #; 6 = ttII 

2. r= 1/0; 0 = 3 

3. r = 4 — 2sen#; 0 = tt/3 

4. r= 1 - cos#; # = 37 t/4 

5. r = sen#; 0 = tt/ 6 

6. r = lOcos#; # = 7 t/4 

En los problemas 7 y 8, determine los puntos sobre la grafica 
de la ecuacion dada en los cuales la recta tangente es horizon¬ 
tal y los puntos en los que la recta tangente es vertical. 

7. r = 2 + 2cos# 8. r=l — sen# 


En los problemas 9 y 10, determine la ecuacion rectangular de 
la recta tangente en el punto indicado. 

9. r = 4cos3# 10. r = 1 + 2cos# 



FIGURA 10.6.11 Grafica FIGURA 10.6.12 Grafica 

del problema 9 del problema 10 
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En los problemas 11-16, encuentre la ecuacion polar de cada 
recta tangente a la grafica polar en el origen. 

11. r = — 2 sen# 12. r = 3 cos # 

13. r — 1 + V2sen# 14. r = 1 — 2sen# 

15. r = 2 cos 5# 16. r = 2 sen 2# 

En los problemas 17-24, encuentre el area de la region que 
esta acotada por la grafica de la ecuacion polar que se indica. 


17. r = 2sen# 

19. r — 4 + 4cos# 
21. r = 3 + 2sen# 
23. r = 3 sen 2# 


18. r = lOcos# 
20. r = 1 — sen# 
22. r = 2 + cos# 
24. r = cos 3# 


En los problemas 25-30, determine el area de la region que 
esta acotada por la grafica de una ecuacion polar dada y los 
rayos indicados. 

25. r = 2#, # > 0, # = 0, # = 3 t r/2 

26. r# = 77, # > 0, # = 77/2, # = 77 

27. r = e e ,0 = O,0 = ir 

28. r = lOe"*,# = 1,# = 2 

29. r = tan#, # = (),# = 77/4 

30. rsen# = 5, # = 77 / 6 , # = 77/3 

En los problemas 31 y 32, la grafica es de la ecuacion polar 
r = 1 + 2cos#. Determine el area de la region sombreada. 




FIGURA 10.6.13 Region del FIGURA 10.6.14 Region del 

problema 31 problema 32 


En los problemas 33-38, determine el area de la region descri- 

ta. 

33. Fuera del circulo r = 1 y dentro de la curva de la rosa 
r = 2 cos 3#. 

34. Comun a los interiores de los circulos r = cos 6 y 
r = sen #. 

35. Dentro del circulo r = 5 sen# y fuera de la limacon 
r = 3 — sen#. 

36. Comun a los interiores de las graficas de las ecuaciones 
del problema 35. 

37. Dentro de la cardioide r = 4 — 4 cos # y fuera del circu¬ 
lo r = 6. 

38. Comun a los interiores de las graficas de las ecuaciones 
en el problema 37. 

En los problemas 39-44, encuentre la longitud de la curva 

para los valores indicados de #. 

39. r = 3, 0 < # < 277 


40. r = 6cos#, grafica completa 

41. r = e m , 0 < d < 4 

42. r = 0, 0 < 0 < 1 

43. r = 3 — 3cos#, grafica completa 

44. r = sen 3 (#/3), 0 < # < 77 


= Piense en ello 

45. Considere la lemniscata r 2 = 9 cos 2#. 

a) Explique por que el area de la region acotada por la 
grafica no esta dada por la integral ^/ 0 277 9cos2# d0. 

b) A1 utilizar una integral apropiada, determine el area 
de la region acotada por la grafica. 

46. En el ejemplo 8 explique por que la longitud de la car¬ 
dioide completa r = 1 + cos#, 0 < # < 277, no esta 
dada por la integral 2 / 0 277 cos(#/2)J#. Luego reexamine el 
problema 43 y explique por que no hay dificultades al 
integrar sobre el intervalo [0, 277 ]. 

47. Dibuje la region comun a los interiores de las graficas de 
r = sen 2# y r = cos 2#. Encuentre el area de esta region. 

48. El area de la region que esta acotada por la grafica de la 
region de r = 1 + cos# es 3 77 / 2 . ^Que puede usted afir- 
mar acerca de las areas acotadas por las graficas de 
r = 1 — cos#, r = 1 + sen# y r = 1 — sen#? Justifique 
sus respuestas sin calcular las areas utilizando (4). 

49. 1 El area de la region acotada por la grafica de 
r = 2(1 + cos#) es igual al doble del area de la region 
acotada por la grafica de r = 1 + cos#? 

50. Encuentre el area de la region sombreada en la FIGURA 
10.6.15. Cada circulo tiene radio 1. 



FIGURA 10.6.15 Circulos que se intersecan en el problema 50 

= Proyectos 

51. Segunda ley de Kepler En coordenadas polares, el 
momento angular de una particula en movimiento de 
masa m se define como L = mr 2 d0/dt. Suponga que las 
coordenadas polares de un planeta de masa m son (r 1? # x ) 
Y ( r 2 > @ 2 ) en l° s tiempos t = a y t = b, a < b , respectiva- 
mente. Puesto que la fuerza gravitacional que actua sobre 
el planeta es una fuerza central, el momento angular L del 
planeta es una constante. Use este hecho para demostrar 
que el area A barrida por r es A = L(b — a)/2m. Cuando 
se considera que el Sol esta en el origen, esta ecuacion 
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demuestra la segunda ley de Kepler del movimiento pla- 
netario: 

• Una recta que une un planeta con el Sol barre areas 
iguales en intervalos de tiempo iguales. 

Vea la FIGURA 10.6.16. 

t = b . 

planeta 


A 1 = A 2 cuando b — a = d — c 

FIGURA 10.6.16 Orbita del planeta del problema 51 

52. Un poco de historia: Los discos de larga duration (LP) 

Antes de los iPod, los reproductores MP3 y los CD, la 
musica se obtema reproduciendo un disco. Entre los anos 
1960-1990 el formato popular fue el disco LP (siglas de 
larga duration en ingles: long-playing ) que giraba sobre 
una tomamesa a razon de 33 revoluciones por minuto.* 
Aunque ahora es posible encontrarlos en almacenes que 
se especializan en objetos coleccionables, muchos de nos- 
otros aun tenemos colecciones de estos grandes discos de 
vinil negro de 33 rpm almacenados en cajas. El sonido se 
codificaba en estos discos por medios mecanicos a lo 
largo con un surco continuo. Cuando se reproducia un dis¬ 
co, una aguja empezaba en un punto cercano al borde mas 
externo del disco y recoma el surco hasta un punto cerca¬ 
no a su centro. ^Cuan largo es el surco de un disco? Su- 
ponga que un disco se reproduce durante 20 minutos a 33 
revoluciones por minuto. Cuando el disco se reproduce, la 
aguja va del radio mas exterior R 0 a un radio mas interior 

*Los discos de 33 en realidad giraban a 33| revoluciones por minuto. 




R t . Vea la FIGURA 10.6.17. Suponga que el surco del disco es 
una espiral que puede describirse mediante una ecuacion 
polar de la forma r = R 0 — kO, donde k es una constante 
y 6 se mide en radianes. 


a) 

b) 


c) 


Exprese k en terminos de R 0 , R t y TV, donde N es el 
numero de revoluciones completadas por el disco. 
Demuestre que la longitud L del surco del disco esta 
dada por 

, CR 0 

L = — \/k 2 + u 2 du. 

k k 


Utilice la serie del binomio para establecer la aproxi- 
macion 


Vk 2 + w 2 


u 1 



d ) En el inciso b), utilice el resultado que se obtuvo en el 
inciso c) para demostrar que la longitud L del surco 
del disco esta dada por la aproximacion 


L « TTN(R t + R a ) + 


Rq ~ Rj . K 

Attn r; 


e) Emplee el resultado en el inciso d) para aproximar la 
longitud L si R 0 = 6 pulg y R t = 2.5 pulg. 

f) Use una sustitucion apropiada para evaluar la integral 
en el inciso b) empleando los valores especificos de 
R 0 y R t dados en el inciso e). Compare esta respuesta 
con la que obtuvo en el inciso e). 



FIGURA 10.6.17 Disco LP del problema 52 


10.7 Secciones conicas en coordenadas polares 

■ Introduction En la primera section de este capitulo dedujimos las ecuaciones de la parabo¬ 
la, elipse e hiperbola mediante la formula de la distancia en coordenadas rectangulares. Al 
emplear coordenadas polares y el concepto de excentricidad, ahora daremos una definition gene¬ 
ral de una section conica que comprende a las tres curvas. 



FIGURA 10.7.1 Interpretacion 
geometrica de (1) 


Definition 10.7.1 Section conica 

Considere que L es una recta fija en el piano y que F es un punto que no se encuentre sobre la 
recta. Una section conica es el conjunto de puntos P en el piano para los cuales la distancia 
de^ai 7 dividida entre la distancia de P a L es una constante. 


La recta fija L recibe el nombre de directriz y el punto F es un foco. La constante fija es la 
excentricidad e de la conica. Como indica la FIGURA 10.7.1 el punto P yace sobre la conica si y 
solo si 

d(P, Q) e ’ (1) 

donde Q denota el pie de la perpendicular de P a L. En (1), si 
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• e = 1, la conica es una parabola, 

• 0 < e < 1, la conica es una elipse, y 

• e > 1, la conica es una hiperbola. 


■ Ecuaciones polares de conicas La ecuacion (1) se interpreta facilmente utilizando coordena¬ 
das polares. Suponga que el foco F se coloca en el polo y la directriz L esta d unidades (d > 0) a 
la izquierda de F perpendicular al eje polar extendido. Se advierte de la FIGURA 10.7.2 que (1) escri- 
ta como d(P , F) = ed(P, Q) es la misma que 



FIGURA 10.7.2 Interpretacion de 
la coordenada polar de (2) 


r = e(d + rcosO) o r — ercosO = ed. 


( 2 ) 


Al resolver para r obtenemos 


ed 

1 — e cos O' 


( 3 ) 


Para ver que (3) produce las familiares ecuaciones de las conicas, superpondremos un sistema 
de coordenadas rectangular sobre el sistema de coordenadas polares con origen en el polo y el 
eje x positivo coincidiendo con los ejes polares. Despues expresamos la primera ecuacion en (2) 
en coordenadas rectangulares y simplificamos: 

± Vv 2 + y 2 = ex + ed 

x 2 + y 2 = e 2 x 2 + le 2 dx + e 2 d 2 

(1 - e 2 )x 2 - 2 e 2 dx + y 2 = e 2 d 2 . (4) 

Eligiendo e = 1, (4) se convierte en 

— 2dx + y 2 = d 2 o y 2 = 2 d(^x + ^ 

que es una ecuacion en forma estandar de una parabola cuyo eje es el eje x, el vertice esta en 
(~d/ 2, 0) y, consistente con la ubicacion de F, cuyo foco esta en el origen. 

Es un buen ejercicio de algebra mostrar que (2) produce ecuaciones en forma estandar de 
una elipse en el caso 0 < e < 1 y una hiperbola en el caso e > 1 . Vea el problema 43 en los 
ejercicios 10.7. De modo que, dependiendo del valor de e, la ecuacion polar (3) tiene tres posi- 
bles graficas como se muestra en la FIGURA 10.7.3. 

Si ubicamos la directriz L a la derecha del foco F en el origen en la deduccion de la ecua¬ 
cion polar (3), entonces la ecuacion resultante serfa r = ed/(l + ecosO). Cuando elige la direc¬ 
triz L paralela al eje polar, esto es, horizontal, entonces encontrara que la ecuacion de la conica 
es r = ed/(l + e sen 0) (directriz debajo del origen) o r= ed/{ 1 + e sen0) (directriz sobre el ori¬ 
gen). En el siguiente teorema se da un resumen de la discusion precedente. 


Teorema 10.7.1 Ecuaciones polares de conicas 

Cualquier ecuacion polar de la forma 

_ ed 
r 1 ± ecosO 


(5) 


ed 

1 ± escnO 


( 6 ) 


es una seccion conica con foco en el origen y directriz a d unidades del origen y perpendicu¬ 
lar (en el caso de (5)) o paralela (en el caso (6)) al eje x. La conica es una parabola si e = 1, 
una elipse si 0 < e < 1 y una hiperbola si e > 1. 





c) e > 1 

FIGURA 10.7.3 Graficas de la 
ecuacion (3); directriz L a la 
izquierda de F 
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FIGURA 10.7.4 Grafica de la 
ecuacion polar del ejemplo 2 



FIGURA 10.7.5 Grafica de la 
ecuacion polar del ejemplo 3 


EJEMPLO 1 


Identificacion de conicas 


Identifique cada una de las siguientes conicas: 

2 3 


a) r = 


1 — 2 sen 6 


b)r = 


4 + cos#’ 


Solucion 

a ) Una comparacion termino por termino de la ecuacion dada con la forma polar 
r = ed/(l — e sen #) permite hacer la identificacion e = 2. En consecuencia, la conica 
es una hiperbola. 

b ) Para identificar la seccion conica, dividimos el numerador y el denominador de la ecua¬ 
cion dada entre 4. Esto deja a la ecuacion en la forma 

3 

_ 4 

1 + ^cos # 

Luego, al comparar con r = ed/(l + ecosO), observamos que e = En consecuencia, 
la conica es una elipse. ■ 


■ Graficas Es posible que obtenga una grafica aproximada de una conica definida por (5) o (6) 
si conoce la orientacion de sus ejes, determina las intersecciones con los ejes x y y y encuentra 
los vertices. En los casos de las ecuaciones (5) y (6) tenemos, respectivamente: 

• los dos vertices de la elipse o hiperbola ocurren en# = 0y# = 77; el vertice de una 
parabola puede ocurrir solo en uno de los valores: 6 = 0 o 9 = tt. 

• los dos vertices de una elipse o una hiperbola ocurren en 0 = tv 12 y 6 = 37t/2; el ver¬ 
tice de una parabola puede ocurrir unicamente en uno de los valores 0 = 7t/2 o 

6 = 3tt/2. 


EJEMPLO 2 


Graficacion de una conica 


Grafique r - - - - - 

n 3 - 2sen# 

4 

3 2 

Solucion Al escribir la ecuacion como r = ---vemos que la excentricidad es e = 3 

1 - fsenfl 

y por ello la conica es una elipse. Ademas, debido a que la ecuacion es de la forma dada en ( 6 ), 
sabemos que la directriz es paralela al eje x. Ahora bien, en vista de la discusion precedente a 

este ejemplo, tenemos 
eje 

polar vertices : (4, 7t/ 2), (f, 37 t/2) 


intersecciones x\ (|, 0 ), (|, 77). 


Segun vemos en la FIGURA 10.7.4, el eje mayor de la elipse yace a lo largo del eje y. ■ 


EJEMPLO 3 


Graficacion de una conica 


Grafique r = 


1 

1 — cos O' 


Solucion Al revisar la ecuacion vemos que es de la forma dada en (5) con e = 1. Por consi- 
guiente, la seccion conica es una parabola cuya directriz es perpendicular al eje x. Puesto que r 
no esta definido en 6 = 0 , el vertice de la parabola ocurre en 6 = tt: 

vertices : (|, tt) 

intersecciones y: (1, tt/2), (1, 37t/2). 


Como observamos en la FIGURA 10.7.5, el eje de simetria de la parabola yace a lo largo del eje x. ■ 
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EJEMPLO 4 


Graficacion de una conica 


Grafiq «r= It![os( 


Solucion De (5) vemos que e = 2, y por ello la seccion conica es una hiperbola cuya directriz 
es perpendicular al eje v. Los vertices ocurren en 0 = 0 y 6 = tt: 

vertices : (§, 0), ( — 2, it) 

intersecciones y : (2, 7t/2), (2, 37t/2). 


Como aparece en la FIGURA 10.7.6, el eje transversal de la hiperbola yace a lo largo del eje v. ■ 



FIGURA 10.7.6 Grafica de la 
ecuacion polar del ejemplo 4 


■ Conicas rotadas En la seccion 10.5 vimos que las graficas de r = f(0 — y) y 
r = f(0 + y), y > 0, son rotaciones de la grafica de la ecuacion polar r =/(0) alrededor del ori- 
gen en una cantidad y. De tal modo, 


_ ed _ > 

1 ± ecos(0 — y) 
_ ed_ _ 

1 ± esen(0 — y). 


conicas rotadas en 
sentido contrario al de 
las manecillas del reloj 
en torno al origen 


r 


r 


ed \ 


1 ± ecos(0 + y) 
_ ec[ _ 

1 ± esen (6 + y) j 


conicas rotadas en 
el sentido de las 
manecillas del reloj 
alrededor del origen 


EJEMPLO 5 


Conica rotada 


En el ejemplo 2 se vio que la grafica de r = 


3 - 2sen 0 

del eje y. Es la grafica azul en la FIGURA 10.7.7. La grafica de r = 


es una elipse con eje mayor a lo largo 
4 


es la gra- 


3 — 2sen(0 — 27 t/3) 

fica roja en la figura 10.7.7 y corresponde a una rotation contraria a las manecillas del reloj de 
la grafica en la cantidad 27r/3 (o 120°) alrededor del origen. El eje mayor de la grafica roja yace 
a lo largo de la recta 6 = 1tt/6. ■ 



ecuaciones polares del ejemplo 5 


■ Aplicaciones Las ecuaciones del tipo en (5) y en (6) son bastante apropiadas para describir 
una orbita cerrada de un satelite alrededor del Sol (Tierra o Luna) puesto que una orbita de este 
tipo es una elipse con el Sol (Tierra o Luna) en un foco. Suponga que una ecuacion de la orbita 
esta dada por r = ed/{ 1 — ecosO), 0 < e < 1, y r p es el valor de r en el perihelio (perigeo o 
periluna) y r a es el valor de r en el afelio (apogeo o apoluna). Estos son los puntos en la orbita 
que ocurren sobre el eje x, en los cuales el satelite esta mas cerca o mas lejos, respectivamente, 
del Sol (Tierra o Luna). Vea la FIGURA 10.7.8. Se le deja como ejercicio demostrar que la excentri- 
cidad e de la orbita se relaciona con r p y r a 

e 

Vea el problema 44 en los ejercicios 10.7. 


mediante 


r„ + r n 


(7) 



FIGURA 10.7.8 Orbita de un 
satelite alrededor del Sol 


EJEMPLO 6 


Determinacion de la ecuacion polar de una orbita 


Encuentre una ecuacion polar de la orbita del planeta Mercurio alrededor del Sol si 
r p = 2.85 X 10 7 mi y r a = 4.36 X 10 7 mi. 


Solucion De (7), la excentricidad de la orbita de Mercurio es 


4.36 X 10 7 - 2.85 X 10 7 
4.36 X 10 7 + 2.85 X 10 7 
0.21 d 

1 - O.21cos0’ 



Mercurio es el planeta 
mas cercano al Sol 


Por consiguiente, 


r = 
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Todo lo que necesita hacer ahora es resolver para la cantidad 0.21 d. Para ello recurra al hecho 
de que el afelio ocurre en 0 = 0: 


4.36 X 10 7 


0.21d 
1 - 0 . 21 ' 


Al resolver la ultima ecuacion para la cantidad 0.2Id obtiene 0.2Id = 3.44 X 10 7 . Por consi- 
guiente, una ecuacion polar de la orbita de Mercurio es 

= 3.44 X 10 7 

r ~ 1 - 0.21cosd' " 


Ejercicios 10.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-33. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, determine la excentricidad, identifi- 
que la seccion conica y dibuje su grafica. 


1. r = 
3 . r = 
5. r = 
7. r = 
9. r = 


1 + cos # 
15 

4 - cos # 

4 

1 + 2 sen # 
18 

3 + 6 cos # 
10 

5 + 4 sen# 


2 . r = 
4. r = 
6 . r = 
8. r = 
10 . r = 


2 — sen# 

5 

2 — 2 sen# 
12 

6 + 2 sen# 

6 sec# 
sec# — 1 

2 

2 + 5 cos# 


En los problemas 11-14, determine la excentricidad e de la 
conica dada. Despues convierta la ecuacion polar en una 
ecuacion rectangular y verifique que e = c/a. 


11 . 

13. 


6 

1 + 2 sen# 
12 

3 - 2cos# 


12 . 

14. 


10 

2 - 3cos# 
2V3 

V3 + sen# 


En los problemas 15-20, encuentre una ecuacion polar de la 
conica con foco en el origen que satisfaga las condiciones 
dadas. 

15. e = 1, directriz x = 3 16. e = §, directriz y = 2 

17. e = |, directriz y = — 2 18. e = directriz x = 4 

19. e = 2, directriz x = 6 20. e = 1, directriz y = — 2 

21. Encuentre una ecuacion polar de la conica del problema 

15 si la grafica se rota en direccion de las manecillas del 
reloj alrededor del origen en una cantidad 2tt/3. 

22. Encuentre una ecuacion polar de la conica del problema 

16 si la grafica se rota en direccion contraria a la de las 
manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad 
tt/6. 


En los problemas 23-28, encuentre una ecuacion polar de la 
parabola con foco en el origen y el vertice dado. 

23. (|, 377/2) 24. (2, 77 ) 

25. ( 5 , 77 ) 26. (2,0) 

27. (i 377/2) 28. (|, 77/2) 


En los problemas 29-32, encuentre las coordenadas polares de 

los vertices o vertice de la conica rotada que se indica. 

4 5 

29. r =-—- 30. r = --- 

1 + cos(# — 7t/4) 3 + 2cos(# — 7t/3) 

r = _IP_ 32 r = _6_ 

2 — sen(# + 77/6) * 1 + 2sen(# + tt/3) 

= Aplicaciones 

33. Un satelite de comunicaciones se encuentra a 12 000 km 
sobre la Tierra en su apogeo. La excentricidad de su orbi¬ 
ta es 0.2. Emplee (7) para determinar la distancia del 
perigeo. 

34. Encuentre una ecuacion polar r = ed/{ 1 — ecosO ) de la 
orbita del satelite en el problema 33. 

35. Encuentre una ecuacion polar de la orbita de la Tierra alre¬ 
dedor del Sol si r p = 1.47 X 10 8 km y r a = 1.52 X 
10 8 km. 

36. a) La excentricidad de la orbita eliptica del cometa Halley 

es 0.97 y la longitud del eje mayor de su orbita corres- 
ponde a 3.34 X 10 9 mi. Determine una ecuacion polar 
de su orbita de la forma r = ed/{\ — ecosO). 
b ) Utilice la ecuacion en el inciso a) para obtener r p y r a 
para la orbita del cometa Halley. 

= Problemas con calculadora/SAC 

Las caracterfsticas orbitales (excentricidad, perigeo y eje 
mayor) de un satelite cercano a la Tierra se degradan de mane- 
ra gradual a lo largo del tiempo debido a muchas fuerzas pe- 
quenas que actuan sobre el satelite aparte de la fuerza gravi- 
tacional de la Tierra. Estas fuerzas incluyen el arrastre atmos- 
ferico, atracciones gravitacionales del Sol y la Luna y fuerzas 
magneticas. Aproximadamente una vez al mes se activan 
diminutos cohetes durante unos segundos para “aumentar” las 
caracterfsticas orbitales de nuevo en el rango deseado. Los 
cohetes se activan en mayor grado para un cambio mayor en 
la orbita del satelite. La forma mas eficiente en cuanto a com¬ 
bustible para mover de una orbita interna a una externa, lo que 
se denomina una transferencia de Hohmann, consiste en 
anadir velocidad en la direccion del vuelo en el momento 
en que el satelite alcanza el perigeo sobre su orbita interior, 
seguir la elipse de transferencia de Hohmann de medio cami- 
no alrededor de su apogeo, y agregar velocidad de nuevo para 
alcanzar la orbita exterior. Un proceso similar (restar velocidad 
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en el apogeo en la orbita exterior y restar velocidad en el peri- 
geo en la orbita de transferencia de Hohmann) mueve al sate- 
lite de la orbita exterior a la orbita interior. 

En los problemas 37-40, emplee una calculadora o un 
SAC para superponer las graficas de las tres ecuaciones pola- 
res dadas sobre los mismos ejes coordenados. Imprima su 
resultado y utilice un lapiz de colores para trazar la transfe¬ 
rencia de Hohmann. 

24 

37 . Orbita interior r = -———- - 

1 + 0.2 cos # 

32 

transferencia Hohmann r = -— , - . --, 

1 + 0.6 cos # 

orbita exterior „ 

1 + 0.3 cos # 


38. Orbita interior r = 


5.5 


1 + O.lcos#’ 


transferencia Hohmann r = 


7.5 


1 + 0.5 cos#’ 


orbita exterior r = 


13.5 


1 + O.lcos # 
39 . Orbita interior r = 9, 


transferencia Hohmann r = 
orbita exterior r = 51 


15.3 

1 + 0.7 cos#’ 


40 . Orbita interior r = 


73.5 


transferencia Hohmann r = 


1 + 0.05 cos #’ 
77 


1 + O.lcos#’ 


orbita exterior r = 


84.7 


1 + O.Olcos# 


En los problemas 41 y 42, utilice una calculadora o SAC para 
superponer las graficas de las dos ecuaciones polares dadas 
sobre los mismos ejes de coordenadas. 

4 4 


41 . r = 


42 . r = 


4 + 3 cos#’ 
2 

1 — sen#’ 


r = 


r = 


4 + 3cos(# — 7t/3) 
_ 2 _ 

1 — sen(# + 37r/4) 


= Piense en ello 

43 . Muestre que (2) produce ecuaciones de forma estandar de 
una elipse en el caso 0 < e < 1 y de una hiperbola en el 
caso e > 1. 

44 . Emplee la ecuacion r = ed/{ 1 — ecos#) para deducir el 
resultado en (7). 
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Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-34. 

A. Verdadero/Falso_ 

En los problemas 1-26, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F). 

1. En una parabola, la distancia del vertice al foco es la misma que la distancia del vertice a la 

directriz._ 

2 . El eje menor de una elipse biseca al eje mayor._ 

3 . Las asmtotas de x 2 / a 2 — y 2 / a 2 = 1 son perpendiculares._ 

4 . Las intersecciones con el eje y de la grafica x 2 / a 2 — y 2 /b 2 = 1 son (0, b) y (0, —b). _ 

5 . El punto (-2, 5) esta en la elipse x 2 /8 + y 2 /50 = 1._ 

6 . La grafica de y = x 2 y y 2 — x 2 = 1 tiene a lo mas dos puntos en comun._ 

7 . Si para todos los valores de # los puntos ( — r, #) y (r, # + i r) estan en la grafica de la ecua¬ 
cion polar r =/(#), entonces la grafica es simetrica con respecto al origen._ 

8 . La grafica de la curva x = t 2 , y = t 4 + 1 es la misma que la grafica de y = x 2 + 1._ 

9 . La grafica de la curva x = t 2 + t — 12, y = t 3 — It cruza al eje y en (0, 6)._ 

10 . (3, 7t/ 6) y (—3, — 57 t/ 6) son coordenadas polares del mismo punto._ 

11 . Las coordenadas rectangulares de un punto en el piano son unicas._ 

12 . La grafica de la curva de la rosa r = 5 sen 60 tiene seis “petalos”._ 

13 . El punto (4, 3tt/2) no esta en la grafica de r = 4 cos 2#, pues sus coordenadas no satisfacen 

la ecuacion._ 

14 . La excentricidad de una parabola es e = 1._ 

15 . El eje transversal de la hiperbola r = 5/(2 + 3 cos#) yace a lo largo del eje v._ 

16 . La grafica de la elipse r = 90/ (15 — sen#) es casi circular._ 

17 . Las coordenadas rectangulares del punto ( —V2, 577/4) en coordenadas polares son (1, 1). 

18 . La grafica de la ecuacion polar r = — 5 sec # es una recta._ 
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19. El lado final del angulo 9 esta siempre en el mismo cuadrante que el punto (r, 9). _ 

20. La pendiente de la tangente de la grafica de r = e e en 9 = 77/2 es — 1._ 

21. Las graficas de las cardioides r = 3 + 3 cos 9 y r = —3 + 3 cos 9 son las mismas._ 

22. El area acotada por r = cos 2 9 es 2 J 2^ 4 cos 2 29 d9. _ 

23. El area acotada por r = 2 sen 3 9 es 6 t / o 7r/3 sen 2 30 d6. _ 

24. El area acotada por r = 1 - 2cos 9 es \ / 0 27r ( 1 - 2 cost)) 2 dO. _ 

25. El area acotada por r 2 = 36 cos 2 9 es 18 / 0 277 cos2_ 

26. La coordenada 9 de un punto de interseccion de las graficas de las ecuaciones polares 

r = f(0) y r = g{9) debe satisfacer la ecuacion/(#) = g(0). _ 


B. Llene los espacios en blanco_ 


En los problemas 1-22, llene los espacios en bianco. 

1. y = 2x 2 , foco_ 

x 2 y 2 

2. j ~ = 1, focos_ 

3. 4x 2 + 5(y + 3) 2 = 20, centro_ 

4. 25y 2 - 4x 2 = 100, asmtotas_ 

5. 8(y + 3) = (x — l) 2 , directriz_ 

(x + l) 2 (y + l) 2 

6. ——-i-—— = 1, vertices_ 

36 16 

7. x = y 2 + 4y — 6, vertice_ 


8. x 2 — 2y 2 =18, longitud del eje conjugado_ 

9. (x — 4) 2 — (y + l) 2 = 4, puntos frontera del eje transversal_ 

(x - 3) 2 (y + 3/2) 2 

10. ---1---= 1, ecuacion de la recta que contiene al eje mayor. 

11. 25x 2 + y 2 — 200x + 6y + 384 = 0, centro_ 


12. (x + l) 2 + (y + 8) 2 = 100, intersecciones con el eje x. 

13. y 2 — (x — 2) 2 = 1, intersecciones con el eje y_ 


14. y 2 — y + 3x = 3, pendiente de la recta tangente en (1, 1). 

15. x = t 3 ,y = 4 1 3 , nombre de la grafica rectangular_ 

16. x = t 2 — 1 ,y = t 3 + t + 1, intersecciones con el eje y_ 

17. r = -2 cos 8, nombre de la grafica polar_ 

18. r= 2 + sen 6 , nombre de la grafica polar_ 

19. r = sen 39, tangentes a la grafica en el origen_ 

1 


20. r = 


21 . 


22. r = 


2 + 5 sen#’ 
10 


excentricidad 


1 - sen#’ 
12 


foco 


2 + cos 9 


, centro. 


. y vertice. 
_, foco_ 


_, vertices. 


C. Ejercicios_ 

1 . Encuentre una ecuacion de la recta que es normal a la grafica de la curva x = t — sen t, 
y = 1 — cost, 0 < t < 277, en t — tt/3. 

2. Determine la longitud de la curva dada en el problema 1. 

3. Encuentre los puntos sobre la grafica de la curva x = t 2 + 4, y = t 3 — 9t 2 + 2 en los cua- 
les la recta tangente es paralela a 6x + y = 8. 

4 . Determine los puntos sobre la grafica de la curva x = t 2 + 1, y = 2t en los cuales la recta 
tangente pasa por (1,5). 
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5. Considere la ecuacion rectangular y 2 = 4v 2 (l — x 2 ). 

a) Explique por que es necesario que \x\ < 1. 

b) Si x = sen t, entonces \x\ < 1. Encuentre las ecuaciones parametricas que tengan la 
misma grafica que la dada en la ecuacion rectangular. 

c ) Con ecuaciones parametricas, determine los puntos sobre la grafica de la ecuacion rec¬ 
tangular en la cual la tangente es horizontal. 

d) Dibuje la grafica de la ecuacion rectangular. 

6. Determine el area de la region que es externa al circulo r = 4 cos# e interna a la limacon 
r = 3 + cos #. 

7. Encuentre el area de la region que es comun al interior del circulo r = 3 sen # y la cardioi- 
de r = 1 + sen #. 

8. En coordenadas polares, dibuje la region cuya area A se describe por medio de A = / 0 7r/2 (25 
- 25 sen 2 #) dO. 

9 . Encuentre a) una ecuacion rectangular y b) una ecuacion polar de la recta tangente a la gra¬ 
fica de r = 2 sen 20 en 0 = tt/4. 

10. Determine las coordenadas rectangulares de los vertices de la elipse cuya ecuacion polar es 
r = 2/(2 — sen#). 

En los problemas 11 y 12, encuentre una ecuacion rectangular que tenga la misma grafica que la 
ecuacion polar dada. 

11. r = cos# + sen# 12. r = sec# — 5 cos# 

En los problemas 13 y 14, encuentre una ecuacion polar que tenga la misma grafica que la ecua¬ 
cion rectangular dada. 

13. 2xy = 5 14. (x 2 + y 2 - 2 x) 2 = 9(x 2 + y 2 ) 

15. Determine una ecuacion polar para el conjunto de puntos que son equidistantes del origen 
(polo) y la recta r = —sec#. 

16. Encuentre una ecuacion polar de la hiperbola con foco en el origen, vertices (en coordena¬ 
das rectangulares) (0, — f) y (0, — 4) y excentricidad 2. 

En los problemas 17 y 18, escriba una ecuacion de la grafica polar dada. 




FIGURA 10.R.1 Grafica del problema 17 FIGURA 10.R.2 Grafica del problema 18 

19. Determine una ecuacion de la hiperbola que tiene asmtotas 3y = 5x y 3y = — 5x y vertices 
(0, 10) y (0, -10). 

20. Encuentre una ecuacion rectangular de la recta tangente a la grafica der = 1/(1 + cos#) en 
# = 7t/2. 

21. El folium de Descartes, discutido antes en la seccion 3.6, tiene la ecuacion rectangular 
v 3 + y 3 = 3 axy, donde a > 0 es una constante. Emplee la sustitucion y = tx para encontrar 
las ecuaciones parametricas de la curva. Vea la FIGURA 10.R.3. 

22. Emplee las ecuaciones parametricas que se encontraron en el problema 21 para determinar 
los puntos sobre el folium de Descartes donde la recta tangente es horizontal. Vea la figura 
10.R.3. 

23. a) Encuentre una ecuacion polar para el folium de Descartes en el problema 21. 

b) Emplee una ecuacion polar para encontrar el area del lazo sombreado en el primer cua- 
drante en la figura 10.R.3. [ Sugerencia : Deje que u = tan#.] 
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24. Utilice las ecuaciones parametricas encontradas en el problema 21 para mostrar que el 
folium de Descartes tiene la asmtota inclinada x + y + a = 0. Esla linea punteada roja de 
la figura 10.R.3. [ Sugerencia : Considere lo que pasa a x, y y x + y cuando r —> — 1.] 



FIGURA 10.R.3 Grafica de los problemas 21-24 

25. La grafica de r = 2 sen (6/3) dada en la FIGURA 10.R.4 se asemeja a una limacon con un lazo 
interior. Determine el area del lazo interior. 



FIGURA 10.R.4 Grafica del problema 25 


26. Encuentre el area de la region sombreada en la FIGURA 10.R.5. Cada circulo tiene un radio igual 
a 1. 



FIGURA 10.R.5 Grafica del problema 26 


En los problemas 27 y 28, la grafica de la ecuacion polar dada se rota en tomo al origen en la 

cantidad indicada. 

a) Encuentre una ecuacion polar de la nueva grafica. 

b) Encuentre una ecuacion rectangular para la nueva grafica. 

27. r = 2 cos 9; en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 7 t/4 

28. r = 1/(1 + cos 9 ); en el sentido de las manecillas del reloj, tt/6 

29. Un satelite gira alrededor del planeta Jupiter en una orbita eliptica con el centro del planeta 
en un foco. La longitud del eje mayor de la orbita es 10 9 m y la longitud del eje menor 
corresponde a 6 X 10 8 m. Determine la distancia minima entre el satelite y el centro de 
Jupiter. ^Cual es la distancia maxima? 

30. Encuentre el ancho w de cada petalo de la curva de la rosa r = cos 2 9. Se muestra un peta- 
lo en la FIGURA 10.R.6. 




b) 


FIGURA 10.R.6 Grafica del problema 30 

















Capitulo 11 


Vectores y espacio tridimensional 



X 


En este capitulo Hasta ahora hemos efectuado la mayoria de los intentos en calculo en la 
tierra plana del piano cartesiano bidimensional o espacio 2. En los siguientes capftulos 
centraremos el interes en examinar la vida matematica en tres dimensiones o espacio 3. 
Iniciamos el estudio con un examen de los vectores en dos y tres dimensiones. 


11.1 Vectores en el espacio bidimensional 

11.2 Espacio tridimensional y vectores 

11.3 Producto punto 

11.4 Producto cruz 

11.5 Rectas en el espacio tridimensional 

11.6 Pianos 

11.7 Cilindros y esferas 

11.8 Superficies cuadraticas 
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A 

FIGURA 11.1.1 Un vector del 
punto inicial A al punto final B 


La pregunta relativa a cual es la 
direccion de 0 suele responderse 
diciendo que al vector cero se le 
puede asignar cualquier direc¬ 
cion. Para agregar mas al respec- 
to, 0 se necesita para tener un 
algebra vectorial. 


11.1 Vectores en el espacio bidimensional 


■ Introduccion Hasta este punto hemos concentrado el estudio, principalmente, en las funcio- 
nes de una sola variable cuyas graficas existen en un piano bidimensional. En esta seccion ini- 
ciamos el estudio del calculo de varias variables con una introduccion a los vectores en el espa¬ 
cio bidimensional. En secciones y capitulos subsecuentes el enfoque principal sera en vectores 
y funciones definidos en el espacio tridimensional. 

■ Escalares En ciencia, matematicas e ingenieria se distinguen dos cantidades importantes: 
escalares y vectores. Un escalar es simplemente un numero real y se representa mediante una 
letra italica minuscula, a,k ox. Los escalares se usan pararepresentar magnitudes y pueden tener 
unidades especificas asociadas; por ejemplo, 80 pies o 20 °C. 


■ Vectores geometricos Por otro lado, un vector o vector de desplazamiento puede conside- 
rarse como una flecha que conecta dos puntos A y B en el espacio. La cola de la flecha se llama 
punto inicial y la punta de la flecha se denomina punto final. Como se muestra en la FIGURA 
11.1.1, un vector puede representarse utilizando una letra negrita tal como v o, si deseamos enfa- 
tizar los puntos inicial y final Ay B, utilizamos AB para representar el vector. Ejemplos de can¬ 
tidades vectoriales mostrados en la FIGURA 11.1.2 son el peso p, la velocidad v y la fuerza de fric- 
cion retardadora F f . 



FI G U RA 11.1.2 Cantidades vectoriales 


■ IMotacion y terminologia La distancia entre los puntos inicial y final de un vector AB se 
denomina longitud, magnitud o norma del vector y se denota mediante | AB |. Dos vectores que 
tienen la misma magnitud y la misma direccion se dice que son iguales. Asi, en la FIGURA 11.1.3 
tenemos AB = CD. El negativo de un vector AB , escrito — AB , es un vector que tiene la misma 
magnitud que AB pero la direccion opuesta. Si k A 0 es un escalar, el multiplo escalar de un 
vector, kAB , es un vector que es_[&| veces la longitud de AB. Si k > 0, entonces kAB tiene la 
misma direccion que el vector AB ; si k < 0, entonces kAB tiene la direccion opuesta a la de 
AB. Cuando k = 0, afirmamos que 0 AB = 0 es el vector cero. Dos vectores son paralelos si y 
solo si no son multiplos escalares uno del otro. Yea la FIGURA 11.1.4. 


B D 



FI G U RA 11.1.3 Vectores iguales 



FI G U RA 11.1.4 Vectores paralelos 


■ Suma y resta Es posible considerar a dos vectores con el mismo punto inicial comun, tal 
como A en la FIGURA 11.1.5a). Asi, si vectores no paralelos AB y AC son los lados de un paralelo- 
gramo en la figura 11.1.5 b), se dice que el vector que esta en la diagonal principal, o AD , es la 
suma de AB y AC. Se escribe 


AD = AB + AC. 
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FIGURA 11.1.5 Suma de dos vectores 


En ciencia y en ingenieria, si dos vectores representan fuerzas, entonces su suma se denomina la 

fuerza resultante. 

La diferencia de dos vectores AB y AC se define mediante 

AB - AC = AB + {-AC). 

Como puede observar en la FIGURA 11.1.6a), la diferencia AB — AC puede interpretarse como la 
diagonal principal del paralelogramo con lados AB y — AC. Sin embargo, como muestra la figu- 
ra 11.1.6 b), la misma diferencia vectorial tambien puede interpretarse como el tercer lado de un 
triangulo con lados AB y AC. En esta segunda interpretacion, observe que la diferencia de vec¬ 
tores CB = AB — AC apunta hacia el punto final del vector desde el cual se esta restando el 
segundo vector. Si AB = AC, entonces AB — AC = 0. 



a) 

FIGURA 11.1.6 Diferencia de dos vectores 


b) 


■ Vectores en un piano de coordenadas Para describir un vector analiticamente, supondremos 
en el resto de esta seccion que los vectores a considerar yacen en un piano de coordenadas bidi¬ 
mensional o espacio bidimensional. El vector que se muestra en la FIGURA 11.1.7, cuyo punto ini- 
cial es el origen O y cuyo punto final es P(x h yq), recibe el nombre de vector posicion del punto 
P y se escribe 

OP = (x h )>!). 

■ Componentes En general, cualquier vector en el espacio bidimensional puede identificarse 
con un vector posicion unico a = (a h a 2 ). Los numeros a x y a 2 son las componentes del vector 
posicion a. 



EJEMPLO 1 


Vector posicion 


El desplazamiento desde el punto inicial P\(x, y) hasta el punto final P 2 (x + 4, y + 3) en la FIGU¬ 
RA 11.1.8a) esta cuatro unidades a la derecha y tres unidades hacia arriba. Como se ve en la figura 
11.1.8 b), el vector posicion de a = (4, 3) es equivalente al vector de desplazamiento P\P 2 desde 
P\{x, y) hasta P 2 (x + 4, y + 3). 



FIGURA 11.1.8 


Equivalencia de vectores de desplazamiento y posicion 
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Ya hemos definido geometricamente la suma algebraica, la multiplicacion escalar y la igual- 
dad de vectores. Ahora daremos las definiciones algebraicas equivalentes utilizando la forma de 
componentes de vectores. 


Definicion 11.1.1 Aritmetica de componentes 

Sean a = (a h a 2 ) y b = (b { , Z? 2 ) vectores en el espacio bidimensional. 


0 Adicion: a + b = {a x + b u a 2 + Z? 2 ) 

0) 

ii) Multiplicacion escalar: ka = (ka h ka 2 ) 

(2) 

Hi) Igualdad: a = b si y solo si a x = b h a 2 = b 2 

(3) 


■ Restas Utilizando (2) definimos el negativo del vector b mediante 

- b = (-l)b = (-b u -b 2 ). 

Entonces es posible definir la resta, o la diferencia, de dos vectores como 

a — b = a + (—b) = (a x — b x , a 2 — b 2 ). (4) 

En la FIGURA 11.1.9a) vemos ilustrada la suma de dos vectores OP x y OP 2 . En la figura 11.1.9Z?) el 
vector P X P 2 , con punto inicial Pi y punto final P 2 , es la diferencia de los vectores de posicion. 

PiP 2 = OP 2 - OP 1 = {x 2 - x h y 2 - yi). 

P(x i + x 2 , yi + y 2 ) 




FIGURA 11.1.9 Resta de vectores 


Como se muestra en la figura 11.1.9 b), el vector P\P 2 puede dibujarse ya sea a partir del punto 
final de OP { y terminar en el punto final de OP 2 , o como el vector posicion OP cuyo punto final 
tiene las coordenadas (x 2 — x x , y 2 — yi). Recuerde, OP y P\P 2 se consideran iguales debido a 
que tienen la misma magnitud y direccion. 


Suma y diferencia de vectores 


EJEMPLO 2 


Si a = (1, 4) y b = (— 6 , 3), se encuentra que 

a) a + b, b) a — b y 


Solucion Se emplean (1), (2) y (4). 

a) a + b — (1 + (-6), 4 + 3) = (-5, 7) 

b) a — b - (1 — (-6), 4 — 3) = (7, 1) 

c) 2a + 3b = (2, 8) + (-18, 9) = (-16, 17) 


c) 2a + 3b. 


■ Propiedades La forma de componentes de un vector puede usarse para verificar cada una de 
las siguientes propiedades. 
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Teorema 11.1.1 Propiedades de la aritmetica de vectores 

i) a + b = b + a <— ley conmutativa 

ii) a + (b + c) = (a + b) 4- c ley asociativa 

iil) a + 0 = a <— identidad aditiva 

iv) a + ( —a) = 0 ^ in verso aditivo 

v) k (a + b) = ka + kb, k un escalar 

v/) (ki + k 2 )a = k x SL 4- & 2 a, k x y k 2 escalares 

vii) ( ki)(k 2 2 L) = ( kik 2 )a , k x y & 2 escalares 

viii ) la = a 
dc) Oa = 0 


El vector cero 0 en las propiedades Hi), iv) y ix) se define como 

0 = ( 0 , 0 ). 


■ Magnitud Con base en el teorema de Pitagoras y la FIGURA 11.1.10, definimos la magnitud, 
longitud o norma de un vector a = (a { , a 2 ) como 

|a| = Va? + a 2 . 

Claramente, |a| > 0 para cualquier vector a, y |a| = 0 si y solo si a = 0. Por ejemplo, si 
a = (6, —2), entonces 

|a| = V6 2 + (- 2) 2 = V40 = 2VI0. 



FIGURA 11.1.10 Magnitud de un 
vector 


■ Vectores unitarios Un vector que tiene magnitud 1 recibe el nombre de vector unitario. 
Obtenemos un vector unitario u en la misma direccion que un vector distinto de cero a al mul- 
tiplicar a por el escalar positivo k= 1/| a| (reciproco de su magnitud). En este caso afirmamos 
que u = (1/ |a |) a es la normalizacion del vector a. La normalizacion del vector a es el vector 
unitario debido a que 


Nota: A menudo es conveniente escribir el multiplo escalar u = (1/ |a|)a como 


a 



Vector unitario 


EJEMPLO 3 


Dado v = (2, —1), forme un vector unitario 

a) en la misma direccion de v y b) en la direccion opuesta de v. 

Solucion Primero encontramos la magnitud del vector v: 

| v | = V4 + (-1) 2 = Vs. 

a) Un vector unitario en la misma direccion de v es entonces 

u= V5 v= V5 <2,-1)= (vf’Vf)' 

b) Un vector unitario en la direccion opuesta de v es el negativo de u: 

2 1 

‘V5’V5 


Si a y b son vectores y c 1 y c 2 son escalares, entonces la expresion c,a + c 2 b se denomina 
combinacion lineal de a y b. Como veremos a continuacion, cualquier vector en el espacio bidi¬ 
mensional puede escribirse como una combinacion lineal de dos vectores especiales. 
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a) 



FIGURA 11.1.11 Los vectores i y 
j en forma de componentes 


■ Los vectores i f j En vista de (1) y (2), cualquier vector a = (a h a 2 ) puede escribirse como una 
suma: 

(a h a^j = (a h 0) + (0, a 2 ) = rq(l, 0) + a 2 ( 0, 1). (5) 

Los vectores unitarios (1, 0) y (0, 1) suelen darse mediante los simbolos especiales i y j, respec- 
tivamente. Vea la FIGURA 11.1.11a). Asi, si 

i = <l,0) y j = <0, 1), 

entonces (5) se vuelve a = a x \ + a 2 j. (6) 

Puesto que cualquier vector a puede escribirse unicamente como una combinacion lineal de 
i y j, estos vectores unitarios se conocen como la base estandar del sistema de vectores bidi- 
mensionales. Si a = a x i + a 2 j es un vector de posicion, entonces la figura 11.1.11 b) muestra 
que a es la suma de los vectores a x i y a 2 j, los cuales tienen el origen como un punto inicial 
comun y yacen, respectivamente, sobre los ejes x y y. El escalar a x se denomina la componen- 
te horizontal de a y el escalar a 2 se llama la componente vertical de a. 


EJEMPLO 4 


Varias formas de vectores 


a) (4, 7) = 4i + 7j 

b ) (2i - 5j) + (8i + 13j) = lOi + 8j 

c) |i + j| = V2 

d) 10(3i - j) = 30i - lOj 

e) a = 6i + 4j y b = 9i + 6j son paralelos, puesto que b es un multiplo escalar de a. En 

este caso b = fa. ■ 


EJEMPLO 5 


Sea a = 4i + 


Graficas de la suma y diferencia 

2j y b = — 2i + 5j. Grafique los vectores a + b y a 


- b. 


Solucion De (1) y (4) tenemos, respectivamente, 

a + b = 2i + 7j y a - b = 6i - 3j. 

Las graficas de estos dos vectores en el piano xy estan dadas en la FIGURA 11.1.12. 




FIGURA 11.1.12 Graficas de los vectores del ejemplo 5 


Ejercicios 11.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-35. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-8, encuentre 

a) 3a, b) a + b, c) a — b, 
d) |a + b| y e) |a — b|. 

1. a = 2i + 4j, b = -i + 4j 2. a = (1, 1), b = (2, 3) 
3. a = (4, 0), b = (0, -5) 


5. a = —3i + 2j, b = 7j 6. a = (1, 3), b = -5a 

7 . a = -b, b = — 2i - 9j 8. a = (7, 10), b = (1, 2) 

En los problemas 9-14, determine 

a) 4a — 2b y b) —3a — 5b. 

9. a = (1, -3), b = (-1, 1) 10. a = i + j, b = 3i - 2j 
11. a = i - j, b = -3i + 4j 12. a = (2, 0), b = (0, -3) 

13. a = (4, 10), b = -2(1, 3) 

14. a = (3, 1) + (—1, 2), b = (6, 5) — (1, 2) 
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En los problemas 15-18, encuentre el vector P\P 2 . Grafique 
P\P 2 y su correspondiente vector posicion. 

15. P x { 3, 2), P 2 ( 5, 7) 16. P\(—2, -1), P 2 ( 4, -5) 

17. Pi(3, 3), P 2 (5, 5) 18. Pi(0, 3), P 2 (2, 0) 

19. Encuentre el punto final del vector P\P 2 = 4i + 8j si su 
punto inicial es (—3, 10). 

20. Encuentre el punto inicial del vector P\P 2 = (— 5, — 1) si 
su punto final es (4, 7). 

21. Determine cuales de los siguientes vectores son paralelos 
a a = 4i + 6j. 

a) — 4i - 6j ft) -i - |j 

c) 10i + 15j d) 2(i - j) - 3(|i - ^j) 

<0 8i + 12j /) (5i + j) - (7i + 4j) 

22. Determine un escalar c de manera que a = 3i + cj y 
b = — i + 9j sean paralelos. 

En los problemas 23 y 24, encuentre a + (b + c) para los 
vectores dados. 

23. a = (5, 1), b = (-2, 4), c = (3, 10) 

24. a = (1, 1), b = (4, 3), c = (0, -2) 


En los problemas 37 y 38, exprese el vector x en terminos de 
los vectores a y b. 

<i 

1 

1 

1 

\ 1 

\ 1 

^\i 

38. 

■/ X / 

/ x ' 

/ / ' 

\ punto medio de x 

^ - b 

FIGURA 11.1.15 Vectores 
del problema 37 

a \ 

-- *b 


FIGURA 11.1.16 Vectores 
del problema 38 


En los problemas 39 y 40, emplee la figura dada para demos- 
trar el resultado que se indica. 

39. a + b + c = 0 40. a+b+c+d=0 



FIGURA 11.1.17 Vectores 
del problema 39 



del problema 40 


En los problemas 25-28, encuentre un vector unitario 

a) en la misma direccion de a, y 

b ) en la direccion opuesta de a. 

25. a = (2,2) 26. a = (-3,4) 

27. a = (0,-5) 28. a = (1,-V3) 


En los problemas 41 y 42, exprese el vector a = 2i + 3j 
como una combinacion lineal de los vectores dados bye. 

41. b = i + j, c = i - j 

42. b = -2i + 4j, c = 5i + 7j 


En los problemas 29 y 30, normalice el vector dado cuando 

a = (2, 8) y b = (3, 4). 

29. a + b 30. 2a - 3b 

En los problemas 31 y 32, encuentre el vector b que es para- 

lelo al vector a dado y tiene la magnitud indicada. 

31. a = 3i + 7j, |b| = 2 32. a = |i — ±j, |b| = 3 

33. Encuentre un vector en la direccion opuesta de 
a = (4, 10) pero de longitud igual a §. 

34. Dado que a = (1, 1) y b = (— 1, 0), encuentre un vector 
en la misma direccion que a + b pero cinco veces su lon¬ 
gitud. 


Se dice que un vector es tangente a una curva en un punto si 
es paralelo a la recta tangente en el punto. En los problemas 
43 y 44, encuentre un vector tangente unitario a la curva dada 
en el punto que se indica. 

43. y = ^x 2 + 1 ; ( 2 , 2 ) 

44. y = -x 2 + 3x; (0, 0) 

45. Sean P\, P 2 y P 3 puntos distintos tales que a = P\P 2 , 
b = P 2 P 3 y a + b = P X P 3 . 

a) iC ual es la relacion de |a + b| con |a| + |b|? 

b) <(Bajo que condicion es |a + b| = a + |b|? 

= Aplicaciones 


En los problemas 35 y 36, emplee la figura dada para dibujar 
el vector que se indica. 


35. 3b - a 



FIGURA 11.1.13 Vectores 
del problema 35 


36. a + (b + c) 

hi 


a c 

FIGURA 11.1.14 Vectores 
del problema 36 


46. Una carga electrica Q se distribuye de manera uniforme 
a lo largo del eje y entre y = ~ayy = a. Vea la FIGURA 
11.1.19. La fuerza total ejercida sobre la carga q sobre el eje 
v por la carga Q es F = F x \ + i^j, donde 


y 


qQ ( a L 

4Trs 0 J_ a 2a(L 2 + y 2 ) 3/2 y 


qQ i a y_ , 

4 ^eoJ_ a 2 a(L 2 + /) 3/2 ^ 
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Determine F. 


y 


a-Q 


L 


q 


X 


—a -- 

FI GU RA 11.1.19 Carga electrica 
del problema 46 

47. A1 caminar, el pie de una persona golpea el suelo con una 
fuerza F a un angulo 6 desde la vertical. En la FIGURA 
11.1.20, el vector F se descompone en dos componentes 
vectoriales F g , que es paralela al suelo, y F„, que es per¬ 
pendicular al suelo. Para que el pie no resbale, la fuerza 
F^ debe ser compensada por la fuerza opuesta F f de la 
friccion; esto es, F f = — F g . 

a) Utilice el hecho de que |Fy| = fi\F n \, donde el simbo- 
lo ix es el coeficiente de friccion, para demostrar que 
tan 6 = [x. El pie no resbalara para angulos menores o 
iguales que 9. 

b ) Dado que /x = 0.6 para un tacon de hule que golpea 
una acera de asfalto, encuentre el angulo de “no res- 
balamiento”. 



FIGURA 11.1.20 Vectores del 
problema 47 

48. Un semaforo de 200 lb soportado por dos cables cuelga en 
equilibrio. Como se ilustra en la FIGURA 11.1.21b), considere 
que el peso del semaforo esta representado por w y las fuer- 
zas en los dos cables por Fj y F 2 . De la figura 11.1.21c), se 
observa que una condicion de equilibrio es 

w + F! + F 2 = 0. (7) 

Vea el problema 39. Si 
w = —200j 

Ft - (|F 1 |cos20°)i + (|F 1 |sen20°)j 
F 2 = — (|F 2 |cos 15°)i + (|F 2 1 sen 15°)j, 
emplee (7) para determinar las magnitudes de F x y F 2 . 
ISugerencias : Vuelva a leer Hi) de la definicion 11.1.1.] 



a) b) c) 

FIGURA 11.1.21 Semaforo en el problema 48 


49. El agua que corre por una manguera contra incendios 
ejerce una fuerza horizontal Fj de magnitud igual a 
200 lb. Vea la FIGURA 11.1.22. ^Cual es la magnitud de la 
fuerza F 3 que un bombero debe ejercer para sostener 
la manguera a un angulo de 45° desde la horizontal? 



FIGURA 11.1.22 Vectores del problema 49 

50. Un avion parte de un aeropuerto ubicado en el origen O 
y vuela a 150 mi en la direccion 20° noreste a la ciudad 
A. De A el avion vuela despues 200 mi en la direccion 23° 
noroeste a la ciudad B. De B el avion vuela 240 mi en la 
direccion 10° suroeste a la ciudad C. Exprese la ubica- 
cion de la ciudad C como un vector r igual al que se pre- 
senta en la FIGURA 11.1.23. Determine la distancia de O a C. 



FIGURA 11.1.23 Vectores del problema 50 


= Piense en ello 

51. Mediante vectores, demuestre que las diagonales de un 
paralelogramo se bisecan entre si. [ Sugerencia : Sea M el 
punto medio de una diagonal y Vel punto medio de la otra.] 

52. Empleando vectores, demuestre que el segmento de recta 
entre los puntos medios de los dos lados de un triangulo 
es paralelo al tercer lado y la mitad de largo. 


11.2 Espacio tridimensional y vectores 

■ Introduce ion En el piano, o espacio bidimensional, una manera de describir la posicion de 
un punto P es asignarle coordenadas relativas a dos ejes mutuamente ortogonales denominados 
ejes v y y. Si P es el punto de interseccion de la recta x = a (perpendicular al eje x) y la recta 
y = b (perpendicular al eje y), entonces el par ordenado (a , b) se dice que son las coordenadas 
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rectangulares o cartesianas del punto. Vea la FI G U RA 11.2.1 . En esta seccion se extendera este meto- y i 

do de representation al espacio tridimensional y despues se consideraran vectores en el espacio y = b - 
tridimensional. 


I Sistema de coordenadas rectangular en el espacio tridimensional En tres dimensiones, o 
espacio tridimensional, se construye un sistema de coordenadas rectangulares utilizando tres 
ejes mutuamente perpendiculares. El punto en el cual estos ejes se intersecan se denomina ori- 
gen O. Estos ejes, que se muestran en la FIGURA11.2.2a), se marcan de acuerdo con la llamada regia 
de la mano derecha: Si los dedos de la mano derecha, apuntando en la direccion del eje x posi- 
tivo, se curvan hacia el eje y positivo, el pulgar apuntara entonces en la direccion del nuevo eje 
perpendicular al piano de los ejes x y y. Este nuevo eje se denomina eje z. Las lineas punteadas 
en la figura 11.2.2 a) representan los ejes negativos. Ahora bien, si 



FIGURA 11.2.1 Punto en 
el espacio bidimensional 

4| Si se intercambian los ejes x y y 
en la figura 11.2.2a), se dice 
que el sistema de coordenadas 

es de mano izquierda. 


x = a, y = b, z — c 


son pianos perpendiculares a los ejes x, y y z, respectivamente, el punto P en el cual estos pia¬ 
nos se intersecan puede representarse mediante una triada ordenada de numeros (<a , b, c) que 
se dice son las coordenadas rectangulares o cartesianas del punto. Los numeros a, b y c se 
denominan, a su vez, las coordenadas x, y y z de P(a, b, c). Vea figura 11.2.2 b). 




FIGURA 11.2.2 La regia de la mano derecha y un punto en el espacio tridimensional 


■ Octantes Cada par de ejes de coordenadas determina un piano de coordenadas. Como se 
muestra en la FIGURA 11.2.3, los ejes xyy determinan al piano xy, los ejes x y z determinan al piano 
xz, etcetera. Los pianos de coordenadas dividen el espacio tridimensional en ocho partes cono- 
cidas como octantes. El octante en el cual las tres coordenadas de un punto son positivas se 
denomina primer octante. No hay un acuerdo para nombrar a los otros siete octantes. 

La siguiente tabla resume las coordenadas de un punto sobre un eje de coordenadas o en un 
piano de coordenadas. Como se ve en la tabla, tambien es posible describir, digamos, el piano xy 
mediante una simple ecuacion z = 0. De manera similar, el piano xz es y = 0 y el piano yz es 
x = 0. 


Ejes 

Coordenadas 

Plano 

Coordenadas 

X 

(< a , 0, 0) 

xy 

(a, b, 0) 

y 

(0, fc, 0) 

xz 

(a, 0, c) 

z 

(0, 0, c) 

yz 

(0, b, c ) 



FIGURA 11.2.3 Plano 
de coordenadas 


EJEMPLO 1 


Graficacion de puntos en el espacio tridimensional 


Grafique los puntos (4, 5, 6), (3, -3, -1) y (-2, -2, 0). 

Solucion De los tres puntos que se muestran en la FIGURA 11.2.4, solo (4, 5, 6) esta en el primer 
octante. El punto (—2, —2, 0) esta en el piano xy. 
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FIGURA 11.2.4 Puntos del ejemplo 1 ■ 

■ Formula de la distancia Para determinar la distancia entre dos puntos P x (x h y h z x ) y 
P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) en el espacio tridimensional, vamos a considerar sus proyecciones sobre el piano xy. 
Como puede observar en la FIGURA 11.2.5, la distancia entre (x h y h 0) y (x 2 , y 2 , 0) sigue de la 
formula usual de la distancia en el piano y es\/(x 2 — x x ) 2 + (y 2 — y x ) 2 . En consecuencia, del 
teorema de Pitagoras aplicado al triangulo rectangulo P X P 3 P 2 tenemos 

[d(P u P 2 )] 2 = [V(x 2 - *i ) 2 + (y 2 - yi ) 2 ] 2 + \z 2 - Zi \ 2 
0 d(P u P 2 ) = V(x 2 - xif + (y 2 - yif + fe - zif- 0) 



FIGURA 11.2.5 Distancia entre dos puntos en el espacio tridimensional 


Distancia entre puntos en el espacio tridimensional 


EJEMPLO 2 


Encuentre la distancia entre (2, — 3, 6) y (— 1, —7, 4). 

Solucion De (1), 

d = V(2 - (-1)) 2 + (-3 - (—7)) 2 + (6 - 4) 2 = V29. 


■ Formula del punto medio Es posible utilizar la formula de la distancia para mostrar que las 
coordenadas del punto medio del segmento de recta en el espacio tridimensional que conecta 
los distintos puntos P\{x x , y 1? z\ ) y P 2 {x 2 , y 2 , z 2 ) son 

( x\ + x 2 y x + y 2 z x + z 2 \ 

v 2 ’ 2 ’ 2 / ( j 

Yea el problema 64 en los ejercicios 11.2. 


Punto medio en el espacio tridimensional 


EJEMPLO 3 


Determine las coordenadas de punto medio del segmento de recta entre los dos puntos del ejem¬ 
plo 2. 

Solucion De (2) obtenemos 

'2 + (-l) -3 +(-7) 6 + 4 i f x _ 5 5 


2 


2 


2 


o 
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■ Vectores en el espacio tridimensional Un vector a en el espacio tridimensional es cualquier 
triada ordenada de numeros reales 

a = (ai,a 2 , a 3 \ 

donde a h a 2 y a 3 son las componentes del vector. El vector posicion de un punto P { (x h y l9 z\) 
en el espacio tridimensional es el vector OP = (x u y h Z\), cuyo punto inicial es el origen O y 
cuyo punto final es P. Vea la FIGURA 11.2.6. 

Las definiciones de componentes de la adicion, sustraccion y multiplicacion por un esca- 
lar, etc., son generalizaciones naturales de las que se dieron para vectores en el espacio bidimen- 
sional. 


Definicion 11.2.1 Aritmetica de componentes 

Sean a = (a i9 a 2 , %)yb = (b h b 2 , b 3 ) vectores en el espacio tridimensional. 

i) Suma: a + b = (a x + b x , a 2 + b 2 , a 3 + b 3 ) 

ii) Multiplicacion escalar: ka = (ka h ka 2 , ka 3 ) 

iii) Igualdad: a = b si y solo si a x = b h a 2 = b 2 , a 3 = b 3 

iv) Negativo: —b = (—l)b = (—b i9 —b 2 , ~b 3 ) 

v) Resta: a — b = a + (—b) = (a { — b x , a 2 — b 2 , a 3 — b 3 ) 

vi ) Vector cero: 0 = (0, 0, 0) 

vii) Magnitud: |a| = \/a\ + a 2 + a 3 


Si OPi y OP2 son los vectores de posicion de los puntos P i(v l9 y l9 Z\) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ), enton- 
ces el vector P\P 2 esta dado por 

P 1 P 2 = 0?2 - OP l = (*2 - Xl, y2 - >’h Z2 - Zl)- (3) 

Como en el espacio bidimensional, P\P 2 puede dibujarse ya sea como un vector cuyo punto ini¬ 
cial es Pi y cuyo punto final es P 2 , o como un vector posicion OP con punto final 
P = (x 2 — Xi, y 2 ~ yu z 2 ~ Z\). Vea la FIGURA 11.2.7. 



EJEMPLO 4 


Vectores entre dos puntos 


Determine el vector P\P 2 si los puntos P x y P 2 estan dados por P x 


(4, 6, —2) y P 2 = (1, 8, 3). 


Solucion Si los vectores de posicion de los puntos son OP { = (4, 6, — 2) y OP 2 = (1, 8, 3), 
entonces de (3) tenemos 

PiP 2 = OP 2 - OPi={ 1 - 4, 8 - 6, 3 - (-2)) = (-3, 2, 5). ■ 


EJEMPLO 5 


Vector unitario 


Encuentre un vector unitario en la direccion de a = (—2, 3, 6). 


Solucion Puesto que un vector unitario tiene longitud 1, primero encontramos la magnitud de 
a y despues se usa el hecho de que a/ |a| es un vector unitario en la direccion de a. La magnitud 
de a es 

|a| = V(-2) 2 + 3 2 + 6 2 = V49 = 7. 

El vector unitario en la direccion de a es 




2 3 6 
r 7 


P(xi,y h zi) 



x 


FIGURA 11.2.6 Un vector en el 
espacio tridimensional 
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■ Los vectores i f j, k En la seccion precedente se menciono que el conjunto de dos vectores 
unitarios i = (1, 0) y j = (0, 1) constituye una base para el sistema de vectores bidimensionales. 
Esto es, cualquier vector a en el espacio bidimensional puede escribirse como una combinacion 
lineal de i y j: a = a x i + a 2 j. De igual manera, cualquier vector a = (a h a 2 , a 3 ) en el espacio tri¬ 
dimensional se puede expresar como una combinacion lineal de los vectores unitarios 

i = (1,0,0), j= (0,1,0), k = (0,0,1). 



b ) 

FIGURA 11.2.8 Empleo de los 
vectores i, j, k para representar un 
vector de posicion a 


Para ver esto usamos i) y ii) de la defmicion 11.2.1 para escribir 

(a h a 2 , a 3 ) = (a h 0, 0) + (0, a 2 , 0) 4- (0, 0, a 3 ) 

= a x ( 1, 0, 0) 4- a 2 ( 0, 1, 0) 4- a 3 ( 0, 0, 1), 

esto es, a = a{\ 4- a 2 j 4- a 3 k. 

Los vectores i, j y k ilustrados en la FIGURA 11.2.8a) se llaman la base estandar del sistema de 
vectores tridimensionales. En la figura 11.2.8/?) observamos que un vector posicion 
a = a x \ 4- a 2 j + a 3 k es la suma de los vectores a x i, a J y a 3 k, los cuales yacen a lo largo de los 
ejes de coordenadas y tienen el origen como un punto inicial comun. 


Empleo de los vectores i, j, k 


EJEMPLO 6 


El vector a = (7, —5, 13) es el mismo que a = 7i — 5j + 13k. 


Cuando se toma en consideracion la tercera dimension, cualquier vector en el piano xy se 
describe de manera equivalente como un vector tridimensional que yace en el piano de coorde¬ 
nadas z = 0. Si bien los vectores (a h a 2 ) y (a u a 2 , 0) tecnicamente no son iguales, se ignorara la 
distincion. Esta es la razon, por ejemplo, por la que se denotan (1, 0) y (1, 0, 0) mediante el mismo 
simbolo i. Un vector ya sea en el piano yz o en el piano xz tambien debe tener una componente 
cero. En el piano yz el vector b = (0, b 2 , b 3 ) se escribe como b = Z? 2 j + b 3 k. 


EJEMPLO 7 


Vectores en los pianos de coordenadas 


a ) El vector a = 5i + 3k = 5i + Oj + 3k yace en el piano xz y tambien puede escribir¬ 
se como a = (5, 0, 3). 

b) |5i + 3k I = V5 2 + 0 2 + 3 2 = V25 + 9 = V34 ■ 


Combinacion de vectores 


EJEMPLO 8 


Si a = 3i - 4j + 8k y b = i - 4k, encuentre 5a - 2b. 

Solucion A1 escribir 5a = 15i — 20j + 40k y 2b = 2i + Oj — 8k obtenemos 

5a — 2b = (15i - 20j + 40k) - (2i + Oj - 8k) 

= 13i - 20j + 48k. 


Ejercicios 11.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-35. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, grafique el punto dado. Utilice los mis- 
mos ejes de coordenadas. 


1. (1,1,5) 

3. (3,4,0) 

5. (6,-2,0) 


2. (0, 0, 4) 

4. ( 6 , 0 , 0 ) 

6. (5, -4, 3) 


En los problemas 7-10, describa geometricamente todos los 
puntos P{x, y, z) cuyas coordenadas satisfagan la condicion 
dada. 

7. z = 5 8. x = 1 

9. x = 2, y = 3 10. x = 4, y = — 1, z = 7 

11. Proporcione las coordenadas de los vertices del paralele- 
pipedo rectangular cuyos lados son los pianos de coorde¬ 
nadas y los pianos x = 2, y = 5, z = 8. 
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12. En la FIGURA 11.2.9 se muestran dos vertices de un parale- 
lepipedo rectangular que tiene lados paralelos a los pia¬ 
nos de coordenadas. Determine las coordenadas de los 
restantes seis vertices. 



X 


FIGURA 11.2.9 Paralelepfpedo del problema 12 

13. Considere el punto P(— 2, 5, 4). 

a ) Si las lineas se dibujan desde P perpendicular a los 
pianos coordenados, £ cuales son las coordenadas del 
punto en la base de cada perpendicular? 

b ) Si se dibuja una linea desde P al piano z = — 2, ^cua- 
les son las coordenadas del punto en la base de la per¬ 
pendicular? 

c) Determine el punto en el piano x = 3 que es mas cer- 
cano a P. 

14. Determine una ecuacion de un piano paralelo a un piano 
de coordenadas que contenga el par de puntos indicado. 

a) (3,4, -5), (-2, 8, -5) 

b) (1,-1,1), (1,-1,-1) 

c) (-2, 1,2), (2,4,2) 

En los problemas 15-20, describa el conjunto de puntos 
P(x, y, z) en el espacio tridimensional cuyas coordenadas satis- 
fagan la ecuacion dada. 

15. xyz = 0 16. v 2 + y 2 + z 2 = 0 

17. (x + 1 ) 2 + (y - 2) 2 + (z + 3) 2 = 0 

18. (x - 2)(z - 8) - 0 

19. z 2 - 25 = 0 20. x = y = z 

En los problemas 21 y 22, encuentre la distancia entre los 
puntos indicados. 

21. (3, -1, 2), (6, 4, 8) 22. (-1, -3, 5), (0, 4, 3) 

23. Determine la distancia del punto (7, —3, —4) a 

a) el piano yz y b) el eje v. 

24. Determine la distancia desde el punto (—6, 2, —3) hasta 

a) el piano xz y b) el origen. 

En los problemas 25-28, los tres puntos dados forman un 
triangulo. Determine cuales triangulos son isosceles y cuales 
son triangulos rectos. 

25. (0, 0, 0), (3, 6, -6), (2, 1,2) 

26. (0, 0,0), (1,2, 4), (3, 2, 2 V2) 

27. (1,2, 3), (4, 1,3), (4, 6,4) 

28. (1, 1,-1), (1, 1,1), (0,-1, 1) 

En los problemas 29-32, utilice la formula de la distancia para 
determinar si los puntos dados son colineales. 

29. P x ( 1, 2, 0), P 2 (-2, -2, -3), P 3 (7, 10, 6) 

30. /Ml, 2, -1), P 2 (0, 3, 2), P 3 (l, 1, -3) 


31. /Ml, 0, 4), /M—4, -3, 5), /M-7, -4, 8) 

32. /M2, 3, 2), P 2 (l, 4, 4), P 3 (5, 0, -4) 

En los problemas 33 y 34, resuelva para la incognita. 

33. P t (x, 2, 3), P 2 ( 2, 1, 1); d(P u P 2 ) = V2l 

34. P t (x, x, 1), P 2 ( 0, 3, 5); d(P u P 2 ) = 5 

En los problemas 35 y 36, encuentre las coordenadas del 
punto medio del segmento de recta entre los puntos indicados. 

35. (1, 3, |), (7, -2, |) 36. (0, 5, -8), (4, 1, -6) 

37. Las coordenadas del punto medio del segmento de recta 
entre P\(x h y u z\) y P 2 (2, 3, 6) son (— 1, -4, 8). Encuen¬ 
tre las coordenadas de P\. 

38. Sea P 3 el punto medio del segmento de recta entre 
P\{— 3, 4, 1) y P 2 (—5, 8, 3). Encuentre las coordenadas 
del punto medio del segmento de recta. 

a) entre Pi y P 3 y b) entre P 3 y P 2 . 

En los problemas 39-42, exprese el vector P, P 2 en forma de 
componentes. 

39. Pj(3, 4, 5), P 2 (0, -2, 6) 40. P x {~2, 4, 0), P 2 (6, |, 8) 
41. /M0, -1,0), P 2 ( 2, 0, 1) 42. Pl\, 1 5), P 2 {-i -l 12) 

En los problemas 43-46, dibuje el vector dado. 

43. (-3,5, -2) 44. (2,0,4) 

45. i + 2j - 3k 46. -4i + 4j + 2k 

En los problemas 47-50, determine el eje o piano en el cual 
yace el vector dado. 

47. (7, -3,0) 48. (0,2,0) 

49. 4k 50. -2j + 5k 

En los problemas 51-58, a = (1, -3, 2), b = (—1, 1, 1) y c = 
(2, 6, 9). Encuentre el vector o escalar indicado. 

51. a + (b + c) 52. 2a - (b - c) 

53. b + 2(a - 3c) 54. 4(a + 2c) - 6b 


55. 

a + 

c| 


56. c 2b 

57. 

a 

+ 5 

b 

58. b a + a b 


a 


|b| 

II II 


59. Determine un vector unitario en la direccion opuesta de 
a = (10, -5, 10). 

60. Encuentre un vector unitario en la misma direccion que 
a = i - 3j + 2k. 

61. Encuentre el vector b que es cuatro veces la longitud de 
a = i — j + k en la misma direccion que a. 

62. Encuentre el vector b para el cual |b| = \ que es parale¬ 
lo a a = (—6, 3, —2) pero tiene la direccion opuesta. 

= Piense en ello 

63. Mediante los vectores a y b que se muestran en la FIGURA 
11.2.10, dibuje el “vector promedio” ^(a + b). 
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del problema 63 


64. Emplee la formula de la distancia para demostrar que 


M 


*1 + *2 y\ + Zj + Z 2 \ 
. 2 9 2 ’ 2 ) 


es el punto medio del segmento de recta entre P i(x 1? y h z\) 
y Pi(x 2 , J 2 ? z 2 ). [Sugerencia : Demuestre que 

d(P u M) = d(M , P 2 ) y J(P b P 2 ) = d(P h M) + d(M, P 2 ).] 

= Proyectos 

65. Como se ilustra en la FI GURA 11.2.11a), una nave espacial 
puede efectuar rotaciones denominadas declive, balan- 
ceo y desvio del eje alrededor de tres ejes distintos. Para 
descubrir las coordenadas de un punto P se recurre a dos 
sistemas de coordenadas: un sistema de coordenada car- 
tesiano fijo y tridimensional en el cual las coordenadas de 
P son (x, y, z) y un sistema de coordenada de la nave 
espacial que se mueve con la rotacion particular. En la 
figura 11.2.11 b) se ha ilustrado un desvio del eje (esto es, 
una rotacion alrededor del eje z, que es perpendicular al 
piano de la pagina). Cuando la nave espacial efectua un 
declive, balanceo y desvio del eje en secuencia a traves 
de los angulos cr, /3 y y, respectivamente, las coordenadas 
finales del punto P en el sistema de la nave espacial 
(x s , y s , Zs ) se obtienen a partir de la secuencia de transfor- 
maciones: 

x P = x x R = x P cos (5 — Zp sen /3 

y P — y cos a 4- z sen a y R = y P 

Zp = ~y sen a 4- z cos a, z R = x P sen/3 + Zp cos /3, 

x s = x R cos y + y R seny 

y 5 = —x R sen y + y R cosy 
= Zr. 

Suponga que las coordenadas de un punto son (1, 1, 1) en 
el sistema de coordenadas fijo. Determine las coordena¬ 


das del punto en el sistema de la nave espacial si esta 
efectua un declive, balanceo y desvio del eje en secuen¬ 
cia a traves de los angulos a = 30°, /3 = 45°, y = 60°. 



FIGURA 11.2.11 Nave espacial del problema 65 


66. (Para trabajar este problema , debe aprender acerca, o 
estar familiarizado, con la multiplicacion de matrices.) 


a) Cada sistema de ecuaciones en el problema 65 puede 
escribirse como una ecuacion matricial. Por ejemplo, 
el ultimo sistema es 


Xs 


Xr 

ys 

= M y 

yR 

Zs 


Zr 


donde M Y = 


cos y 
— sen y 
0 


sen y 0 

cos y 0 . Identifique 
0 1 las matrices M P 


y Mtf y escriba los primeros dos sistemas como 


X P 


X 


Xr 


Xp 

1_ 

= M p 

1 m v: 

1 _ 

y 

1 

tv? ( 

= M R 

yp 

z P 


b ) Verifique que las coordenadas finales (x s , y s , Zs ) en el 
sistema de la nave espacial despues del declive, balan¬ 
ceo y desvio del eje se obtienen de 


x s 


X 

ys 

Zs 

= MyMfiMp 

y 

z 


c) Con (x, y, z) = (1,1,1) y a = 30°, /3 = 45°, y = 60°, 
efectue la multiplicacion de matrices indicada en el 
inciso b) y verifique que su respuesta es la misma que 
en el problema 65. 


11.3 Producto punto 

■ Introduce ion En esta y en la siguiente seccion consideraremos dos tipos de productos entre 
vectores que se originaron en el estudio de la mecanica, la electricidad y el magnetismo. El pri- 
mero de estos productos, conocido como producto punto, se estudia en esta seccion. 

■ Forma de componentes del producto punto El producto punto, definido a continuacion, se 
conoce tambien como producto interior o producto escalar. El producto punto de dos vecto¬ 
res a y b se denota mediante a • b y es un numero real, o escalar, definido en terminos de las 
componentes de los vectores. 
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Definicion 11.3.1 Producto punto de dos vectores 

En el espacio bidimensional el producto punto de dos vectores a = (a u a 2 ) y b 

= (b u b 2 ) es 

a • b = a x bi + a 2 b 2 . 

(1) 

En el espacio tridimensional el producto punto de dos vectores a = (rq, a 2 , a 3 ) y b 
es 

(N 

II 

a • b = a x b x + a 2 b 2 + a 3 b 3 . 

(2) 


EJEMPLO 1 


Productos punto utilizando (2) 


Si a = lOi + 2j — 6k y b = — |i + 4j — 3k, entonces se deduce de (2) que 


a b = (10)(—— ] + (2X4) + (—6)(—3) = 21. 


Productos punto de los vectores de la base 


EJEMPLO 2 


Puesto que i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) y k = (0, 0, 1), vemos de (2) que 

i j = j i = 0, j k = k j = 0 y k i = i k = 0. 

De manera similar, por (2) 

i-i = l, j - j = 1 Y k • k = 1. 


Propiedades El producto punto posee las siguientes propiedades. 


(3) 

(4) ■ 


Teorema 11.3.1 Propiedades del producto punto 


0 

a 

b = 0 si a = 

= 0 

o b — 0 


ii) 

a 

b = b a 



<r- ley conmutativa 

iii) 

a 

(b + c) = a 

b 

+ a • c 

<— ley distributiva 

iv) 

a 

(kb) = (ifca) • 

b 

= k(a • b), k un escalar 


v) 

a 

a > 0 




vi) 

a 

a = a 2 





DEM0STRACI0N Se prueban los incisos Hi) y vi). Las demas pruebas se dejan al estudiante. 
Vea el problema 53 en los ejercicios 11.3. Para probar el inciso Hi) se deja a = (a h a 2 , a 3 \ 
b = (bi, b 2 , b 3 ) y c = (c ls c 2 , c 3 ). Entonces 

a • (b + c) = (a u a 2 , a 3 ) ■ ((b u b 2 , b 3 ) + (c b c 2 , c 3 )) 

= (a u a 2 , a 3 ) ■ (b x + c u b 2 + c 2 , b 3 + c 3 ) 

= ai(bi + c0 + a 2 (b 2 + c 2 ) + a 3 (b 3 + c 3 ) 

, , . (puesto que la multiplicacion de 

= a x b\ + d\C\ + a 2 b 2 + a 2 c 2 + a 3 b 3 + a 3 c 3 

11 11 zz zz numeros reales es distnbutiva 

= (aibi + a 2 b 2 + a 3 b 3 ) + iaiCi + a 2 c 2 + a 3 c 3 ) Irespecto a la adicion 

= a b + a • c. 

Para demostrar el inciso vi) notamos que 

a • a = (ai, a 2 , a 3 ) • (a u a 2 , a 3 ) = a\ + a 2 + a 3 = |a| 2 . ■ 


■ Forma alterna Tambien puede expresarse el producto punto de dos vectores en terminos de 
las longitudes de los vectores y del angulo entre ellos. 
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Esta forma mas geometrica es la ^ 
que se usa por lo general como 
la definicion del producto punto 
en un curso de fisica. 



FIGURA 11.3.1 El vector c en la 
prueba del teorema 11.3.2 



a b 

c) 


FIGURA 11.3.2 El angulo 0 en el 
producto punto 


Las palabras ortogonal y per- ^ 
pendicular se usan indistinta- 
mente. Como regia general se 
usara ortogonal al referirse a 
vectores y perpendicular cuando 
se involucre a una recta o a un 
piano. 


Teorema 11.3.2 Forma alterna del producto punto 

El producto punto de dos vectores a y b es 

a • b = |a| |b|cos 9 , (5) 

donde 9 es el angulo entre los vectores tal que 0 < 0 < 77 . 


DEMOSTRACION Suponga que 6 es el angulo entre los vectores a = a x i + a 2 \ + a 3 k y 
b = b x i + b 2 j + b 3 k. Entonces el vector 

c = b - a = (b x ~ a x ) i + ( b 2 ~ a 2 ) j + (b 3 - a 3 )k 

es el tercer lado del triangulo en la FIGURA 11.3.1. Por la ley de los cosenos podemos escribir 

|c| 2 = |b| 2 + |a| 2 — 2|a||b|cos 6 o |a||b|cos# = |(|b| 2 + |a| 2 - |c| 2 ). (6) 

Al emplear |a| 2 = a\ + a 2 + a 3 , |b| 2 = b\ + b\ + b\ , 

y |c| 2 = |b - a| 2 = (b x - a x f + (b 2 ~ a 2 f + (b 3 - a 3 ) 2 , 

se simplifica el lado derecho de la ecuacion en ( 6 ) a a x b x + a 2 b 2 + a 3 b 3 . Puesto que esta es la 
definicion del producto punto, se observa que |a| |b| cos 6 = a b. ■ 

■ Angulo entre vectores La FIGURA 11.3.2 ilustra tres casos del angulo 9 en (5). Si los vectores a 
y b son paralelos, entonces 9 es el mas pequeho de los dos angulos posibles entre ellos. Al resol¬ 
ver para cos 9 en (5) y utilizando despues la definicion del producto punto en (2) tenemos una 
formula para el coseno del angulo entre los dos vectores: 

a • b a x b x + a 2 b 2 + a 3 b 3 

cos 9 = 1 11 , I =- p-r77- l - . (/) 

|a||b| |a||b| 


Angulo entre dos vectores 


EJEMPLO 3 


Determine el angulo entre a = 2i + 3j + kyb = — i + 5j + k. 

Solucion Tenemos |a| = Vl4, |b| = V27 y a • b = 14. En consecuencia, (7) produce 


cos 9 = 


14 


_ = fV42, 

VI4V27 9 

y por ello 9 = cos -1 (V42/9) ~ 0.77 radianes o 9 ~ 44.9°. 


■ Vectores ortogonales Si a y b son vectores distintos de cero, entonces el teorema 11.3.2 
implica que 


0 a • b > 0 si y solo si 9 es agudo, 

ii) a • b < 0 si y solo si 9 es obtuso y 

iii) a • b = 0 si y solo si cos 9 = 0. 


Sin embargo, en el ultimo caso el unico numero en [0, 27 t] para el cual cos 9 = 0 es 9 = 7t/2. 
Cuando 9 = 7t/2, se dice que los vectores son ortogonales o perpendiculares. Asi, se llega al 
siguiente resultado. 


Teorema 11.3.3 Criterio para vectores ortogonales 

Dos vectores distintos de cero a y b son ortogonales si y solo si a • b = 0. 


Puesto que 0 b = 0 para todo vector b, el vector cero se considera ortogonal a todo vector. 















Vectores ortogonales 

Si a = —3i - j + 4k y b = 2i + 14j + 5k, entonces 


EJEMPLO 4 
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a • b = (—3)(2) + (—1)(14) + (4)(5) = 0. 


Del teorema 11.3.3 concluimos que a y b son ortogonales. 


■ Cosenos directores Para un vector distinto de cero a = a x \ + a 2 j + a 3 k en el espacio tridi¬ 
mensional, los angulos a, (3 y y entre a y los vectores unitarios i, j y k, respectivamente, reciben 
el nombre de angulos directores de a. Yea la FIGURA 11.3.3. Ahora bien, por (7), 


cos a = 


a i 


cos (3 = 


a J 

|a||j| 


la cual se simplifica en 


cos y 


a • k 

lallkl’ 


a x a 2 

cos a — -j—j-, cos (3 = -j—j-, 

a ^ a 


cos y = 


a 3 


Afirmamos que cos a , cos /3, cos y, son los cosenos directores de a. Los cosenos directores de 
un vector distinto de cero a son simplemente las componentes del vector unitario a/|a|: 

a _ fli . _^ 2 _. a 3 , 

i»i _ i a i‘ i a i J i a i 

= (cos a)i + (cos /3)j + (cos y)k. 

Puesto que la magnitud de a/|a| es 1, se sigue de la ultima ecuacion que 

cos 2 a + cos 2 13 + cos 2 y = 1. 


EJEMPLO 5 


Cosenos directores y angulos directores 


Determine los cosenos directores y los angulos directores del vector a = 2i + 5j + 4k. 
Solucion De |a| = \/2 2 + 5 2 + 4 2 = V^5 = 3 V5, observamos que los cosenos directores 


son 


2 o 5 

cos a = -—cos p 


3V5’ 


3V5’ 


cos y 


3V5' 


Los angulos directores son 


a = cos 1 


/3 = cos 


y = cos 1 


3 V5 

-i (_L_ 
3V^ 

4 

3 V5 


Observe en el ejemplo 5 que 


1.27 radianes o a ~ 72.7° 
0.73 radian o (3 ~ 41.8° 
0.93 radian o y ~ 53.4°. 

cos 2 a + cos 2 13 + cos 2 y = ^ + + 


■ Componentes de a sobre b Utilizando la ley distributiva junto con (3) y (4) es posible usar 
las componentes de un vector a = a x \ + a 2 \ + a 3 k en terminos del producto punto: 

a x = a • i, a 2 = a • j, < 2 3 = a • k. (8) 

De manera simbolica, se escriben las componentes de a como 



X 


FIGURA 11.3.3 Los angulos 
directores de un vector 


compia = a • i, compja = a • j, comp k a = a k. 


(9) 
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FI GURA 11.3.4 Componente de 
un vector a sobre un vector b 


A continuacion se vera que el procedimiento indicado en (9) continua para determinar la com¬ 
ponente de un vector a sobre un vector b. Advierta que en cualquiera de los dos casos que se 
ilustran en la FI GURA 11.3.4, 


comp b a = |a|cos 0 . (10) 

En la figura 11.3.4Z?), comp b a < 0, puesto que 7 t /2 < 6 < it. En este caso, al escribir (10) como 


comp b a = 


lallblcos 6 


a b 

Ibl ’ 


cornp b a = a • 


( 11 ) 


observamos que 
En otras palabras: 

• Para encontrar la componente de un vector a sobre un vector b, se multiplica a con un 
vector unitario en la direccion de b. 


EJEMPLO 6 


Componente de un vector sobre otro 


Sean a = 2i + 3j — 4k y b = i + j + 2k. Determine 
a ) comp b a y b) comp a b. 

Solucion 

a) Primero se forma un vector unitario en la direccion de b: 

|b| = V6 por lo que = ^=(i + j + 2k). 
Entonces de (11) tenemos 

comp b a = (2i + 3j - 4k) • ^=(i + j + 2k) = -^=. 

b) Al modificar (11) de manera correspondiente, tenemos 


Entonces |a| = 
y comp a b 


comp a b 
V29 por lo que 
= (i + j + 2k) • - 



1 


V29 


V29 
(2i + 3j 


(2i + 3j 
- 4k) = 


-4k), 

_3_ 

V29' 


I Proyeccion de a sobre b Como se ilustra en la FIGURA 11.3.5a), la proyeccion de un vector a en 
cualquiera de las direcciones determinadas por i, j, k es simplemente el vector formado al mul- 
tiplicar la componente de a en la direccion especificada con un vector unitario en esa direccion; 
por ejemplo, 

proy^a = (compia)i = (a • i)i = a x i, 

y asi sucesivamente. La figura 11.3.5 b), muestra el caso general de la proyeccion de a sobre b: 


proy b a = (comp b a)(Aj. (12) 



a 



FIGURA 11.3.5 Proyeccion de un vector a sobre un vector b 
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EJEMPLO 7 


Proyeccion de a sobre b 


Determine la proyeccion de a = 4i + j sobre el vector b = 2i + 3j. Grafique. 


Solucion Primero se determina la componente de a sobre b. Puesto que |b| = Vl3, encontra- 
mos de (11), 

comp b a = (4i + j) • y^(2i + 3j) = ^=. 


Asi, de (12), 

pr ° yia= (vff)(vif )« 2i+3j> 

La grafica de este vector se muestra en la FIGURA 11.3.6. 


22. 33. 

13* 13 J ' 


■ Proyeccion de a ortogonal sobre b Como se ve en la FIGURA 11.3.7, los vectores a y proy b a son 
la hipotenusa y un lado del triangulo rectangulo, respectivamente. El segundo lado del triangulo 
es entonces 


a - proy b a. 

Este es un vector que es ortogonal a b y se le denomina proyeccion de a ortogonal a b. 


EJEMPLO 8 


Proyeccion de a ortogonal a b 


Sean a = 3i — j + 5kyb = 2i+j + 2k. Determine la proyeccion de a ortogonal a b. 



FIGURA 11.3.6 Proyeccion de a 
sobre b 



a — proy^ a es ortogonal a b 


Solucion Primero se determina la proyeccion de a en b. Puesto que |b| = 3, tenemos por (11) 
que 

comp b a = (3i - j + 5k) • ^(2i + j + 2k) = 5, 
por lo que, utilizando (12), 

proy b a = (5)^(2i + j + 2k) = y i + |j + y k. 

Entonces, la proyeccion de a ortogonal a b es 


a — proy b a = (3i — j + 5k) 



, 5. , it), 
+ 3- J T k 



+ f k - 


■ Interpretacion ffsica del producto punto En la seccion 6.8 observamos que cuando una fuer- 
za constante de magnitud F mueve un objeto a una distancia d en la misma direccion de la fuer- 
za, el trabajo realizado es simplemente 

W = Fd. (13) 

Sin embargo, si una fuerza constante F aplicada a un cuerpo actua en un angulo 9 respecto a la 
direccion de movimiento, entonces el trabajo realizado por F se define como el producto de 
la componente de F en la direccion del desplazamiento y la distancia |d| que se mueve el cuerpo: 

W = (|F|cos0)|d| = |F| |d|cos 6 . 

Vea la FIGURA 11.3.8. Se concluye del teorema 11.3.2 que si F provoca un desplazamiento d de un 
cuerpo, entonces el trabajo realizado es 

W = F d. (14) 

Note que (14) se reduce a (13) cuando 6 = 0. 









IFIcos 6 




d 


FIGURA 11.3.8 Trabajo realizado 
por una fuerza que actua a un 
angulo 6 con la direccion de 
movimiento 


EJEMPLO 9 


Trabajo realizado por una fuerza a un angulo 


Determine el trabajo realizado por una fuerza constante F = 2i + 4j sobre un bloque que se 
mueve de P i(l, 1) a P 2 (4, 6). Suponga que |F| se mide en libras y |d| se mide en pies. 


Solucion El desplazamiento del bloque esta dado por 

d = = OP 2 - OP x = 3i + 5j 

Se concluye de (14) que el trabajo realizado es 

W = (2i + 4j) • (3i + 5j) = 26 pies-lb. ■ 
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Ejercicios 11.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-12, a = 2i — 3j + 4k, b = —i + 2j + 5k y 
c = 3i + 6j — k. Determine el vector o escalar indicado. 


1. a b 
3. a • c 
5. a • (4b) 

7. a • a 

9. a • (a + b + c) 



2. b c 
4. a (b + c) 

6. b (a - c) 

8. (2b) • (3c) 

10. (2a) (a - 2b) 

12. (c b)a 


En los problemas 13-16, determine a • b si el angulo mas 
pequeno entre a y b es como se indica. 

13. |a| = 10, |b| = 5,6 = tt/4 

14. |a| = 6, |b| = 12 ,6 = tt/6 

15. |a| = 2, |b| = 3, 6 = 2tt/3 

16. |a| = 4, |b| = 1,6 = 57t/6 


En los problemas 17-20, determine un angulo 6 entre los vec¬ 
tores indicados. 

17. a = 3i — k, b = 2i + 2k 

18. a = 2i + j, b = -3i - 4j 

19. a = (2, 4, 0), b = (-1, -1,4) 

20. a = <§, i |), b = (2, -4, 6) 

21. Encuentre cuales pares de los siguientes vectores son 
ortogonales. 

a) (2, 0, 1) b) 3i + 2j - k 

c) 2i — j — k d) i - 4j + 6k 

e) (1,-1,1) /) (-4,3,8) 

22. Determine un escalar c de manera que los vectores dados 
sean ortogonales. 

a) a = 2i - cj + 3k, b = 3i + 2j + 4k 

b) a = (c, i c), b = (-3, 4, c) 

23. Determine un vector v = (x h y h 1) que es ortogonal tanto 
a a = (3, 1, -1) como a b = (-3, 2, 2). 

24. Un rombo es un paralelogramo de angulos oblicuos con 
los cuatro lados iguales. Utilice el producto punto para 
demostrar que las diagonales de un rombo son perpen- 
diculares. 

25. Verifique que el vector 


es ortogonal al vector a. 

26. Determine un escalar c de manera que el angulo entre 
a = i + cj y b = i + j sea 45°. 


En los problemas 27-30, encuentre los cosenos directores y 
los angulos directores del vector dado. 

27. a = i + 2j + 3k 28. a = 6i + 6j - 3k 

29. a = (1, 0, - V3) 30. a = (5, 7, 2) 

31. Encuentre el angulo entre la diagonal AD del cubo que se 
muestra en la FIGURA 11.3.9 y el borde AB . Determine el 
angulo entre la diagonal AD y la diagonal AC. 



32. Un avion se encuentra a 4 km de altura, 5 kilometros 
hacia el sur y 7 kilometros hacia el este de un aeropuer- 
to. Vea la FIGURA 11.3.10. Determine los angulos directores 
del avion. 



FIGURA 11.3.10 Avion del problema 32 

En los problemas 33-36, a = i - j + 3k y b = 2i + 6j + 3k. 
Determine el numero indicado. 

33. comp b a 34. comp a b 

35. comp a (b — a) 36. comp 2b (a + b) 

En los problemas 37 y 38, encuentre la componente del vec¬ 
tor indicado en la direccion del origen al punto que se indica. 

37. a = 4i + 6j; P( 3, 10) 

38. a = (2, 1, -1); P( 1, -1, 1) 

En los problemas 39-42, determine a ) proy b a y b) la proyec- 
cion de a ortogonal a b. 

39. a = -5i + 5j, b = -3i + 4j 

40. a = 4i + 2j, b = -3i + j 

41. a = (-1, -2, 7), b = (6, -3, -2) 

42. a = (1, 1, 1), b = (—2, 2, —1) 

En los problemas 43 y 44, a = 4i + 3j y b = —i + j. 
Determine el vector indicado. 

43. proy (a+b) a 

44. Proyeccion de b ortogonal a a — b. 
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= Aplicaciones 

45. Un trineo se jala horizontalmente sobre el hielo por me¬ 
dio de una cuerda unida a su frente. Una fuerza de 20 lb 
que actua a un angulo de 60° con la horizontal desplaza 
el trineo 100 pies. Determine el trabajo realizado. 

46. Se empuja un tren a lo largo de un riel recto con una fuer¬ 
za de 3 000 lb actuando a un angulo de 45° en la direc¬ 
cion de movimiento. Determine el trabajo realizado al 
mover el tren 400 pies. 

47. Encuentre el trabajo realizado por una fuerza constante 
F = 4i + 3j + 5k que mueve un objeto de P\(3, 1,-2) 
a P 2 (2, 4, 6). Suponga que |F| se mide en newtons y |d| 
en metros. 

48. Un bloque con un peso p se jala a lo largo de una super- 
ficie horizontal sin friccion mediante una fuerza constan¬ 
te F de 30 newtons en la direccion dada por un vector d. 
Vea la FIGURA 11.3.11. Suponga que |d| se mide en metros. 

a) ^Cual es el trabajo realizado por el peso p? 

b) ^Cual es el trabajo efectuado por la fuerza F si 
d = 4i + 3j? 




I 

p - 

FIG URA 11.3.11 Bloque del problema 48 

49. Una fuerza constante F de magnitud igual a 3 lb se apli- 
ca al bloque que se muestra en la FIGURA 11.3.12. F tiene la 
misma direccion que el vector a = 3i + 4j. Determine el 
trabajo realizado en la direccion de movimiento si el blo¬ 
que se mueve de E 1 (3, 1) a P 2 ( 9, 3). Suponga que la dis- 
tancia se mide en pies. 



FIG URA 11.3.12 Bloque del problema 49 

50. La molecula de metano CH 4 consta de cuatro atomos de 
hidrogeno que rodean a un solo atomo de carbon. Como 
se ilustra en la FIGURA 11.3.13, los atomos de hidrogeno se 
ubican en los vertices de un tetraedro regular. La distan- 
cia entre el centro de un atomo de hidrogeno y el centro 
del atomo de carbono es de 1.10 angstroms (1 angstrom 
= 10~ 10 m) y el angulo del enlace hidrogeno-carbon- 
hidrogeno es 6 = 109.5°. Utilizando unicamente meto- 
dos vectoriales, determine la distancia entre los dos ato¬ 
mos de hidrogeno. 



FIGURA 11.3.13 Atomos en la molecula de metano del problema 50 


= Piense en ello 

51. Demuestre que si dos vectores distintos de cero a y b son 
ortogonales, entonces sus cosenos directores satisfacen 

cos aq cos a 2 + cos cos /3 2 + cos y x cos y 2 = 0. 

52. Determine un vector unitario cuyos angulos directores, 
relativos a los tres ejes de coordenadas, son iguales. 

53. Utilice la definicion del producto punto para demostrar 
los incisos /), ii), iv) y v) del teorema 11.3.1. 

54. Utilice el producto punto para demostrar la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz: |a b| < |a||b|. 

55. Utilice el producto punto para demostrar la desigualdad 
del triangulo: |a + b| < |a| + |b|. [ Sugerencia : Consi- 
dere la propiedad W) del teorema 11.3.1.] 

56. Demuestre que el vector n = a\ + b] es perpendicular a 
la recta cuya ecuacion es ax + by + c = 0. [ Sugerencia : 
Considere que P\(x h yO y P 2 (x 2 , y 2 ) son puntos distintos 
de la recta.] 

57. Utilice el resultado del problema 56 y la FIGURA 11.3.14 para 
demostrar que la distancia d del punto P\(x h y x ) a la recta 

ax + by + c = 0 es d = \ax x + by x + c\j\/a 2 + b 2 . 



FIGURA 11.3.14 Distancia de un 
punto a una recta en el problema 57 

= Proyectos 

58. La luz proveniente de una fuente en el punto S(a , b) se 
refleja en un espejo esferico de radio 1, centrado en el 
origen, hacia un observador localizado en el punto 
0(c, d) como se muestra en la FIGURA 11.3.15. El punto de 
reflexion P(x, y) del espejo esferico yace en el piano 
determinado por la fuente, el observador y el centro de la 
esfera. (El analisis de espejos esfericos se da, entre otros 
lugares, en el estudio del diseno de radares.) 



FIGURA 11.3.15 Espejo del problema 58 
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a) Emplee el teorema 11.3.2 dos veces, una vez con el 
angulo 6 y una vez con el angulo 0, para demostrar 
que las coordenadas del punto de reflexion P{x, y ) 
satisfacen la ecuacion 

ax + by — 1 cx + dy — 1 
ay — bx dx — cy 

[Sugerencia: Como se ilustra en la figura, sean N y T, 
respectivamente, un vector normal unitario y una tan- 
gente unitaria al circulo en P{x , y). Si N = xi + yj, 
(,como es T en terminos de x y y?] 


b ) Sean a = 2, b = 0,c = 0yd = 3. Utilice la relacion 
x 2 + y 2 = 1 para demostrar que la coordenada x del 
punto de reflexion es una raiz de una ecuacion polino- 
mial de cuarto grado. 

c ) Utilice el metodo de Newton o un SAC para determi- 
nar el punto de reflexion en el inciso b). Quiza tenga 
que considerar las cuatro raices de la ecuacion en el 
inciso b) para encontrar la que corresponde a una 
solucion de la ecuacion en el inciso a). 


11.4 Producto cruz 

■ Introduccion El producto punto, que se presento en la seccion anterior, opera tanto en el 
espacio bidimensional como en el tridimensional y genera un numero. Por otro lado, el produc¬ 
to cruz, que se presenta en esta seccion, solo esta definido para vectores en el espacio tridimen¬ 
sional y genera otro vector en el espacio tridimensional. 

■ Determinantes de segundo y tercer orden Los siguientes hechos acerca de los determinan- 
tes seran importantes en la definicion y discusion del producto cruz en esta seccion. 


Repaso de determinantes 


La definicion de un determinante de segundo orden es el numero 


a x 

bi 


a 2 

bi 


= a x b 2 ~ a 2 b x . 


Un determinante de tercer orden se define en terminos de tres determinantes de segundo 
orden del modo que sigue: 


a x 

a 2 

a 3 

b x 

b 2 

b 3 

Cl 

c 2 

c 3 


b 3 


h 

b 3 

+ a 3 

b\ 

b 2 


— a 2 





C3 


Cl 

C 3 


Cl 

c 2 


Lo anterior se denomina expansion de determinantes por cofactores del primer renglon. 


Aun cuando un determinante es un numero , es conveniente pensar en el como un arreglo 
► cuadrado. Asi, los determinantes de segundo y tercer orden se refieren, respectivamente, como 
determinantes 2 X 2 y 3 X 3. Hay determinantes de orden superior, pero como no se encontra- 
ran en los siguientes capitulos de este libro no se daran sus definiciones. 

Para encontrar el valor de un determinante de 2 X 2 se calculan los productos de los nume- 
ros en las dos diagonales y se restan: 

£><£ = “ a 2 b \- 

Para un determinante de 3 X 3, el cofactor de una entrada a Xj en el primer renglon y la colum- 
na j-esima, j = 1, 2, 3, es (—1) 1+7 veces el determinante 2X2 formado al eliminar el primer 
renglon y la j-esima columna. Los cofactores de a x , a 2 y a 3 son, respectivamente, 


b 2 

h 

9 

hi 

h 

y 

hi 

b 2 

c 2 

c 3 


Cl 

c 3 


Cl 

c 2 
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Asi: 


d\ d 2 d 3 









x rr **2 

er 3 




^2 




b i b 2 b 3 

= d\ 

b\ b 2 

b 3 


- d 2 

by 

b 2 

b 3 

+ d 3 

by b 2 b 3 

C\ c 2 c 3 


<fi c 2 

c 3 



c 1 

V 

c 3 


Cy c 2 (f 3 



b 2 b 3 



by 

b 3 


by 

b 2 



= d\ 


~ d 2 



+ d 3 






c 2 c 3 



Cl 

c 3 


c \ 

c 2 



EJEMPLO 1 


Un determinante de 2 x 2 


-4 -2 

5 3 


(-4)3 - (-2)5 = -2 


EJEMPLO 2 


Un determinante de 3 x 3 


8 

5 

4 


2 

4 

6 

= 8 

-1 

2 

3 




6 

3 


+ 4 


2 

-1 


4 

2 


= 8(0) - 5(12) + 4(8) = -28 ■ 


Las siguientes propiedades seran de utilidad en la discusion que sigue. 


Tres propiedades de determinantes 

i ) Si toda entrada en un renglon (o columna) de un determinante es 0, entonces el 
valor del determinante es cero. 

ii) Si dos renglones (o columnas) de un determinante son iguales, entonces el valor 
del determinante es cero. 

Hi) Cuando dos renglones (o columnas) de un determinante se intercambian, el deter¬ 
minante que resulta es el negativo del determinante original. 


■ Forma de componentes del producto cruz Como se hizo en la discusion del producto punto, 
definimos el producto cruz de dos vectores a y b en terminos de las componentes de los vectores. 


Definicion 11.4.1 Producto cruz de dos vectores 

El producto cruz de dos vectores a = (a h a 2 , a 3 )yb = (b h b 2 , b 3 ) es el vector 

a X b = (i a 2 b 3 — a 3 b 2 )i — (a x b 3 — a 3 bi )j + (< a x b 2 — a 2 b x )k. (1) 


Los coeficientes de los vectores basicos en (1) se reconocen como determinantes de 2 X 2, 
por lo que (1) puede escribirse como 


d 2 

d 3 


di 

d 3 


d\ 

d 2 

k>2 

b 3 

1 

*>i 

^3 

j + 

*>1 

k>2 


Esta representacion, a su vez, sugiere que es posible escribir el producto cruz como un determi¬ 
nante de 3 X 3: 


a X b 


i j k 

a i a 2 ci 3 

bi b 2 b 3 


( 2 ) 


Tecnicamente la expresion sobre el lado derecho de la igualdad en (2) no es un determinante, ya que 
sus entradas no son todas escalares. De cualquier modo, el “determinante” en (2) se usa simplemen- 
te como una manera de recordar la definicion de componentes del producto cruz dada en (1). 
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X 

FIGURA 11.4.1 Un mnemonico 
para productos cruz que implican 

a i, j y k 


El producto cruz 


EJEMPLO 3 


Sean a = 4i - 2j + 5k y b = 3i + j - k. Determine a X b. 

Solucion Usamos (2) y se desarrolla el determinante utilizando cofactores del primer renglon: 

i j k 

— Z X 4 

j + 


a X b = 


4-2 5 

3 1 -1 

= — 3i + 19j + 10k. 


-2 5 

1 -1 


4 5 
3 -1 


4 -2 
3 1 


EJEMPLO 4 


Productos cruz de los vectores basicos 


Puesto que i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) y k = (0, 0, 1), advertimos de (2) o la segunda propiedad de 
determinantes que 


i X i = 0, j X j = 0 y k X k = 0. 


(3) 


Tambien por (2) 

i X j = k, j X k = i, k X i = j, 

j X i = -k, k X j = —i, i X k = —j. 


(4) 

■ 


El producto cruz en (4) se obtiene utilizando la mnemonica circular que se muestra en la 
FIGURA 11.4.1. 


■ Propiedades El siguiente teorema resume algunas de las propiedades importantes del pro¬ 
ducto cruz. 


Teorema 11.4.1 Propiedades del producto 

cruz 

j) a X b = 0 si a = 0 o b = 0 


ii) a X b = —b X a 


iii) a X (b + c) = (a X b) + (a X c) <- 

- ley distributiva 

iv) (a + b) X c = (a X c) + (b X c)f 

- ley distributiva 

v) a X (kb) = (ka) X b = k{ a X b), 

k un escalar 

vi) a X a = 0 


vii) a (a X b) = 0 


viii) b • (a X b) = 0 



Advierta en la parte i) del teorema 14.4.1 que el producto cruz no es conmutativo. Como 
consecuencia de esta propiedad no conmutativa hay dos leyes distributivas en los incisos iii) y 
iv) del teorema. 

DEM0STRACI0N Los incisos i), ii) y vi) siguen directamente de las tres propiedades de los 
determinantes dadas antes. Se demuestra el inciso iii) y se dejan las restantes pruebas al estu- 
diante. Vea el problema 60 en los ejercicios 11.4. Para demostrar el inciso iii) dejamos a = 
(a x , a 2 , a 3 ), b = (b x , b 2 , b 3 ) y c = (c x , c 2 , c 3 ). Entonces 


a 2 

a 3 


a x 

a 3 


a x 

a 2 

b 2 + c 2 

h + c 3 

1 

b\ + c, 

b'i + c 3 

j + 

b\ + Ci 

b 2 + c 2 


= \{a 2 b 3 + a 2 c 3 ) - (< a 3 b 2 + a 3 c 2 )\i - [(a x b 3 + a x c 3 ) - ( a 3 b x + a 3 c x )\ j 
+ [( a x b 2 + a x c 2 ) — (( a 2 b x + a 2 c x ) |k 
= \(a 2 b 3 - a 3 b 2 )i - {a x b 3 - a 3 b x )j + (a x b 2 - a 2 b x )k] 

+ [(a 2 c 3 - a 3 c 2 )i - {a x c 3 - a 3 c x )j + (a x c 2 - a 2 c x ) k] 

= (a X b) + (a X c). ■ 
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■ Vectores paralelos En la seccion 11.1 vimos que dos vectores distintos de cero son parale- 
los si y solo si uno es un multiplo escalar distinto de cero del otro. Asi, dos vectores son para¬ 
lelos y tienen las formas a y &a, donde a es cualquier vector. Por las propiedades v) y vi) del teo- 
rema 11.4.1, el producto cruz de vectores paralelos debe ser 0. Esto se enuncia formalmente en 
el siguiente teorema. 


Teorema 11.4.2 Criterio para vectores paralelos 

Dos vectores distintos de cero a y b son paralelos si y solo si a X b = 0. 


EJEMPLO 5 


Determine si a 


Vectores paralelos 

= 2i+j-kyb = 


— 6i — 3j + 3k son vectores paralelos. 


Solucion Del producto cruz 


a X b 



= Oi - Oj + Ok = 0 


y el teorema 11.4.2 concluimos que a y b son vectores paralelos. 


■ Regia de la mano derecha Una caracterizacion alterna del producto cruz utiliza la regia de 
la mano derecha. Como se observa en la FIGURA 11.4.2a), si los dedos de la mano derecha apun- 
tan a lo largo del vector a y despues se curvan hacia el vector b, el pulgar dara la direccion de 
a X b. En la figura 11.4.1/?), la regia de la mano derecha muestra la direccion de b X a. 



FIGURA 11.4.2 La regia de la mano derecha 


Teorema 11.4.3 Forma alterna del producto cruz 

Sean a y b dos vectores distintos de cero que no son paralelos entre si. Entonces el producto 
cruz de a y b es 

a X b = (|a| |b| sen 0)n, (5) 

donde 6 es el angulo entre los vectores tal que O<0<7rynesun vector unitario perpen¬ 
dicular al piano de a y b con direccion dada por la regia de la mano derecha. 


DEMOSTRACION Se observa de las propiedades vii) y viii) del teorema 11.4.1 que tanto a como 
b son perpendiculares a a X b. Asi, la direccion de a X b es perpendicular al piano de a y b, y 
puede demostrarse que la regia de la mano derecha determina la direccion apropiada. Resta 
demostrar que la magnitud de a X b esta dada por 

|a X b| = |a||b|sen 6. 


( 6 ) 
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Calculamos por separado los cuadrados de los lados izquierdo y derecho de esta ecuacion utili- 
zando las formas de componentes de a y b: 

|a X b| 2 = (. a 2 b 3 — d 3 b 2 ) 2 + (a x b 3 — d 3 b x ) 2 + ( d x b 2 ~ ci 2 b x ) 2 

= a 2 b 3 — 2a 2 b 3 a 3 b 2 4- a 3 b 2 4- a\b 3 — 2 d x b 3 d 3 b x + o 3 b 2 
+a 2 b 2 — 2ciib 2 a 2 bi 4- a 2 b\ 

(|a||b|sen 0) 2 = |a| 2 |b| 2 sen 2 6 = |a| 2 |b| 2 (l - cos 2 0) 

= |a| 2 |b| 2 - |a| 2 |b| 2 cos 2 0 = |a| 2 |b| 2 - (a b) 2 
= («i + a\ + afj(b\ + b 2 + bf) - (a x b x + a 2 b 2 + a 2 b 3 ) 2 
= a 2 b 2 — 2a 2 b 2 a 3 b 3 4- a 2 b 2 + a\b 2 — 2 a { bia 3 b 3 + a 2 b\ 


+ a 2 b 2 — 2aib x a 2 b 2 + a 2 b\. 

Puesto que ambos lados son iguales a la misma cantidad, deben ser iguales entre si, por lo que 

|a X b| 2 = (|a| |b| sen 0) 2 . 

Por ultimo, tomando la raiz cuadrada de ambos lados y utilizando el hecho de que Vsen 2 0 = 
sen 6 puesto que sen 0 > 0 para 0 < 6 < 77, tenemos |a X b| = |a| |b| sen 6. ■ 


Esta forma mas geometrica se ^ 
usa por lo general como la defi- 
nicion del producto cruz en un 
curso de fisica. 


Combinando los teoremas 11.4.2 y 11.4.3 advertimos que para cualquier par de vectores a y b, 

a X b = (|a| |b| sen 0)n. 

■ Productos especiales El triple producto escalar de los vectores a, b y c es a • (b X c). 

Utilizando las formas de las componentes de las definiciones de los productos punto y cruz, tene¬ 
mos 

b 2 

Cl 


a • (b X c) = ( a x \ + a 2 j + a 3 k) ■ 


^3 

c 3 


b 3 

Cl 


j + 


b 2 

Cl 


= Cl\ 


^2 

^3 

— a 2 


b 3 

+ cl 3 


bi 

^2 

^3 


Cl 

c 3 


Cl 

c 2 


Asi, vemos que el triple producto escalar puede escribirse como un determinante de 3 X 3: 


a • (b X c) 


d x 

d i 

d 3 

bi 

b 2 


Cl 

Cl 

c 3 


(7) 


Utilizando las propiedades de determinantes puede demostrarse que 

a • (b X c) = (a X b) • c. (8) 

Vea el problema 61 en los ejercicios 11.4. 

El triple producto vectorial de tres vectores a, b y c es 

a X (b X c). 



h = I a I sen 6 


Ibl b 

a) Paralelogramo 



paralelogramo 


El triple producto vectorial se relaciona con el producto punto por medio de 

a X (b X c) = (a • c)b - (a • b)c. (9) 

Vea el problema 62 en los ejercicios 11.4. 

■ Areas Dos vectores distintos de cero y no paralelos a y b pueden considerarse como los 
lados de un paralelogramo. El area A de un paralelogramo es 

A = (base)(altura). 

De la FIGURA 11.4.3a), observamos que A = |b| (|a| sen 0) = |a| |b| sen 9 

o A = |a X b|. (10) 

De igual modo que en la figura 11.4.3Z?), vemos que el area del triangulo con lados a y b es 

A = t|a X b|. (11) 
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EJEMPLO 6 


Area del triangulo 


Encuentre el area del triangulo determinado por los puntos P i(l, 1, 1), P 2 (2, 3, 4) y P 3 (3, 0, — 1). 
Solucion Los vectores P\P 2 y P 2 P 2 pueden considerarse como dos lados del triangulo. Puesto 


que 


tenemos 


P X P 2 = i + 2j + 3k 


P 2 P 3 = i - 3j - 5k 


j k 

P X P 2 X P 2 P 3 =1 2 3 

1 -3 -5 

= -i + 8j - 5k. 

De (11) vemos que el area es 


2 3 

-3 -5 


1 3 
1 -5 


j + 


1 2 

1 -3 


A = ||-i + 8j - 5k| = | VTO. 


■ Volumen de un paralelepipedo Si los vectores a, b y c no yacen en el mismo piano, enton- x 

ces el volumen del paralelepipedo con hordes a, b y c que se muestra en la FI GURA 11.4.4 es | 


o 


V = (area de la base)(altura) 
comp bXc a| 

1 


= |b X c| 
= lb X cl 


a 


lb X c| 


b X c 


V= |a (b X c) | . 



Asi, el volumen de un paralelepipedo determinado por tres vectores es el valor absoluto del 
triple producto escalar de los vectores. 


FI G U R A 11.4.4 Paralelepipedo 
formado por tres vectores 


■ Vectores cop I ana res Los vectores que yacen en el mismo piano se dice que son coplanares. 
Se ha visto que si los vectores a, b y c no son coplanares, entonces necesariamente 
a • (b X c) ^ 0, pues el volumen de un paralelepipedo con hordes a, b y c tiene volumen dis- 
tinto de cero. Enunciado de manera equivalente, esto quiere decir que si a • (b X c) = 0, enton¬ 
ces los vectores a, b y c son coplanares. Puesto que lo inverso de este ultimo enunciado tambien 
es cierto (vea el problema 64 en los ejercicios 11.4), ocurre que 

a • (b X c) = 0 si y solo si a, b y c son coplanares. 


■ Interpretacion fisica del producto cruz En fisica una fuerza F que actua en el extremo de un 
vector de position r, como se muestra en la FI GURA 11.4.5, se dice que produce una torsion r defi- 
nida por r = r X F. Por ejemplo, si |F| = 20 N, |r| = 3.5 m y 6 = 30°, entonces de (6), 

|t| = (3.5)(20)sen30° = 35 N-m. 

Si F y r estan en el piano de la pagina, la regia de la mano derecha implica que la direction de 
t es hacia afuera de la misma, y perpendicular a ella (hacia el lector). 

Como podemos advertir en la FIGURA11.4.6, cuando una fuerza F se aplica a una Have de tuer- 
cas, la magnitud de la torsion r es una medida del efecto de rotation alrededor del punto pivote 
P y el vector r se dirige a lo largo del eje de la tuerca. En este caso r apunta hacia adentro de la 
pagina. 



FIGURA 11.4.5 Una fuerza 
actuando en el extremo de un 
vector 



FIGURA 11.4.6 Una Have que aplica torsion a una tuerca 
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OP NOTAS DESDE EL AULA 

Cuando se trabaja con vectores, debe tenerse cuidado de no mezclar los simbolos de los pro- 
ductos punto y cruz, esto es, • y X, con los simbolos de la multiplicacion ordinaria, asi como 
ser cuidadosos, en especial, en el uso, o falta del mismo, de parentesis. Por ejemplo, si a, b y 
c son numeros reales, entonces el producto abc esta bien definido puesto que 

abc = a{bc) = (< ab)c. 

Por otro lado, la expresion a X b X c no esta bien definida puesto que 

a X (b X c) ^ (a X b) X c. 

Vea el problema 59 en los ejercicios 11.4. Otras expresiones, tal como a • b • c, no tienen sen- 
tido, incluso si se incluye parentesis. {For que? 


Ejercicios 11.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, encuentre a X b. 

1. a = i - j, b = 3j + 5k 2. a = 2i + j, b = 4i - k 

3. a = (1,-3, 1), b = (2, 0, 4) 

4. a = (1, 1, 1), b = (-5,2, 3) 

5. a = 2i — j + 2k, b = — i + 3j — k 

6. a = 4i + j — 5k, b = 2i + 3j — k 

7. a = (i 0, ±), b = (4,6,0) 8. a = (0,5,0), b = (2, -3,4) 

9. a = (2,2, —4), b = (-3, -3,6) 

10. a = (8, 1, —6), b = (1, -2, 10) 

En los problemas 11 y 12, encuentre P\P 2 X P { P 3 . 

11. P 1 (2, 1,3),P 2 (0,3, -1),P 3 (-1,2, 4) 

12. /M0, 0, 1),P 2 (0, 1,2), P 3 (l, 2, 3) 

En los problemas 13 y 14, encuentre un vector distinto de cero 
que sea perpendicular tanto a a como a b. 

13. a = 2i + 7j - 4k, b = i + j - k 

14. a = (-1, —2, 4), b = (4, —1, 0) 

En los problemas 15 y 16, verifique que a • (a X b) = 0 y 
b • (a X b) = 0. 

15. a = (5, -2, 1), b = (2, 0, -7) 

16. a = \\ — | j — 4k, b = 2i — 2j + 6k 

En los problemas 17 y 18, 

a) calcule b X c seguido de a X (b X c). 

b) Verifique los resultados del inciso a ) mediante (9) de 
esta section. 

17. a = i — j + 2k 18. a = 3i - 4k 

b = 2i+j + k b = i + 2j — k 

c = 3i + j + k c = -i + 5j + 8k 

En los problemas 19-36, encuentre el escalar o vector indica- 
do sin usar (2), (7) o (9). 

19. (2i) X j 20. i X (-3k) 

21. k X (2i - j) 22. i X (j X k) 


23. [(2k) X (3j) ] X (4j) 

25. (i + j) X (i + 5k) 

27. k (j X k) 

29. |4j - 5(i X j ) | 

31. i X (i X j) 

33. (i X i) X j 

35. 2j [i X (j - 3k)] 

En los problemas 37-44, a X 
4j — k. Encuentre el escalar 

37. a X (3b) 

39. (-a) X b 
41. (a X b) X c 
43. a • (b X c) 


24. (2i — j + 5k) X i 
26. i X k - 2(j X i) 

28. i- [j X (-k)] 

30. (i X j)-(3j X i) 

32. (i X j) X i 
34. (i • i)(i X j ) 

36. (i X k) X (j X i) 

= 4i — 3j + 6k y c = 2i + 
o vector indicado. 

38. b X a 
40. |a X b| 

42. (a X b) • c 

44. (4a) • (b X c) 


En los problemas 45 y 46, 

a) verifique que el cuadrilatero dado es un paralelogra- 
mo y 

b ) determine el area del paralelogramo. 



FIGURA 11.4.7 Paralelogramo del problema 45 



FIGURA 11.4.8 Paralelogramo del problema 46 
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En los problemas 47-50, encuentre el area del triangulo deter- 
minado por los puntos dados. 

47. Pi(l, 1, 1),P 2 (1,2, 1),P 3 (1,1,2) 

48. Pi(0, 0, 0), P 2 ( 0, 1, 2), P 3 (2, 2, 0) 

49. P 1 (1,2,4),P 2 (1, —1, 3), P 3 (—1, -1,2) 

50. Pi(l, 0, 3), P 2 (0, 0, 6), P 3 (2, 4, 5) 

En los problemas 51 y 52, encuentre el volumen del paralele- 
pipedo para el cual los vectores dados son los tres bordes. 

51. a = i + j, b = — i + 4j, c = 2i + 2j + 2k 

52. a = 3i + j + k, b = i + 4j + k, c = i + j + 5k 

En los problemas 53 y 54, determine si los vectores indicados 
son coplanares. 

53. a = 4i + 6j, b = — 2i + 6j - 6k, c = fi + 3j + |k 

54. a = i + 2j — 4k, b = — 2i + j + k, c = \ j — 2k 

En los problemas 55 y 56, determine si los cuatro puntos indi¬ 
cados yacen en el mismo piano. 

55. /Ml, 1, -2), P 2 (4, 0, -3), P 3 (l, -5, 10), P 4 (~l, 2, 4) 

56. Pi(2, -1, 4), P 2 (-l, 2, 3), P 3 (0, 4, -3), P 4 (4, -2, 2) 

57. Como se muestra en la FIGURA 11.4.9, el vector a yace en el 
piano xy y el vector b se ubica a lo largo del eje z positi- 
vo. Sus magnitudes son |a| = 6.4 y |b| =5. 

a) Emplee (5) para encontrar |a X b|. 

b) Utilice la regia de la mano derecha para determinar la 
direccion de a X b. 

c) Use el inciso b) para expresar a X b en terminos de 
los vectores unitarios i, j y k. 



FIGURA 11.4.9 Vectores del problema 57 


58. Dos vectores a y b yacen en el piano xz de manera que el 
angulo entre ellos es 120°. Si |a| = V27 y |b| = 8, 
encuentre todos los valores posibles de a X b. 

= Piense en ello 

59. Si a = (1, 2, 3), b = (4, 5, 6) y c = (7, 8, 3), muestre que 
a X (b X c) ¥= (a X b) X c. 

60. Demuestre los incisos iv), v), vii) y viii) del teorema 
11.4.1. 

61. Demuestre a • (b X c) = (a X b) • c. 

62. Demuestre a X (b X c) = (a • c)b - (a • b)c. 

63. Demuestre a X (b X c) + b X (c X a) + c X (a X b) = 0. 

64. Demuestre que si a, b y c son coplanares, entonces 
a • (b X c) = 0. 

= Proyectos 

65. Una reticula tridimensional es una coleccion de combina- 
ciones enteras de tres vectores basicos no coplanares a, b 
y c. En cristalografia, una reticula puede especificar las 
ubicaciones de atomos en un cristal. Los estudios de 
difraccion de rayos X de cristales utilizan la “reticula 
reciproca”, la cual tiene los vectores de la base 

_ b X c _ c X a c _ a X b 

a • (b X c)’ b (c X a)’ c • (a X b)' 

a) Cierta reticula tiene los vectores de la base a = i, 
b=jyc = ^>(i+j + k). Determine los vectores de 
la base de la reticula reciproca. 

b) La celda unitaria de la reticula reciproca es el parale- 
lepipedo con lados A, B y C, en tanto que la celda uni¬ 
taria de la reticula original es el paralelepipedo con 
lados a, b y c. Demuestre que el volumen de la celda 
unitaria de la reticula reciproca es el reciproco del 
volumen de la celda unitaria de la reticula original. 
[Sugerencia: Empiece con B X C y utilice (9).] 


11.5 Rectas en el espacio tridimensional 

■ Infroduccion En la seccion 1.3 vimos que la clave para escribir la ecuacion de una recta en 
el piano es la nocion de la pendiente. La pendiente de una recta (o su angulo de inclinacion) pro- 
porciona un indicio de la direccion. Una recta en el piano se determina especificando ya sea un 
punto y una pendiente o cualesquiera dos puntos distintos. Basicamente lo mismo es cierto en el 
espacio tridimensional. 

A continuacion vera que los conceptos de vectores son una ayuda importante en la obten- 
cion de la ecuacion de una recta en el espacio. 

■ Ecuacion vectorial Una recta en el espacio se determina especificando un punto Po(x 0 , Jo* Zo) 
y un vector distinto de cero v. A traves del punto P 0 pasa solo una recta L paralela al vector dado. 
Suponga que P(x, y, z) es cualquier punto sobre la recta. Si r = OP y r 0 = OP 0 son los vecto¬ 
res de posicion de P y P 0 , entonces debido a que r — r 0 es paralelo al vector v existe una esca- 
lar t tal que r — r 0 = tv. Esto proporciona una ecuacion vectorial 


r = r 0 + tx 


( 1 ) 
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FIGURA 11.5.1 Lfnea que pasa 
por P 0 paralela a v 



FIGURA 11.5.2 Lfnea que pasa 
por P 0 y P x 


de la recta L. A1 emplear componentes, r = (x, y, z), r 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ) y v = (a, b, c) advertimos que 
(1) es igual a 

(x, y, z) = (x 0 + at, y 0 + bt, z 0 + ct). (2) 

El escalar t se denomina parametro y el vector v distinto de cero recibe el nombre de vector 
direccional; las componentes a, b y c del vector direccional v se llaman numeros direcciona- 
les de la recta L. Para cada numero real t el vector r en (1) es el vector de posicion de un punto 
sobre L y por ello es posible prever la recta como si se estuviera trazando en el espacio a partir 
de la punta en movimiento de r. Vea la FIGURA 11.5.1. 

Cualesquiera dos puntos distintos P 0 (x 0 , y 0 > Zo) Y Pi( x u Yi> Zi) en el espacio tridimensional 
determinan unicamente la recta L entre ellos. Si r = OP, r 0 = OP 0 y r x = OP { son vectores de 
posicion, vemos en la FIGURA 11.5.2 que el vector v = r x — r 0 es paralelo al vector r — r x . De tal 
manera, r — r Y = t(r { — r 0 ) o r = + t(r Y — r 0 ). Debido a que r — r 0 tambien es paralelo a 

v, una ecuacion vectorial alterna para la recta es r — r 0 = t(r x — r 0 ) o 

r — r 0 + t(ji - r 0 ). (3) 

Si escribimos v = r { — r 0 = (x x — jc 0 , y\ — y 0 , z\ ~ Zo) — (a, b, c) veremos que (3) es lo mismo 
que (1). De hecho, r = r 0 + t(— v) y r = r 0 + con k un escalar distinto de cero, tambien 
son ecuaciones de L. 


EJEMPLO 1 


Ecuacion vectorial de una recta 


Encuentre una ecuacion vectorial para la recta que pasa por (4, 6, — 3) y es paralela a v = 
5i - lOj + 2k. 


Solucion Con la identificacion x 0 = 4, y 0 = 6, z 0 = —3,a = 5,b = —10 y c = 2 obtenemos de 
(2) una ecuacion vectorial de la recta: 

(x, y, z) = (4, 6, -3) + t( 5, -10, 2) o (x, y, z) = (4 + 5 1 , 6 - 10 1 , -3 + It). ■ 


EJEMPLO 2 


Ecuacion vectorial de una recta 


Encuentre una ecuacion vectorial para la recta que pasa por (2, — 1, 8) y (5, 6, —3). 


Solucion Si marcamos los puntos como P 0 (2, — 1, 8) y P\{5, 6, —3), entonces un vector direc¬ 
cional para la recta que pasa por P 0 y P { es 

v = P^P, = OP, - ~OP 0 = (5 - 2,6 - (-1), -3 - 8) = (3,7, -11). 

De (3) una ecuacion vectorial de la recta es 

(x,y,z) = (2, -1,8) + f(3,7, -11). 

Esta es una de las muchas ecuaciones vectoriales posibles de la recta. Por ejemplo, dos ecuacio¬ 
nes alternas son 


(x,y,z) = (5,6, -3) + t(3, 7, -11) 

(x,y,z) = (5,6, -3) + t(- 3, -7, 11). ■ 


■ Ecuaciones parametricas Al igualar las componentes en (2) obtenemos 

x = x 0 + at, y = y 0 + bt, z = Zo + ct. (4) 

Las ecuaciones en (4) se llaman ecuaciones parametricas de la recta que pasa por P 0 . La recta 
L completa, que se extiende indefinidamente en ambas direcciones, se obtiene al permitir que el 
parametro t aumente de — oo a oo; en otras palabras, el intervalo del parametro es (— oo, oo). Si 
el parametro t se restringe a un intervalo cerrado [ t 0 , t x ] , entonces cuando t aumenta (4) define 
un segmento de recta que empieza en el punto que corresponde a t 0 y termina en el punto corres- 
pondiente a t x . 


EJEMPLO 3 


Ecuaciones parametricas de una recta 


Determine las ecuaciones parametricas de la recta 

a) que pasa por (5, 2, 4) y es paralela a v = 4i + 7j — 9k, y b ) que pasa por (—1,0, 1) y (2, — 1, 6). 
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Solucion 

a) Con las identificaciones x 0 = 5, y 0 = 2, z 0 = 4, a = 4, b = 7 y c = — 9, vemos de (4) 
que las ecuaciones parametricas de la recta son 

x = 5 + 4t, y = 2 + It, z = 4 — 9t. 

b ) Procediendo como en el ejemplo 2, un vector direccional de la recta es 

v = (2, -1, 6) - (-1, 0, 1) = (3, -1, 5). 

Con numeros direccionales a = 3, b = — l y c = 5, (4) produce 

x = — 1 + 3t, y = — t, z = 1 + 5^. ■ 

Si se limita el intervalo del parametro en el inciso a) del ejemplo 3, por ejemplo, 
— 1 < t < 0, entonces 

x = 5 + 4t, y = 2 + It, z = 4 — 9t, — 1 < £ < 0 

son ecuaciones parametricas del segmento de recta que empieza en el punto (1, —5, 13) y termi- 
na en (5, 2, 4). 


EJEMPLO 4 


Repaso del ejemplo 1 


Encuentre el punto donde la recta del ejemplo 1 interseca al piano xy. 


Solucion Al igualar componentes en la ecuacion vectorial (x, y, z) = (4 + 5t, 6 — 10 1, —3 + It) 
se producen las ecuaciones parametricas de la recta: 

x = 4 4- 51, y = 6 — 10 1, z = ~ 3 + 2t. 

Puesto que una ecuacion para el piano xy es z = 0, resolvemos 3 + 2r = 0 para t. Al susti- 

tuir t = | en las restantes dos ecuaciones se producen x = 4 + 5(f) = yyy = 6— 10(§)= —9. 
El punto de interseccion en el piano z es entonces (y, —9, 0). ■ 


■ Ecuaciones simetricas De (4) se observa que es posible eliminar el parametro escribiendo 

= - -^0 = y ~ yo = z - zp 

t a b c 

siempre que cada uno de los tres numeros direccionales a, b y c sea distinto de cero. Las ecua¬ 
ciones resultantes 


* ~ *0 = y ~ Jo = z ~ zp 

a b c 


(5) 


se dice que son ecuaciones simetricas de la recta que pasa por P 0 . 

Si uno de los numeros direccionales a, b o c es cero, empleamos las dos ecuaciones restan¬ 
tes para eliminar el parametro t. Por ejemplo, si a = 0, b A 0, c ¥= 0, entonces (4) produce 


x = x 0 y 


y ~ yp = z - zp 

b c 


En este caso, 


X = x 0 , 




( 6 ) 


son ecuaciones simetricas de la recta. Puesto que x = x 0 es una ecuacion de un piano vertical 
perpendicular al eje x, la recta descrita por (6) yace en ese piano. 


EJEMPLO 5 


Repaso del ejemplo 3 


Determine las ecuaciones simetricas de la recta que se encontro en el inciso a) del ejemplo 3. 


Solucion A partir de la identificacion dada en la solucion del ejemplo 3 podemos escribir de 
inmediato de acuerdo con (5) que 

x — 5_y~2_z~4 


4 


7 


-9 ' 
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EJEMPLO 6 


Ecuaciones simetricas 


Encuentre las ecuaciones simetricas para la recta que pasa por los puntos (5, 3, 1) y (2, 1, 1). 


Solucion Definimos a = 5 — 2 = 3, b = 3 — 1 = 2y c = 1 — 1 = 0. De acuerdo con la dis- 
cusion precedente se deduce que las ecuaciones simetricas para la recta son 

x - 5 y ~ 3 


En otras palabras, las ecuaciones simetricas describen una recta en el piano z — 1. ■ 


■ Rectas perpendicular y paralela La siguiente definicion proporciona una manera de usar los 
vectores direccionales de dos rectas para determinar si las rectas son perpendiculares o paralelas. 


Definicion 11.5.1 Rectas perpendicular y paralela 

Dos rectas L x y L 2 con vectores direccionales \ x y v 2 , respectivamente, son 

i) perpendiculares si • v 2 = 0 y 

ii) paralelas si v 2 = k\ u para algun escalar k distinto de cero. 


EJEMPLO 7 


Rectas perpendiculares 


Determine si las rectas 


L x \ x = —6 — t, y = 20 + 3t, z = 1 + 2t 
L 2 : x = 5 + 2s, y = —9 — 4s, z = 1 + 7s 

son perpendiculares. 

Solucion A1 leer los coeficientes de los parametros t y s, observamos que 

Vi = -i + 3j + 2k y v 2 = 2i - 4j + 7k 

son los vectores direccionales de L x y L 2 , respectivamente. Como v x • v 2 = —2 — 12 + 14 = 0 
concluimos que las rectas son perpendiculares. ■ 



FI GURA 11.5.3 Lfneas 
perpendiculares 


EJEMPLO 8 


Rectas paralelas 


Los vectores direccionales de las rectas 


L x \ x = 4 — 2t, x = 1 + 4t, z = 3 + 10 1 
L 2 \ x = s, y = 6 — 2s, z = ^ — 5s 

sonv! = — 2i + 4j + 10k yv 2 = i — 2j — 5k. Como v x = —2v 2 (o v 2 = —^Vi), concluimos que 
las rectas son paralelas. ■ 


Advierta que i) de la definicion 11.5.1 no exige que las dos rectas se intersequen para que 
sean perpendiculares. La FIGURA 11.5.3 muestra dos rectas perpendiculares L x y L 2 que no se inter- 
secan. En otras palabras, L x puede ser perpendicular a un piano que contiene a L 2 . 


EJEMPLO 9 


Repaso del ejemplo 7 


Determine si las rectas L x y L 2 del ejemplo 7 se intersecan. 


Solucion Puesto que un punto (x, y, z) de la interseccion es comun a ambas rectas, debemos tener 


—6 — t — 5 + 2 s ’ 

20 + 3t = —9 — 4s 
1+2 1 = 1 + 7s , 


o 


2s + t = -11 
4s + 3t = -29 
—7s + 2t = 0 . 


(7) 
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Despues de esto resolvemos simultaneamente cualquiera de las dos ecuaciones en (7) y usamos 
la ecuacion restante para la verificacion. A1 elegir la primera y la tercera, encontramos del siste- 
ma de ecuaciones 

2 s + t = -11 
—Is + 2 1 = 0 


que s = — 2 y t = —7. La sustitucion de estos valores en la segunda ecuacion en (7) produce la 
identidad —8 — 21 = —29. Asi, L x y L 2 se intersecan. Para encontrar el punto de interseccion, 
usamos, por ejemplo, s = —2\ 

x = 5 + 2(—2) =1, y = —9 — 4(—2) = -1, z = 1 + 7(—2) = -13. 

El punto de interseccion es (1, —1,-13). ■ 

En el ejemplo 9, al no haberse satisfecho las ecuaciones restantes cuando se sustituyeron los 
valores s = — 2 y t = —7, entonces las tres ecuaciones no se satisfarfan simultaneamente y por 
ello las rectas no se intersecarian. Dos rectas L x y L 2 en el espacio tridimensional que no se inter¬ 
secan y que no son paralelas reciben el nombre de rectas oblicuas. Como se muestra en la FIG LI¬ 
RA 11.5.4, las rectas oblicuas yacen en pianos paralelos. 



Ejercicios 11.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, encuentre una ecuacion vectorial para 
la recta que pasa por el punto y es paralela al vector dado. 

1. (4, 6, -7), v = (3, -|) 

2. (1, 8, -2), v = -7i - 8j 

3. (0, 0, 0), v = 5i + 9j + 4k 

4. (0, -3, 10),v = (12, -5, -6) 

En los problemas 5-10, encuentre la ecuacion vectorial de la 
recta que pasa por los puntos indicados. 

5. (1, 2, 1), (3, 5, -2) 6. (0, 4, 5), (-2, 6, 3) 

7. (i -i 1), (- 1 , §, 4 ) 8. (10, 2, - 10), (5, -3, 5) 

9. (1,1,-1), (-4, 1,-1) 10. (3, 2, 1), (§, 1, -2) 

En los problemas 11-16, encuentre ecuaciones parametricas 
para la recta que pasa por los puntos indicados. 

11. (2, 3, 5), (6,-1, 8) 12. (2, 0, 0), (0, 4, 9) 

13. (1, 0, 0), (3, -2, -7) 14. (0, 0, 5), (-2,4, 0) 

15. (4, i |), (-6, |) 16. (-3, 7, 9), (4, -8,-1) 

En los problemas 17-22, encuentre ecuaciones simetricas para 
la recta que pasa por los puntos indicados. 

17. (1, 4, -9), (10, 14, -2) 18. (|, 0, -f), (l, 3, £) 

19. (4, 2, 1), (-7, 2, 5) 20. (-5, -2, -4), (1, 1, 2) 

21. (5, 10, -2), (5, 1, -14) 22. (f, $ (f, |, 

23. Encuentre ecuaciones parametricas para la recta que pasa 
por (6, 4, — 2) y que es paralela a la recta x/2 = (1 —y)/ 
3 = (z - 5)/6. 

24. Encuentre ecuaciones simetricas para la recta que pasa 
por (4, —11, — 7) y que es paralela a la recta x = 2 + 5 1, 
y = ~ 1 + \t, z = 9 — 2t. 


25. Encuentre ecuaciones parametricas para la recta que pasa 
por (2, —2, 15) y que es paralela al piano xz y al piano xy. 

26. Encuentre ecuaciones parametricas para la recta que pasa 
por (1, 2, 8) que es 

a) paralela al eje x y 

b) perpendicular al piano xy. 

En los problemas 27 y 28, demuestre que las rectas L x y L 2 
son las mismas. 

27. L x \ r = t{ 1, 1, 1) 

L 2 : r = (6,6,6) + t(- 3, -3, -3) 

28. L x \ x = 2 + 3t, y = — 5 + 6t, z = 4 9t 
L 2 \ x = 5 — t, y = 1 — 2t, z = — 5 + 3t 

29. Dado que las rectas L x y L 2 definidas por las ecuaciones 
parametricas 

L x \ x = 3 + 2t, y = 4 — t, z = ~ 1 + 6t 
L 2 . x = 5 — s, y = 3 + \s, z = 5 — 3s 
son iguales, 

a) encuentre un valor de t tal que (—7, 9, —31) sea un 
punto sobre L x y 

b) encuentre un valor de s tal que (—7, 9, —31) sea un 
punto sobre L 2 . 

30. Determine cuales de las siguientes rectas son perpendicu- 
lares y cuales son paralelas. 

a) r = (1,0,2) + t( 9, -12,6) 

b) x = 1 + 9t, y = 12 1, z = 2 — 6t 

c ) x = 2t, y = —3 1, z = 4 1 

d) x = 5 + t, y = At, z = 3 + 

3 3 

e) x = 1 + t, y = —t, z = 2 —t 


-3 


4 


-2 
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En los problemas 31 y 32, determine los puntos de intersec- 
cion de la recta dada y los tres pianos de coordenadas. 

31. x = 4 — 2t,y — 1 + 2t, z = 9 + 3t 

x-l _ y+2 _ z -4 
2 “ 3 “ 2 

En los problemas 33-36, determine si las rectas L x y L 2 se 
intersecan. Si es asi, encuentre el punto de interseccion. 


33 . 

u 

X = 

4 

+ 

t,y = 

5 

+ t, z = 

— 1 + 2 1 


l 2 

X = 

6 

+ 

2s, y 

= 

11 + 4s, 

z = —3 + s 

34. 

U 

X = 

1 

+ 

Uy = 

2 

~ t,z = 

31 


l 2 

X = 

2 

- 

s,y = 

= 1 

+ 

II 

6 s 

35. 

U 

X = 

2 

- 

t,y = 

3 

+ t,z = 

1 + t 


l 2 

X = 

4 

+ 

s,y = 

= 1 

+ s, z = 

1 - s 

36. 

U 

X = 

3 

- 

uy = 

2 

+ t,z = 

8 + 2t 


L 2 

X = 

2 

+ 

2s, y 

= 

-2 + 3 s 

,z = -2 + 8s 


En los problemas 43 y 44, las rectas L x y L 2 yacen en el mismo 
piano. Encuentre ecuaciones parametricas de la recta que pasa 
por el punto indicado y que es perpendicular a este piano. 


43. L x : 

L 2 : 

44. L x : 


L 2 : 


x = 3 + t,y = — 2 + t,z = 9 + t 
x = 1 — 2s, y = 5 + s, z = —2 — 5s; 
x - 1 y + 1 z 


3 2 

x + 4 = y - 6 
6 ~~ 4 


4 



(4,1,6) 


En los problemas 45 y 46, demuestre que L x y L 2 son rectas 
oblicuas. 

45. L x \ x = — 3 + t, y = 7 + 3t, z = 5 + 2t 

L 2 : x = 4 + s, y = 8 — 2s, z = 10 — 4s 

46. L x : x = 6 + 2t, y = 6t, z = ~ 8 + 10^ 

L 2 \ x = 1 + 8s, y = 4 — 4s, z — 3 — 24s 


= Piense en ello 


En los problemas 37 y 38, determine si los puntos dados 
yacen sobre la misma recta. 

37. (4, 3, -5), (10, 15, -11), (-1, -7, 0) 

38. (1,6, 6), (-11, 10,-2), (-2, 7, 5) 

39. Encuentre ecuaciones parametricas del segmento de recta 
que une los puntos (2, 5, 9) y (6, —1, 3). 

40. Encuentre ecuaciones parametricas para el segmento de 
recta que une los puntos medios de los segmentos de rec¬ 
ta dados. 

x = 1+2/; y = 2 — t, z = 4 — 3t, 1 < £ < 2 
x = —2 J r4t,y = 6 J rt,z = 5 J r6t,—\ < £ < 1 


En los problemas 41 y 42, encuentre el angulo entre las rectas 
dadas L x y L 2 . El angulo entre las dos rectas es el angulo entre 
sus vectores direccionales \ x y v 2 . 


41. L x : 

L 2 : 


42. L x : 


L 2 : 


x = 4 — t, y = 3 + 2t, z = —2 1 
x = 5 + 2s, y = 1 + 3s, z — 5 — 6s 
x - 1 _ y + 5 _ z ~ 1 
2 ~ 1 ~ -\ 
x + 3 „ z 


47. Suponga que L x y L 2 son rectas torcidas. Considere que 
L x y L 2 son puntos sobre la linea L x y sean P 3 y P 4 pun¬ 
tos sobre la linea L 2 . Emplee el vector P X P 3 , ilustrado en 
la FIGURA 11.5.5, para demostrar que la distancia mas corta 
d entre L x y L 2 (y en consecuencia la distancia mas cor¬ 
ta entre los pianos) es 

\Pf3 ~ (P^2 >< W\ 

I Pfl X P^4 1 



FIGURA 11.5.5 Distancia entre las dos 
rectas oblicuas del problema 47 


48. Utilizando el resultado del problema 47, encuentre la dis¬ 
tancia entre las rectas oblicuas del problema 45. 


11.6 Pianos 

■ Introduccion En esta seccion aplicamos metodos vectoriales para obtener ecuaciones de pianos. 

■ Ecuacion vectorial La FIGURA 11 . 6.1 a) ilustra el hecho de que hay un numero infinito de pia¬ 
nos S x , S 2 , S 3 ,. . . que pasan por un punto dado P 0 (xo, Jo* Zo)- Sin embargo, como se muestra en 
la figura 11.6.1 b), si se especifican un punto P 0 y un vector distinto de cero n, solo hay un piano 
S que contiene a P 0 con la normal n, o perpendicular, al piano. Ademas, si P(x, y, z) representa 
cualquier punto sobre el piano, y r = OP , r 0 = OP 0 , entonces como se ilustra en la figura 
11.6.1c), r — r 0 yace en el piano S. Se concluye que una ecuacion vectorial del piano es 


n (r — r 0 ) = 0. 


(1) 
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I 


a) b ) c) 

FIGURA 11.6.1 Un punto P 0 y un vector n determinan un piano 

■ Ecuacion rectangular En concreto, si el vector normal es n = ai + b\ + ck, entonces 
(1) produce una ecuacion rectangular o cartesiana del piano que contiene a P 0 C% Jo* £o) : 

a(x - x 0 ) + b(y - y 0 ) + c(z ~ Zo) = 0. (2) 

La ecuacion (2) se denomina la forma punto-normal de la ecuacion de un piano. 




EJEMPLO 1 


Ecuacion de un piano 


Determine una ecuacion del piano que contiene al punto (4, — 1, 3) y es perpendicular al vector 
n = 2i + 8j — 5k. 


Solucion Se concluye de inmediato de (2) con * 0 = 4, y 0 = — 1, z ° = a = ^ = 8, 

c = — 5 que 


2 (x - 4) + 8(y + 1) - 5(z ~ 3) = 0 o 2 x + 8y - 5z + 15 = 0. ■ 


La ecuacion en (2) siempre puede escribirse como ax + by + cz + d = 0 identificando 
d = —ax 0 — by 0 — cz 0 - De modo converso, se probara que una ecuacion lineal 


ax + by + cz + d = 0, 

a , b , c no todas cero, es un piano. 


(3) 


Teorema 11.6.1 Plano y vector normal 

La grafica de una ecuacion lineal ax + by + cz + d = 0, a, b, c no todas cero, es un piano 
con vector normal n = ai + b} + ck. 


DEM0STRACI0M Suponga que x 0 , y 0 y £o son numeros que satisfacen la ecuacion dada. 
Entonces ax 0 + by 0 + cz 0 + d = 0 implica que d = ~ax 0 — by 0 — cz 0 - Al sustituir este valor 
de d en la ecuacion original obtenemos, despues de simplificar, 

a(x - Xq) + b(y - y 0 ) + c(z ~ Zo) = 0 


o, en terminos de vectores, 

[ai + b\ + ck] ■ [(a- - x„)i + (y - v 0 )j + (z ~ z 0 )k] = 0. 

Esta ultima ecuacion implica que ai + b] + ck es normal al piano que contiene el punto 
(•% Jo, Zo) y el vector 

(x - x 0 )i + (y - y 0 )j + (z~ Zo)k. ■ 


EJEMPLO 2 


Vector normal a un 


piano 


Al leer los coeficientes de x, y y z en la ecuacion lineal 3x 
vector normal 


4y + lOz — 8 = 0 obtenemos un 


n = 3i - 4j + 10k 


al piano. 
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( r 2~ r i) X (r 3 — r x ) 



FIGURA 11.6.2 Plano 
determinado por tres puntos no 
colineales 


Desde luego, un multiplo escalar distinto de cero de un vector normal n sigue siendo per¬ 
pendicular al piano. 

Tres puntos no colineales P l9 P 2 y P 3 determinan tambien un piano S. Para obtener una ecua¬ 
cion del piano, solo necesitamos formar dos vectores entre dos pares de puntos. Como se ilustra 
en la FIGURA 11.6.2, su producto cruz es un vector normal al piano que contiene estps 
vectores. Si P(x, y, z) representa cualquier punto sobre el piano, yr = OP , iq = OP x , r 2 = OP 2 , 
r 3 = OP 3 entonces r — r x (o, de esa manera, r — r 2 o r — r 3 ) esta en el piano. Por consi- 
guiente, 

[ (r 2 - rO X (r 3 - r,)] ■ (r - r,) = 0 (4) 

es una ecuacion vectorial del piano S. Se pide al lector no memorizar la ultima formula. El pro- 
cedimiento es el mismo que en (1) con la excepcion de que el vector normal al piano se obtiene 
por medio del producto cruz. 


EJEMPLO 3 


Ecuacion de un piano 


Encuentre una ecuacion del piano que contiene a (1, 0, —1), (3, 1, 4) y (2, —2, 0). 


Solucion Se necesitan tres vectores. Al juntar los puntos a la izquierda, como se muestra, se 
producen los vectores a la derecha. El orden en el cual se realiza la resta es irrelevante. 


( 1 , 0 ,- 1)1 
(3,1,4) J 
(3,1,4) 1 

(2,-2, 0)J 


u = 2i + j + 5k 


v = i + 3j + 4k 


( 2 ,- 2 , 0)1 
(x,y,z) J 


w = (x - 2)i + (y + 2)j + zk 


Ahora, 


u X v 


1 j k 

2 1 5 

1 3 4 


-lli - 3j + 5k 


es un vector normal al piano que contiene los puntos dados. En consecuencia, de (1), una ecua¬ 
cion vectorial del piano es (u X v) • w = 0. La ultima ecuacion produce 

— 11 (x — 2) — 3 (y + 2) + 5z = 0 o — llx — 3y + 5z + 16 = 0. ■ 


■ Pianos perpendicular y paralelo La FIGURA n.6.3 ilustra la validez de la siguiente definicion 
respecto a los pianos perpendicular y paralelo. 



FIGURA 11.6.3 Pianos perpendiculares a); pianos paralelos b ) 



Definicion 11.6.1 Pianos perpendiculares y paralelos 

Dos pianos Si y S 2 con vectores normales nj y n 2 , respectivamente, son 

0 perpendiculares si n x • n 2 = 0 y 

ii) paralelos si n 2 = Au 1? para algun escalar k distinto de cero. 
























Pianos paralelos 

Los tres pianos dados por 


EJEMPLO 4 
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Si. 2x — 4y + 8z = 7 
S 2 : x — 2y + 4z = 0 
Sy. — 3x + 6y — 12 z — 1 

son paralelos, ya que sus respectivos vectores normales 

it! = 2i — 4j + 8k 
n 2 = i - 2j + 4k = 

3 

n 3 = —3i + 6j — 12k = ——n x 

son paralelos. ■ 

■ Graficas Las siguientes listas son algunas guias para trazar la grafica de un piano. 

Guias para graficar un piano 

• Las graficas de cada una de las ecuaciones x = x 0 , y = y 0 , z = Zo, donde x 0 , y 0 y Zo 
son constantes, son pianos perpendiculares, respectivamente, a los ejes x, y y z. 

• Para graficar una ecuacion lineal ax + by + cz + d = 0, encuentre las intersecciones 
x, y y z o, si es necesario, encuentre la traza del piano en cada piano de coordenadas. 


Una traza de un piano en un piano de coordenadas es la linea de interseccion del piano con el 
piano de coordenadas. 


EJEMPLO 5 


Grafica 


Grafique la ecuacion 2x + 3y + 6z = 18. 

Solucion A1 dejar: 

y = 0, z = 0 produce x = 9 
x = 0, z = 0 produce y = 6 
x = 0, y = 0 produce z = 3. 

Como se ilustra en la FIGURA 11.6.4, empleamos las intersecciones x, y y z (9, 0, 0), (0, 6, 0) y 
(0, 0, 3) para dibujar la grafica del piano en el primer octante. ■ 


EJEMPLO 6 


Grafique la ecuacion 6x + 4y = 12. 

Solucion En dos dimensiones la grafica de la ecuacion es una linea con interseccion (2, 0) con 
el eje x e interseccion (0, 3) con el eje y. Sin embargo, en tres dimensiones esta recta es la traza 
de un piano en el piano de coordenadas xy. Puesto que z no esta especificada, puede ser cual- 
quier numero real. En otras palabras, (x, y, z) es un punto sobre el piano siempre que xy y esten 
relacionados por la ecuacion dada. Como se muestra en la FIGURA 11.6.5, la grafica es un piano 
paralelo al eje z. ■ 


EJEMPLO 7 


Grafica 


Grafique la ecuacion x + y — z = 0. 


Solucion Observe primero que el piano pasa por el origen (0, 0, 0). En este caso, la traza del 
piano en el piano xz (y = 0) es z = x, en tanto que su traza en el piano yz (x = 0) es z = y. El 
dibujo de estas dos rectas conduce a la grafica dada en la FIGURA 11.6.6. ■ 




FIGURA 11.6.5 Plano del 
ejemplo 6 



FIGURA 11.6.6 Plano del 
ejemplo 7 
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Dos pianos Si y S 2 que no son paralelos deben intersecarse en una linea L. Vea la FIGURA 11.6.7. El 
ejemplo 8 ilustra una manera de encontrar ecuaciones parametricas para la recta de interseccion. 
En el ejemplo 9 vemos como encontrar un punto de interseccion (x 0 , yo> Zo) de un piano S y una 
recta L. Vea la FIGURA 11.6.8. 



EJEMPLO 8 


Linea de interseccion 


Encuentre las ecuaciones parametricas de la linea de interseccion x — y + 2z = lyx + y + 
z = 3. 



FIGURA 11.6.9 Recta L de 
interseccion de dos pianos en el 
ejemplo 8 


Solucion En un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, elegimos arbitrariamente una 
variable, digamos z = t, y se resuelve para x y y de 

x — y = \ — 2t 
x + y = 3 - t. 

A1 resolver el sistema obtenemos 

„ 3 , , 1 

x = 2 - -t, y = 1 + —t, z = t. 

Estas son ecuaciones parametricas de la recta de interseccion L de los pianos dados. La recta se 
muestra en rojo, el piano x — y + 2z = 1 es azul y el piano x + y + z = 3es morado en la FIGU¬ 
RA 11.6.9. ■ 

La recta en el ejemplo 8 puede obtenerse de otra manera. Vea el problema 52 en los ejerci- 
cios 11.6. 


EJEMPLO 9 


Punto de interseccion 


Encuentre el punto de interseccion del piano 3x 
y = —2 + 2 1, z = 4 1. 


2y + z = — 5 y la recta x = l + t. 


Solucion Si (x 0 , yo , Zo) denota el punto de interseccion, entonces debe tenerse 

3*0 ~ 2y 0 + z 0 = -5 y * 0 = 1 + t 0 , y 0 = - 2 + 2 1 0 , z 0 = 4 1 0 
para algun numero t 0 . A1 sustituir las ultimas ecuaciones en la ecuacion del piano encontramos que 
3(1 + to) — 2(—2 + 2t 0 ) + 4t 0 — —5 o to = —4. 

De las ecuaciones parametricas de la recta obtenemos entonces * 0 = — 3, y 0 = — 10 y = — 16. 
El punto de interseccion es (—3, —10, —16). ■ 


Ejercicios 11.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre una ecuacion del piano que 
contenga el punto dado y sea perpendicular al vector que se 
indica. 

1. (5, 1, 3); 2i — 3j + 4k 2. (1, 2, 5); 4i - 2j 

3. (6, 10, -7); — 5i + 3k 4. (0, 0, 0); 6i - j + 3k 

5. (i -0; 6i + 8j — 4k 6. (-1, 1, 0); -i + j - k 


En los problemas 7-12, determine, si es posible, una ecuacion 
de un piano que contenga a los puntos dados. 

7. (3, 5, 2), (2, 3, 1), ( — 1, —1, 4) 

8. (0, 1,0), (0, 1, 1), (1,3, -1) 

9. (0, 0,0), (1, 1, 1), (3, 2, -1) 

10. (0, 0, 3), (0, -1,0), (0,0, 6) 

11. (1,2,-1), (4, 3,1), (7,4, 3) 

12. (2, 1,2), (4, 1,0), (5,0, -5) 
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En los problemas 13-22, determine una ecuacion del piano 
que satisfaga las condiciones indicadas. 

13. Contiene a (2, 3, — 5) y es paralelo a x + y — 4z = 1 

14. Contiene al origen y es paralelo a 5x — y + z = 6 

15. Contiene a (3, 6, 12) y es paralelo al piano xy 

16. Contiene a (—7, —5, 18) y es perpendicular al eje y 

17. Contiene las rectas x = 1 + 3f, y = 1 — t, z = 2 + t; 
x = 4 + 4s, y = 2s, z = 3 + s 

x — 1 y + 1 £ — 5 

18. Contiene las rectas —-— =-, = — 7 —; 

2 —1 6 

r = (1, -1,5) + t( 1, 1, -3) 

19. Contiene las rectas paralelas x = 1 + t, y = 1 + 2t, 

z = 3 + t; x = 3 + s, y = 2s, z = ~2 + s 

20. Contiene al punto (4, 0, — 6) y la recta x = 31, y = 2t, 
z = -2 t 

21. Contiene a (2,4, 8) y es perpendicular a la recta 
x = 10 — 3t, y = 5 + t, z = 6 — \t 

22. Contiene a (1, 1, l)yes perpendicular a la recta que pasa 
por (2, 6, -3) y (1, 0, -2) 

23. Determine cuales de los siguientes pianos son perpen- 
diculares y cuales son paralelos. 

a) 2x — y + 3z = 1 b) x + 2y + 2z = 9 

c) x + y — \z — 2 d) —5x + 2y + 4z = 0 

e ) — 8x — 8y + 12z =1 /) —2x + y — 3z = 5 

24. Encuentre ecuaciones parametricas de la recta que con¬ 
tiene a (—4, 1, 7) y es perpendicular al piano —lx + 2y + 
3z = 1. 

25. Determine cuales de los siguientes pianos son perpen- 
diculares a la recta x = 4 — 6 t,y = 1 + 9t, z = 2 + 3t. 

a) 4x + y + 2z = 1 b) 2x — 3y + z = 4 

c ) lOx — 15y — 5z = 2 d) — 4x + 6y + 2z = 9 

26. Determine cuales de los siguientes pianos es paralelo a la 
recta (1 - x)/2 = (y + 2)/4 = z ~ 5. 

a) x - y + 3z = 1 Z>) 6x - 3y = 1 

c) x — 2y + 5z = 0 d) — 2x + y — 2z = 7 


En los problemas 27-30, encuentre las ecuaciones parametri¬ 
cas de la recta de interseccion de los pianos dados. 


27. 5x - 4y - 9z = 8 
x + 4y + 3z = 4 

29. 4x — 2y — z — 1 
x + y + 2z = 1 


28. x + 2y — z = 2 
3x — y + 2z = 1 

30. 2x — 5y + z = 0 
y = 0 


En los problemas 31-34, encuentre el punto de interseccion 
del piano y la recta dados. 

31. 2x — 3y + 2z = — 7; x = 1 + 2t, y = 2 — t, z = ~3t 

32. x + y + 4z = 12; x = 3 — 2t, y = 1 + 6t, z = 2 — \t 


33. x + y — z = 8; x = 1, y = 2, z = 1 + t 

34. x — 3y + 2z = 0; x = 4 + t, y = 2 + t, z = l + 5t 


En los problemas 35 y 36, encuentre las ecuaciones parame¬ 
tricas de la recta que pasa por el punto indicado y que es para- 
lela a los pianos dados. 

35. x + y — 4z = 2, 2x — y + z = 10; (5, 6, —12) 


36. 2x + z = 0, — x + 3y + z = 1; (—3, 5, — 1) 


En los problemas 37 y 38, encuentre una ecuacion del piano 
que contiene a la recta dada y que es perpendicular al pia¬ 
no indicado. 


37. x = 4 + 3t, y = — t, z = 1 + 5^; x + y + z = 7 


38. 


2 - X _ y + 2 
3 ~ 5 


z - 8 
2 ’ 


2x — 4y — z + 16 = 0 


En los problemas 39-44, grafique la ecuacion dada. 

39. 5x + 2y + z = 10 40. 3x + 2z = 9 

41. -y - 3z + 6 = 0 42. 3x + 4y - 2z - 12 = 0 

43. — x + 2y + z = 4 44. 3x — y — 6 = 0 

45. Demuestre que la recta x = —2 t,y = t,z = ~ t es 

a) paralela pero por arriba del piano x + y — z = 1, 

b) paralela pero por debajo del piano —3x — 4y + 2z = 8. 

46. Sea P 0 (x 0 , y 0 , Zo) un punto sobre el piano ax + by + cz 
+ d = 0 y considere que n es un vector normal al piano. 
Vea la FIGURA 11.6.10. Demuestre que si Pi(x h y h zi) es 
cualquier punto fuera del piano, entonces la distancia D 
desde un punto a un piano esta dada por 

| ax x + by 1 + czi + d\ 

V a 2 + b 2 + c 2 





FIGURA 11.6.10 Distancia entre un 
punto y un piano en el problema 46 


47. Emplee el resultado del problema 46 para encontrar la dis¬ 
tancia del punto (2, 1, 4) al piano x — 3y + z~ 6 = 0. 

48. a) Demuestre que los pianos x — 2y + 3z = 3 y 

—4x + 8y — 12z = 7 son paralelos. 
b) Encuentre la distancia entre los pianos en el inciso a). 

Como se muestra en la FIGURA 11.6.11 , el angulo entre dos pia¬ 
nos se define como el angulo agudo entre sus vectores norma- 
les. En los problemas 49 y 50, encuentre los angulos entre los 
pianos indicados. 



FIGURA 11.6.11 Angulo entre dos 
pianos en los problemas 49 y 50 


49. x — 3y + 2z = 14, —x + y + z = 10 

50. 2x + 6y + 3z = 13, 4x — 2y + 4z = —7 
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= Piense en ello 

51. Si siempre se ha sentado en una mesa de cuatro patas que 
se mece, tal vez haya considerado sustituirla con una 
mesa de tres patas. ^Por que? 

52. Vuelva a leer el ejemplo 8. Encuentre las ecuaciones 
parametricas para la recta L de interseccion entre los dos 
pianos utilizando el hecho de que L yace en ambos pia¬ 
nos y por ello debe ser perpendicular al vector normal de 


cada piano. Si obtiene una respuesta que difiere de las 
ecuaciones en el ejemplo 8, demuestre que las respuestas 
son equivalentes. 

53. a ) Encuentre una ecuacion del piano cuyos puntos son 
equidistantes de (1, -2, 3) y (2, 5, -1). 
b) Encuentre la distancia entre el piano y los puntos 
dados en el inciso a). 


11.7 Cilindros y esferas 

■ Introduce ion En el espacio bidimensional la grafica de la ecuacion x 2 + y 2 = 1 es una cir- 
cunferencia centrada en el origen del piano xy. Sin embargo, en el espacio tridimensional es posi- 
ble interpretar la grafica del conjunto 

{(x, y, z)\x 2 + y 2 = 1, z arbitraria} 

como una superficie que es el cilindro circular recto que se muestra en la FIGURA 11.7.1/?). 



a) Circunferencia en el 
espacio bidimensional 



b ) Cilindro circular en el espacio tridimensional 


FIGURA 11.7.1 Interpretacion de la ecuacion de una circunferencia 
en los espacios bidimensional y tridimensional 


De modo similar, ya hemos visto en la seccion 11.6 que la grafica de una ecuacion tal como 
y + 2z = 2 es una recta en el espacio bidimensional (el piano yz) 9 pero en el espacio tridimen¬ 
sional la grafica del conjunto 

{(x, y, z)|y + 2 z — 2, x arbitraria} 

es el piano perpendicular al piano yz mostrado en la FIGURA 11.7.2b). Las superficies de este tipo 
reciben un nombre especial. 




a) Recta en el espacio bidimensional b) Plano en el espacio tridimensional 
FIGURA 11.7.2 Interpretacion de una ecuacion de una recta 
en los espacios bidimensional y tridimensional 


L 



FIGURA 11.7.3 La recta en 
movimiento sobre C paralela a L 
genera un cilindro 


■ Cilindro Las superficies ilustradas en las figuras 11.7.1yll.7.2se llaman cilindros. Usamos 
el termino cilindro en un sentido mas general que el de un cilindro circular recto. Especifica- 
mente, si C es una curva en un piano y L es una recta no paralela al piano, entonces el conjunto 
de todos los puntos (x, y, z) generado al mover una linea que recorra a C paralela a L se denomi- 
na cilindro. La curva C recibe el nombre de directriz del cilindro. Vea la FIGURA 11.7.3. 

Asi, una ecuacion de una curva en un piano de coordenadas, cuando se consideran tres 
dimensiones, es una ecuacion de un cilindro perpendicular a ese piano de coordenadas. 

• Si las graficas de/(x, y) = c l9 g(y, z) = c 2 y h(x , z) = c 3 son curvas en el espacio bidi¬ 
mensional de sus respectivos pianos de coordenadas, entonces sus graficas en el espacio 
tridimensional son superficies denominadas cilindros. Un cilindro se genera al mover una 
lmea que recorre la curva paralela al eje de coordenadas que es representada por la varia¬ 
ble que falta en su ecuacion. 
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La FIGURA 11.7.4 muestra una curva C definida por /(x, y ) = c x en el piano xy y una coleccion de 
lineas rojas llamado bastidor que representa diversas posiciones de una lmea generadora que 
recorre a C mientras se mueve paralela al eje z- 

En el siguiente ejemplo comparamos la grafica de una ecuacion en un piano de coordena- 
das con su interpretation como un cilindro en el espacio tridimensional (FIGURAS 11.7.5-11.7.8). 
Como en la figura 11.7.2 b), solo se muestra una parte del cilindro. 


EJEMPLO 1 


Cilindros 



a ) Curva logarftmica b) Cilindro logarftmico 

FIGURA 11.7.5 Cilindro con bastidor paralelo 
al eje z 



a) Parabola b ) Cilindro parabolico 

FIGURA 11.7.6 Cilindro con bastidor paralelo 
al eje x 



FIGURA 11.7.4 Bastidor del 
cilindro/(x, y ) = 



FIGURA 11.7.7 Cilindro con bastidor paralelo 
al eje y 



a) Curva senoidal b) Cilindro senoidal 

FIGURA 11.7.8 Cilindro con bastidor 
paralelo al eje z 


■ Esferas Como la circunferencia, una esfera puede definirse por medio de la formula de la 
distancia. 


Definition 11.7.1 Esfera 

Una esfera es el conjunto de todos los puntos P(x, y, z) en el espacio tridimensional que son 
equidistantes de un punto fijo llamado centro. 


Si r denota la distancia fija, o radio de la esfera, y si el centro es Pi(a, b , c), entonces un 
punto P{x , y, z) esta sobre la esfera si y solo si [d(P h P )] 2 = r 2 , o 


(x - a) 2 + (y - b) 2 + (z — c) 2 = r 2 . 


( 1 ) 


EJEMPLO 2 


Esfera 


Grafique x 2 + y 2 + z 2 = 25. 


Solucion Identificamos a = 0, b = 0, c = 0 y r 2 = 25 = 5 2 en (1), y por ello la grafica de 
x 2 + y 2 + z 2 = 25 es una esfera de radio 5 cuyo centro esta en el origen. La grafica de la ecua¬ 
cion se ilustra en la FIGURA 11.7.9. ■ 


EJEMPLO 3 


Grafique (x - 5) 2 + (y — l) 2 + (z ~ 6) 2 = 9. 

Solucion En este caso identificamos a = 5,b = l, c = 6y r 2 = 9. De (1) advertimos que la gra¬ 
fica (x — 5) 2 + (y — 7) 2 + (z ~ 6) 2 = 3 2 es una esfera con centro (5, 7, 6) y radio 3. Su grafi¬ 
ca yace por completo en el primer octante y se muestra en la FIGURA 11.7.10. ■ 


i 



FIGURA 11.7.9 Esfera del 
ejemplo 2 



ejemplo 3 


25 
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al piano _y = 0 en el ejemplo 4 


EJEMPLO 4 


Ecuacion de una esfera 


Encuentre una ecuacion de la esfera cuyo centro es (4, — 3, 0) que es tangente al piano xz. 


Solucion La distancia perpendicular desde el punto dado hasta el piano xz (y = 0), y en con- 
secuencia el radio de la esfera, es el valor absolute de la coordenada y, \ — 31 = 3. Asi, una ecua¬ 
cion de la esfera es 

(x - 4) 2 + (y + 3) 2 + Z 2 = 3 2 . 

Yea la FIGURA 11.7.11. ■ 


Centro y radio 


EJEMPLO 5 


Encuentre el centro y radio de una esfera cuya ecuacion es 

16x 2 + 16y 2 + 16z 2 - 16* + 8y - 32z + 16 = 0. 
Solucion Al dividir entre 16 y completar cuadrados en x, y y z obtenemos 


( x ~ I) + (> 


1 


2/ + {y + 4) +fe - 1)Z = i6- 

El centro y radio de la esfera son Q, l) y ^V5, respectivamente. 


■ Traza de una superficie En la seccion 11.6 vimos que la traza de un piano en un piano de 
coordenadas es la recta de interseccion del piano con el piano de coordenadas. En general, la 
traza de una superficie en cualquier piano es la curva formada por la interseccion de la super¬ 
ficie en el piano. Por ejemplo, en la figura 11.7.9 la traza de la esfera en el piano xy (z = 0) es 
la circunferencia punteada x 2 + y 2 = 25. En los pianos xz y yz, las trazas de las esferas son los 
circulos x 2 + z 2 = 25 y y 2 + z 2 = 25, respectivamente. 


Ejercicios 11.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-37. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-16, dibuje la grafica del cilindro indicado 


1. y = x 
3. y = x 1 
5. y 2 + z 2 = 9 
7 . z = e~ x 
9 . y 2 — x 2 = 4 
11. 4x 2 + y 2 = 36 

13. z = sen x 

15. yz = 1 


2 . z = ~y 
4 . x 2 + z 2 = 25 
6 . z = y 2 
8. z = 1 - e y 
10 . z = cosh y 
12 . x = 1 — y 2 

14. y = ~ 2 
x 

16. z = x 3 — 3x 


En los problemas 17-20, dibuje la grafica de la ecuacion indi- 
cada. 

17. x 2 + y 2 + z 2 = 9 

18. x 2 + y 2 + (z~ 3) 2 = 16 

19. (x - l) 2 + (y - l) 2 + (z ~ l) 2 = 1 

20. (x + 3) 2 + (y + 4) 2 + (z - 5) 2 = 4 

En los problemas 21-24, encuentre el centro y el radio de la 
esfera con la ecuacion dada. 

21. x 2 + y 2 + z 2 + 8x - 6y - 4z - 7 = 0 

22. 4x 2 + 4y 2 + 4z 2 + 4x - 12z + 9 = 0 


23. x 2 + y 2 + z 2 - 16z = 0 

24. x 2 + y 2 + z 2 - x + y = 0 

En los problemas 25-32, encuentre una ecuacion de una esfe¬ 
ra que satisface las condiciones dadas. 

25. Centro (-1, 4, 6); radio V3 

26. Centro (0, -3, 0); diametro § 

27. Centro (1, 1,4); tangente al piano xy 

28. Centro (5, 2, —2); tangente al piano yz 

29. Centro sobre el eje y positivo; radio 2; tangente a x 2 + y 2 
+ z 2 = 36 

30. Centro sobre la recta x = 2 t,y = 3t, z = 6 1 , t > 0, a una 
distancia de 21 unidades del origen; radio 5 

31. El diametro tiene puntos frontera (0, -4, 7) y (2, 12, -3) 

32. Centro (—3, 1,2); pasando por el origen 

En los problemas 33-38, describa geometricamente todos los 
puntos P(x, y, z) cuyas coordenadas satisfacen la(s) condi- 
cion(es) indicada(s). 

33. x 2 + y 2 + (z ~ l) 2 = 4, 1 < z =£ 3 

34. x 2 + y 2 + ( Z ~ l) 2 = 4, z = 2 

35. x 2 + y 2 + z 2 s 1 

36. 0 < (x - l) 2 + (y - 2) 2 + (z - 3) 2 < 1 

37. 1 < x 2 + y 2 + z 2 < 9 

38. 1 < x 2 + y 2 + z 2 < 9, z < 0 
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11.8 Superficies cuadricas 

■ Introduccion La ecuacion de la esfera dada en (1) de la seccion 11.7 es solo un caso particu¬ 
lar de la ecuacion general de segundo grado en tres variables 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Iz + J = 0, (1) 

donde A, B, C,. . J son constantes. La grafica de una ecuacion de segundo grado de la forma 
(1) que describe un conjunto real de puntos se dice que es una superficie cuadrica. Por ejem- 
plo, tanto el cilindro eliptico x 2 /4 + y 2 /9 = 1 como el cilindro parabolico z = y 2 son superfi¬ 
cies cuadricas. Concluimos este capitulo considerando las seis superficies cuadricas adicionales: 

el elipsoide, el cono eliptico, el paraboloide eliptico, el paraboloide hiperbolico, el hiperbo- 
loide de una hoja y el hiperboloide de dos hojas. 

■ Elipsoide La grafica de cualquier ecuacion de la forma 

x 2 y 2 z 2 

~~z "b ~~ ~r — 1, a > 0, b > 0, c > 0, (2) 

a 2 b 2 c 2 

se llama elipsoide. Cuando a = b = c, (2) es la ecuacion de una esfera centrada en el origen. 
Para |y 0 | < b , la ecuacion 



representa una familia de elipses (o circunferencias si a = c) paralelos al piano xz que se forman 
rebanando la superficie en pianos y = y 0 . Al elegir, a su vez, x = x 0 y z = Zo, encontramos que 
las rebanadas de la superficie son elipses (o circulos) paralelos, respectivamente, a los pianos yz 
y xy. La FIGURA 11.8.1 resume una grafica tipica de un elipsoide junto con las trazas de la superfi¬ 
cie en tres pianos de coordenadas. 



a) Grafica generada con Mathematica 

FIGURA 11.8.1 Elipsoide 



Plano de coordenadas 

Traza 

xy (z = 0 ) 

xz (y = 0) 

yz (x = 0) 

x 2 y 2 

elipse: — ■ + — = 1 
a 2 b 2 

x 2 z 2 

elipse: — + — = 1 
a c 

v yl + z2 1 

elipse: — - + — - = 1 

b 2 c 2 


b ) Trazas de superficie en los pianos de coordenadas 


Cono eliptico La grafica de una ecuacion de la forma 


2 2 2 

y + ^T = \, a > 0, b > 0, c > 0, 
a b c 


(3) 


recibe el nombre de cono eliptico (o circular si el cono a = b). Para zo arbitraria, pianos parale¬ 
los al piano xy rebanan la superficie en elipses cuyas ecuaciones son 


x^ + / = 4 


La FIGURA 11.8.2 resume una grafica tipica de un cono eliptico junto con las trazas en los pianos de 
coordenadas. 
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Como veremos en seguida, hay dos tipos de paraboloides: eliptica e hiperbolica. 


2 

Z 




a) Grafica generada con Mathematica 

FIGURA 11.8.2 Cono elfptico 


Plano de coordenadas 

Traza 

xy (z = 0) 

punto: (0, 0) 

xz (y = 0) 

rectas: z=±^x 

yz (x = 0) 

c 

rectas: z= + — y 
b 



b) Trazas de superficie en los pianos de coordenadas 


■ Paraboloide eliptico La grafica de una ecuacion de la forma 


cz 


x 2 y 2 

^ a > 0, b > 0, 

a 2 b 2 


(4) 


se denomina paraboloide eliptico. En la FIGURA 11.8.3 b) advertimos que para c > 0, los pianos z — 
Zo > 0, paralelos al piano xy, cortan la superficie en elipses cuyas ecuaciones son 



= CZq. 



a) Grafica generada con Mathematica 
FIGURA 11.8.3 Paraboloide elfptico 


Plano de coordenadas 

Traza 

xy (z = 0) 

punto: (0, 0) 

xz (y = 0) 

parabola: cz = — 
a 1 

yz (x=0) 

2 

parabola: cz = — 
b 2 


z, 

k traza xz 

g 

J) 


7 traza yz 

II 

'// 

7 

X 

b ) Trazas de superficie en 

(s > y 

los pianos de coordenadas 


■ Paraboloide hiperbolico La grafica de una ecuacion de la forma 


y 2 x 2 

cz = ^ + ^, a > 0, b > 0, 
a b 


(5) 


se conoce como paraboloide hiperbolico. Advierta que para c > 0, los pianos z — Zo , parale¬ 
los al piano xy, cortan la superficie en hiperbolas cuyas ecuaciones son 


x" 

V 2 


CZo . 
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La forma de silla caracteristica de un paraboloide hiperbolico se muestra en la FIGURA 11.8.4. 



a) Grafica generada con Mathematica 
FIGURA 11.8.4 Paraboloide hiperbolico 


traza yz 



Plano de coordenadas 

Traza 

xy (z=0) 

a 

rectas: y=± — x 

xz (y=0 ) 

x 2 

parabola: cz = - 

b 2 

yz (x=0) 

parabola: cz = 


b ) Trazas de superficie en los pianos de coordenadas 


Hay dos tipos de hiperboloides: de una hoja y de dos hojas. 


■ Hiperboloide de una hoja La grafica de una ecuacion de la forma 

2 2 2 

x y z 

— + ^ ~ = h a > 0, b > 0, c > 0, 

a b c 


( 6 ) 


se llama hiperboloide de una hoja. En este caso, un piano z — Zo , paralelo al piano xy, corta la 
superficie en secciones transversales elipticas (o circulares si a = b). Las ecuaciones de estas 
elipses son 



La elipse mas pequena, z 0 = 0, corresponde a la traza en el piano xy. Un resumen de las trazas 
y de la grafica tipica de (6) se proporciona en la FIGURA 11.8.5. 



a) Grafica generada con Mathematica 
FIGURA 11.8.5 Hiperboloide de una hoja 


Plano de coordenadas 

Traza 

xy (z = 0) 

x 2 y 2 

elipse: 1 

a 2 b 2 

xz (y=0) 

hiperbola: —z — ~r = 1 

a 2 c 2 

yz (x=0) 

y 2 z 2 

hiperbola: ——— = 1 

b 2 c 2 



b ) Trazas de superficie en los pianos de coordenadas 


■ Hiperboloide de dos hojas Como se observa en la FIGURA 11.8.6, una grafica de 

2 2 2 

~~z — ~ ~ = 1, a> 0,b> 0,c> 0, (7) 

a b c 

se llama apropiadamente hiperboloide de dos hojas. Para kol > c, la ecuacion x 2 /^ 2 + y 2 /b 2 = 
Zo/ c 2 — 1 describe la curva de interseccion eliptica de la superficie con el piano z — Zo- 
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a) Grafica generada con Mathematica 
FIGURA 11.8.6 Hiperboloide de dos hojas 


Plano de coordenadas 

Traza 

xy (z=0) 

sin lugar 

xz (y = 0) 

x 2 z 2 

hiperbola:-- + — = 1 

a 2 c 2 

yz (x=0) 

y 2 z 

hiperbola:-- + —- = 1 

b 2 c 2 



b ) Trazas de superficie en los pianos de coordenadas 


■ Variacion de las ecuaciones A1 intercambiar la posicion de las variables en las ecuaciones 
(2)-(7) no se cambia la naturaleza basica de una superficie, aunque cambia la orientacion de la 
superficie en el espacio. Por ejemplo, graficas de las ecuaciones 


4-4+4=i 


x 2 y 2 7 2 

-^+4+^=1 


( 8 ) 


siguen siendo hiperboloides de una hoja. De manera similar, los dos signos menos en (7) que 
caracterizan a los hiperboloides de dos hojas pueden ocurrir en cualquier parte en la ecuacion. 
Similarmente, 



z! , l_ = 

a 2 b 2 


(9) 


son paraboloides. Las graficas de ecuaciones de la forma 



son paraboloides hiperbolicos. 


( 10 ) 


EJEMPLO 1 


Superficies cuadricas 


Identifique 

a) y = x 2 + z 2 y b)y = x 2 - z 2 . 

Compare las graficas. 


Solucion De las primeras ecuaciones en (9) y (10) con a = l, b = l y c = 1, identificamos la 
grafica de a) como un paraboloide y la grafica de b) como un paraboloide hiperbolico. En el caso 
de la ecuacion a ), un piano y = y 0 , y 0 > 0, corta la superficie en circulos cuyas ecuaciones 
son yo = x 2 + z 2 . Por otro lado, un piano y = y 0 corta la grafica de la ecuacion b) en hiperbolas 
yo = x 2 ~ z 2 . Las graficas se comparan en la FIGURA 11.8.7. ■ 




FIGURA 11.8.7 Superficie del ejemplo 1 
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EJEMPLO 2 


Identifique 


Superficies cuadricas 


a) lx 2 - 4y 2 + z 2 = 0 y b ) -2x 2 + 4y 2 + z 2 = -36. 


Solucion 

a) De \x 2 + \z 2 = y 2 , se identifica la grafica de un cono eliptico. 

b) De ygX 2 — \y 2 — j^z 2 = 1, se identifica la grafica como un hiperboloide de dos hojas. 


■ Origen en (h, k, I ) Cuando el origen (0, 0, 0) se traslada a ( h , k , /), las ecuaciones de las 
superficies cuadricas se convierten en 


(x ~ h) 2 [ (y ~ k ) 2 | (z - l) 2 


a“ b 2 c“ 

(x ~ h f (y - k ) 2 

C(z -/) = 

a b 

(X - h ) 2 (y ~ kf _ (z ~ l ) 2 


= 1 <— elipsoide 

<— paraboloide 
= 1 <— hiperboloide de una hoja 


etcetera. Es posible que usted tenga que completar el cuadrado para poner una ecuacion de 
segundo grado en una de estas formas. 


EJEMPLO 3 


Grafique z = 


I Paraboloide 

4 - x 2 - y 2 . 


Solucion A1 escribir la ecuacion como 


~(z - 4) = x 2 + y 2 



( 0 , 0 , 4 ) 



FIGURA 11.8.8 Paraboloide del 
ejemplo 3 


reconocemos la ecuacion de un paraboloide. El signo menos enfrente del termino en el lado 
izquierdo de la igualdad indica que la grafica del paraboloide abre hacia abajo a partir de 
(0, 0, 4). Vea la FIGURA 11.8.8. ■ 

■ Superficies de revolucion En las secciones 6.3 y 6.4 vimos que una superficie S podria 
generarse rotando una curva plana C alrededor de un eje. En la discusion que sigue se encontra- 
ran ecuaciones de superficies de revolucion cuando C es una curva en un piano de coordenadas 
y el eje de revolucion es un eje de coordenadas. 

En aras de la discusion, se va a suponer que/(y, z) = 0 es una ecuacion de una curva C en 
el piano yz y que C se rota en torno al eje z de modo que se genera una superficie S. Tambien se 
supondra por el momento que las coordenadas y y z de los puntos sobre C son no negativas. Si 
( jc , y, z) denota un punto general sobre S que resulta de rotar el punto (0, y 0 , z) en C, entonces se 
advierte de la FIGURA 11.8.9 que la dis tancia d e (x, y, z) a (0, 0, z) es la misma que la distancia de 
(0, y 0 , z) a (0, 0, z); esto es, y 0 = Vv 2 + y 2 . Del hecho de que/(y 0 , z) = 0 llegamos a una ecua¬ 
cion para S: 

/(Vx 2 + y 2 , z) = 0. (11) 



revolucion 


Es posible, desde luego, que una curva en un piano de coordenadas se rote en torno a cada 
eje de coordenadas. Si la curva C en el piano yz definida por/(y, z) = 0 se rota ahora alrededor 
del eje y, puede demostrarse que una ecuacion de la superficie de revolucion resultante es 

f(y, Vx 2 + ?) = 0. (12) 


Por ultimo, notamos que si hay puntos (0, y, z) sobre C para los cuales las coordenadas yoz son 
negativas, entonces se sustituye vyr y 2 en (11) por ±Vx 2 + y 2 y Vx 2 + z 2 en (12) por 
± Vx 2 + z 2 . 

Las ecuaciones de superficies de revolucion generadas cuando una curva en el piano xy o xz 
se rota en torno a un eje de coordenadas son analogas a (11) y (12). Como muestra la siguiente 
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tabla, una ecuacion de una superficie generada al rotar una curva en un piano de coordenadas 
alrededor de 

x = eje ^ ( Vy 2 + z 2 

y = eje > implica el termino \ \/x 2 + z 2 

z = eje J v Vx 2 + y 2 . 


Ecuacion de la curva C 

Eje de revolucion 

Ecuacion de la superficie S 

f{x, y) = 0 

eje x 

/(x, ±Vy 2 + z 2 ) = 0 

ejey 

/(± Vx 2 + z 2 , y) = 0 

fix, z) = 0 

eje x 

yT 

1+ 

<! 

+ 

II 

o 

eje z 

f(± Vx 2 + y 2 , z) — 0 

f(y, z) = o 

ejey 

/(y, ± Vx 2 + z 2 ) = 0 

eje z 

f(± Vx 2 + y 2 , z) = 0 


EJEMPLO 4 


Paraboloide de revolucion 


a) En el ejemplo 1, la ecuacion y = x 2 + z 2 puede escribirse como 

y = (±Vx 2 + z 2 ) 2 . 


En consecuencia, de acuerdo con la tabla anterior se advierte que la superficie se gene¬ 
ra al rotar ya sea la parabola y = x 2 o la parabola y = z 2 en torno al eje y. La superfi¬ 
cie que se muestra en la figura 11.8.7a) se denomina paraboloide de revolucion. 
b) En el ejemplo 3, la ecuacion — (z — 4) = x 2 + y 2 puede escribirse como 

-(z - 4) = (± Vx 2 + y 2 ) 2 . 


La superficie es tambien un paraboloide de revolucion. En este caso la superficie se 
genera al rotar ya sea la parabola — (z — 4) = x 2 o la parabola — (z — 4) = y 2 alrede¬ 
dor del eje z. ■ 


EJEMPLO 5 


La grafica de 4x 2 
revolucion. 


Elipsoide de revolucion 


„2 — 


16 se rota en torno al eje x. Encuentre una ecuacion de la superficie de 


Solucion La ecuacion dada tiene la forma/(x, y) = 0. Puesto que el eje de revolucion es el eje 
x, vemos de la tabla que una ecuacion de la superficie de revolucion puede encontrarse al susti- 
tuir y por ± Vy 2 ” + z 2 . Se concluye que 

4x 2 + (±Vy 2 + z 2 ) 2 =16 o 4X 2 + y 2 + z 2 = 16. 

La superficie se denomina elipsoide de revolucion. ■ 


EJEMPLO 6 


La grafica de z = y, y ^ 0, se rota en torno al eje z. Encuentre una ecuacion de la superficie de 
revolucion. 

Solucion Puesto que no hay punto sobre la grafica de z = y, y ^ 0, co n coorde nada y negati- 
va, obtenemos una ecuacion de la superficie de revolucion al sustituir Vx 2 + y 2 por y: 

z = Vx 2 + y 2 . (13) ■ 

Observe que (13) no es lo mismo que z 2 = x 2 + y 2 . Tecnicamente la grafica de (3) es un 
cono con dos mantos o un cono completo; las porciones del cono sobre y debajo del vertice se 
denominan mantos. Si se resuelve (3) para z en terminos de x y y, obtenemos ecu aciones d e 
conos de un manto. Por ejemplo, al resolver z 2 = x 2 + y 2 encontramos que z = Vx 2 + y 2 y 
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z - -Vx 2 " + y 2 que son, a su vez, ecuaciones del manto superior y del manto inferior del cono, 
Asi, la grafica de (13) es el cono de un manto de la FIGURA 11.8.10a). 

-> 

OP NOTAS DESDE EL AULA 

i) La grafica de z = xy tambien es un paraboloide hiperbolico. En realidad, es posible 
demostrar que la superficie z = xy es congruente con el paraboloide hiperbolico 

z — \x 2 — \y 2 por medio de una rotacion en sentido contrario a las manecillas del reloj 
de los ejes x y y a traves de un angulo de 7t/4 radianes en torno al eje z. 

ii) El hiperboloide y el paraboloide hiperbolico se encuentran a menudo en la ingenieria 
arquitectonica. La forma de la torre del puerto de Kobe, Japon, es un hiperboloide de una 
hoja. Durante anos la superficie que se presenta en la FIGURA 11.8.11 se uso en disenos de 
techos de casas e incluso de gasolineras. El mas famoso fue la casa Catalano construida 
en Raleigh, Carolina del Norte, en 1954. Visite www.trianglemodernisthouses.com/ 
catalano.htm para encontrar fotos detalladas. Por ultimo, si observa con cuidado las 
papas fritas, especialmente las papas fritas Pringles de tamano uniforme, advertira la 
forma de un paraboloide hiperbolico. 

iii) La superficie del espejo de un telescopio reflector se pule para darle forma de un para¬ 
boloide de revolucion. 



FIGURA 11.8.10 Cono de un solo 
manto a)\ cono de doble manto 
en b) 



Papas fritas Pringles 





Ejercicios 11.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-37. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-14, identifique y grafique la superficie 
cuadrica. 


1. x 2 + / = z 
3. 9x 2 + 36/ + 4z 2 = 
5 . 36x 2 ~ / + 9/ = : 
7. / + 5z 2 = x 2 
9. y = 4x 2 — z 2 
11. x 2 - / - / = 4 
13. / + 4 z 2 = x 


2. —x 2 + / = z 2 
4 . x 2 + / - / = -4 
6 . 4x 2 + 4/ + z 2 = 100 
8 . — 9x 2 + 16/ = 144z 
10 . 9z + x 2 + / = 0 
12. -x 2 + 9/ + z 2 = 9 
14. x 2 + / — z 2 = 1 


En los problema 15-18, grafique la superficie cuadrica. 

15. z = 3 + x 2 + y 2 16. y + x 2 + 4z 2 = 4 

17. (x - 4) 2 + (y - 6) 2 - z 2 = 1 

18. 5x 2 + (y - 5) 2 + 5z 2 = 25 

En los problemas 19-22, la ecuacion indicada es una ecuacion 
de una superficie de revolucion obtenida al rotar una curva C 
en un piano de coordenadas alrededor de un eje de coordena- 


das. Encuentre una ecuacion para C e identifique el eje de 
revolucion. 

19. x 2 + / + / = 1 20. — 9x 2 + 4/ + 4z 2 = 36 

21. y = e* 2+z2 22. x 2 - / = sen 2 z 

En los problemas 23-30, la grafica de la ecuacion dada se rota 
en torno al eje que se indica. Encuentre una ecuacion de la 
superficie de revolucion. 

23. y = 2x; eje y 24. y = Vz; eje y 

25. z = 9 — x 2 , x > 0; eje x 

26. z = 1 + y 2 , y ^ 0; eje z 

27. x 2 - z 2 = 4; eje x 28. 3x 2 + 4z 2 = 12; eje z 

29. z = lny; eje z 30. xy = 1; ejex 

31. ^Cual de las superficies en los problemas 1-14 son super¬ 
ficies de revolucion? Identifique los ejes de revolucion de 
cada superficie. 

32. Dibuje una grafica de la ecuacion en el problema 22 para 
0 < z ^ 27r. 





















650 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional 


En los problemas 33 y 34, compare las graficas de las ecua- 
ciones dadas. 

33. z + 2 = - Vx 2 + /, (z + 2 ) 2 =x 2 + y 2 

34. y — 1 = Vx 2 + z 2 , (y — l) 2 = x 2 + z 2 

35. Considere el paraboloide 



a) El area de una elipse x 2 /A 2 + y 2 /B 2 = 1 es 77 A#. 
Emplee este hecho para expresar el area de una sec- 
cion transversal perpendicular al eje z como una fun- 
cion de z, z < c. 

b ) Utilice el metodo de rebanadas (vea la seccion 6.3) 
para encontrar el volumen del solido acotado por el 
paraboloide y el piano xy. 

36. a) Utilice el metodo del rebanadas como en el inciso b) 
del problema 35 para encontrar el volumen del elip- 
soide 



b) ^Cual seria su respuesta en el inciso a) si a = b = cl 

37. Determine los puntos donde la recta 

x - 2 y + 2 z ~ 6 
2 ~ -3 3/2 

interseca al elipsoide x 2 /9 + y 2 /36 + z 2 /81 = 1. 

= Proyectos 

38. Repaso de secciones conicas En la introduccion a la 
seccion 10.1 se definio informalmente una seccion coni- 
ca (circulo, elipse, parabola e hiperbola) como la curva 
de interseccion de un piano y un cono de doble manto. 
Con el conocimiento recien adquirido de ecuaciones de 
pianos y conos usted puede demostrar realmente el enun- 
ciado anterior. Por simplicidad se con siderara un cono de 
un solo manto con la ecuacion z — Vx 2 + y 2 . Es bastan- 
te sencillo ver que un piano z = a, a > 0 paralelo al 
piano xy corta al cono en un circulo. Al sustituir z = a en 
la ecuacion del cono obtenemos, despues de simplificar, 
x 2 + y 2 = a 2 . Esta ultima ecuacion es un circulo de radio 
a y es la ecuacion de la proyeccion sobre el piano xy de 
la curva de interseccion del piano con el cono. Suponga 
ahora un piano definido por z — b — (b/a)x que pasa por 
el cono como se indica en la FIGURA 11.8.12a). Investigue 



a) C yace en el piano de interseccion con el cono 



b) Vista de la seccion transversal 

FIGURA 11.8.12 Interseccion de pianos con un cono de un manto 

como demostrar que la curva C de interseccion es ya sea 
una parabola, una elipse o una hiperbola. Considere 
casos como los que sugieren las distintas posiciones del 
piano que se muestra en la figura 11.8.12Z?). Es probable 
que usted tenga que profundizar un poco respecto a sus 
ideas iniciales. 

39. Esferoides 

a) Escriba un breve artfculo en el que se analice en que 
condiciones la ecuacion 



describe un esferoide achatado y un esferoide prolato. 

b) Relacione estas dos superficies con el concepto de 
una superficie de revolucion. 

c ) El planeta Tierra es un ejemplo de un esferoide acha¬ 
tado. Compare el radio polar de la Tierra con su radio 
ecuatorial. 

d) Proporcione un ejemplo de un esferoide prolato. 


Revision del capitulo 11 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-38. 

A. Verdadero/falso_ 

En los problemas 1-20, indique si el enunciado que se indica es verdadero (V) o falso (F). 

1. Los vectores (—4, —6, 10) y (—10, —15, 25) son paralelos._ 

2. En el espacio tridimensional cualesquiera tres puntos distintos determinan un piano. _ 
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3. La recta x = 1 + 5 t,y = 1 — 2t, z = 4 + t y el piano 2x + 3y — 4z = 1 son perpendicu- 

lares. _ 

4. Los vectores distintos de cero a y b son paralelos si a X b = 0._ 

5. Si a b < 0, el angulo entre a y b es obtuso._ 

6. Si a es un vector unitario, entonces a • a = 1._ 

7. Una recta en el espacio tridimensional puede tener muchas ecuaciones vectoriales diferen- 

tes._ 

8. El punto terminal del vector a — b esta en el punto terminal de a._ 

9. (a X b) • c = a • (b X c)_ 

10. Si a, b, c y d son vectores coplanares distintos de cero, entonces (a X b) X (c X d) = 0. 


11. Los pianos x + 2y — z = 5 y —2x — 4y + 2z = 1 son paralelos._ 

12. Dos rectas perpendiculares L x y L 2 se intersecan._ 

13. La superficie z = x 2 e s un cilindro._ 

14. La traza de un elipsoide x 2 /9 + y 2 /2 + z 2 /2 = 1 en el piano yz es un circulo._ 

15. Los cuatro puntos (0, 1, 2), (1, — 1, 1), (3, 2, 6), (2, 1, 2) yacen en el mismo piano._ 

16. En general, para vectores distintos de cero a y b en el espacio tridimensional, 

a X b + b X a._ 

17. La traza de la superficie v 2 + 9y 2 + z 2 = 1 en el piano yz es un circulo._ 

18. x 2 + 9y 2 + z 2 = 1 es una superficie de revolucion._ 

19. Siayb son vectores ortogonales distintos de cero, entonces |a X b| = |a| |b|._ 

20. Si a es un vector distinto de cero yab = ac = 0, entonces b = c._ 


B. Llene los espacios en bianco 


En los problemas 1-24, llene los espacios en bianco. 
1. La suma de 3i + 4j + 5k y 6i - 2j - 3k es_ 


2. Si a • b = 0, los vectores distintos de cero a y b son_. 

3. (-k) X (5j) = _ 4. i • (i X j) = _ 

5. | — 12i + 4j + 6k | = _ 6. k X (i + 2j - 5k) = 

j k 


7. 


2 -5 
4 3 


8 . 


1 5 
4 -1 


9. Un vector que es normal al piano — 6v + y — 7z + 10 = 0 es_. 

10. La esfera mas grande con centro (4, 3, 7) cuyo interior yace enteramente en el primer octan- 

te tiene radio r =_. 

11. El punto de interseccion de la recta v — 1 = (y + 2)/3 = (z + l)/2 y el piano 

x + 2y - z = 13 es_. 

12. Un vector unitario que tiene la direccion opuesta de a = 4i + 3j — 5k es_. 

13. Si P\P 2 = (3, 5, —4) y P x tienen coordenadas (2, 1, 7), entonces las coordenadas de P 2 son 


14. El punto medio del segmento de recta entre P { ( 4, 3, 10) y P 2 (6, —2, —5) tiene coordenadas 


15. Si |a| = 7.2, |b| = 10 y el angulo entre a y b es de 135°, entonces a • b = _. 

16. Si a = (3, 1, 0), b = (-1, 2, 1) y c = (0, -2, 2), entonces a • (2b + 4c) = _. 

17. Las intersecciones con los ejes jc, y y z del piano 2x — 3y + 4z = 24 son, respectivamente, 


18. El angulo 6 entre los vectores a = i+ jyb = i — kes_. 

19. El area de un triangulo con dos lados dados por a = (1,3, — 1) y b = (2, — 1, 2) es_. 

20. Una ecuacion de una esfera con centro (—5, 7, —9) y radio V6 es_. 

21. La distancia del piano y = —5 al punto (4, —3, 1) es_. 

22. Los vectores (1, 3, c) y (—2, —6, 5) son paralelos para c = _y ortogonales para c = 

















































652 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional 


23. La superficie x 2 + 2 y 2 + 2z 2 - 4 y — 12z = 0 es un(a)_. 

24. La traza de la superficie y = x 2 — z 2 en el piano z = 1 es un(a)_. 

C. Ejercicios_ 

1. Encuentre un vector unitario que sea perpendicular aa = i+ jyb = i — 2i + k. 

2. Encuentre los cosenos directores y los angulos directores del vector a = \\ + |j — \k. 

En los problemas 3-6 considere a = (1, 2, — 2) y b = (4, 3, 0). Determine el numero o vector 

indicado. 

3. comp b a 4. proy a b 5. proy b 2a 6. proyeccion de a — b ortogonal a b 

En los problemas 7-12, identifique la superficie cuya ecuacion se indica. 

7. x 2 + 4y 2 = 16 8. y + 2x 2 + 4z 2 = 0 9. x 2 + 4y 2 - z 2 = -9 

10. x 2 + y 2 + z 2 = lOz 11. 9z - x 2 + y 2 = 0 12. 2x - 3y = 6 

13. Encuentre una ecuacion de la superficie de revolucion que se obtiene al rotar la grafica de 
x 2 — y 2 = 1 alrededor del eje y. Alrededor del eje x. Identifique la superficie en cada caso. 

14. Una superficie de revolucion tiene una ecuacion y = 1 + Vx 2 + z 2 . Encuentre una ecua¬ 
cion de una curva C en un piano de coordenadas que, cuando se rote alrededor de un eje de 
coordenadas, genere la superficie. 

15. Sea r el vector posicion de un punto variable P(x, y, z) en el espacio y sea a un vector cons- 
tante. Determine la superficie descrita por las siguientes ecuaciones vectoriales: 

a) (r - a) • r = 0 b) (r — a) • a = 0. 

16. Use el producto punto para determinar si los puntos (4, 2, —2), (2, 4, —3) y (6, 7, —5) son 
vertices de un triangulo rectangulo. 

17. Encuentre ecuaciones simetricas para la recta que pasa por el punto (7, 3, —5) que es para- 
lela a (x - 3)/4 = (y + 4)/(—2) = (z - 9)/6. 

18. Encuentre ecuaciones parametricas para la recta que pasa por los puntos (5, —9, 3) que es 
perpendicular al piano 8x + 3y — 4z = 13. 

19. Demuestre que las rectas x = 1 — 2t, y = 3t, z = 1 + t y x = 1 + 2s, y = —4 + s, 
z = —1 + s se intersecan y son perpendiculares. 

20. Encuentre una ecuacion del piano que contiene a los puntos (0, 0, 0), (2, 3, 1), (1, 0, 2). 

21. Encuentre una ecuacion del piano que contiene a las rectas x = t,y = 4t, z = ~2tyx=\ 
+ 1, y = 1 + At, z = 3 — 2t. 

22. Determine una ecuacion del piano que contiene a (1, 7, — 1) y que es perpendicular a la recta 
de interseccion de — x + y — 8z = 4 y 3x — y + 2z = 0. 

23. Encuentre una ecuacion del piano que contiene a (1, — 1, 2) y que es paralela a los vectores 
i — 2j y 2i + 3k. 

24. Encuentre una ecuacion de una esfera para la cual el segmento de recta x = 4 + 2 1, 
y = 7 + 3t, z = 8 + 6t, — 1 < t < 0, es un diametro. 

25. Demuestre que los tres vectores a = 3i + 5j + 2k, b = 3i + 4j + kyc = 4i + 5j + k son 
coplanares. 

26. Considere el triangulo recto cuyos lados son los vectores a, b, y c mostrados en la FIGURA 
11.R.1. Demuestre que el punto medio M de la hipotenusa es equidistante de los tres vertices 
del triangulo. 



FIGURA 11.R.1 Triangulo del problema 26 
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27. a) La fuerza F que actua sobre una particula de carga q que se mueve con velocidad v por 

un campo magnetico B esta dada por F = q(\ X B). Encuentre F si v actua a lo largo 
del eje y positivo y B actua a lo largo del eje v positivo. Suponga que |v| = v y |B| = B. 
b) El momento angular L de una particula de masa m que se mueve con velocidad lineal v 
en un circulo de radio r esta dado por L = m(r X v), donde r es perpendicular a v. 
Emplee metodos vectoriales para resolver respecto a v en terminos de L, r y m. 

28. Una fuerza constante de 10 N en la direccion de a = i + j mueve un bloque sobre una 
superficie sin friccion desde P i(4, 1, 0) hasta P 2 (7, 4, 0). Suponga que la distancia se mide 
en metros. Determine el trabajo realizado. 

29. En el problema 28 calcule el trabajo realizado al mover el bloque entre los mismos puntos 
si otra fuerza constante de 50 N en la direccion de b = i actua simultaneamente con la fuer¬ 
za original. 

30. Una bola uniforme de 50 lb de peso se soporta por medio de dos pianos sin friccion como 

se indica en la FIGURA 11.R.2. Considere que la fuerza ejercida por el piano de soporte Si sobre 
la bola es F x y que la fuerza ejercida por el piano S 2 es F 2 . Puesto que la bola se mantiene 
en equilibrio, se debe tener que w + + F 2 = 0, donde w = — 50j. Determine las mag¬ 

nitudes de las fuerzas F t y F 2 . [ Sugerencia : Suponga que las fuerzas y F 2 son normales 
a los pianos Si y S 2 , respectivamente, y que actuan a lo largo de las lineas que pasan por el 
centro C de la bola. Situe el origen de un sistema de coordenadas bidimensional en C.] 



FIGURA 11.R.2 Bola del problema 30 



Capitulo 12 


Funciones de valores vectoriales 



En este capitulo Una curva en el piano asi como una curva C en el espacio tridimensional pue- 
den definirse mediante ecuaciones parametricas. Al emplear las funciones como componentes 
en un conjunto de ecuaciones parametricas, podemos construir una funcion de valores vectoria¬ 
les cuyos valores son los vectores de posicion de los puntos sobre la curva C. En este capitulo 
consideraremos el calculo y las aplicaciones de estas funciones vectoriales. 


12.1 Funciones vectoriales 

12.2 Calculo de funciones vectoriales 

12.3 Movimiento sobre una curva 

12.4 Curvatura y aceleracion 
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12.1 Funciones vectoriales 

■ Introduccion Vimos en la seccion 10.2 que una curva C en el piano xy puede parametrizar- 
se mediante dos ecuaciones 


x = fit), y = git), a<t<b. (1) 

En ciencias e ingenierfa muchas veces es conveniente introducir un vector r con las funciones / 
y g como componentes: 

rit) = (fit), git)) = fit)i + git)i, (2) 

donde i = (1, 0) y j = (0, 1). En esta seccion se estudian los analogos de (1) y (2) en tres dimen- 
siones. 


■ Funciones de valores vectoriales Una curva C en el espacio tridimensional, o una curva 
espacial, se parametriza mediante tres ecuaciones 

x = fit), y = git), z = hit), a<t< b. (3) 

Como en la seccion 10.2, la orientacion de C corresponde a valores crecientes del parametro t. 
A1 emplear las funciones en (3) como componentes, el equivalente en el espacio tridimensional 
de (2) es 

r(0 = {fit), git), hit)) = fit )i + git )j + hit) k, (4) 

donde i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) y k = (0, 0, 1). Afirmamos que r en (2) y (4) es una funcion de 
valores vectoriales, o simplemente una funcion vectorial. Como se ilustra en la FIGURA 12.1.1, 
para un numero dado t 0 , el vector r(t 0 ) es el vector de posicion de un punto P sobre la curva C. 
En otras palabras, cuando varfa t, podemos visualizar la curva C como si fuera trazada por la 
punta de flecha movil de rf). 




a) Espacio bidimensional 


b ) Espacio tridimensional 


FIGURA 12.1.1 Funciones vectoriales en los espacios bidimensional y tridimensional 


■ Rectas Ya se dio un ejemplo de ecuaciones parametricas visto como una funcion vectorial 
de una curva espacial en la seccion 11.5 donde analizamos la recta en el espacio tridimensional. 
Recuerde, las ecuaciones parametricas de una recta L que pasa por un punto E 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) en el 
espacio y es paralela a un vector v = {a, b, c), v ^ 0, son 

x = x 0 + at, y = y 0 + bt, z = z 0 + ct, —oo<t<oo. 

Estas ecuaciones resultan del hecho de que los vectores r — r 0 y v son paralelos de modo que 
r — r 0 es un multiplo escalar de v, esto es, r — r 0 = t\. En consecuencia, una funcion vectorial 
de la recta L esta dada por r(0 = r 0 + t\. Esta ultima ecuacion se expresa en las formas altemas 

r(£) = (x 0 + at, y 0 + bt, Zo + ct) 

y r(t) = (x 0 + at) i + (y 0 + bt) j + (z 0 + ct) k. 

Si r 0 = (x 0 , y 0 > Zo) Y r i ~ { x u Yu Z\) son los vectores de posicion de dos puntos distintos P 0 y P u 
entonces podemos considerar v = — r 0 = (x x — x 0 , y\ ~ yo> Z\ ~ Zo). Una funcion vectorial 

de la recta que pasa por los dos puntos es r(f) = r 0 + tir r — r 0 ) o 


r(0 = (1 - 0*0 + tr i. 


(5) 
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Si el intervalo del parametro es cerrado [a, b ], entonces la funcion vectorial (5) traza el segmen¬ 
ts de recta entre los puntos definidos por r(a) y r (b). En particular, si 0 < / < 1 yr = 
(1 — Oro + tr i, entonces la orientacion es tal que r(0 traza el segmento de recta del punto P 0 al 
punto P\. 


EJEMPLO 1 


Grafica de una funcion vectorial 


Encuentre una funcion vectorial para el segmento de recta del punto P 0 (3, 2, —1) al punto P 1 
(1,4, 5). 


Solucion Los vectores de posicion correspondientes a los puntos dados son r 0 = (3, 2, — 1) y 
= (1, 4, 5). Entonces, de (5) una funcion vectorial para el segmento de recta es 

r(0 — (1 - 0(3,2, -1> + 01,4, 5) 

o r(0 = (3 — 2 1, 2 + 2 1, — 1 + 6t ), 

donde 0 < t < 1. La grafica de la ecuacion vectorial esta dada en la FIGURA 12.1.2. ■ 


EJEMPLO 2 


Grafica de una funcion vectorial 


Grafique la curva C trazada por la funcion vectorial 


r(0 = 2 cos ti + 2 sen /j + t k, t > 0. 


Solucion Las ecuaciones parametricas de la curva C son x = 2 cos t,y = 2 sen t, z = t. Al eli- 
minar el parametro t de las primeras dos ecuaciones, 

x 2 + y 2 = (2 cos tf + (2 sen if = 2 2 , 

notamos que un punto sobre la curva esta en el cilindro circular x 2 + y 2 = 4. Como se puede ver 
en la FIGURA 12.1.3 y la tabla adjunta a la misma, cuando aumenta el valor de t , la curva se enrolla 
hacia arriba en una espiral cilmdrica o una helice circular. 
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FIGURA 12.1.3 Grafica de la funcion vectorial del ejemplo 2 


■ Curvas helicoidales La curva en el ejemplo 2 es una de tipos de curvas espaciales conoci- 
das como curvas helicoidales. En general, una funcion vectorial de la forma 

r {t) = a cos kti + a sen kt j + ct k (6) 

describe una helice circular. El numero 2i Tc/k recibe el nombre de horquilla de una helice. Una 
helice circular es solo un caso especial de la funcion vectorial 

r(f) = a cos kti + b sen kt j + ct k, (7) 

que describe una helice eliptica cuando a + b. La curva definida por 

r {t) = at cos kti + bt sen kt\ + ctk (8) 

se denomina helice conica. Por ultimo, una curva dada por 

r(0 = a sen kt cos ti + a sen kt sen t j + a cos kt k (9) 

se llama helice esferica. En (6)-(9) se supone que a, b, c y k son constantes positivas. 


^( 1 , 4 , 5 ) 



^0 ( 3 , 2 ,- 1 ) 


FIGURA 12.1.2 Segmento de recta 
del ejemplo 1 


<4 La helice definida por (6) se 
enrolla hacia arriba a lo largo 
del eje z. La horquilla es la 
separacion vertical de los lazos 
de la helice. 
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EJEMPLO 3 


Curvas helicoidales 


a) Si intercambiamos, por ejemplo, las componentes y y z de la funcion vectorial (7), obte- 
nemos una helice eliptica que se enrolla lateralmente a lo largo del eje y. Por ejemplo, 
con la ayuda de un SAC, la grafica de la helice eliptica 


r (t) = 4 cos ti + t j + 2 sen tk 


se muestra en la FIGURA 12.1.4a). 
b ) La figura 12.1 Ab) muestra la grafica de 

r {t) = t cos ti + t sen + tk 


e ilustra por que una funcion vectorial de la forma dada en (8) define a una helice coni- 
ca. Para mayor claridad, se ha decidido suprimir la caja que por omision rodea a la sali- 
da 3D de Mathematica. 




FIGURA 12.1.4 Curvas helicoidales del ejemplo 3 ■ 



FIGURA 12.1.5 Circuit) en un 
piano en el ejemplo 4 


EJEMPLO 4 


Grafica de una funcion vectorial 


Grafique la curva trazada por la funcion vectorial r(7) = 2 cos ti + 2 sen rj + 3 k. 


Solucion Las ecuaciones parametricas de la curva son las componentes de la funcion vectorial 
x = 2 cos t,y = 2 sen t, z = 3. Como en el ejemplo 1, observamos que un punto sobre la curva 
debe estar sobre el cilindro v 2 + y 2 = 4. Sin embargo, puesto que la coordenada z de cualquier 
punto tiene el valor constante z — 3, la funcion vectorial r (t) traza una circunferencia en el piano 
3 unidades arriba y paralelo al piano xy. Yea la FIGURA 12.1.5. ■ 



interseccion del ejemplo 5 


EJEMPLO 5 


Curva de interseccion de dos superficies 


Determine la funcion vectorial que describe la curva C de interseccion del piano y = 2x y el 
paraboloide z~ 9 — x 2 — y 2 . 


Solucion Primero parametrizamos la curva C de interseccion haciendo x = t. Se deduce que 
y = 2tyz = 9~ t 2 — (2 1) 2 = 9 — 5t 2 . De acuerdo con las ecuaciones parametricas 

x = t, y = 2t, z = 9 - 5 1 2 , -oo < t < oo, 

vemos que una funcion vectorial que describe el trazo del paraboloide en el piano y = 2x esta 
dada por 

r(7) = ti + 2tj + (9 - 5f 2 )k. 

Yea la FIGURA 12.1.6. ■ 


EJEMPLO 6 


Curva de interseccion de dos cilindros 


Encuentre la funcion vectorial que describe la curva C de interseccion de los cilindros y = x 2 y 

z = x 3 . 


Solucion En el espacio bidimensional, la grafica de y = x 2 es una parabola en el piano xy y por 
tanto en el espacio tridimensional es un cilindro parabolico cuya generatriz es perpendicular al 





































12.1 Funciones vectoriales 659 


piano xy, esto es, paralela al eje z. Vea la FIGURA 12.1.7a). Por otro lado, z = x 3 puede interpretarse 
como un cilindro cubico cuya generatriz es perpendicular al piano xz, esto es, paralelo al eje y. 
Vea la figura 12.1; lb). Como en el ejemplo 5, si se deja x = t, entonces y = t 2 y z = t 3 . Una fun- 
cion vectorial que describe a la curva C de interseccion de los dos cilindros es entonces 


r(7) = t\ + t 2 j + t 3 k, 


( 10 ) 


donde —oo<t<oo. 



a)y = x 2 


b) z = x 3 


FIGURA 12.1.7 a) y b) dos cilindros; c) curva C de interseccion en el ejemplo 6 


c) 


La curva C definida por la funcion vectorial (10) recibe el nombre de cubica trenzada. Con 
la ayuda de un SAC se ha graficado r(7) = t\ + t 2 j + t 3 k en la FIGURA 12.1.8. Las partes a ) y b) 
de la figura muestran dos perspectivas, o puntos de vista, distintas de la curva C de interseccion 
de los cilindros y — x 2 y z = x 3 . En la figura 12.1.8c) observamos la naturaleza cubica de C uti- 
lizando una vista en direccion al piano xz. La cubica trenzada tiene varias propiedades de inte¬ 
rns para los matematicos y por ello se estudia frecuentemente en cursos avanzados de geometrfa 
algebraica. 



FIGURA 12.1.8 Cubico trenzado del ejemplo 6 


Ejercicios 12.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-38. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, encuentre el dominio de la funcion vec¬ 
torial dada. 

1. r(0 = vV — 9i + 3tj 

2. r (t) = (t + l)i + ln(l - t 2 )j 

1 O _i 

3. r (t) = ti + —rj - sen t k 

4. r (t) = e~ f i + cos fj + sen 2rk 


En los problemas 5-8, escriba las ecuaciones 
dadas como una funcion vectorial r(f). 

5. x = sen irt, y = cos irt, z = —cos 2 irt 

6. x = cos 2 t,y = 2 sen 2 1, z = t 2 

7. x = e~\ y = e 2 \ z = e 3t 


parametricas 


8. x = — 16r, y = 507, z = 10 
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En los problemas 9-12, escriba la funcion vectorial dada r(7) 
como ecuaciones parametricas. 

9. r (t) = t 2 i + sen rj 4- cos tk 

10. r (t) = t sen t(i + k) 

11. r(7) = lnd + (1 + t) j + t 3 k 

12. r(7) = 5 sen t sen 3d + 5 cos 3rj + 5 cos t sen 3^k 

En los problemas 13-22, grafique la curva trazada por la fun¬ 
cion vectorial que se indica. 

13. r (t) = 2 sen d + 4 cos fj + tk, t > 0 

14. r (t) = d + cos fj + sen tk, t > 0 

15. r(0 = d + 2rj + cos tk, t> 0 

16. r(f) = 4i + 2 cos t] + 3 sen £k 

17. r(0 = (e\ e 2t ) 

18. r (t) = cosh d + 3 senh t\ 

19. r (t) = (V2 sen t, V2 sen 2 cos 0 < t < 7r/2 

20. r(d = d + r 3 j + £k 

21. r(d = ^ f cos d + e^senfj + ^ f k 

22. r (t) = (t cos t, t sen t, t 2 ) 

En los problemas 23 y 24, grafique la recta cuya funcion vec¬ 
torial se indica. 

23. r(f) = (4 - 40i + (2 - 2t) j + 3?k 

24. r(f) = (2 + 30 i + (3 + 2t) j + 5^k 

25. Encuentre una funcion vectorial para el segmento de 
recta en el espacio bidimensional con orientacion tal que 
r(4) traza la recta desde el punto (4, 0) hasta el (0, 3). 
Dibuje el segmento de recta. 

26. Determine una funcion vectorial para el segmento de 
recta en el espacio tridimensional con orientacion tal que 
r (t) traza la recta desde el punto (1, 1, 1) hasta (0, 0, 0). 
Dibuje el segmento de recta. 

En los problemas 27-32, encuentre la funcion vectorial r (t) 
que describe la curva C de interseccion entre las superficies 
dadas. Dibuje la curva C. Emplee el parametro indicado. 

27. z = x 2 + y 2 , y = x; x = t 

28. v 2 + y 2 — z 2 = 1, y = 2x; x = t 

29. x 2 + y 2 = 9, z = 9 - x 2 ; x = 3 cos t 

30. z = x 2 + y 2 , z = 1; x = sen t 

31. x + y + z = 1, y = x; x = t 

32. 3x — 2y + z — 6, x = 1; y — t 

En los problemas 33-36, asocie la grafica indicada con una de 
las funciones vectoriales en a)-d). 

a ) r(d = d 4- cos 3t j + sen 3tk 

b) r(7) = sen 6d + t} + tk 

c ) r(7) = cos d + sen + (1 — sen t)k 

d) r (t) = cos 3 d + sen 3 1 j + 5k 



FI GU RA 1 2. 1 .9 Grafica del problema 33 



FI G U RA 1 2. 1.1 0 Grafica del problema 34 



FI G U RA 1 2. 1.11 Grafica del problema 35 



FI G U RA 1 2. 1.1 2 Grafica del problema 36 
37. Demuestre que los puntos sobre una helice conica 

r(0 = at cos d + bt sen t j + ctk, 

a > 0, b > 0, c > 0, yacen sobre un cono eliptico cuya 
ecuacion es 
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38. Una variacion de la helice conica del problema 37 esta 
dada por 

r (t) = ti + t cos t j + t sen t k. 

a) antes de graficar r(0 analice la orientation de la 
curva. 

b) Utilice un SAC para graficar r (t). Experimente con el 
intervalo del parametro y el punto de vista de la curva. 

39. La funcion vectorial 

r (t) = ae kt cos ti + be kt sen t\ + ce**k, 

a > 0, b > 0, c > 0, k > 0 describe tambien a una 
helice conica. Demuestre que los puntos sobre esta heli¬ 
ce conica yacen sobre un cono eliptico cuya ecuacion 
esta dada en el problema 37. 

40. Un caso especial de la curva en el problema 39 esta dado 
por 

r (t) = ^-e 005 teos ti + ^-e 0 05r sen fj + £°- 05? k. 

a) Emplee un SAC para graficar r(f) en relation con —30 
< t < 30. 

b) Reexamine la figura 12.1 Ab). Luego discuta la dife- 
rencia geometrica basica entre la helice conica en el 
problema 37 y la que se da en el problema 39. 

41. Demuestre que los puntos sobre una helice esferica 

r (t) = a sen kt cos ti + a sen kt sen t j + a cos kt k 
yacen sobre una esfera de radio a > 0. 

42. Un caso especial de la curva en el problema 41 esta dado 
por 

r (t) = sen kt cos ti + sen kt sen rj + cos kt k. 

Utilice un SAC para graficar r (t) respecto a k = 1, 2, 3, 4, 
10, 20 y 0 < t < 277. Experimente con diferentes pers- 
pectivas de las graficas. 


43. a) Use un SAC para superponer las graficas de los cilin- 

dros z ~ 4 — x 2 y z = 4 — y 2 sobre los mismos ejes de 
coordenadas. 

b) Encuentre funciones vectoriales que describan las dos 
curvas de interseccion de los cilindros. 

c) Emplee un SAC para dibujar ambas curvas en el inci- 
so b). Superponga las curvas sobre los mismos ejes de 
coordenadas. Experimente con la perspectiva hasta 
que la visualizacion de las graficas tenga sentido. 

44. Suponga que r(7) es una funcion vectorial no constante 
que define a una curva C con la propiedad |r(7)| — a , 
donde a > 0 es una constante. Describa geometricamen- 
te a la curva C. 

= Problemas con calculadora/SAC 

45. Use un SAC para graficar la funcion vectorial 

r {t) = (10 + sen 200cos ti + (10 + sen 200sen d + cos 2^k 

para 0 < t < 277. Experimente con diferentes perspecti- 
vas de la grafica. Discuta por que la curva se denomina 

una espiral toroidal. 

46. Utilice un SAC para graficar la funcion vectorial 

r(0 Jf cos (arc tan kt )cos ti + cos (arc tan kt )sen t\ 

— sen (arc tan kt )k 

para-1077 < t < 1077 y & = 0.1, 0.2, 03. Experimente con 
diferentes perspectivas de la grafica. La curva se conoce 
como espiral esferica. 

En los problemas 47 y 48, emplee un SAC para graficar la 
funcion vectorial dada relativa a los valores indicados de k. 
Experimente con diferentes perspectivas de la grafica. 

47. r (t) = sen kt sen ti + sen kt cos /j + sen £k; k = 2, 4 

48. r(0 = sen ti + cos t\ + ln(&0sen t k; k = 1 


12.2 Calculo de funciones vectoriales 

■ Introduccion En esta seccion consideraremos el calculo de funciones de valores vectoriales, 
en otras palabras, lhnites, derivadas e integrates de funcion vectorial. Como los conceptos son 
similares a los que se discutieron en la seccion 10.3, se recomienda un repaso de esa seccion. 

■ Limites y continuidad La nocion fundamental de limite de una funcion vectorial r(/) = 
(f(t), g(t ), h{t)) se define en terminos de los limites de las funciones componentes. 


Definicion 12.2.1 Limite de una funcion vectorial 
Si lim/X0, lim g(t) y \imh(t) existe, entonces 

limr(f) = (\imf(t), limg(f), \imh(t)). (1) 

t—>a 't—>a t—>a t—>a ' 


El shnbolo t —» a en la definicion 12.2.1 puede, desde luego, sustituirse por t->a,t- 

t —^ CX), o t —^ — 00. 
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Como una consecuencia inmediata de la definicion 12.2.1, tenemos el siguiente resultado. 


Teorema 12.2.1 Propiedades de los limites 

Suponga que a es un numero real y limr^) y limr 2 (0 existe. Si limr^) = L x y limr 2 (0 = L 2 , 

t — y& t — t — t—^Cl 

entonces 

0 limcr^) = cL h c un escalar 

t^a 

ii) 4- r 2 (t)] = 4- L 2 

iii) • r 2 (0 = • L 2 . 


Definicion 12.2.2 Continuidad 

Una funcion vectorial r es continua en el numero a si 
0 r (a) es definido, ii) limr(0 existe y iii) = r (a). 


Equivalentemente la funcion vectorial r(f) = {fit), g(t ), hit)) es continua en un numero a si y 
solo si las funciones componentes f g y h son continuas en a. Por brevedad, a menudo afirma- 
mos que una funcion vectorial r(f) es continua en un numero a si 

limr(/) = ria). (2) 

t^a 

Escribiendo (2) se supone que las condiciones i) y ii) de la definicion 12.2.2 se cumplen en un 
numero a. 

■ Derivada de una funcion vectorial La definicion de derivada r ft) de una funcion vectorial 
r it) es el equivalente vectorial de la definicion 3.1.1. En la siguiente definicion se asume que h 
representa a un numero real distinto de cero. 


Definicion 12.2.3 Derivada de una funcion vectorial 


La derivada de una funcion vectorial r es 


r 'it) = lim 

h -+0 


r it + h) — r(0 
h 


(3) 


para toda t para la cual existe el limite. 


La derivada de r tambien se escribe dr/dt. El siguiente teorema muestra que en un nivel 
practico, se obtiene la derivada de una funcion vectorial diferenciando simplemente sus funcio¬ 
nes componentes. 


Teorema 12.2.2 Diferenciacion 

Si las funciones componentes f g y h son diferenciables, entonces la derivada de la funcion 
vectorial r(7) esta dada por 

r'(t) = ( g'(t), h'(t)). (4) 
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DEMOSTRACION De (3) tenemos 

r'O) = [{fit + h ), g(t + /i), h{t + fc)) - (/(r), g(r), hit))} 


= lim 

/z^O 


fit + h)-f{t) git + h)-git) hit + h)-h{t) 


h 


h 


h 


, „ /(* + h) -fit) „ + h) - git) „ hit + h)~ hit) 

— { lim-:-»lim-:-’ lim-,- 

y /i—> o /z /i—> o /z /z—>o /z 

= </'(*), s'(0, *'(*)}. 


■ Curvas suaves Cuando las funciones componentes de una funcion vectorial r tienen prime- 
ras derivadas continuas y r'(0 ¥= 0 para toda t en un intervalo abierto ( a , b ), entonces r se dice 
que es una funcion suave y la curva C trazada por r se denomina curva suave. 


■ Interpretation geometrica de r '(f) Si el vector r'(0 existe y no es 0 en el punto P sobre la 
curva C definida por la funcion vectorial r (t), entonces la derivada r'(0 se define como el vector 
tangente a la curva en P. La justificacion de lo anterior es similar a la discusion que llevo a la 
definicion 2.7.1 en la seccion 2.7. Como puede verse en las FIGURAS 12.2.1a) y b ), para h > 0 el 
vector r (t + h) — r (t) y el multiplo escalar 


t[ r (r + h) - r(f)] 


r {t + h) - r {t) 
h 


son paralelos. Suponiendo que el limite 

r it + h) - r it) 

lim- - - 


existe, entonces los vectores r(0 y r {t + h) se vuelven cada vez mas cercanos cuando h —> 0. 
Como sugieren las figuras 12.2. lb) y c), la posicion limite del vector [r(7 + h) — r (t)]/h es un 
vector sobre la recta tangente en P. Tambien definimos la recta tangente como la recta que pasa 
por P que es paralela al vector r'(0- 




recta tangente 


b ) Multiplo escalar del vector secante 
FIGURA 12.2.1 Vector tangente en P sobre una curva C 



EJEMPLO 1 


El vector r '(t) 


Considere la curva C en el espacio bidimensional que es trazada por un punto P cuya posicion 
esta dada por r(7) = cos 2 ti + sen rj, — 7r/2<r<7r/2. Encuentre la derivada r \t) y grafique los 
vectores r'(0) y r'(7r/6). 


Solucion La curva C es suave debido a que las funciones componentes de r(7) = cos 2 ti + sen t j 
tienen derivadas continuas y r(7) ^ 0 sobre el intervalo abierto (—7 t/2, 7t/ 2). De (4), 

r \t) = —2 sen 2 ti + cos ty 

En consecuencia, r'(0) = j y r'(7r/6) = — V3i + ^V3j. 

Para graficar C primero eliminamos el parametro de las ecuaciones parametricas v = cos 2 1, 
y = sen t : 

v = cos 2 1 = cos 2 1 — sen 2 1 = 1 — 2 sen 2 1 = 1 — 2y 2 . 

Puesto que — ir/2 < t < tt/2, advertimos que la curva C es la porcion de la parabola 
x = \ — 2y 2 sobre el intervalo definido por —1 < v < 1. Los vectores r'(0) y r'(7r/6) se dibu- 
jan tangentes a la curva C en (1, 0) y (|, |), respectivamente. Yea la FIGURA 12.2.2. ■ 



FIGURA 12.2.2 Curva C y 
vectores del ejemplo 1 
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EJEMPLO 2 


Ecuaciones parametricas 


Encuentre las ecuaciones parametricas de la recta tangente a la curva C cuyas ecuaciones para¬ 
metricas son x = t 2 , y = t 2 — t, z = ~ It en el punto correspondiente a t = 3. 


Solucion La funcion vectorial que produce la posicion de un punto P sobre la curva esta dada 
por r (t) = t 2 i + ( t 2 — t )j - 7tk. Ahora, 

r'(0 = 2 ti + (2 1 ~ l)j - 7k y r'(3) = 6i + 5j - 7k. 

El vector r'(3) es tangente a C en el punto P cuyo vector de posicion es 

r(3) = 9i + 6j - 21k, 

esto es, en el punto P( 9, 6, — 21). A1 emplear las componentes de r'(3), advertimos que las ecua¬ 
ciones parametricas de la recta tangente son 

x = 9 + 6t, y = 6 + 5t, z = —21 — It. ■ 


■ Derivadas de orden superior Las derivadas de orden superior de una funcion vectorial se 
obtienen tambien diferenciando sus componentes. En el caso de la segunda derivada, tenemos 

r "(0 = (fit), g"(t), h"(t)) = + g\t) j + h"(t)k. (5) 


EJEMPLO 3 


Vectores r'(Q y r "(t) 


Si r (f) = ( t 3 - 2t 2 )\ + 4rj + e % entonces 

r '{t) = (3 1 2 - 40 i + 4j - e~ k 


y 


r"(t) = (61 - 4)i + e~ k. 


En el siguiente teorema se enlistan algunas reglas de diferenciacion para funciones vectoriales. 


Teorema 12.2.3 Reglas de diferenciacion 

Considere que r, r x y r 2 son funciones vectoriales diferenciables y f(t) es una funcion escalar 
diferenciable. 

0 J t lri(t) + r 2 (0] = r'iO) + r' 2 (t) 
ii) j t lf(t)r(t )] =f(t)r'(t) + f'(t)r(t) 

Hi) ^[r (/(?))] = r'(fit)) fit) (regia de la cadena) 

iv) j t [r x {i) • r 2 (0] = r,(0 • r' 2 (t) + r[(t) ■ r 2 (t) 

v) ^[r,(f) X r 2 (f)] = r,(f) X r 2 (r) + r[(0 X r 2 (f) 


DEMOSTRACION DE iv) Si r x {t) = h x (t)) y r 2 (0 = (/ 2 (0 ? g2(0 ? ^2(0)» entonces por 

(2) de la seccion 11.3 el producto punto es la funcion escalar 

FiO) • r 2 (0 = /i(0/2(0 + ^l(0^2(0 + *l(0*2(0- 

Despues de usar la regia del producto agrupamos los terminos en rojo y los terminos que se 
muestran en azul: 

fr lW • r 2 {f) = J t mm + j t 8 Mg 2 (t) + jhmiii) 

=/, (o/Ko +/; (0/2(0 + *i(o*2(o + «KOft(o + /»i(o*2(o + h\{t)h 2 (t) 

= (/i(0, ^i(0, Ai(0) • (/i(0, ^ 2 ( 0 , ^ 2 ( 0 ) + </K0,5i(0, ^1(0) • </2(0, &(0, *2(0> 
= r,(f) • r 2 (0 + ri(0 • r 2 (0- ■ 

Nota: Puesto que el producto cruz de dos vectores no es conmutativo, el orden en el cual r, y 
r 2 aparecen en la parte v) del teorema 12.2.3 debe observarse estrictamente. Desde luego, en iv) 
y v) podemos efectuar el producto punto y el producto cruz primero y despues diferenciar el 
escalar o la funcion vectorial resultantes. 
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■ Integrates de funciones vectoriales Si r (t) = fit )i + git )j + h(t) k es una funcion vectorial 
continua sobre el intervalo [a, b], entonces la integral indefinida de r esta definida por 


r (t)dt 




i + 


g(t)dt 


j + 


h{t)dt 


k. 


La integral indefinida de r es otro vector R + C, donde C es un vector constante, tal que 
R '{t) = r(£). Debido a la continuidad de las funciones componentes f g y h, la integral definida 
de r(0 sobre [a, b] puede definirse como 

r (t)dt = lim T) r(4)Af 

"^°°k= i 

Km 2/(4)Af 


J k=\ 


lim 2 g(4)Af 

. n—>0 °fc= i 


j + 


Km h(tl)At 

n ^°°k= i 


k. 


En otras palabras, 




fit)dt 


git)dt 


j + 


h{t)dt 


k. 


El teorema fundamental del calculo, extendido a funciones vectoriales, es 


r (t)dt = R it) 


Rib) - Riaf 


donde R es una funcion vectorial tal que R'(0 = r(0- 


EJEMPLO 4 


Integrates 


a) Si r(t) = 6^i + 4e 2t j + 8 cos 4^k, entonces 


r (t)dt 


6t 2 dt 


i + 


4 e~ 2t dt 


j + 


8 cos At dt 


= [2 1 3 + Ci] i + [~2e 2t + c 2 ] j + [2 sen4f + c 3 ]k 
= 2f 3 i - 2e~ 2t j + 2 sen At k + C, 

donde C = c x \ + c 2 j + c 3 k. Las componentes c b c 2 y c 3 del ultimo vector son cons- 
tantes reales arbitrarias. 


b ) Si r(t) = (4 1 ~ 3)i + 12f 2 j + 


1 + t 2 


-k, entonces 


r it)dt = i2t 2 — 3t)\ + At 3 } + 2 tan 1 tk 


J-i 


-l 


= ( -i + 4j + 2 • JkJ - (5i - 4j - 2 • Jk 

- -6i + 8j + Trk. ■ 

■ Longitud de una curva espacial En la seccion 10.3 vimos que la formula de la longitud de 
arco para una curva suave C en el espacio bidimensional definida por las ecuaciones parametri- 
cas v = fit), y = git), c/ < r < b, es 


/. = [vinoi 2 + im 1 * - (f j + (j£:/* 

De manera similar, si C es una curva suave en el espacio tridimensional definida por las ecua¬ 
ciones parametricas 

x = fit), y = git), z = hit), a< t < b, 

entonces como hicimos en la seccion 10.3 podemos construir una integral definida utilizando (/OX gO), Ka)y 
una trayectoria poligonal, como se ilustra en la FIGURA 12.2.3, para llegar a la integral definida 

f b 

L= V|/'(0l 2 + \g'(t)\ 2 + \h'(t)] 2 dt = 


dy 


m) 



f) + Vdt ) + (ft) dt 


FIGURA 12.2.3 Aproximacion de 
la longitud de C (azul) por medio 
(6) de la longitud de una trayectoria 
poligonal (rojo) 
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que define la longitud L de la curva entre los puntos ( f(a), g(a), h(a )) y iffb), g{b), h{b)). Si la 
curva C se traza por medio de una funcion suave de valores vectoriales r(f), entonces su longi¬ 
tud entre el punto inicial en t = a y el punto terminal en t = b puede expresarse en terminos de 
la magnitud de r \t): 

L= [ \r\t)\dt. (7) 

•'a 

En (7), |r'(0| es 

\m\ = V[/v)] 2 + u'(0] 2 o r'(f)i = V[/'(/)] 2 + [g'm 1 + ih'(t)] 2 

dependiendo de si C esta en el espacio bidimensional o tridimensional, respectivamente. 

■ Funcion de la longitud de arco La integral definida 

Revise (5) en la section 6.5. s (t) = \y'( u)\du (8) 

•'a 

se llama la funcion de longitud de arco para la curva C. En (8) el simbolo u es una variable de 
integration sustituta. La funcion s{t) representa la longitud de C entre los puntos sobre la curva 
definida por los vectores de position r (a) y r(7). Muchas veces es util parametrizar una 
curva suave C en el piano o en el espacio en terminos de la longitud de arco s. A1 evaluar (8) se 
expresa s como una funcion del parametro t. Si podemos resolver esa ecuacion para t en termi¬ 
nos de s, entonces es factible expresar r (t) = {fit), g(t)) o r(t) = {fit), git), hit)) como 

r(s) = (. x(s ), y(s)) o r(s) = (x(i), j(i), z(s)). 

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento para determinar una parametrizacion de lon¬ 
gitud de arco ris) para una curva C. 


EJEMPLO 5 


Una parametrizacion de longitud de arco 


Encuentre una parametrizacion de longitud de arco de la helice circular del ejemplo 2 de la sec¬ 
cion 12.1: 


r it) = 2 cos ti + 2 sen rj + t k. 


Solucion De r ft) = —2 sen ti + 2 cos t j + k se encuentra |r'(0| = V5. Se deduce de (8) que 
la longitud de la curva empezando en r(0) hasta un punto arbitrario definido por r it) es 




V5 du = V5 u 
'o 


t 

0 


V5 1. 


A1 resolver s = V5 1 para t se encuentra que t = s/ V5. A1 sustituir respecto a t en r (t) obtene- 
mos una funcion vectorial de la helice como una funcion de la longitud de arco: 


r(» = 2 cos^^i + 2 sen^^j H—^k. 
W V5 V5 V5 

Las ecuaciones parametricas de la helice son entonces 


0 s 0 s s 

x = 2 cos—p, y = 2 sen— 1 =, z = — i=- 

V5 y V5 V5 


(9) 


Advierta que la derivada de la funcion vectorial (9) respecto a la longitud de arco s es 


Es particularmente facil encon- ^ 
trar una parametrizacion de lon¬ 
gitud de arco de una recta 

r(0 = r 0 + tv. Vea el problema y su ma g n it u d CS 
49 en los ejercicios 12.2. 


r'O) = —^sen^^i H—^cos^^j H— 
V5 V5 V5 V5 J V5 


\r'(s)\ 


4 2 s I 4 2 s 

— sen— -i= + —cos —7= 

5 V5 5 v/5 


1 

5 



El hecho de que |r'(^)| = 1 indica que r \s) es un vector unitario. Esto no es coincidencia. Como 
hemos visto, la derivada de una funcion vectorial r(7) con respecto al parametro t es un vector 
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tangente a la curva C trazada por r. Sin embargo, si la curva C se parametriza en terminos de la 
longitud de arco s, entonces: 

• La derivada r '(s) es un vector tangente unitario. (10) 

Para ver por que esto es asi, recuerde que la forma de la derivada del teorema fundamental del 
calculo, teorema 5.5.2, muestra que la derivada de (8) con respecto a t es 

f=|r'<0|. (ID 

Sin embargo, si la curva C es descrita por una parametrizacion de longitud de arco r(s), enton¬ 
ces (8) muestra que la longitud s de la curva de r(0) a r(s) es 

5 = \r\u)\du. (12) 

Jo 

Como -j-s = 1, la derivada de (12) con respecto a s es 


= |r| O |r'(s) | = 1. 

En la siguiente seccion veremos por que (10) es importante. 


Ejercicios 12.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-39. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-4, evalue el limite dado o enuncie que este 
no existe. 

1. lfm [ ? 3 i + t \j + t 5 k] 


2. lim 

r-» 0 + 


sen 2 1 . 


+ (t - 2) 5 j + t In tk 


* „ t 2 - 1 5t - 1 2e f ~ l - 2 

3. lim < -—, ———,--— 

t—> \ \ t — 1 t 1 t 1 


e 2t e 1 


4. lim x , 

*-»°° \ 2e 2t + t 2e 1 + 5 


, tan 1 1 


En los problemas 5 y 6, suponga que 

lrnir^f) = i — 2j + k y limr 2 (0 = 2i + 5j + 7k. 

t^a 

Encuentre el limite dado. 

5. lim[-4r 1 (0 + 3r 2 (0] 6. limr^O • r 2 (t) 

t—>a t—>a 

En los problemas 7 y 8, determine si la funcion vectorial indi- 
cada es continua en t = 1. 

7. r(t) = (r 2 - 2t)i + + ln(r - l)k 

8. r(f) = sen irti + tan irt j + cos irtk 


En los problemas 11-14, determine r f (t) y r"(0 para la funcion 
vectorial dada. 

11. r(0 = In t\ + yj, t > 0 

12. r (t) = (t cos t — sen t, t + cos t) 

13. r (t) = (te 2t , t 3 , 4 1 2 — t) 

14. r {t) = t 2 i + t 3 j + tan -1 tk 

En los problemas 15-18, grafique la curva C que es descrita 
por r(0 y grafique r \t) en el punto correspondiente al valor 
indicado de t. 

15. r(0 = 2 cos ti + 6 sen ty, t = tt/6 

16. r {t) = t 3 i + t 2 y t = —l 

17. r(0 = 2i + t j H-rk; r = 1 

1 + t 2 

18. r (t) = 3 cos ti + 3 sen rj + 2fk; r = 7 t/4 

En los problemas 19 y 20, encuentre ecuaciones parametricas 
de la recta tangente a la curva dada en el punto correspondien¬ 
te al valor que se indica de t. 

19. x = t,y = ^7 2 , z — ^t 3 ; t = 2 

20. x = t 3 - t,y = z = (2t + l) 2 ; r = 1 


En los problemas 9 y 10, encuentre los dos vectores indicados 
para la funcion vectorial dada. 

_ 92 , r(l.l) — r(l) 

9. r(0 = (3 1 - l)i + 4? 2 j + (5/ 2 - ?)k; r'(l),- ^ - 

1 , , r(0.05) - r(0) 

10. r(0 = + ( 3f + 0j + (1 - 0 k; r (0),-^- 


En los problemas 21 y 22, determine un vector tangente uni¬ 
tario para la curva dada en el punto correspondiente al valor 
que se indica de t. Encuentre ecuaciones parametricas de la 
recta tangente en este punto. 

21. r(0 = te f i + (t 2 + 2/)j + (t 3 — t) k; t = 0 

22. r (t) = (1 + sen 3t)i + tan 2t\ + tk; t = tt 
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En los problemas 23 y 24, encuentre una funcion vectorial de 
la recta tangente a la curva dada en el punto correspondiente 
al valor que se indica de t. 

23. r {t) = (cos t , sen t,t); t = ir/ 3 

24. r(f) = (6e“' /2 , e 2 ',e 3t ); f = 0 


En los problemas 25-30, determine la derivada indicada. 
Suponga que todas las funciones vectoriales son diferenciables. 


25. j f [r(0 X r'(f)] 

27. j f [r (f) • (r '(f) X r"(0) I 
29. ^[ ri (20 + r 2 (l/0] 


26. ^[r(0 • (fr(f))] 

28. ^[ri(0 X (r 2 (t) X r 3 (r))] 
30. |[,Mr)] 


En los problemas 31-34, evalue la integral dada. 


31. j (fi + 3f 2 j + 4fk)dt 


(V2t + li - V7j + sen7r^k)jr 


Jo 


32. 


33. (te f i — e 2t j + te* k) Jr 34. 


1 + t 


(i + rj + t 2 k)dt 


En los problemas 35-38, encuentre una funcion vectorial r (f) 
que satisfaga las condiciones indicadas. 

35. r \t) = 6i + 6rj + 3r 2 k; r(0) = i - 2j + k 

36. r \t) = t sen t 2 \ - cos 2rj; r(0) = |i 

37. r"(0 = 12fi - 3r 1/2 j + 2k; r'(l) = j, r(l) = 2i - k 

38. r"(0 = sec 2 ti + cos rj — sen rk; 

r'(0) = i + j + k, r(0) = -j + 5k 


En los problemas 39-42, encuentre la longitud de la curva tra- 
zada por la funcion vectorial dada en el intervalo que se indica. 


39. r(f) = a cos ti + a sen rj + ct k; 0 < t < 2tt 

40. r(r) = ti + t cos t j + t sen t k; 0 < t < tt 

41. r (t) = e f cos 2ti + ^ ? sen2rj + e l \\ 0 < t < 3tt 

42. r (t) = 3ri + V3r 2 j + |r 3 k; 0 < t < 1 

En los problemas 43-46, emplee (8) y la integracion de u = 0 
a u = t para determinar una parametrizacion de longitud de 
arco r (s) para la curva dada. Verifique que r'(s) es un vector 
unitario. 

43. r(t) = 9 sen t i + 9 cos rj 

44. r (t) = 5 cos ti + 12rj + 5 sen tk 

45. r(r) = (1 + 2r)i + (5 - 3r)j + (2 + 4r)k 

46. r (t) = e l cos ri + e f sen t j + k 

= Piense en ello 

47. Suponga que r es una funcion vectorial diferenciable 
para la cual |r(f)| = c para toda t. Demuestre que el vec¬ 
tor tangente r'(0 es perpendicular al vector de posicion 
r(f) para toda t. 

48. Si v es un vector constante y r(t) es integrable sobre [a, b], 

demuestre que • r(r) dt = v • j\(t)dt. 

49. Suponga que r(r) = r 0 + t\ es una ecuacion vectorial de 
una recta, donde r 0 y v son vectores constantes. Utilice 
la funcion de longitud de arco s = / 0 ? |r'(w)| du para 
demostrar que una parametrizacion de longitud de arco 

y 

de la recta esta dada por r(» = r 0 + s~^. Demuestre 

que r '(s) es un vector unitario. En otras palabras, para 
obtener una parametrizacion de longitud de arco de una 
recta solo se necesita normalizar al vector v. 

50. Emplee los resultados del problema 49 para encontrar 
una parametrizacion de longitud de arco de cada una de 
las siguientes rectas. 

a) r (t) = (1 + 3t, 2 - At) = (1, 2) + t( 3, -4) 

b ) r {t) = (1 + t, 1 + 2 1, 10 - t) 


12.3 Movimiento sobre una curva 

■ Introduce ion Suponga que una particula o cuerpo se mueve a lo largo de la curva C de mane- 
ra que su posicion en el tiempo t esta dada por la funcion de valores vectoriales 

r(0 = f{t) i + g(t)i + h(t) k. 

Podemos describir la velocidad y la aceleracion de la particula en terminos de derivadas de r(7). 

■ Velocidad y aceleracion Si/, g y h tienen segundas derivadas, entonces los vectores 

v(0 = r'(0 = fit) i + g’it) j + h\t) k ( 1 ) 

a it) = r "it) =f\t) i + g\t) j + h\t) k (2) 

se denominan la velocidad y la aceleracion de la particula, respectivamente. La funcion escalar 

|v(0| = |r'(01 = V[/'(r)] 2 + [gXm 2 + ImY 2 (3) 

es la rapidez de la particula. La rapidez se relaciona con la longitud de arco. De (7) de la sec- 
cion 12.2 observamos que si una curva C es trazada por una funcion de valores vectoriales suave 
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r (t), entonces su longitud entre el punto inicial en t = a y el punto terminal en t = b esta dada por 
L = J^|r'(0| dt. En vista de (1) y (3), esto es lo mismo que 


L = 


f b 

|v(r)| dt. 

Ja 


(4) 


Si P(x u y h z\) es la posicion de la particula sobre la curva C en el tiempo t u entonces en 
vista de la discusion en la seccion 12.2 acerca de la interpretation geometrica de r '(t) conclui- 
mos que 


• v(^) es tangente a la curva C en P. 

Se hacen comentarios similares para curvas trazadas por la funcion vectorial r (t) = f{t )i + g{t) j. 


EJEMPLO 1 


Grafica de la velocidad y la aceleracion 


La posicion de una particula en movimiento esta dada por r(f) = t 2 \ + + §£k. Grafique la 

curva C definida por r(7) y los vectores v(2) y a(2). 


Solution Puesto que x = t 2 , y = t, la trayectoria de la particula esta por arriba de la parabola 
x = y 2 que yace en el piano xy. Cuando t = 2, el vector de posicion r(2) = 4i + 2j + 5k indi- 
ca que la particula esta en el punto P( 4, 2, 5) sobre C. Ahora, 

v(0 = r'(0 = 2fi + j + |k y a (t) = r "(t) = 2i 
de modo que v(2) = 4i + j + ^-k y a(2) = 2i. 

Estos vectores se ilustran en la FIGURA 12.3.1. ■ 



velocidad y aceleracion del 
ejemplo 1 


Si una particula se mueve con una rapidez constante c, entonces su vector de aceleracion es 
perpendicular al vector de velocidad v. Para ver lo anterior, advierta que 

| v | 2 = c 2 o v • v = c 2 . 

Diferenciamos ambos lados con respecto a t, y con la ayuda del teorema 12.2.3/v) obtenemos 

d , , d\ d\ d\ 

dt dt dt dt 


Entonces, 


d\ 

— • v = 0 
dt 


a (t) • v(t) = 0 para toda t. 


(5) 


EJEMPLO 2 


Grafica de la velocidad y la aceleracion 


Suponga que la funcion vectorial del ejemplo 4 de la seccion 12.1 representa la posicion de una 
particula que se mueve en una orbita circular. Grafique los vectores de velocidad y aceleracion 
en t = 7t/4. 


Solucion La funcion de valores vectoriales 


r (t) = 2 cos t\ + 2 sen t j + 3k 

es el vector de posicion de una particula que se mueve en una orbita circular de radio 2 en el 
piano z — 3. Cuando t — tt/4, la particula esta en el punto P(V2, V2, 3). En este caso, 

v(0 = r'(0 = — 2 sen ti + 2 cos rj 

y a(0 = r "(t) = —2 cos ti — 2 sen ty 

Puesto que la rapidez |v(7)| = 2 es constante para todo tiempo t , se sigue de (5) que a (t) es per¬ 
pendicular a v(£). (Verifique lo anterior.) Como se muestra en la FIGURA 12.3.2, los vectores 



FIGURA 12.3.2 Vectores de 
velocidad y aceleracion del 
ejemplo 2 


y 


= -2 sen^i + 2 cos^j = - V2i + V2j 
= -2 cos^i - 2 sen^j = - V2i - V2j 


se dibujan en el punto P. El vector v(7t/4) es tangente a la trayectoria circular en tanto que 
a(7r/4) apunta a lo largo de un radio hacia el centra del circulo. ■ 
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El proyectil se dispara o lanza 
en vez de autoimpulsarse. En el 
analisis del movimiento de balis- 
tica de largo alcance, debe 
tomarse en cuenta la curvatura 
de la Tierra. 



FIGURA 12.3.3 Vector de 
aceleracion centrfpeta a 



FIGURA 12.3.4 Proyectil balfstico 


■ Aceleracion centripeta Para el movimiento circular en el piano, descrito mediante r(£) = 
r 0 cos coti + r 0 sen cot}, r 0 y co constantes, es evidente que r" = — cfr. Esto significa que el vec¬ 
tor aceleracion a(£) = r "(t) apunta en la direccion opuesta a la del vector de posicion r(7). Afirma- 
mos entonces que a (t) es la aceleracion centripeta. Vea la FIGURA 12.3.3. Si v = |v(f) | y a = |a (t) |, 
se deja como ejercicio demostrar que a = v 2 /r 0 . Vea el problema 17 en los ejercicios 12.3. 


■ Movimiento curvilineo en el piano Muchas aplicaciones importantes de las funciones vecto¬ 
riales ocurren en la descripcion del movimiento curvilineo en un piano. Por ejemplo, los movimien- 
tos planetarios y de proyectiles se efectuan en un piano. A1 analizar el movimiento de proyectiles 
balisticos de corto alcance, se empieza con la aceleracion de la gravedad escrita en forma vectorial 

a (t) = -gj. 

Si, como se ilustra en la FIGURA 12.3.4, se lanza un proyectil con una velocidad inicial v 0 = v 0 cos Oi 
+ v 0 sen 6 j, desde una altura inicial s 0 = ^ 0 j, entonces 

v(0 = (-gj)dt = -gtj + C u 


donde v(0) = v 0 implica que Ci = v 0 . Por tanto, 

\(t) = (v 0 cos 0) i + (~gt + v 0 sen 6) j. 
A1 integrar de nuevo y utilizar r(0) = s 0 se obtiene 


r(f) = (v 0 cos 6)ti + 


1 ? 

~-gt z + (v 0 sen 0)t + 


Por consiguiente, las ecuaciones parametricas para la trayectoria del proyectil son 

1 9 

x(t) = (v 0 cos 6)t , y(t) = ~ 2 ^ + ( v o sen 0)t + ^o- 


( 6 ) 


Vea (3) de la seccion 10.2. 

Existe un interes natural en determinar la altura maxima H y la distancia horizontal R maxi¬ 
ma, o alcance, a la que llega el proyectil. Como se muestra en la FIGURA 12.3.5, estas cantidades 
son los valores maximos de y{t) y x{t ), respectivamente. Para calcular estos valores se determi- 
nan los tiempos y t 2 > 0 para los cuales y'{t x ) = 0 y y(t 2 ) = 0, respectivamente. Luego 


H = y m ax = y(h) 


y R= -^max = X(t 2 ). 


(7) 



a) Altura maxima H 



FIGURA 12.3.5 Altura y alcance maximos de un proyectil 


EJEMPLO 3 


Movimiento de proyectiles 


Un obus es lanzado desde el nivel del suelo con una rapidez inicial de 768 pies/s a un angulo de 
elevacion de 30°. Encuentre 


a) la funcion vectorial y las ecuaciones parametricas de la trayectoria del obus, 

b ) la altura maxima alcanzada, 

c ) el alcance del obus y 

d) la rapidez en el impacto. 

Solucion 

a) En terminos de vectores, la posicion inicial del proyectil es s 0 = 0 y su velocidad ini¬ 
cial corresponde a 

v 0 = (768 cos 30°)i + (768 sen 30°) j = 384 V3i + 384j. 


( 8 ) 
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A1 integrar a (t) = — 32j y utilizar (8), se obtiene 

\(t) = (384V3)i + (-32 1 + 384)j. (9) 

A1 integrar (9) y emplear s 0 = 0 se encuentra la funcion vectorial 
r(t) = (384V3t)i + (-16/ 2 + 3840j. 

Por consiguiente, las ecuaciones parametricas de la trayectoria del obus son 

x(t) = 384 V3r, y(t) = -16 t 2 + 384f. (10) 

b) De (10) advertimos que dy/dt = 0 cuando 

-32 1 + 384 = 0 o t= 12. 

Entonces, de acuerdo con la primera parte de (7), la altura maxima H alcanzada por el 
obus es 

H = y( 12) = —16(12) 2 + 384(12) = 2 304 pies. 

c) De (6) vemos que y{t) = 0 cuando 

-16f(f-24) = 0 o f = 0,f = 24. 

De la segunda parte de (7), el alcance R del obus es 

R = x{24) = 384 V3(24) « 15 963 pies. 

d ) De (9) obtenemos la rapidez de impacto del obus: 

|v(24)| = V(384V3) 2 + (—384) 2 = 768 pies/s. ■ 

r (0 NOTAS DESDE EL AULA 

En la pagina 667 vimos que la tasa de cambio de la longitud de arco dL/dt es la misma que 
la rapidez |v(f)| — |r'(0|- Sin embargo, como veremos en la siguiente seccion, no se deduce 
que la aceleracion escalar d 2 L/dt 2 es la misma que |a(0 1 = |r"(0 1. Vea el problema 18 en los 
ejercicios 12.3. 


Ejercicios 12.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-39. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-8, r(£) es el vector de posicion de una par¬ 
ticula en movimiento. Grafique la curva y los vectores de 
velocidad y aceleracion en el tiempo indicado. Encuentre la 
rapidez en ese tiempo. 

1. r(0 = f 2 i + \t A j; t = 1 

2. r(0 = f 2 i + \y, t = 1 

t 2 

3. r {t) = -cosh 2 ti + senh2rj; t = 0 

4. r (t) = 2 cos ti + (1 + sen f)j; t = tt/3 

5. r(0 = 2i + (t — l) 2 j + tk; t = 2 

6. r(f) = ti + t j + t 3 k; t = 2 

7. r(0 = ti + t 2 \ + t 3 k; t = 1 

8. r(0 = ti + t 3 j + £k; t = 1 

9. Suponga que r(0 = t 2 i + ( t 3 — 2f)j + ( t 2 — 5r)kes el vec¬ 
tor de posicion de una particula en movimiento. 

a) i En que puntos la particula pasa por el piano xy? 

b) ^Cuales son su velocidad y aceleracion en los puntos 
del inciso a)l 

10. Suponga que una particula se mueve en el espacio de mane- 
ra que a (t) = 0 para todo tiempo t. Describa su trayectoria. 

11 . Un obus se lanza desde el nivel del suelo con una rapidez 
inicial de 480 pies/s a un angulo de elevacion de 30°. En¬ 
cuentre: 


a) una funcion vectorial y las ecuaciones parametricas 
de la trayectoria del obus, 

b) la altura maxima alcanzada, 

c) el alcance del obus y 

d) la rapidez en el impacto. 

12. Vuelva a trabajar el problema 11 si el obus se lanza con 
la misma rapidez inicial y el mismo angulo de elevacion 
pero desde un acantilado a 1 600 pies de altura. 

13. Un automovil se empuja con una rapidez de 4 pies/s 
desde un escarpado acantilado frente al mar que tiene una 
altura de 81 pies. Encuentre la rapidez a la cual el auto¬ 
movil golpea el agua. 

14. Un pequeno proyectil se lanza desde el nivel del suelo 
con una rapidez inicial de 98 m/s. Encuentre los angulos 
posibles de elevacion de manera que su alcance sea de 
490 m. 

15. Un mariscal de campo de futbol americano lanza una 
“bomba” de 100 yardas a un angulo de 45° con respecto 
a la horizontal. ^Cual es la rapidez inicial del balon en el 
punto de lanzamiento? 

16. Un mariscal de campo lanza un balon de futbol con la 
misma rapidez inicial a un angulo de 60° desde la hori¬ 
zontal y despues a un angulo de 30° desde la horizontal. 
Muestre que el alcance del balon es el mismo en cada 
caso. Generalice este resultado para cualquier angulo de 
lanzamiento 0 < 6 < 7t/2. 
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17. Suponga que r(7) = r 0 cos coti + r 0 sen cot j es el vector de 
posicion de un objeto que se esta moviendo en un circu- 
lo de radio r 0 en el piano xy. Si \v(t)\ = v , muestre que 
la magnitud de la aceleracion centripeta es a = |a(7)| — 
v 2 /r 0 . 

18. El movimiento de una particula en el espacio tridimen¬ 
sional se describe mediante la funcion vectorial 

r(7) = b cos t\ 4- b sen tj + ct k, t > 0. 

a) Calcule \v(t)\. 

b ) Calcule la funcion de longitud de arco s(t) = Jq |v(w)| 
du y verifique que ds/dt es la misma que el resultado 
del inciso a). 

c) Verifique que d 2 s/dt 1 ¥= |a(7)|. 

= Aplicaciones 

19. Se lanza un proyectil desde un canon directamente a un 
bianco que se deja caer desde el reposo en forma simul- 
tanea cuando se dispara el canon. Demuestre que el pro¬ 
yectil golpeara al bianco en el aire. Vea la FIGURA 12.3.6. 
[Sugerencia: Suponga que el origen esta en la boca del 
canon y que el angulo de elevacion es 0. Si r p y r t son los 
vectores de posicion del proyectil y el bianco, respectiva- 
mente, ^hay algun tiempo en el cual r p = r t l ] 



FIGURA 12.3.6 Canon y bianco 
del problema 19 


20. Para dar abasto a las victimas de un desastre natural, se de- 
jan caer simplemente equipo solido y resistente asi como 
paquetes de suministros de alimentos/medicinas desde 
aviones que vuelan horizontalmente a baja rapidez y altu- 
ra. Un avion de suministros viaja horizontalmente sobre 
un bianco a una altura de 1 024 pies y una rapidez cons- 
tante de 180 mi/h. Emplee (2) para determinar la distancia 
horizontal que recorre un paquete de suministros con rela- 
cion al punto desde el cual se dejo caer. / A que angulo de 
la linea visual a debe soltarse el paquete de suministro 
para que de en el bianco indicado en la FIGURA 12.3.7? 


/ /,p 

V '' % 73 

f !.■§ 

;te de 
listro 

□ 

t 

1 024 pies 

bianco 


FIGURA 12.3.7 Avion de suministro del problema 20 

21. El peso efectivo w e de un cuerpo de masa m en el ecua- 
dor de la Tierra se define mediante w e = mg — ma, don- 
de a es la magnitud de la aceleracion centripeta dada en 
el problema 17. Determine el peso efectivo de una perso¬ 
na de 192 lb si el radio de la Tierra es de 4 000 mi, g = 
32 pies/s 2 y v = 1 530 pies/s. 


22. Considere un ciclista que viaja sobre una pista circular 
plana de radio r 0 . Si m es la masa combinada del ciclista 
y la bicicleta, llene los blancos de la FIGURA 12.3.8. [Suge¬ 
rencia: Refierase al problema 17 y a fuerza = masa X 
aceleracion. Suponga que las direcciones positivas son 
hacia arriba y a la izquierda.] El vector resultante U da 
la direccion a la cual el ciclista debe inclinarse para evi- 
tar caer. Encuentre el angulo (/> respecto de la vertical al 
cual el ciclista debe inclinarse si su rapidez es de 
44 pies/s y el radio de la pista es de 60 pies. 

fuerza ejercida por 



FIGURA 12.3.8 Ciclista del problema 22 


23. Emplee el resultado que se obtuvo en (6) para demostrar 
que la trayectoria de un proyectil balistico es parabolica. 

24. Se lanza un proyectil con una rapidez inicial v 0 desde el 
suelo a un angulo de elevacion 9. Emplee (6) para demos¬ 
trar que la altura y el alcance maximos del proyectil son 

vl sen 2 6 vl sen 26 


respectivamente. 

25. La velocidad de una particula que se mueve en un fluido 
se describe por medio de un campo de velocidades v = 
iqi + uj + u 3 k, donde las componentes v u v 2 y v 3 son 
funciones de x, y, z y el tiempo t. Si la velocidad de la par¬ 
ticula es \{t) = 6t 2 x i — 4/y 2 j + 2 t(z + l)k, determine 
r(7). [< Sugerencia : Emplee separacion de variables. Vea la 
seccion 8.1 o la seccion 16.1.] 

26. Suponga que m es la masa de una particula en movimien¬ 
to. La segunda ley del movimiento de Newton puede 
escribirse en forma vectorial como 


F = 


ma = — (mv) 


rip 

dt 


donde p = mv se denomina el momento lineal. El 
momento angular de la particula respecto al origen se 
define como L = r X p, donde r es el vector de posicion. 
Si el movimiento de torsion de la particula alrededor del 
origen es r = r X F = r X dp/dt, demuestre que r es la 
tasa de cambio en el tiempo del momento angular. 

27. Suponga que el Sol se localiza en el origen. La fuerza 
gravitacional F ejercida sobre un planeta de masa m por 
el Sol de masa M es 
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F es una fuerza central, esto es, una fuerza dirigida a lo 
largo del vector de posicion r del planeta. Aqui k es la 
constante gravitacional (vea la pagina 369), r = |r|, 
u = (l/r)r es un vector unitario en la direccion de r, y el 
signo menos indica que F es una fuerza atractiva, esto es, 
una fuerza dirigida hacia el Sol. Vea la FIGURA 12.3.9. 

a) Emplee el problema 26 para demostrar que el momen- 
to de torsion que actua sobre el planeta debido a esta 
fuerza central es 0. 

b) Explique por que el momento angular L del planeta es 
constante. 

Planeta 



FIGURA 12.3.9 Vector de fuerza 
central F del problema 27 


= Piense en ello 

28. Un canon lanza una bala horizontalmente como se indica 

en la FIGURA 12.3.10. 

a) Cuanto mayor es la cantidad de polvora que se utiliza, 
tanto mayor resulta la velocidad inicial v 0 de la bala 
de canon y mayor la distancia a la que llega. Con 
argumentos matematicos solidos explique la razon. 

b) Si se ignora la resistencia del aire, explique por que la 
bala de canon siempre alcanza el suelo en el mismo 
tiempo, independientemente del valor de la velocidad 
inicial v 0 > 0. 

c ) Si la bala de canon se suelta simplemente desde la 
altura s 0 9 ue se indica en la figura 12.3.10, muestre 
que el tiempo en el que golpea el suelo es el mis¬ 
mo que el tiempo en el inciso b). 



FIGURA 12.3.10 Canon del problema 28 


= Proyectos 

29. En este proyecto usted empleara las propiedades de las 
secciones 11.4 y 12.1 para demostrar la primera ley de 
Kepler del movimiento planetario. 

• La orbita de un planeta es una elipse con el Sol en un 
foco. 

Se supone que el Sol es de masa M y esta ubicado en el 
origen, r es el vector de posicion de un cuerpo de masa m 
que se mueve bajo la atraccion gravitacional del Sol y 
u = (l/r)r es un vector unitario en la direccion de r. 

a) Emplee el problema 27 y la segunda ley del movi¬ 
miento de Newton F = ma para demostrar que 

d 2 r kM 

—7-V u 

dt 2 r 2 

b) Utilice el inciso a) para demostrar que r X r" =0. 

c) Utilice el inciso b) para demostrar que (r X v) = 0. 

d) Se deduce del inciso c) que r X v = c, donde c es un 
vector constante. Demuestre que c = r 2 (u Xu'). 

e) Demuestre que (u • u) = 0 y consecuentemente 
u u' = 0. 

/) Utilice los incisos a ), d) y e) para demostrar que 

—(v X c) = kM-- 
dr 2 dt 

g) Despues de integrar el resultado en el inciso/) res- 
pecto a t, se deduce que v X c = kMu + d, donde d 
es otro vector constante. Efectue el producto punto en 
ambos lados de esta ultima expresion con el vector 
r = my utilice el problema 61 de los ejercicios 11.4 
para demostrar que 

c 2 /kM 

1 + (< d/kM) cos 6 

donde c = |c| , d = |d| y 0 es el angulo entre d y r. 

h) Explique por que el resultado del inciso c) prueba la 
primera ley de Kepler. 

i) En el perihelio (vea la pagina 595), los vectores r y v 
son perpendiculares y tienen magnitudes r 0 y v 0 , res- 
pectivamente. Emplee esta informacion y los incisos 

d) y g ) para demostrar que c = r 0 v 0 y d = r 0 vl — kM. 


12.4 Curvatura y aceleracion 

■ Introduce ion Sea C una curva suave en el espacio bidimensional o tridimensional que es tra- 
zada por la funcion de valores vectoriales r(/. En esta seccion consideraremos con mayor deta- 
lle el vector aceleracion a(£) = r"(0, introducido en la seccion anterior. Sin embargo, antes de 
hacer esto, es necesario examinar una cantidad escalar llamada curvatura de una curva. 
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P i 


FIGURA 12.4.1 El vector tangente 
cambia con respecto a la longitud 
de arco 


O 


Gran curvatura k 



Pequena curvatura k 
FIGURA 12.4.2 Curvatura de un 
cfrculo en el ejemplo 1 


I Curvatura Si r(t) define a una curva C, entonces se sabe que r'(t) es un vector tangente en un 
punto P sobre C. En consecuencia, 


T(f) = 


r'(0 

|r'(0| 


0 ) 


es una tangente unitaria. Sin embargo, es necesario recordar del final de la seccion 12.2 que si 
C es parametrizada por una longitud de arco s, entonces la tangente unitaria a la curva tambien 
esta dada por dr/ds. Como vimos en (11) de la seccion 12.3, la cantidad |r'(0| en (1) se relacio- 
na con la funcion de longitud de arco s por medio de ds/dt = |r'(0|- Puesto que la curva C es 
suave, se sabe de la pagina 667 que dsjdt > 0. Por consiguiente, mediante la regia de la cadena, 


y por ello 


dr _ dr ds 
dt ds dt 
dr _ dr/dt 
ds ds/dt 


At) 

|r'(0| 


= T(f). 


( 2 ) 


Suponga ahora que C es como se ilustra en la FIGURA 12.4.1. Conforme s aumenta, T se mueve a 
lo largo de C cambiando direccion pero no longitud (siempre es de longitud unitaria). A lo largo 
de la parte de la curva entre P x y P 2 el vector T varia poco en direccion; a lo largo de la curva 
entre P 2 y P 3 , donde C se dobla obviamente en forma mas pronunciada, el cambio en la direc¬ 
cion de la tangente T es mas pronunciado. Utilizaremos la tasa a la cual el vector unitario T cam¬ 
bia de direccion respecto a la longitud de arco como un indicador de la curvatura de una curva 
suave C. 


Definicion 12.4.1 Curvatura 


Sea r(r) una funcion vectorial que define a una curva suave C. Si s es el parametro de lon¬ 
gitud de arco y T = dr/ds es el vector tangente unitario, entonces la curvatura de C en un 
punto P se define como 


dT 

ds 


( 3 ) 


El simbolo k en (3) es la letra griega kappa. Ahora, puesto que las curvas a menudo no se 
parametrizan por medio de la longitud de arco, es conveniente expresar (3) en terminos de un 
parametro general t. A1 emplear de nuevo la regia de la cadena, es posible escribir 


d T d T ds 

—r- — ——— y consecuentemente 

dt ds dt 


En otras palabras, la curvatura definida en (3) produce 


Kit) = 


|T'(f)| 
|r'(0| ' 


dT = dT/dt 
ds ds/dt 


( 4 ) 


EJEMPLO 1 


Curvatura de un cfrculo 


Encuentre la curvatura de un circulo de radio a. 


Solucion Un circulo puede describirse por medio de una funcion vectorial r(t) = a cos d + 
a sen ty En este caso, de r'(0 = — a send + a cos t j y |r'(0| = a obtenemos 


T(0 = 


r ; (0 

|r'(0| 


— send + cos y T \t) = —cos d — sen^j. 


Por consiguiente, de acuerdo con (4) la curvatura es 

|T'(0| Vcos 2 1 + sen 2 f 1 ^ 

K{t) = | = - = — (5) 

|r(£)| a a 

El resultado en (5) muestra que la curvatura en un punto sobre un circulo es el reciproco del 
radio del circulo e indica un hecho que concuerda con nuestra intuicion: un circulo con un radio 
pequeno se curva mas que uno con un radio mas grande. Yea la FIGURA 12.4.2. ■ 
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■ Componentes tangencial y normal de la aceleracion Suponga que una particula se mueve en 
el espacio bidimensional o tridimensional sobre una curva suave C descrita por la funcion vec¬ 
torial r(7). Entonces la velocidad de la particula sobre C es \(t) = r '(t), en tanto que su rapidez 
corresponde a ds/dt = v = |v(0| . Entonces, (1) implica \(t) = vT{t). Diferenciando esta ultima 
expresion con respecto a t obtenemos la aceleracion: 


a it) 


dT 

= V— -F 

dt 


dVry 

dt 


( 6 ) 


Ademas, con ayuda del teorema 12.2.1m) se deduce de la diferenciacion de T • T = 1 que 
T • dT/dt = 0. Por consiguiente, en un punto P sobre C los vectores T y dT/dt son ortogona- 
les. Si \dT/dt\ ¥= 0, entonces el vector 


N(0 = 


T'(t) 

|T'(0| 


(7) 


es una normal unitaria a la curva C en P con direccion dada por dT/dt. El vector N se denomi- 
na vector normal principal, o simplemente normal unitaria. Sin embargo, puesto que la cur¬ 
vatura es K(t) = \T'(t)\/v, se sigue de (7) que dT/dt = kv N. Entonces, (6) se convierte en 


a (t) = kv 2 N + 


dt 


( 8 ) 


Escribiendo (8) como 


a (t) = a N N + a T T 


(9) 


advertimos que el vector aceleracion a de la particula en movimiento es la suma de dos vectores 
ortogonales a N N y a T T. Vea la FIGURA 12.4.3. Las funciones escalares 

a T = dv/dt y a N = kv 2 

se llaman componentes tangencial y normal de la aceleracion, respectivamente. Note que la com- 
ponente tangencial de la aceleracion resulta de un cambio en la magnitud de la velocidad v, mien- 
tras que la componente normal de la aceleracion proviene de un cambio en la direccion de v. 


■ La binormal Un tercer vector definido por el producto cruz 

B(0 = T(0 X N(0 (10) 

recibe el nombre de vector binormal. Los tres vectores unitarios T, N y B forman un conjunto 
de mano derecha de vectores mutuamente ortogonales denominado triedro movil. El piano de 
T y N se denomina piano osculante, el piano N y B se dice que es el piano normal, y el piano 
de T y B es el piano de rectificacion. Vea la FIGURA 12.4.4. 

Los tres vectores unitarios mutuamente ortogonales T, N, B pueden considerarse como un 
sistema de coordenadas de mano derecha movil, ya que 

B(t) = T(t) X N(t), N(t) = B(t) X T(t), T(0 = N(0 X B (t). 

Este sistema de coordenadas movil se conoce como marco TNB. 


EJEMPLO 2 


Determinacion de 


T,N 


yB 


En el espacio tridimensional la posicion de una particula en movimiento esta dada por la funcion 
vectorial r(t) =2 cos ri + 2 sen rj + 3^k. Encuentre los vectores T (t), N (t) y B(t). Determine la 
curvatura K(t). 


Solucion Puesto que r \t) = — 2 sen t\ + 2 cos t\ + 3k, |r'(t)| = Vl3, y por ello de (1) adver¬ 
timos que una tangente unitaria es 


T(0 = 


|r'(0| 


2 

VT3 


send + 


2 

VT3 


cos t j 


3 

VT3 


k. 


Despues de esto, se tiene 


T '(0 = 


2 

Vl3 


cos d — 


2 

Vu 


sen rj 


y 


|T'(0| 


2 

Vb" 


a T T 



FIGURA 12.4.3 Componentes del 
vector aceleracion 


<4 Literalmente, las palabras 
“piano osculante” significan 
“piano del besador”. 



FIGURA 12.4.4 Triedro movil y 
piano osculante 
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FIGURA 12.4.5 Helice y piano 
osculante del ejemplo 3 


Por consiguiente, (7) produce la normal principal 

N (t) = —cos t\ — sen ty 
De tal manera, de (10) la binormal es 


B(0 = T(0 X N(0 = 


2 

Vl3 


sen t 


—cos t 


j 


2 

VT3 


cos t 


— sen t 


3 

Vl3 


sen d — 


3 

Vl3 


cos r j + 



k 

3 

Vl3 

0 


(ID 


Por ultimo, al emplear |T'(0| = 2/VT3 y |r'(0| = VT3, encontramos de (4) que la curvatura 
en cualquier punto es la constante 


«(t) = 


2/VU 

Vl3 


_ 2 _ 

13' 


El hecho de que la curvatura K(t ) en el ejemplo 2 es constante no es una sorpresa, ya que la 
curva definida por r(t) es una helice circular. 


EJEMPLO 3 


Pianos osculante, normal y de rectificacion 


En el punto correspondiente a t = 7t/ 2 sobre la helice circular del ejemplo 2, encuentre una 
ecuacion de 


a) el piano osculante, 

b ) el piano normal y 

c ) el piano de rectificacion. 

Solucion De r(ir/2) = (0, 2, 3tt/2) el punto en cuestion es (0, 2, 3tt/2). 

a) De (11) un vector normal al piano osculante en P es 

B(tt/2) = T(77/2) X N(tt/2) = -^=1 + ^=k. 

Para encontrar una ecuacion de un piano no se requiere una normal unitaria , por lo que 
en lugar de B(7 t/ 2) es un poco mas simple usar (3, 0, 2). De (2) de la seccion 11.6, una 
ecuacion del piano osculante es 

3(.r - 0) + 0(y - 2) + 2 (z - ^) = 0 o 3x + 2z = 3 tt. 

b) En el punto P, el vector T(tt/2) = ^^(—2, 0, 3) o (—2, 0, 3) es normal al piano que 
contiene N(7 t/ 2) y B(7 t/ 2). Consecuentemente, una ecuacion del piano normal es 

—2{x — 0) + ()(v - 2) + 3^z — = 0 o —4x + 6 z = 9tt. 

c) Por ultimo, en el punto P, el vector N(7 t/ 2) = (0, —1,0) es normal al piano que contie¬ 
ne T(7 t/ 2) y B(7 t/ 2). Una ecuacion del piano de rectificacion es 

OCr - 0) + (—l)(y - 2) + ^ 



En la FIGURA 12.4.5 se presentan porciones de la helice y del piano osculante del ejemplo 3. El 
punto (0, 2, 3tt/2) se indica en la figura mediante el punto rojo. 

■ Formulas para a T , a N y la curvatura Efectuando primero al producto punto y despues el pro- 
ducto cruz, para el vector v = vT con el vector de aceleracion (9), es posible obtener formulas 
explicitas que impliquen a r, r' y r" para las componentes tangencial y normal de la aceleracion 
y la curvatura. Observe que 


v • a = a N (v T • N) + a T (v T • T) = a T v 
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produce la componente tangencial de la aceleracion: 

dv v a r'(t) • r "(t) 

|r'«| 

Por otro lado, 


Ut ~ dt~ |v| 


v X a = a N {v T X N) + a T (y T X T) = a N vR. 

B 6 

Puesto que |B| = 1, se concluye que la componente normal de la aceleracion es 

2 |v X a | k'O) X r"(0| 
a N = kv = ~ 


|v| l r '(01 

Resolviendo (13) para la curvatura k , obtenemos 

|v X a! _ |r'(0 X r"(01 


K(t) = 


|r'(0| 3 


(13) 

(14) 


EJEMPLO 4 


Determinacion de a Tl a N y k 


La curva trazada por r (t) = ti + \t 2 } + \t 2 k es una variacion de la curva cubica trenzada que se 
discutio en la seccion 12.1. Si r(f) es el vector de posicion de una particula que se mueve sobre 
una curva C, encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracion en cualquier 
punto sobre C. Encuentre la curvatura. 


Solucion De 

\(t) = r \t) = i + + t 2 k 

a (0 = r "(0 - j + 2tk 

encontramos v-a = £ + 2f 3 y|v| = a/i + t 2 + t 4 . Por consiguiente, de (12) obtenemos 

_ dv _ t + 2 1 3 

T dt Vi + f 2 + / 4 


En este caso, 


v X a = 


k 

r 2 

It 


= f 2 i 


- 2fj + k 


|v X a | = V/ 4 + 4r + 1. Por tanto, (13) produce 


a N = kv 2 = 


Vr 4 + 4r 2 + 1 

Vl + r 2 + r 4 ’ 


Por ultimo, de (14) encontramos que la curvatura de la cubica trenzada esta dada por 


(r 4 + 4r 2 + 1) 1/2 

K(t) ~ (1 + r 2 + W 2 ' " 

■ Radio de curvatura El reciproco de la curvatura, p = 1/k, se denomina radio de curvatu¬ 
ra. El radio de curvatura en un punto P sobre una curva C es el radio de un circulo que “enca- 
ja” en la curva mejor que cualquier otro circulo. El circulo en P se denomina circulo de curva¬ 
tura y su centro es el centro de curvatura. El circulo de curvatura tiene la misma recta tangente 
en P que la curva C, y su centro yace sobre el lado concavo de C. Por ejemplo, un automovil que 
se mueve sobre una pista curva, como se ilustra en la FIGURA 12.4.6, puede considerarse en cual¬ 
quier instante como si se moviera sobre un circulo de radio p. En consecuencia, la componente 
normal de su aceleracion a N = kv 2 debe ser la misma que la magnitud de su aceleracion centri- 
peta a = v 2 /p. Por tanto, k= 1/py p = 1 /k. Conociendo el radio de curvatura, es posible 
determinar la rapidez v a la cual el automovil puede superar la curva peraltada sin patinarse. 
(Esta es esencialmente la idea en el problema 22 en los ejercicios 12.3.) 


C 



FIGURA 12.4.6 Circulo y radio de 
curvatura 
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r(0 NOTAS DESDE EL AULA 


A1 escribir (6) como 


/ . ds dT d 2 s 
a {t) = —— + —T 
dt dt dt 1 


observamos que la llamada aceleracion escalar d 2 s/dt 2 , referida en las Notas desde el aula de 
la seccion 12.3, es vista ahora como la componente tangencial a T de la aceleracion a(7). 


Ejercicios 12.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-40. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, para la funcion de posicion dada, 
encuentre la tangente unitaria T (t). 

1. r (t) = (t cos t — sen t) i + (t sen t + cos t) j + t 2 k, t > 0 

2. r(0 = e^cos ti + £ ? senrj + V2e r k 

3. Use el procedimiento descrito en el ejemplo 2 para deter- 
minar T(f), N (t), B(t) y K(t) en relacion con el movimien- 
to sobre una helice circular general que se describe me- 
diante r(t) = a cos ti + a senf j + ctk. 

4. Emplee el procedimiento descrito en el ejemplo 2 para mos- 
trar en el cubico trenzado del ejemplo 4 que en t = 1: 

T(l) = ^(i + j + k), N(l) = ~^=(i - k), 

B(l) = + 2j - k), k( 1) = 

En los problemas 5 y 6, encuentre una ecuacion de 

a ) el piano osculante, 

b ) el piano normal y 

c ) el piano de rectificacion para la curva espacial dada en 
el punto que corresponde al valor indicado de t. 

5. La helice circular en el ejemplo 2; t = it/4 

6. El cubico trenzado del ejemplo 4; t = 1 

En los problemas 7-16, r(7) es el vector de posicion de la par- 
ticula en movimiento. Encuentre las componentes tangencial 
y normal de la aceleracion en el tiempo t. 

7. r {t) = i + t\ + t 2 k 

8. r (t) = 3 cos ti + 2 sen rj + tk 

9. r (t) = t 2 i + ( t 2 - l)j + 2? 2 k 

10. r(0 = t 2 i - t 3 j + t 4 k 

11. r(r) = 2 ti + t 2 j 

12. r(r) = tan _1 ri + |ln(l + t 2 ) j 

13. r(t) = 5 cos ti + 5 sen r j 

14. r(0 = cosh ti + senh rj 


15. r(f) = e~Xi + j + k) 

16. r (t) — ti + (2f — l)j + (4f + 2)k 

17. Encuentre la curvatura de una helice eliptica que se des¬ 
cribe mediante la funcion vectorial r (t) = a cos ti + b sen /J 
+ ct k, a > 0, b > 0, c > 0. 

18. a) Encuentre la curvatura de una orbita eliptica que se 

describe mediante la funcion vectorial r(7) = a cosd 
+ b sen t j + ck, a > 0, b > 0, c > 0. 
b) Demuestre que cuando a = b, la curvatura de una 
orbita circular es la constante k = l/a. 

19. Demuestre que la curvatura de una linea recta es la cons¬ 
tante k = 0. [ Sugerencia : Utilice (1) de la seccion 11.5.] 

20. Encuentre la curvatura de la cicloide que se describe 
mediante 

r(t) = a(t — sen t)i + a( 1 - cos t) j, a > 0 en t = tt. 

21. Considere que C es una curva plana trazada por r(7) =f(t)i 
+ g(t) j, donde/y g tienen segundas derivadas. Demuestre 
que la curvatura en un punto esta dada por 

|/'(0g"(0 - gW"(fl| 

([/'(f)] 2 + [g'(t)] 2 ) 3/2 ' 

22. Demuestre que si y = f(x), la formula para la curvatura k 
en el problema 21 se reduce a 

= in*) i 

[1 + (F(x)) 2 ] 3 / 2 ' 

En los problemas 23 y 24, utilice el resultado del problema 22 

para encontrar la curvatura y el radio de curvatura de la curva 

en los puntos indicados. Decida en cuales puntos la curva es 

“mas angulosa”. 

23. y = x 2 -, (0,0), (1,1) 

24. y = x 3 ; (-1,-1),(U) 

25. Dibuje la grafica de la curvatura y = k(x ) para la parabo¬ 
la del problema 23. Determine el comportamiento de 
y = k(x) cuando x—» ±oo. En otras palabras, describa 
este comportamiento en terminos geometricos. 
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= Problemas con calculadora/SAC 

26. En el ejemplo 4 se demostro que la curvatura para r(7) = 
ti + \t 2 j + \t 3 k esta dada por 

_ ( t 4 + At 1 + 1) 1/2 

K(t) ~ (i + 7 2 + 7f 2 ‘ 

a) Utilice un SAC para obtener la grafica de y = K{t) 
con — 3 < f < 3. 

b) Utilice un SAC para obtener K f (t ) y los numeros criti- 
cos de la funcion y = K(t). 


c) Encuentre el valor maximo de y = K.(t) y aproxime los 
puntos correspondientes sobre la curva trazada por 

r(f). 

= Piense en ello 

27. Suponga que (c, F(c )) es un punto de inflexion de la gra¬ 
fica de y = F(x) y que F " existe para toda x en algun 
intervalo que contenga a C. Analice la curvatura cerca de 
(c, F(c)). 

28. Demuestre que |a(£)| 2 = a 2 N + a?. 


Revision del capitulo 12 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-40. 

A. Verdadero/falso_ 

En los problemas 1-10, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F). 

1. Una particula cuyo vector de posicion es r(t) = cos ti + cos t j + V2 sen se mueve con 

rapidez constante._ 

2. Un circulo tiene curvatura constante._ 

3. El vector binormal es perpendicular al piano osculante._ 

4. Si r (t) es el vector de posicion de una particula en movimiento, entonces el vector veloci- 

dad \(t) = r \t) y el vector aceleracion a (t) = r"(0 son ortogonales._ 

5. Si s es la longitud de arco de una curva C, entonces la magnitud de velocidad de una parti¬ 
cula en movimiento sobre C es ds/dt. _ 

6. Si s es la longitud de arco de una curva C, entonces la magnitud de la aceleracion de una 

particula sobre C es d 2 s/dt 2 . _ 

7. Si la binormal esta definida por B = T X N, entonces la normal principal es N = B X T. 

8. Si limr^O = 2i + j y limr 2 (0 = —i + 2j, entonces limiqO) • r 2 (t) = 0._ 

r—r—r—>a 

9. Si r i(t) y r 2 (t) son integrables, entonces /^[r x {t) • r 2 (t)]dt = [S b r x (t)dt] ■ [f‘’r 2 (t)dt\. _ 

10. Si r (t) es diferenciable, entonces ^|r(f)| 2 = 2r (t) • _ 


B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-10, llene los espacios en bianco. 

1. La trayectoria de una particula en movimiento cuyo vector de posicion es r(0 = (t 2 + l)i + 

4j + t 4 k yace en el piano_. 

2. La curvatura de una linea recta es k = _. 


Para la funcion vectorial r (t) 


3. r'(l) = 

4. r"(l) = 

5. K(1) = 

6. T(l) = 

7. N(l) = 

8. B(l) = 


y en el punto correspondiente a t = 1 una ecuacion del 

9. piano normal es_, y una ecuacion del 

10 . piano osculante es_. 
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C. Ejercicios_ 

1. Encuentre la longitud de la curva que traza la funcion vectorial 

r (t) = sen ti + (1 - cos t) j + tk, 0 < t < it. 

2. El vector de posicion de una particula en movimiento esta dado por r (t) = 5ti + (1 + t)\ + 

Itk. Ya que la particula empieza en un punto correspondiente a t = 0, encuentre la distancia 

que la particula recorre hasta el punto correspondiente a t = 3. ^En que punto la particula 

habra recorrido 80 V3 unidades a lo largo de la curva? 

3. Encuentre las ecuaciones parametricas para la recta tangente a la curva trazada por 

r(r) = — 3/ 2 i + 4Vmj + (t - 2)k 

en el punto correspondiente a t = 3. 

4. Dibuje la curva trazada por r (t) = t cos ti + t sen t j + tk. 

5. Dibuje la curva trazada por r (t) = cosh ti + senh + tk. 

6. Dado que 

r x {t) = t 2 i + 2t$ + t 3 k y r 2 (t) = —ti + t 2 \ + ( t 2 + l)k, 
calcule la derivada X r 2 (0] de dos maneras diferentes. 

7. Dado que 

r i(t) = cos ti — sen rj + 4t 3 k y r 2 (0 = + sen fj + ^ 2r k, 

calcule J^[r x (r) • r 2 (r)] de dos maneras diferentes. 

8. Dado que r 1? r 2 y r 3 son diferenciables, encuentre -^[r { (t) • (r 2 (t) X r 3 (0)]. 

9. Sobre una particula de masa m actua una fuerza continua de magnitud 2, que tiene direccion 
paralela al eje y positivo. Si la particula empieza con una velocidad inicial v(0) = i + j + k 
desde (1, 1,0), encuentre el vector de posicion de la particula y las ecuaciones parametricas 
de su trayectoria. [ Sugerencia : F = ma.] 

10. El vector de posicion de una particula en movimiento es r(7) = ti + (1 — t 3 ) j. 

a) Dibuje la trayectoria de la particula. 

b) Dibuje los vectores de velocidad y aceleracion en t = 1. 

c) Encuentre la rapidez en t = 1. 

11. Encuentre la velocidad y la aceleracion de una particula cuyo vector de posicion es r (t) = 
6 ti + t j + t 2 k cuando esta pasa por el piano — v + y + z — — 4. 

12. La velocidad de una particula en movimiento es y(t) = —10 ti + (3^ 2 — 4r)j + k. Si la par¬ 
ticula empieza en t = 0 en (1, 2, 3), ^cual es su posicion en t = 2? 

13. La aceleracion de una particula en movimiento es a(f) = V2 sen ti + V2 cos ty Dado que 

la velocidad y la posicion de la particula en t = 7r/4 son = — i + j + k y r(7r/4) = 

i + 2j + (7r/4)k, respectivamente, ^cual es la posicion de la particula en t = 3 tt/42 

14. Dado que r(£) = \t 2 i + \t 3 j — ^ 2 k es el vector de posicion de una particula en movimien¬ 
to, encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracion en el tiempo t. Deter¬ 
mine la curvatura. 

15. Suponga que la funcion vectorial del problema 5 es el vector de posicion de una particula 
en movimiento. Encuentre los vectores T, N y B en t = 1. Determine la curvatura en este 
punto. 




Capitulo 13 


Derivadas parciales 



En este capitulo Hasta este punto de nuestro estudio del calculo, solo hemos considerado 
funciones de una sola variable. Previamente se consideraron conceptos de funciones de una 
sola variable, como limites, tangentes, maximo y minirno, integrales, etc., extendidos tambien a 
funciones de dos o mas variables. Este capitulo se dedica fundamentalmente al calculo 
diferencial de funciones de multiples variables. 

13.1 Funciones de varias variables 

13.2 Limites y continuidad 

13.3 Derivadas parciales 

13.4 Linealizacion y diferenciales 

13.5 Regia de la cadena 

13.6 Derivada direccional 

13.7 Pianos tangentes y rectas normales 

13.8 Extremos de funciones multivariables 

13.9 Metodo de mmimos cuadrados 

13.10 Multiplicadores de Lagrange 
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13.1 Funciones de varias variables 


■ Introduce ion Recuerde que una funcion de una variable y = f(x) es una regia de correspon¬ 
dence que asigna a cada elemento x en el subconjunto X de los numeros reales, denominado el 
dominio de/, uno y solo un numero real y en otro conjunto de numeros reales Y. El conjunto 
{y\y =/(x), x en X} se llama rango de/ En este capitulo consideraremos el calculo de funcio¬ 
nes que son, en la mayorfa de las veces, funciones de dos variables. Es probable que el lector ya 
tenga conocimiento de la existencia de funciones de dos o mas variables. 


EJEMPLO 1 


Algunas funciones de dos variables 


a) A = xy, area de un rectangulo 

b) V = 7 rr 2 h, volumen de un cilindro circular 

c ) V = \irr 2 h , volumen de un cono circular 

d) P = 2x + 2 y, perimetro de un rectangulo ■ 


■ Funciones de dos variables La definicion formal de una funcion de dos variables se presen- 
ta a continuacion. 


Definicion 13.1.1 Funcion de dos variables 

Una funcion de dos variables es una regia de correspondence que asigna a cada par ordena- 
do de numeros reales (x, y) en el subconjunto del piano xy uno y solo un numero z en el con¬ 
junto R de numeros reales. 


El conjunto de pares ordenados (x, y) se llama dominio de la funcion y el conjunto de valo- 
res correspondientes de z recibe el nombre de rango. Una funcion de dos variables suele escri- 
birse z = /(x, y) y se lee “/ de x, y.” Las variables x y y se denominan variables independientes 
de la funcion y z es la variable dependiente. 


■ Funciones polinomiales y racionales Una funcion polinomial de dos variables consiste en 
la suma de potencias x m y n , donde my n son enteros no negativos. El cociente de dos funciones 
polinomiales se denomina funcion racional. Por ejemplo, 


Funciones polinomiales: 


/(x, y) = xy - 5x 2 + 9 y /(x, y) = 3xy 2 - 5x 2 y + x 3 


Funciones racionales: 

f(x, y) 


1 


xy — 3 y 


y f(x,y) 


4 2 

xy 


x 2 y + y 5 + 2x 


El dominio de una funcion polinomial es el piano xy completo. El dominio de una funcion racio¬ 
nal es el piano xy, excepto aquellos pares ordenados (x, y) para los cuales el denominador es cero. 
Por ejemplo, el dominio de la funcion racional/(x, y) = 4/(6 — x 2 — y 2 ) consiste en el piano xy, 
excepto aquellos puntos (x, y) que yacen en la circunferencia 6 — x 2 — y 2 = 0 o x 2 + y 2 = 6. 



FIGURA 13.1.1 Dominio de/del 
ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Dominio de una funcion de dos variables 


a ) Dado que/(x, y) = 4 + Vx 2 - y 2 , encuentre/(l, 0),/(5, 3) y/(4, -2). 

b) Dibuje el dominio de la funcion. 


Solucion 

a) /(1, 0) = 4 + VT^O = 5 

/(5, 3) = 4 + V25 - 9 = 4 + Vl6 = 8 
/(4, —2) = 4 + Vl6 - (—2) 2 = 4 + Vl2 = 4 + 2V3 

b) El dominio de/consiste en todos los pares ordenados (x, y) para los cuales x 2 — y 2 > 0 

o (x — y)(x + y) > 0. Como se ilustra en la FIGURA 13.1.1, el dominio consiste en todos 
los puntos sobre las rectas y = x y y = —x, y es la region sombreada entre ellas. ■ 
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EJEMPLO 3 


Funciones de dos variables 


a) Una ecuacion de un piano ax + by + cz = d, c ¥= 0, describe una funcion cuando se 
escribe como 


d 

c 


x d a b 
f{x,y) = ---x--y. 


Puesto que z es un polinomio eniy y, el dominio de la funcion consiste en el piano xy 
completo. 

b ) Un modelo matematico para el area S de la superficie de un cuerpo humano es una fun¬ 
cion de su peso w y altura h: 

S(w,h) = 0.1091 w 0A25 h 0J25 . m 


■ Graficas La grafica de una funcion z — fix, y) es una superficie en el espacio tridimensio¬ 
nal. Vea la FIGURA 13.1.2. En la FI GURA 13.1.3 la superficie es la grafica de la funcion polinomial 

z = 2x 2 - 2y 2 + 2. 



FIGURA 13.1.2 La grafica de una 
funcion de x y y es una superficie 



FIGURA 13.1.3 Grafica de una funcion 
polinomial 


EJEMPLO 4 


Dominio de una funcion de dos variables 


A partir de la discusion de superficies cuadricas de la seccion 11.8 usted puede reconocer que la gra¬ 
fica de una funcion polinomial/(x, y) = x 2 + 9y 2 es un paraboloide eliptico. Puesto que/se defi¬ 
ne para todo par ordenado de numeros reales, su dominio es el piano xy completo. Del hecho de que 
x 2 > 0 yy 2 > 0, podemos afirmar que el rango de/esta definido por la desigualdad z > 0. ■ 


Dominio de una funcion de dos variables 


EJEMPLO 5 


En la seccion 11.7 vimos que x 2 + y 2 + z 2 = 


9 es una esfera de radio 3 centrada en el origen. 
A1 resolver para z, y tomar la raiz cuadrada no negativa, obtenemos la funcion 

z = V9 - x 2 - y 2 o f(x, y) = V9 - x 2 - y 2 . 


La grafica de/es el hemisferio superior que se ilustra en la FIGURA 13.1.4. El dominio de la fun¬ 
cion es un conjunto de pares ordenados (x, y) donde las coordenadas satisfacen 


9 - x 2 - y 2 > 0 o x 2 + y 2 < 9. 

Esto es, el dominio de/consiste en la circunferencia x 2 + y 2 = 9 y su interior. La inspeccion de 
la figura 13.1.4 muestra que el rango de la funcion es el intervalo [0, 3] sobre el eje z- ■ 


En ciencia a menudo se encuentran las palabras isotermico, equipotencial e isobarico. El 
prefijo iso proviene de la palabra griega isos, la cual significa igual o lo mismo. Entonces, dichos 
terminos se aplican a lineas o curvas sobre las cuales es constante la temperatura, el potencial o 
la presion barometrica. 


EJEMPLO 6 


Funcion potencial 


El potencial electrostatico en un punto P(x, y) en el piano debido a una carga puntual unitaria en 
el origen esta dado por U = \j\fx 1 + y 2 . Si el potencial es una constante, digamos U = c. 


donde c es una constante positiva, entonces 

1 


v; 


x z + y 


2 i 2 1 

* + / = 

C 


<4 Recuerde: la grafica de esta 
funcion polinomial es un 
paraboloide hiperbolico. 


Z j z — ^9 — x 2 — y 2 



FIGURA 13.1.4 Hemisferio del 
ejemplo 5 


o 
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y. 



creciente 

FIGURA 13.1.5 Curvas 
equipotenciales del ejemplo 6 


Asi, como se ilustra en la FIGURA 13.1.5, las curvas de equipotencial son circulos concentricos que 
rodean a la carga. Note que en la figura 13.1.5 es posible tener una percepcion del comporta- 
miento de la funcion U, especificamente donde esta crece (o decrece), al observar la direccion 
creciente de c. ■ 


■ Curvas de nivel En general, si una funcion de dos variables esta dada por z — fix, y), enton- 
ces las curvas definidas por fix, y ) = c, para una c apropiada, reciben el nombre de curvas de 
nivel de/. La palabra nivel proviene del hecho de que podemos interpretar/(x, y) = c como la 
proyeccion sobre el piano xy de la curva de interseccion o traza de z — fix, y) y el piano (hori¬ 
zontal o de nivel) z = c. Yea la FIGURA 13.1.6. 




FIGURA 13.1.6 Superficie en a) y curvas de nivel en b) 


EJEMPLO 7 


Curvas de nivel 


Las curvas de nivel de una funcion polinomial fix, y) = y 2 — x 2 son la familia de curvas defini¬ 
das por y 2 — x 2 = c. Como se muestra en la FIGURA 13.1.7, cuando c > 0 o c < 0, un miembro 
de esta familia de curvas es una hiperbola. Para c = 0, obtenemos las rectas y = xyy = —x. 


z = y 2 -x 1 




FIGURA 13.1.7 Superficie y curvas de nivel del ejemplo 7 I 


En la mayoria de los casos la tarea de graficacion de curvas de nivel de una funcion de dos 
variables z — fix, y) es considerable. Usamos un SAC para generar las superficies y curvas de 
nivel correspondientes de la FIGURA 13.1.8 y FIGURA 13.1.9. 



FIGURA 13.1.8 Grafica de/(x, y) = 2 sen xy en a)\ curvas de nivel en b) 
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FIGURA 13.1.9 Grafica de/(x, y) = e x sen y en a); curvas de nivel en b ) 

Las curvas de nivel de una funcion / tambien reciben el nombre de lineas de contorno. A 
nivel practico, los mapas de contorno son usados mas a menudo para desplegar curvas de igual 
elevacion. En la FIGURA 13.1.10 podemos observar que un mapa de contomos ilustra los diversos seg- 
mentos de una columna que tienen una altura dada. Esta es la idea de los contornos de la FIGURA 
13.1.11,* los cuales muestran el espesor de la ceniza volcanica alrededor del volcan El Chichon, en 
el estado de Chiapas, Mexico. El Chichon hizo erupcion el 28 de marzo y el 4 de abril de 1982. 




grosor (en mm) de la ceniza 
compactada con lluvia 
alrededor del volcan El Chichon 
FIGURA 13.1.11 Mapa de contornos que muestra 
la profundidad de la ceniza alrededor del volcan 


■ Funciones de tres o mas variables Las definiciones de funciones de tres o mas variables son 
simplemente generalizaciones de la definition 13.1.1. Por ejemplo, una funcion de tres varia¬ 
bles es una regia de correspondence que asigna a cada triada ordenada de numeros reales 
(jc, y, z) en un subconjunto del espacio tridimensional, uno y solo un numero w en el conjunto R 
de los numeros reales. Una funcion de tres variables suele denotarse por medio de w = fix , y, z) 
o w = F(x,y,z ). Una funcion polinomial de tres variables consiste en la suma de potencias 
x m y n z k , donde m, n y k son enteros no negativos. El cociente de dos funciones polinomiales se 
llama funcion racional. 

Por ejemplo, el volumen V y el area de la superficie S de una caja rectangular son funciones 
polinomiales de tres variables: 

V = xyz y S = 2xy + 2xz + 2 yz. 


*Adaptado con permiso de la revista National Geographic. 
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La ley de Poiseuille establece que la tasa de descarga, o tasa de flujo, de un fluido viscoso (como 
la sangre) a traves de un tubo (como una arteria) es 

Q = k Y (p< ~ Pl) ' 

donde k es una constante, R es el radio del tubo, L es su longitud, y p x y p 2 son las presiones en 
los extremos del tubo. Este es un ejemplo de una funcion de cuatro variables. 

Nota: Puesto que se requieren cuatro dimensiones, no es posible graficar una funcion de tres 
variables. 


EJEMPLO 8 


Dominio de una funcion de cuatro variables 


El dominio de la funcion racional de cuatro variables 


fix, y, z) 


2x + 3y + z 
4 — x 2 — y 2 — z 2 


es el conjunto de puntos (x, y, z) que satisface x 2 + y 2 + z 2 ^ 4. En otras palabras, el dominio 
de/es todo el espacio tridimensional salvo los puntos que yacen sobre la superficie de una esfe- 
ra de radio 2 centrada en el origen. ■ 


Una election de palabras 
desafortunada, pero comun, 
puesto que las superficies de 
nivel suelen no estar a nivel. 


► ■ Superficies de nivel Para una funcion de tres variables, w = fix, y, z), las superficies defini- 
das por /(x, y, z) = c , donde c es una constante, se llaman superficies de nivel de la funcion /. 


EJEMPLO 9 


Algunas superficies de nivel 


a) Las superficies de nivel del polinomio fix, y, z) = x — 2y + 3z son una familia de pia¬ 
nos paralelos definidos por x — 2y + 3z = c. Vea la FIGURA 13.1.12. 

b ) Las superficies de nivel del polinomio/(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 son una familia de esfe- 
ras concentricas definidas por x 2 + y 2 + z 2 = c, c > 0. Vea la FIGURA 13.1.13. 

c) Las superficies de nivel de una funcion racional/(x, y, z) = (x 2 + y 2 )/z estan dadas por 
(x 2 + y 2 )/z = c o x 2 + y 2 = cz . Algunos miembros de esta familia de paraboloides se 
presentan en la FIGURA 13.1.14. 



Ejercicios 13.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-40. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, encuentre el dominio de la funcion 
dada. 


1. f{x, y ) = 


xy 


x 2 + y 2 


2. f(x,y) = (x 2 - V) 


, 2\—2 


y + x 2 


5. f(s, t) = s 3 — 21 2 + 8^^ 6. f{u , v) 

7. g(r, s ) = e 2r V? - 1 8. g(6, <f>) 

9. H(u, v, w) = Vu 2 + v 2 + w 2 - 16 
V25 - x 2 - p 


u 

In (u 2 + v 2 ) 
tan 9 + tan 0 
1 — tan 9 tan <fi 


3. f{x, y) = 


4. fix, y) = x 2 - y 2 - V4T^ 


10. fix, y, z) = 


z ~ 5 
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En los problemas 11-18, relacione el conjunto de puntos dados 
en la figura con el dominio de una de las funciones en a)-h). 

a) fix, y ) = Vv - .v 2 b) fix, y) = ln(x - y 2 ) 

c) fix, y) = Vx + Vy ~ x d) fix, y) = ^ - 1 

/) fix, y) = sen _1 (xy) 

Vx 2 + / - 1 


e) fix, y) = Vxy 

x 4 + y 4 

g ) fix, y ) = 



FIGURA 13.1.15 Grafica 
del problema 11 


h) fix, y) 

12 . 


>’ - x 


FIGURA 13.1.16 Grafica 
del problema 12 


13. y 



FIGURA 13.1.17 Grafica 
del problema 13 



FIGURA 13.1.18 Grafica 
del problema 14 



FIGURA 13.1.19 Grafica 
del problema 15 



FIGURA 13.1.21 Grafica 
del problema 17 



del problema 16 



FIGURA 13.1.22 Grafica 
del problema 18 


En los problemas 19-22, dibuje el dominio de la funcion dada. 

19. fix, y) = Vx - Vy 

20 . fix, y) = V(1 - x 2 )(/ - 4) 

21 . fix, y) = Vln(y - x + 1) 

22 . fix, y) = e v ^ p[ 


En los problemas 23-26, determine el rango de la funcion 
dada. 

23. fix, y) = 10 + x 2 + 2 y 2 24. fix, y) = x + y 

25. fix, y, z) = sen(x + 2y + 3 z) 26. fix, y, z) = 7 - 

En los problemas 27-30, evalue la funcion dada en los puntos 
indicados. 

27. f(x,y) = p(2 1- 1 )dt; (2, 4), (-1,1) 

28. fix, y) = ln-^—(3, 0), (5, -5) 

x + y 

29. fix, y, z) = (x + 2y + 3z) 2 ; (-1, 1, -1), (2, 3, -2) 

30. F(x,y,z)=\ + \ + \, (V3.V2,V6),a,U) 

En los problemas 31-36, describa la grafica de la funcion 
dada. 

31. z - * 32. z - y 2 

33. z = Vx 2 + y 2 34. z = Vl + x 2 + y 2 

35. z = V36 - x 2 - 3y 2 36. z = -Vl6 - x 2 - y 2 

En los problemas 37-42, dibuje alguna de las curvas de nivel 

asociadas con la funcion dada. 

37. f{x, y) = x + 2y 38. fix, y) = y 2 ~ x 

39. fix, y) = Vx 2 - y 2 - 1 40. fix, y) = V36 - 4x 2 - 9y 2 

41. fix, y) = e y -* 2 42. fix, y) = tan _1 (y - x) 


En los problemas 43-46, describa las superficies de nivel pero 
no grafique. 

43. fix, y, z) = ^x 2 + \z 2 

44. fix, y, z) = ix- l) 2 + iy - 2) 2 + (z - 3) 2 

45. fix, y, z) = x 2 + 3 y 2 + 6z 2 46. G(x, y, z) = 4y — 2z + 1 

47. Grafique alguna de las superficies de nivel asociadas con 
fix, y, z) = x 2 + y 2 — z 2 para c = 0, c>0yc< 0. 

48. Dado que 


fix,y,z) = + j + j. 


encuentre las intersecciones x, y y z de las superficies de 
nivel que pasan por (—4, 2, —3). 


= Aplicaciones 

49. La temperatura, presion y volumen de un gas ideal en- 
cerrado estan relacionadas por medio de T = 0.0 IPV, don- 
de T, P y V se miden en kelvins, atmosferas y litros, respec- 
tivamente. Dibuje las isotermas T = 300 K, 400 K y 600 K. 

50. Exprese la altura de una caja rectangular con una base 
cuadrada como una funcion del volumen y de la longitud 
de un lado de la caja. 

51. Una lata de refresco se construye con un costado lateral de 
estano y una tapa y fondo de aluminio. Dado que el costo 
es de 1.8 centavos por unidad cuadrada de la tapa, 1 centa¬ 
vo por unidad cuadrada del fondo y 2.3 centavos por uni- 




































688 CAPITULO 13 Derivadas parciales 


dad cuadrada del costado, determine la funcion de costo 
C(r, h ), donde r es el radio de la lata y h es su altura. 

52. Una caja rectangular cerrada va a construirse con 500 cm 2 
de carton. Exprese el volumen V como una funcion de la 
longitud x y el ancho y. 

53. Como se muestra en la FIGURA 13.1.23, una tapa conica des- 
cansa sobre la parte superior de un cilindro circular. Si la 
altura de la tapa es dos tercios de la altura del cilindro, 
exprese el volumen del solido como una funcion de las 
variables indicadas. 



FIGURA 13.1.23 Cilindro con tapa conica del problema 53 

54. A menudo una muestra de tejido es un cilindro que se corta 
oblicuamente, como se muestra en la FIGURA 13.1.24. Exprese 
el espesor t del corte como una funcion de x, y y z. 



FIGURA 13.1.24 Muestra de tejido del problema 54 

55. En medicina a menudo se emplean formulas para el area 
de la superficie (vea el ejemplo 3b) para calibrar dosis de 
farmacos, puesto que se supone que la dosis del farmaco 
D y el area de la superficie S son directamente proporcio- 
nales. La siguiente funcion simple puede utilizarse para 
obtener una estimacion rapida del area superficial del 
cuerpo de un humano: S = 2 ht, donde h es la altura (en 
cm) y t es la maxima circunferencia de musculo (en cm). 
Estime el area de la superficie de una persona de 156 cm 
de altura con una circunferencia de musculo maxima de 
50 cm. Estime su propia area superficial. 

= Proyectos 

56. Factor de enfriamiento Durante su investigation del 
invierno de 1941 en el Antartico, el doctor Paul A. Siple 


ideo el siguiente modelo matematico para definir el fac¬ 
tor de enfriamiento del viento: 

H(v, T) = (lOVu - v + 10.5)(33 - T), 

donde H se mide en kcal/m 2 h, v es la velocidad del viento 
en m/s y T es la temperatura en grados Celsius. Un ejem¬ 
plo de este mdice es: 1 000 = muy frfo, 1 200 = implaca- 
blemente frio y 1 400 = congelamiento de la carne 
expuesta. Determine el factor de enfriamiento en — 6.67 °C 
(20 °F) con una velocidad de viento de 20 m/s (45 mi/h). 
Escriba un breve informe que defina con precision el fac¬ 
tor de enfriamiento. Encuentre al menos otro modelo 
matematico para el factor de enfriamiento del viento. 

57. Flujo de agua Cuando el agua fluye de un grifo, como 
se muestra en la FIGURA 13.1.25a), se contrae a medida que se 
acelera hacia abajo. Eso ocurre debido a que la tasa de flujo 
Q , la cual se define como la velocidad por el area de la sec- 
cion transversal de la columna de agua, debe ser constante 
en cada nivel. En este problema suponga que las secciones 
transversales de la columna de fluido son circulares. 

a) Considere la columna de agua que se muestra en la 
figura 13.1.25 b). Suponga que v es la velocidad del 
agua en el nivel superior, V es la velocidad del agua en 
el nivel inferior a una distancia h unidades por debajo 
del nivel superior, R es el radio de la seccion transver¬ 
sal en el nivel superior y r es el radio de la seccion 
transversal en el nivel inferior. Muestre que la tasa de 
flujo Q como una funcion de r y R es 

7 Tr 2 R 2 \/2gh 
Q = — / , 

vV - ? 

donde g es la aceleracion de la gravedad. [ Sugerencia : 
Empiece expresando el tiempo t que tarda la seccion 
transversal del agua en caer una distancia h en termi- 
nos de u y V. Por conveniencia considere la direction 
positiva hacia abajo.] 

b) Determine la tasa de flujo Q (en cm 3 /s) si g = 980 
cm/s 2 , h = 10 cm, R = 1 cm y r = 0.2 cm. 



a) b) 

FIGURA 13.1.25 El agua fluye por el grifo del problema 57 


13.2 Limites y continuidad 

■ Introduce ion En el caso de funciones de una variable, en muchos casos es factible hacer un 
juicio acerca de la existencia de lim f{x) a partir de la grafica de y = f(x). Tambien se aprove- 

cha que lim fix) existe si y solo si lim fix) y lim fix) existe y son iguales al mismo numero L, 

x —x—x—>a + 

en cuyo caso lim f{x) = L. En esta seccion veremos que la situacion es mas dificil en la consi- 
deracion de limites de funciones de dos variables. 
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■ Terminologia Antes de proceder con la discusion sobre limites es necesario introducir cier- 
ta terminologia relativa a conjuntos que se utilizara en este apartado, asi como en las secciones 
y capitulos que siguen. El conjunto en el espacio bidimensional 

{(x, y)|(x - Xo) 2 + (v - >’o) 2 < <5 2 } (1) 

consiste en todos los puntos en el interior de , pero no en , un circulo con centro (x 0 , Jo) y radio 
8 > 0. El conjunto (1) se denomina disco abierto. Por otro lado, el conjunto 

{(*. )0|(* ~ X 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < 5 2 } (2) 

es un disco cerrado. Un disco cerrado incluye todos los puntos en el interior de y en un circulo 
con centro (x 0 , y 0 ) y radio 8 > 0. Vea la FIGURA 13.2.1a). Si R es cierta region del piano xy, enton- 
ces un punto (<a , b) se dice que sera un punto interior de R si hay algun disco abierto centrado 
en («a , b) que contiene solo puntos de R. En contraste, afirmamos que (a, b) es un punto fronte- 
ra de R si el interior de cualquier disco abierto centrado en (a , b) contiene tanto puntos en R como 
puntos en no R. La region R se dice que sera abierta si contiene puntos no frontera y cerrada si 
contiene todos sus puntos frontera. Vea la figura 13.2.1/?). Se dice que una region R esta acotada 
si puede estar contenida en un rectangulo suficientemente grande en el piano. La figura 13.2.1c) 
ilustra una region acotada; el primer cuadrante ilustrado en la figura 13.2.1 d) es un ejemplo de 
una region no acotada. Estos conceptos se llevan de manera natural al espacio tridimensional. Por 
ejemplo, el analogo de un disco abierto es una bola abierta. Una bola abierta consiste en todos 
los puntos en el interior , pero no en , una esfera con centro (x 0 , y 0 ) y radio 8 > 0: 

{(x, y, z)\(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - zo) < S 2 }. (3) 

Una region en el espacio tridimensional esta acotada si puede estar contenida en una caja rectan¬ 
gular suficientemente grande. 



FIGURA 13.2.1 Varias regiones en el espacio bidimensional 


y 


R 


x 


d) Region no acotada 


■ Limites de funciones de dos variables Analizar un limite dibujando la grafica de z = f(x, y) 
no es conveniente ni es una rutina posible para la mayor parte de las funciones de dos variables. 
Por intuicion sabemos que/tiene un limite en un punto ( a , b) si los valores de la funcion/(x, y) 
se acercan a un numero L conforme (x, y) se acerca a («a , b). Escribimos f(x,y)—>L como 
0, y) -> (.a , /?), o 

. lim f(x, y) = L. 

(x, y)—>(a, b) 

Para tener un poco mas de precision, /tiene un limite L en el punto (, a , b) si los puntos en el espa¬ 
cio (jc, y,f(x, y)) pueden hacerse arbitrariamente cercanos a (a, b, L) siempre que (x, y) sea sufi¬ 
cientemente cercano a (a, b). 

La nocion de (jc, y) “aproximandose” a un punto (< a , b) no es tan simple como para funcio¬ 
nes de una variable donde x —» a significa que x puede acercarse a a solo desde la izquierda y 
desde la derecha. En el piano xy hay un numero infinito de maneras de aproximarse al punto 
(a, b). Como se muestra en la FIGURA 13.2.2, para que ( lim /(x, y) exista, requerimos ahora 

que / se aproxime al mismo numero L a lo largo de cualquier trayectoria o curva posible que 
pase por (a, b). Si se pone lo anterior de manera negativa: 

• Si/(x, y) no se aproxima al mismo numero L por dos trayectorias diferentes ^ 

a (a, b), entonces lim fix, y) no existe. 

En la discusion de ( lim ^ fix, y) que sigue se supondra que la funcion/esta definida en todo 
punto (x, y) en un disco abierto centrado en ( a , b) pero no necesariamente en el propio ( a , b). 
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FIGURA 13.2.3 Grafica de la 
funcion del ejemplo 2 


k (a, b) 




(fl, b) 


J 


(fl, b) 


a) A lo largo de las rectas 
horizontal y vertical 
que pasan por (a , b) 


b ) A lo largo de 
toda recta que 
pasa por ( a , b ) 


c) A lo largo de toda curva 
que pasa por (a , b) 


EJEMPLO 1 


FI GURA 13.2.2 Tres de muchas maneras de aproximar el punto (a, b ) 

Un limite que no existe 


x 2 — 3 y 2 

Demuestre que lim —--- no existe. 

(*,y)-X0,0)jt2 + 2 y 2 

Solucion La funcion f(x,y) = (x 2 — 3 y 2 )/{x 2 + 2 y 2 ) se define en todas partes excepto en 
(0, 0). Como se ilustra en la figura 13.2.2a), dos maneras de aproximarse a (0, 0) son a lo largo 
del eje x (y = 0) y a lo largo del eje y (x = 0). En y = 0 se tiene 

lim fix, 0) = lim -- = 1 


( X , o)—>(o, or 


donde x = 0, 


lim . 

(x, 0)->(0, 0) x 2 + q 

0 - 3y 2 

lim /(0, y) = lim -- 

(0, y)^(0, or (0, j)^(0,0) o + 2 y 2 


En vista de (4), concluimos que el limite no existe. 


EJEMPLO 2 


Un limite que no existe 


Demuestre que , lim 

* (r vi—V(l 


xy 


no existe. 


C* f y)->(0,0) jc 2 + -y 2 

Solucion En este caso los limites a lo largo de los ejes x y y son los mismos: 

lim fix, 0) = lim = 0 y lim /(0, y) = lim = 0. 

(x, 0)-K0, or (jc,0)-K0,0)^2 j (0, y)-K0, 0) (0, y)->(0, 0)y 2 

Sin embargo, esto no significa que ( lim o fix, y) exista, ya que no se ha examinado toda tra- 

yectoria a (0, 0). Como se ilustra en la figura 13.2.2&), ahora intentaremos cualquier recta que 
pase por el origen dada por y = mx: 

^ x ^ mx 2 m 

lim fix, y) = lim —-—- = --• 

(x,y)^(0,0r V ^ 0,0) x 2 + m 2 x 2 1 + m 2 

Puesto que ( lim o 0) fi x > >0 depende de la pendiente m de la recta sobre la cual se hace la apro- 

ximacion al origen, concluimos que el limite no existe. Por ejemplo, en y = x y en y = 2x, tene- 
mos, respectivamente, 

1 

2’ 


f(x, X ) = x - y lim fix, X) = 11m * 2 

X + X (*,y)-K0,0) (*, >)->«), 0) X Z + x 


fix, 2x) = 


2x 2 


x 2 + 4x 2 


11m fix, 2x) = .— . , 

fey)-K0,0 ) Jy (X,y)->(0,0) x 2 + 4 X 2 


11m 

>)-K0, 

11m 


2x 2 


Una grafica generada por computadora de la superficie se presenta en la FIGURA 13.2.3. Si tiene en 
mente que el origen esta en el centro de la caja, debe tener claro por que diferentes trayectorias 
a (0, 0) producen diferentes valores del limite. ■ 


EJEMPLO 3 


Un limite que no existe 


Demuestre que lim 


3 

xry 


(*. ?)"►(' 0,0)+ y 


no existe. 


Solucion Sea fix, y) = x 3 y/(x 6 + y 2 ). Se le pide al lector demostrar que a lo largo del eje x, el 
eje y, cualquier recta y = mx, m ¥= 0 que pasa por (0, 0), y a lo largo de cualquier parabola 
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y = ax 2 , a ¥= 0, que pasa por (0, 0), ( lim o Q) f(x, y ) = 0. Si bien esto constituye verdaderamen- 
te un numero infinito de trayectorias al origen, el limite sigue sin existir, ya que y = x 3 : 


Km fix, y) = lim fix, x 3 ) = Km 

Oc,y)-K0,0r (x,y)->(0,0r 


x 6 „ x 6 1 

; - 7 = lim —- = -• 

(x, y)->(0, 0) x 6 + x 6 (*, y )->(0, 0 ) 2 X 6 2 


■ Propiedades de limites En los siguientes dos teoremas se mencionan las propiedades de 
limites para funciones de dos variables. Estos teoremas son las contrapartes en dos variables 
de los teoremas 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3. 


Teorema 13.2.1 Tres limites fundamentales 


i) Km c = c, c una constante 

7 (x,y)^(a,b) 

ii) Km x = a y Km y = b 
Hi) , I'm cf(x,y) = c lfm f(x, y) 

(x, y)—>(a, b ) (x, y)->(a, b) 


Teorema 13.2.2 Limite de una suma, producto, cociente 


Suponga que ia, b) es un punto en el piano xy y que ( lim b) f(x 9 y) y ( lim ^ gix, y) existe. 
Si , lfn ? M /C*> y) = L i y , I'm M gix, v) = L 2 , entonces 

(x,y)->(a,b) (x, y)—>(a, b) 


i ) , I'm [ f(x,y) 

(x, j)—Ka, b) 


g(x,y )] = L x ± L 2 , 


a) , lfm J Lx ' y)s(x, y) = l \ l 2, y 

(x, y)->(a, b) 

fix, y) L x 

Hi) Km —-- = — , L 2 A 0. 

C X, y)—>(a, b ) gix, y) L 2 


EJEMPLO 4 


Limite de una suma 


Evalue Km fix + y ). 

(x,y)^(2, 3) J J 

Solucion De ii) del teorema 13.2.1 advertimos primero que 

y 


lim x = 2 

(*.y)-K 2,3) 


lim y = 3. 

(x,y)^( 2,3) y 


Entonces de las partes i) y ii) del teorema 13.2.2 sabemos que el limite de una suma es la suma de 
los limites y el limite de un producto es el producto de los limites siempre que exista el limite: 

Km (x + y 2 ) = Km x + Km y 2 

(x,y)->(2,3) V y (*,?)->( 2,3) (x,y)^(2,3Y 


= lim X + 

2, 3) 


= 2 + 3-3 = 11. 


f Km y)( Km y) 

\(X, ?)->(2, 3 Y ) \(x, y)-K2, 3/ J 


■ Uso de coordenadas polares En algunos casos las coordenadas polares pueden ser de utili- 
dad en la evaluacion de un limite de la forma Km fix, y). Si x = r cos 0,y = r sen 6 y r 2 = 

(x,y)^(0, 0) J J 

0 . 


x 2 + y 2 , entonces (x, y) 


► (0, 0) si y solo si r - 


EJEMPLO 5 


Uso de coordenadas polares 


Evalue Km 


10 xy 2 


(x,y)-^( 0,0) x 2 + y2’ 

Solucion Al sustituir x—r cos 0,y = r sen 6 en la funcion, obtenemos 


10 xy 2 
x 2 + y 2 


10 r 3 cos 6 sen 2 6 


= 10r cos 9 sen 6. 
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Puesto que limr cos 0 sen 2 6 = 0 , concluimos que 


lOxy 


(jc,30-KO,O)j^ + y z 


Km 


= 0 . 


En el ejemplo 8 examinaremos de nuevo el limite del ejemplo 5. 


z t 



■ Continuidad Una funcion z = fix, y) es continua en (« a , b) si f{a , b) esta definida, 
Km f(x, y ) existe y el limite es el mismo que el valor de la funcion f(a, b); esto es, 

(x, y)—>(a, b ) 

, w ?) =/(<*, *)• ( 5 ) 

Si/no es continua en (a , b), se afirma que es discontinua. La grafica de una funcion continua 
es una superficie sin quiebres. De la grafica de la funcion fix, y) = 1/ (9x 2 + y 2 ) en la FIGURA 13.2.4 
vemos que/tiene una discontinuidad infinita en (0, 0), esto es ,f(x, y)—> oo como (x, y) —> (0, 0). 
Una funcion z = fix , y) es continua sobre un region R del piano xy si/es continua en cualquier 
punto en R. La suma y el producto de dos funciones continuas tambien son continuas. El 
cociente de dos funciones continuas es continuo, excepto en el punto donde el denominador es 
cero. Ademas, si g es una funcion de dos variables continuas en (a , b) y F es una funcion de una 
variable continua en g(a, b), entonces la composicion/(x, y) = F(g(x, y)) es continua en (a, b). 


Funcion discontinua en (0, 0) 


EJEMPLO 6 


4 4 

x — y 

La funcion fix, y) = — -- es discontinua en (0, 0), ya que/(0, 0) no esta definida. Sin embargo, 

x + y 

como puede observarse en el siguiente ejemplo,/tiene una discontinuidad removible en ( 0 , 0 ). ■ 


EJEMPLO 7 


Funcion continua en (0, 0) 


La funcion/definida por 


4 4 

x — y 


f(x>y) = \ x 1 + y 2 ' < *- j)7 ‘ <0 -° ) 

^ 0 , (x, y) = ( 0 , 0 ) 


es continua en ( 0 , 0 ), ya que/( 0 , 0 ) = 0 y 


Km 


4 4 

x y 


= Km 


(x, y)^( 0, 0) + yi (X, y)-K0, 0) 


(x 2 + y 2 )(x 2 - y 2 ) 
x 2 + y 2 


= Km (x 2 - y 2 ) = 0 2 - 0 2 = 0. 

Ot,y>^(o,o) v 


Por consiguiente, advertimos que . lim o 0) /( x ’ = /(^ ? 0). 


Con la ayuda de un SAC vemos en la FIGURA 13.2.5 dos perspectivas diferentes (ViewPoint en 
Mathematica) de la superficie definida por z — fix, y). Note en los incisos a ) y b) de la figura 
13.2.5 la orientacion del eje x y del eje y. 
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■ Funciones polinomiales y racionales En la seccion 13.1 vimos que una funcion polinomial 

de dos variables consiste en la suma de potencias x m y n , donde my n son enteros no negativos, y 
que el cociente de dos funciones polinomiales recibe el nombre de funcion racional. Las fun¬ 
ciones polinomiales, como/(x, y ) = xy, son continuas por todo el piano xy. Las funciones racio¬ 
nales son continuas salvo en puntos donde el denominador es cero. Por ejemplo, la funcion racio¬ 
nal /(x, y) = xy/(y — x) es continua salvo en puntos sobre la recta y = x. En la FIGURA 13.2.6 se 
han ilustrado las graficas de tres funciones que son discontinuas en puntos sobre una curva. En 
los incisos a) y c ) de la figura 13.2.6, la funcion racional es discontinua en todos los puntos sobre 
la curva obtenida igualando a 0 el denominador. En la figura 13.2.6Z?) la funcion logaritmica es 
discontinua donde x 2 + y 2 — 4 = 0, esto es, sobre el circulo x 2 + y 2 = 4. 



FIGURA 13.2.6 Tres funciones discontinuas 


■ Funciones de tres o mas variables Las nociones de limite y continuidad para funciones de 
tres o mas variables son extensiones naturales de las que acaban de considerarse. Por ejemplo, 
una funcion de tres variables w = /(x, y, z) es continua en (a, b, c) si 

lim /(x, y, z) = f(a , b, c). 

(x, y, z)—>(a, b, c) 

La funcion polinomial en tres variables /(x, y, z) = xyV es continua a traves del espacio tridi¬ 
mensional. La funcion racional 


f(x, y> z) 


xy 


x 2 + y 2 + (z ~ l) 2 


es continua salvo en el punto (0, 0, 1). La funcion racional 

x + 3y 


/(x, y, z) = 


2x + 5y + z 

es continua excepto en los puntos (x, y, z) sobre el piano 2x + 5y + z = 0. 


■ Definicion formal de un limite La discusion anterior conduce a la definicion formal del limi- 
te de una funcion z — /(x, y) en un punto (a, b). Esta definicion e-8 es analoga a la definicion 


2 . 6 . 1 . 


Definicion 13.2.1 Definicion de un limite 

Suponga que una funcion / de dos variables se define en cualquier punto (x, y) en un disco 
abierto centrado en (< a , b ), salvo posiblemente en ( a , b). Entonces 

Km /(x, y) = L 

significa que para toda s > 0 , existe un numero 8 > 0 tal que 

|/(x, y) — L\ < s siempre que 0 < V(x - a) 2 + (y - a) 2 < 8. 
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FIGURA 13.2.7 Cuando 

(x, y) i= ( a , b ) es un disco abierto, 

f{x, y ) esta en el intervalo 

(L — e, L + s) 


Como se ilustra en la FIGURA 13.2.7, cuando/tiene un limite en (, a , b), para un s > 0, sin que 
importe cuan pequeno, es posible encontrar un disco abierto de radio 8 centrado en ( a , b) de 
modo que L — s < fix , y) < L + s para todo punto (x, y ) ^ (a, b) dentro del disco. El disco 
abierto con radio 8 > 0 y su centro ( a , b) eliminado se definen mediante la desigualdad 

0 < \/(x — a) 2 + (y — a) 2 < 8. 

Como se menciono antes, los valores de/son cercanos a L siempre que (x, y ) sea cercano a (< a , b). 
El concepto de “suficientemente cercano” se define mediante el numero 8. 


EJEMPLO 8 


Demuestre que 


Repaso del ejemplo 5 

10 xy 2 

Inn —-- = 0 . 

Oc,y)-K0,0)jt2 + -y2 


Solucion De la definicion 13.2.1, si s > 0 esta dado, se desea determinar un numero 8 > 0 
tal que 


10 xy 2 


x 2 + y 2 


- 0 


< s siempre que 0 < Vx 2 + y 2 < 8. 


La ultima linea es lo mismo que 

101x1/ 

x 2 + y 2 


< s siempre que 0 < Vx 2 + y 2 < 8. 


Como x z > 0, puede escribirse y 2 < x 2 + y 2 y 


y 


x 2 + y 2 


< 1 . 


Asi, 


10 |x| y 2 
x 2 + y 2 


= 101 x 1 


x 2 + y 2 


< 10|x| = ioV? < loVx 2 + y 2 . 


De modo que si se elige 8 = s/10, tenemos 


lOxy 2 


x 2 + y 2 


< 10 Vx 2 + / < 10 • ^ = s. 


Por la definicion 13.2.1, esto demuestra 


xy 


lim 

+ -y 2 


= 0 . 


Ejercicios 13.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-30, evalue el limite dado, si existe. 


1 . lim (x 2 + y 2 ) 


3. lim 


5x 2 + y 2 


(jc,y)-K0,0) X 2 + y 2 

4 - x 2 - y 2 
jc 2 + y 2 


x 2 y 


7. lim 

Oc,y)-KO,0) JC 4 + -y 2 

9. lim x 3 y 2 (x + y ) 3 

(x, y)->(l, 2) 


2 . 

4. 

6 . 


x — y 
(x,yyM 2 , i) x - y 

4x 2 + y 2 


lim 

y)-K 2 , 

lim 

>)—►(!, 

lim 


fe5-)^(l,2)16 x 4 + y 4 

2 x 2 - y 


(X,y)^(0,0) x 2 + 2 y 2 

6xy 2 


8 . lim 


10 . 


(jc,y)->(0,0) JC 2 + yA 

xy 

lim —- - 

(x,y)^(2,3) x 2 - y 2 


11 . lim 

(*,>)->( c 

13. lim 


(x, y)^>(0, o) x + y + 1 
xy 


(x t y)-^i2 t 2)^ + y 2 

x 2 - 3y + 1 

ll'm -—;- -r- 

0 , 0 ) x ~F 5y 3 

2/ x + 2y 


15. 


17. lim xy 

(x,y)->(4,3) \ X - y 


12 . 

lim 


(*,y)-K 0 ,< 

14. 

lim 


(x, y)->(7T, 

16. 

lim 


Oc,y)-K 0 ,< 

18. 

lim 




senxy 


2 2 
xy 


2 

xy 


19. lim 


xy 


y + 1 


(^H(U)x 2 + y 2 - 2 x - 2 y + 2 
xy - 3y 


20 . lim 


(X,);)^(0,3) x 2 + y 2 - 6y + 9 
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21 . lfm 

Oc,y)-K0, 0) 


x 3 y + V - 3x 2 - 3 y 2 


x 2 + y 2 


y 


■ 3 + 2x 3 


22. Km 

(x,^(- 2 , 2 ) x + 5 xy 2 


23. Km In (2x 2 - y 2 ) 

(jc,y)-Kl,l) 


25. Km 


(x 2 - y 2 ) 2 


27. 


29 


(x 9 y)^ 7 o, 0 ) x 2 + y 2 
6xy 


Km 


C*,y)-K0,0) yj x 2 + y2 

x 3 


Km 


24. 

26. 

28. 

30. 


Km 


sen '(x/y) 


(x, y )^(i,2) cos — y) 

sen(3x 2 + 3 y 2 ) 


Km 

(x, y)—»(0, 0) 


Km 


x 2 + y 2 
x 2 -y 2 


(x, y)->(0, 0) \J x 2 _|_ -y2 


Km 


x 3 + y 3 


(x,j)2T(0,0) x 2 + y2. * (x, x)—>(0, 0) j^2 + ^2 

En los problemas 31-34, determine donde es continua la fun- 
cion indicada. 

31. /(x, y) = Vxcos Vx + y 32. /(x, y) = y 2 e 1 ^ xy 

33. /(x, y) = tan ^ 

34. /(x, y) = In (4x 2 + 9y 2 + 36) 

En los problemas 35 y 36, determine si la funcion indicada es 
continua en los conjuntos dados en el piano xy. 

x > 2 
x < 2 

a) x 2 + y 2 < 1 b) x > 0 


35. f(x,y)= |'^ + - V ’ 


c) y > x 


3 6./(x,y) = 


xy 


Vx 2 + y 2 - 25 


a) y > 3 Z>) |x| + |y| < 1 c) (x - 2 ) 2 + y 2 < 1 


37. Determine si la funcion/definida por 

6 x 2 y 3 


/(■*, y) = ^ (x 2 + y 2 ) 2 ’ 

, 0 , 

es continua en ( 0 , 0 ). 

38. Muestre que 


(x, y) ^ ( 0 , 0 ) 
(x,y) = ( 0 , 0 ) 


f(x, y) = 


( *y 

2 x 2 + 2 y 2 ’ 

(o, 


(x, y) ^ ( 0 , 0 ) 
(x,y) = ( 0 , 0 ) 


es continua en cada variable por separado en ( 0 , 0 ), esto 
es, que /(x, 0 ) y /( 0 , y) son continuas en x = 0 y y = 0 , 
respectivamente. Demuestre, sin embargo, que / es no 
continua en ( 0 , 0 ). 


= Piense en ello 


En los problemas 39 y 40, emplee la definicion 13.2.1 para 
demostrar el resultado indicado; esto es, encuentre 8 para un 
s > 0 arbitrario. 


3 x 2 y x 2 y 2 

39. Km 0 - = 0 40. Km 0 0 = 0 

(x, y)-K 0 , 0 ) 2 x 2 + 2 y 2 (x f y)->( 0 , 0)^2 + y 2 

41. Determine si existen puntos en los cuales la funcion 

y =/= x 
y = x 


f * 3 -y 3 

f(x,y) = { x - y ’ 

[3X 2 , 


es discontinua. 

42. Utilice la definicion 13.2.1 para demostrar que Km 

^ ^ (x,y)^(a,b) 

y = b. 


13.3 Derivadas parciales 

■ Introduce ion La derivada de una funcion de una variable y = /(x) esta dada por el limite de 
un cociente de diferencia 

dy f(x + h)-f(x) 

— = Km- - -. 

ax h^o h 

Exactamente de la misma manera, podemos definir la derivada de primer orden de una funcion 
de dos variables z — f(x, y) con respecto a cada variable. 


Definicion 13.3.1 Derivadas parciales de primer orden 

Si z — f(x, y) es una funcion de dos variables, entonces la derivada parcial con respecto a x 
en un punto (x, y) es 

dz f(x + h,y) - f(x,y) 

, = lim 

dx h^0 h 

(i) 

y la derivada parcial con respecto a y es 


dz „ /(x, y + h) — /(x, y) 
dy h-+ o h 

( 2 ) 

siempre que exista el limite. 
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■ Calculo de una derivada parcial En (1) observe que la variable y no cambia en el proceso 
del limite, en otras palabras, y se mantiene fija. De manera similar, en la definicion del limite (2) 
la variable v se mantiene fija. Las dos derivadas parciales de primer orden (1) y (2) representan 
entonces las tasas de cambio de/con respecto a v y y. En un nivel practico tenemos las siguien- 
tes guias simples. 


Guias para la diferenciacion parcial 

Por reglas de la diferenciacion ordinaria se entienden las reglas formuladas en el capi- 
tulo 3: reglas del multiplo constante, suma, producto, cociente, potencia y de la cadena. 

• Para calcular dz/dx , emplee las leyes de la diferenciacion ordinaria mientras trata a y 
como una constante. 

• Para calcular dz/dy , emplee las leyes de la diferenciacion ordinaria mientras trata a x 
como una constante. 


EJEMPLO 1 


Derivadas parciales 


Si z = 4 x 5 yr - 4x 2 + y b + 1, encuentre 


a) 


dz 

dx 


y 


b ) 


dz 
dy ' 


Solucion 


a) Diferenciamos z con respecto a x mientras y se mantiene fija y se tratan a las constan- 
tes de la manera usual: 


y es constante 

i i 

f = ( 1 2x 2 )y 2 - 8x + 0 + 0 = 12xY - 8x. 


b ) Ahora tratando a x como constante, obtenemos 

x es constante 

i i 

^ = 4.r (2v) - 0 + 6y 5 + 0 = S.r'v + 6y 5 . ■ 

dy 


■ Simbolos alternos Las derivadas parciales dz/dx y dz/dy a menudo se representan por medio 
de simbolos alternos. Si z — f(x 9 y), entonces 

dz _ d/ _ _ dz _ _ _ r 

dx ~ dx ~ Zx ~ h y dy~ dy~ Zy ~ fr 

Simbolos como d/dx y d/dy se denominan operadores de diferenciacion parcial y denotan la 
operacion de tomar una derivada parcial, en este caso con respecto aiy y. Por ejemplo, 

d o o d o d o 

Z-(x 2 - y 2 ) = Z-x 2 - Zry 2 = 2x-0 = 2x 
dx y dx dx J 


d v 4 a ,5 


. A 5 = e x>y (5 4 } = 5j 4 V v 

dy dy 


El valor de una derivada parcial en un punto (x 0 , y 0 ) se escribe de diversas maneras. Por ejem¬ 
plo, la derivada parcial de z — f(x 9 y) con respecto a x para (x 0 , y 0 ) se escribe como 


dz[ 
dx 


(x 0 , y 0 ) 


dz 

dx 


^ (x 0 , y 0 ) O f x (x 0 , y 0 ). 
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EJEMPLO 2 


Empleo de la regia del producto 


Si fix, y) = x y cos(xy ), encuentre/^. 

Solucion Cuando x se mantiene fija, observe que 


producto de dos 
funciones de y 

fix , y) = v 5 y 10 cos(xy 2 ). 


Por consiguiente, por las reglas del producto y de la cadena la derivada parcial de / con respec- 
to a y es, 


f y (x, y) = x 5 [/°(-sen(xy 2 )) • 2xy + 10y 9 • cos(xy 2 )] 
= —2 x 6 y n sen(xy 2 ) + 10v 5 y 9 cos(xy 2 ). 


EJEMPLO 3 


Una tasa de cambio 


La funcion S = 0.109 lw° 425 h° 725 relaciona el area superficial (en pies cuadrados) del cuerpo de 
una persona como una funcion del peso w (en libras) y la altura h (en pulgadas). Encuentre 
dS/dw cuando w = 150 y h = 72. Interprete. 

Solucion La derivada parcial de S respecto a w, 


as 

dw 


(0.1091 )(0.425)w“°- 575 /z 0 - 725 , 


evaluada en (150, 72) es 


dS 


dw 


( 150 , 72 ) 


(0.1091 )(0.425)( 150) -0 ' 575 (72) 0 ’ 725 - 0.058. 


La derivada parcial dS/dw es la tasa a la cual el area superficial de una persona de altura fija h , 
como un adulto, cambia con respecto al peso w. Puesto que las unidades para la derivada son 
pies 2 /libra y dS/dw > 0, advertimos que el aumento de 1 lb, mientras que h esta fija en 72, 
produce un aumento en el area de la piel de aproximadamente 0.058 ~ jj pie 2 . ■ 

■ Interpretacion geometrica Como advertimos en la FIGURA 13.3.1 a), cuando y es constante, diga- 
mos y = b, la traza de la superficie z = fix , y) en el piano y = b es la curva azul C. Si definimos 
la pendiente de una secante a traves de los puntos Pia, b,fia , b)) y Ria + h, b,fia + h, b)) como 


fia + Kb)~ fia , b) _ f(a + h, b) - f{a , b) 
ia + h) — a h 




a) b ) 

FIGURA 13.3.1 Las derivadas parciales dz/dx y dz/dy son pendientes de la recta tangente a la curva C de inter- 
seccion de la superficie y el piano paralelo a los ejes x o y. 
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tenemos 


dz „ f(a + h,b)-f(a,b ) 

— = Inn- - - 

dx (atb) h^o h 


En otras palabras, es posible interpretar dz/dx como la pendiente de la recta tangente en el punto 
P (para la cual el limite existe) sobre la curva C de interseccion de la superficie z = fix, y) y el 
piano y = b. A su vez, una inspeccion de la figura 13.3. lb) revela que dz/dy es la pendiente de 
la recta tangente en el punto P sobre la curva C de interseccion entre la superficie z — fix, y) y 
el piano x = a. 


EJEMPLO 4 


Pendientes de rectas tangentes 


2 2 
k - y, 

a) el piano x = 2 

Solucion 


Para z = 9 — x z — y z , encuentre la pendiente de la recta tangente en (2, 1, 4) en 

y b) el piano y = 1. 



a) A1 especificar el piano x = 2, se mantienen todos los valores de x constantes. Por con- 
siguiente, calculamos la derivada parcial de z con respecto a y: 


dz 0 
* = “ 2y - 


dz 

En (2, 1, 4) la pendiente es — 


= - 2 . 


( 2 , 1 ) 


FIGURA 13.3.2 Pendientes de las 
rectas tangentes del ejemplo 4 


b ) En el piano y = 1, y es constante y por ello encontramos la derivada parcial de z con 
respecto a x: 

dz 0 
= ~ 2x ' 
dx 


En (2, 1, 4) la pendiente es 
Yea la FIGURA 13.3.2. 


dz 

dx 


= -4. 


( 2 , 1 ) 


Si z = fix, y), entonces los valores de las derivadas parciales dz/dx y dz/dy en un punto 
ia, b,fia, b)) tambien se denominan pendientes de la superficie en las direcciones xy y, res- 
pectivamente. 

■ Funciones de tres o mas variables Las tasas de cambio de una funcion de tres variables 
w = fix, y, z) en las direcciones x, y y z son las derivadas parciales dw/dx, dw/dy y dw/dz, res- 
pectivamente. La derivada parcial de/respecto a z se define como 


dw fix, y,z + h) — f(x, y, z) 

= hm- j - , 

dz o h 


(3) 


siempre que el limite exista. Para calcular, por ejemplo, dw/dx, se deriva con respecto a x de la 
manera usual mientras se mantienen constantes tanto y como z. De esta manera se extiende 
el proceso de diferenciacion parcial a funciones de cualquier numero de variables. Si 
u = fix h x 2 ,..., x n ) es una funcion de n variables, entonces la derivada parcial de/con respec¬ 
to a la variable /-esima, i = 1, 2, . . ., n, se define como 


du _ f(x u x 2 , . . . , x t + h, . . . x n ) ~ f(x u x 2 , . . . x n ) 

— = lim- - - 

dx t o h 


(4) 


Para calcular du/dx l t - se deriva con respecto a x t mientras se mantienen fijas las n — 1 variables 
restantes. 


EJEMPLO 5 


Empleo de la regia del cociente 


Si w 


x z — zr , dw 

— --, encuentre —. 

y 2 + z 2 dz 
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Solucion Se emplea la regia del cociente mientras se mantiene constante xy y: 

dw = (y 2 + z 2 )(-2z) - (x 2 - z 2 )2z = 2z(x 2 + y 2 ) 
dz ( y 2 + z 2 ) 2 (y 2 + z 2 ) 2 


EJEMPLO 6 


Si fix, y,t) = e 
su vez, 


Tres derivadas parciales _ 

~ 3irt cos 4x sen 6 y, entonces las derivadas parciales con respecto a x, y y t son, a 


/ X (x, y, t) = —4e~ 37rt sen 4x sen 6y, 
y, t) = 6e _377? cos 4x cos 6y, 

y / r (A, y, 0 = —3ire~ 37rt cos 4v sen 6y. ■ 


■ Derivadas de orden superior y mixtas Para una funcion de dos variables z = fix , y), las deri¬ 
vadas parciales dz/dx y dz/dy son ellas mismas funciones de x y y. En consecuencia, se pueden 
calcular las derivadas parciales de segundo orden y de orden superior. De hecho, se encuen- 
tra la derivada parcial de dz/ dx con respecto a y, y la derivada parcial de dz/ dy con respecto a x. 
Los ultimos tipos de derivadas parciales se denominan derivadas parciales mixtas. En resumen, 
las segundas, terceras derivadas parciales y la derivada parcial mixta de z = fix , y) estan defini- 
das por: 


Derivadas parciales de segundo orden: 

y 

dx 2 dx \dxj y 

Derivadas parciales de tercer orden: 

d 3 Z _ d {'&z\ 

dx 3 dx \dx 2 J Y 


dh _ d_( 

dy 2 dy \dyj 


dy 3 dy\dy 2 J 


Derivadas parciales de segundo orden mixtas: 


d 2 Z _ _d_f ^ A 
dxdy dx\dyj 
diferenciar t 
primero con 
respecto a y 


d 2 Z _ _d_f 
dydx dy\dxf 
diferenciar t 
primero con 
respecto a x 


Observe en el resumen que hay cuatro derivadas parciales de segundo orden. ^Cuantas deri¬ 
vadas parciales de tercer orden de z = fix , y) hay? Las derivadas parciales de orden superior para 
z = fix , y) y para funciones de tres o mas variables se definen de manera similar. 


■ Simbolos alternos Las derivadas parciales de segundo y tercer orden tambien se denotan 
mediante f xx , f yy , f xxx , etcetera. La notacion de submdice para las derivadas parciales de segundo 
orden mixtas es f xy o f yx . 


Nota El orden de los simbolos en los subindices de las parciales mixtas es justamente lo opues- 
to al orden de los simbolos cuando se usa la notacion de operador de diferenciacion parcial: 


d f dz 


fxy C fx)y dy 


a 2 z 

dy dx 


f =(/) = = _^L. 

J yx \Jy)x dx y dy J dxdy 


■ Igualdad de parciales mixtas Aunque no se demostrara, el siguiente teorema enuncia que 
bajo ciertas condiciones es irrelevante el orden en el cual se efectua una derivada parcial de 
segundo orden mixta; esto es, las derivadas parciales mixtas f xy y f yx son iguales. 
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Teorema 13.3.2 Igualdad de parciales mixtas 

Sea/una funcion de dos variables. Si las derivadas parciales f x , f y , f xy y f yx son continuas en 
algun disco abierto, entonces 

fxy = fyx 

en cada punto sobre el disco. 


Yea el problema 68 en los ejercicios 13.3. 


Derivadas parciales de segundo orden 


EJEMPLO 7 


Si z = x 2 y 2 — y 3 + 3x 4 + 5, encuentre 


, d 2 z „ 
dx 2 ^ 


cn 

dx 3 


b) 


d 2 Z d*Z 
dy 2 ’ dy 3 


c ) 


dh 

dxdy 


Solucion De las primeras derivadas parciales 


zy- = 2.xy 2 + 12x 3 
dx 


d Z r, 2 

— = 2 xry 
dy 


3/ 


obtenemos: 

a) 


d 2 Z 


^ 1 - 2 / 

dx 2 dx\dx 1 


b) 

c ) 


d\ _ 

dy 2 " 

d 2 Z 


_d_f <k 

dy\dy 


■f 36x 2 
= 2x 2 — 6y 


d 3 Z _ d_( dfz \ _ 
dx 3 dx\dx 2 ) X ’ 


d 3 z 


d f d z 


dy 3 by\dy 


= - 6 , 


d ( dz \ _ . 

dxdy dx\d;y/ X ^' 


Debemos verificar que 


d 2 Z 

dydx 


d_( (k 
dy \dx 


= 4xy. 


Si / es una funcion de dos variables y tiene derivadas parciales de primer, segundo y tercer 
orden continuas sobre algun disco abierto, entonces las derivadas mixtas de tercer orden son 
iguales; esto es, 


fxyy fyxy fyy 


fyxx fxyx fxx 


Se sostienen comentarios similares para funciones de tres o mas variables. Por ejemplo, si/es 
una funcion de tres variables x,yyz que posee derivadas parciales continuas de cualquier orden 
en alguna bola abierta, entonces las derivadas parciales como f xyz = f zyx = f yxz son iguales en 
cada punto en la bola. 


Derivadas parciales mixtas de tercer orden 


EJEMPLO 8 


Si f{x, y, z) = Vx 2 + y 4 + z 6 , determine f yzz . 

Solucion f yzz es una derivada parcial mixta de tercer orden. Primero se encuentra la derivada 
parcial con respecto a y mediante la regia de potencias para funciones: 

f y = |(x 2 + / + £ 6 ) - V 2 4 y 3 = 2y\x 2 + / + z 6 r 1/2 . 

La derivada parcial con respecto a z de la funcion en la ultima linea es entonces 

fy Z = (fy\ = 2y 3 (-|)(x 2 + / + i T 3/2 '6Z 5 

= -6yY(x 2 + / + z 6 T 3 ' 2 . 












13.3 Derivadas parciales 701 


Por ultimo, por la regia del producto, 

f yzz = 0 fy Z \ = -6yV(-| ){x 2 + / + z 6 r 5/2 • 6Z 5 - 30y 3 zV + / + z 6 T 3/2 
= y 3 z 4 (x 2 + y 4 + z 6 )~ 5/2 (24z 6 ~ 30x 2 - 30/). 

Se sugiere que el lector calcul ef zzy y f zyz y verifique sobre cualquier disco abierto que no conten- 
ga al origen qu ef yzz = f zzy = f zyz . ■ 

I Diferenciacion parcial implicita La diferenciacion parcial implicita se llevo a cabo de la 
misma manera que en la seccion 3.6. 


Derivada parcial implicita 


EJEMPLO 9 


Suponga que la ecuacion z 2 = x 2 + xy 2 z define a z implicitamente como una funcion de x y y. 
Encuentre dz/ dx y dz/ dy. 


Solucion Al mantener y constante, 


b 2 = b x2 + 


r d 2 d 2 2 ^ 

implica —zr = t—+ y —xz. 
dx dx dx 


Por la regia de potencia para funciones junto con la regia del producto: 


2 b = 2x + y ib + z )- 

Despues de que resolvamos la ultima ecuacion para dz/dx: 

dz = + y 2 z 

dx 2 z — xy 2 

Al mantener ahora x constante, 

b 2 = b x2+ ^ implica 2z 0 = bb + 

Al resolver para dz/dy se obtiene 

dz _ 2xyz 
dx 2 z — xy 2 


Ejercicios 13.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, emplee la definicion 13.3.1 para calcu- 
lar dz/ dx y dz/ dy con respecto a la funcion dada. 

1. z = lx + 8y 2 2 . z = xy 

3. z = 3x 2 y + 4xy 2 4. z = —— 

x + y 

En los problemas 5-24, encuentre las primeras derivadas par¬ 
ciales de la funcion dada. 

5. z = x 2 - xy 2 + 4y 5 6 . z = ~x 3 + 6 x 2 y 3 + 5y 2 

7. z = 5 x 4 y 3 ~ x 2 y 6 + 6x 5 — 4y 8. z = tan(x 3 y 2 ) 

9. z - 10. z — 4x 3 - 5x 2 + 8v 

3y 2 + 1 

11. z = (x 3 - y 2 Y l 12. z = (~x 4 + ly 2 + 3y) 6 

13. z = cos 2 5x + sen 2 5y 14. z = e* 2tan ly2 


16. f(0 9 4>) = 0 2 sen^- 


15. f(x, y) = xe x y 

3x — y 

17 -^ = 7TT y 

19. g(u,v) = In (4 u 2 + 5u 3 ) 

21. w = 2^/xy — ye y f z 

23. f(u , v , v, t) = u 2 w 2 — uv 3 + vw cos (ut 2 ) + (2 x 2 tf 

24. G(p, q, r, s) = {p 2 q 3 )e 2r ^ 


4 > 

18. f(x,y)= & - 

(x ~ y) 

20. /z(r. .v) = V,, ‘ - Vv 
s r 

22. w = xy In xz 


En los problemas 25-26, suponga que z = 4x 3 y 4 . 

25. Determine la pendiente de la recta tangente en (1, —1,4) 
en el piano x = 1. 

26. Encuentre la pendiente de la recta tangente en (1, —1,4) 
en el piano y = — 1. 
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18xy 

En los problemas 27 y 28, suponga que/(x, y) = x + y ' 

27. Determine las ecuaciones parametricas para la recta tan- 
gente en (— 1, 4, —24) en el piano x = —l. 

28. Encuentre ecuaciones simetricas para la recta tangente en 
(—1,4, —24) en el piano y = 4. 

En los problemas 29 y 30, suponga que z — \/9 — x 2 — y 2 . 

29. i A que tasa esta cambiando z con respecto a x en el piano 
y = 2 en el punto (2, 2, 1)? 

30. i A que tasa esta cambiando z con respecto a y en el piano 
x ~ V2 en el punto ( V2, V3, 2)? 

En los problemas 31-38, encuentre la derivada parcial indicada. 

d 3 Z 


d 2 z 

31. z = e”; 

dx 2 

33. fix, y) = 5x 2 y 2 - 2xy 3 ; 
35. w = mV/ 3 ; 


32. z = x 4 y 2 ; 


dy 3 


p + Q 

34. /(/;, q) = In——; f qp 

q 

cos(u 1 V) 

36. w = -;-; w m „ 


f 


37. F(r,0) = e'cos 6; F, 


r0r 


38. /7(s, 0 = 


^ + /■ 


#// 


En los problemas 39 y 40, verifique que 

39. z = x 6 — 5x 4 y 3 + 4xy 2 


d 2 Z 


d 2 Z 


dx dy dy dx 
40. z - tan _1 (2xy) 


En los problemas 41 y 42, verifique que las derivadas parcia¬ 
les indicadas son iguales. 

41. w = nV - 4nVr 3 + v 2 t; w uvt , w lvu , w vut 

42. F( rj, & r) = (r, 3 + £ 2 + r) 2 ; F^, F fw F^ 

En los problemas 43-46, suponga que la ecuacion dada defi¬ 
ne a z como una funcion de las dos variables restantes. 

Emplee diferenciacion implicita para encontrar las primeras 

derivadas parciales. 

43. x 2 + y 2 + z 2 = 25 44. z 2 = x 2 + y 2 z 

45. z 2 + u 2 v 3 - uvz = 0 46. se z - e st + 4^ = z 

47. El area A de un paralelogramo con base x y altura y sen 0 
es A = xy sen 6. Encuentre todas las primeras derivadas 
parciales. 

48. El volumen del cono truncado que se muestra en la FIGU- 
RA 13.3.3 es V = \nhir 2 + rR + R 2 ). Determine todas las 
primeras derivadas parciales. 



FIGURA 13.3.3 Cono truncado del problema 48 


= Aplicaciones 

En los problemas 49 y 50, verifique que la distribucion de 
temperatura indicada satisface la ecuacion de Laplace en dos 
dimensiones 


d 2 u cfyu 
dx 2 dy 2 


(5) 


Una solucion u(x 9 y) de la ecuacion de Laplace (5) puede 
interpretarse como la distribucion de temperatura indepen- 
diente del tiempo a traves de una delgada placa bidimensio- 
nal. Vea la FIGURA 13.3.4. 

49. u(x, y) = (cosh 2iry + senh 27ry)sen 2ttx 

50. u(x, y) = e ~ {n7TX t L) sen(^7ry/L), n y L constantes 


termometro 



FIGURA 13.3.4 Placa caliente de los problemas 49 y 50 


En los problemas 51 y 52, verifique que la funcion dada satis¬ 
face la ecuacion de Laplace (5). 

51. u(x, y) = ln(x 2 + y 2 ) 


52. u(x , y) = tan 1 ^ 


En los problemas 53 y 54 verifique que la funcion dada satis¬ 
face la ecuacion de Laplace en tres dimensiones 


d 2 u cfyu cfyu _ 

dx 2 dy 2 dz 2 ~ ’ 


( 6 ) 


53. u(x, y, z) = 


1 


Vx 2 + y 2 + z 2 


54. u (x,y, z) — e" 


cos my sen nz 


En los problemas 55 y 56, verifique que la funcion dada satis¬ 
face la ecuacion de onda unidimensional 


? d 2 U 

dx 2 


d 2 U 

~dt' 


(7) 


La ecuacion de onda (7) ocurre en problemas que implican 
fenomenos vibratorios. 

55. m(x, t) = cos at sen x 

56. u{x , t) = cos(x + at) + sen(x — at) 

57. La concentracion molecular C(x, t) de un liquido esta 
dada por C(x, t) = t~ l ^ 2 e~ x ! kt . Verifique que esta funcion 
satisface la ecuacion de difusion unidimensional 

k d 2 C = dC 
4 ax 2 dt ’ 

58. La presion P ejercida por un gas ideal encerrado esta 
dada por P = k{T/V ), donde k es una constante. T es la 
temperatura y V es el volumen. Encuentre: 

a) la tasa de cambio de P con respecto a V, 

b) la tasa de cambio de V con respecto afy 

c) la tasa de cambio de T con respecto a P. 
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59. El desplazamiento vertical de una larga cuerda fija en el 
origen pero cayendo bajo su propio peso esta dado por 

— ^t(2 axt — x 2 ), 0 < v < at 

2a 

—\gt 2 , x > at. 

Vea la FIGURA 13.3.5. 

a) Determine dujdt. Interprete para x > at. 

b) Determine dujdx. Interprete para x > at. 



FIGURA 13.3.5 Cuerda que cae del problema 59 


60. Para la funcion de area de la piel S = 0.1091 w 0A25 h 0J25 
que se discutio en el ejemplo 3 encuentre dS/dh en 
w = 60, h = 36. Si una nina crece de 36 a 37 pulg, mien- 
tras su peso se mantiene en 60 lb, ^cual es el aumento 
aproximado en el area de la piel? 


65. a) Suponga que z = /(x, y) tiene la propiedad de que 

dz/dx = 0 y dz/dy = 0 para todo (x, y). ^Que puede 
usted afirmar acerca de la forma de/? 
b) Suponga que z = /(x, y) tiene derivadas parciales de 
segundo orden continuas y d 2 z/dxdy = 0. /,Que 
puede usted afirmar acerca de la forma/? 

66. Algunas curvas de nivel de una funcion z — /(x, y) se 
muestran en la FIGURA 13.3.6. Emplee estas curvas de nivel 
para conjeturar respecto a los signos algebraicos de las 
derivadas parciales dzj dx y dzjdy en el punto que se indi- 
ca en rojo en la figura. 



FIGURA 13.3.6 Curvas de nivel del problema 66 


= Piense en ello 


61. 


Formule una definition de limite que sea analoga a la 
definition 13.3.1 para las derivadas parciales de segundo 
orden 


d 2 z 

«) TT 


b) ^4 


c) 


d l z 


dx z ' dy z ' dxdy 

62. Encuentre una funcion z = fix, y) tal que 


/ = 2xy 3 + 2 y + - y / = 3x 2 y 2 + 2x + 1. 
dx x dy 

63. ^Es posible que una funcion z — /(x, y), con derivadas 
parciales continuas en un conjunto abierto, se encuentra 
de manera tal que 


dz 

dx 


= X 2 + y 2 y 


dZ 2 2o 
— = x z - y ? 

dy 


64. a) Suponga que la funcion w = /(x, y, z) tiene derivadas 
parciales de tercer orden continuas. ^Cuantas deriva¬ 
das parciales de tercer orden diferentes hay? 
b) Suponga que la funcion z = /(x, y) tiene derivadas 
parciales continuas de ft-esimo orden. ^Cuantas deri¬ 
vadas parciales diferentes de ^z-esimo orden hay? 


67. Un clasico matematico Una funcion z — /(x, y) quiza 
no sea continua en un punto aunque es posible que siga 
teniendo derivadas parciales en ese punto. La funcion 


[ *y 

fix, y) = < 2x 2 + 2y v 

io, 


(x,y) ± (0, 0) 
(x, y) = (0, 0) 


no es continua en (0, 0). (Vea el problema 38 en los ejer- 
cicios 13.2.) Emplee (1) y (2) de la definicion 13.3.1 para 
mostrar que 


dz 

dx 


= 0 y 

( 0 , 0 ) 


5z 

dy 


= o. 

( 0 , 0 ) 


68. Un clasico matematico Considere la funcion z =/(x, y) 
definida por 


fix, y) = 


< xyjy 2 - x 2 ) 
x 2 + y 2 

io, 


(x, y) # (0, 0) 
(x, y) = (0, 0). 


a) Calcule — 

dx 


b) Muestre que 


(0 ,y) 
d 2 Z 


dz 

dy 


dy dx 


(x, 0 ) 

d 2 Z 


(o, o) dx dy 


( 0 , 0 ) 


13.4 Linealizacion y diferenciales 

■ Introduce ion En la seccion 4.9 se vio que una linealizacion L(x) de una funcion de una sola 
variable y = /(x) en un numero x 0 esta dada por L(x) = /(x 0 ) + /'(x 0 )(x — x 0 ). Esta ecuacion 
puede utilizarse para aproximar los valores de la funcion /(x) en la vecindad de x 0 , esto es, 
L(x) ~ f{x) para valores de x cercanos a x 0 . De manera similar puede definirse una linealizacion 
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L(x, y) de una funcion de dos variables en un punto (x 0 , y 0 ). En el caso de una funcion de una 
sola variable se asumio que y = fix) era diferenciable en x 0 , esto es, 


f'(x o) = lim 


fix 0 + Ax) - f(x 0 ) 

Ax 


(1) 


existe. Recuerde tambien que si/es diferenciable en x 0 , tambien es continua en ese numero. A1 
repetir la suposicion en (1), deseamos que z = fix, y ) sea diferenciable en un punto (x 0 , y 0 ). 
Aunque hemos considerado lo que significa que z — fix, y) posea derivadas parciales en un 
punto, aun no formulamos una definicion de diferenciabilidad de una funcion de dos variables/ 
en un punto. 



FIGURA 13.4.1 Incremento en z 


■ Incremento de la variable dependiente La definicion de diferenciabilidad de una funcion de 
cualquier numero de variables independientes no depende de la nocion de un cociente de dife- 
rencia como en (1), sino mas bien de la nocion de un incremento de la variable dependiente. 
Recuerde que para una funcion de una variable y = fix) el incremento en la variable dependien¬ 
te esta dado por 

Ay = fix + Ax) - f(x). 

De manera analoga, para una funcion de dos variables z — fix, y), definimos el incremento de 
la variable dependiente z como 

Az = fix + Ax, y + Ay) - fix, y). (2) 

La FIGURA 13.4.1 muestra que Az produce la cantidad de cambio en la funcion cuando (x, y) cam- 
bia a (x + Ax, y + Ay). 


EJEMPLO 1 


Determinando Az 


Encuentre Az para la funcion polinomial z = x 2 — xy. ^Cual es el cambio en la funcion de 
(1, 1) a (1.2, 0.7)? 


Solucion De (2), 


Az = [(x + Ax) 2 - (x + Ax)(y + Ay)] - (x 2 - xy) 
= (2x — y)Ax — xAy + (Ax) 2 - Ax Ay. 


(3) 


Con x = 1, y = 1, Ax = 0.2 y Ay = -0.3, 

Az = (1)(0.2) - (1)(—0.3) + (0.2) 2 - (0.2)(—0.3) = 0.6. ■ 

■ Una formula de incremento fundamental Una breve reinspeccion del incremento Az en (3) 
muestra que en los primeros dos terminos los coeficientes de Ax y Ay son dz /dx y dzjdy, res- 
pectivamente. El importante teorema que sigue muestra que esto no es un accidente. 


Teorema 13.4.1 Una formula del incremento 

Considere que z = fix, y) tiene derivadas parciales continuas f x {x, y) y f y {x, y) en una region 
rectangular abierta que esta definida por a < x < b, c < y < d. Si (x, y) es cualquier punto 
en esta region, entonces existen y s 2 »las cuales son funciones de Ax y Ay, tales que 

Az = fix, y) Ax + f y (x, y)Ay + ejAx + s 2 Ay, (4) 

donde £! —> 0 y e 2 —> 0 cuando Ax —» 0 y Ay —> 0. 


DEM0STRACI0N A1 sumar y restar/(x, y + Ay) en (2), tenemos, 

Az = [fix + Ax,y + Ay) - f(x,y + Ay)] + [/(x,y + Ay) -/(x,y)]. 

A1 aplicar el teorema del valor medio (teorema 4.4.2) a cada conjunto de corchetes, se llega a 

Az = fix o, y + Ay) Ax + f(x, y 0 ) Ay, (5) 
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donde, como se muestra en la FIGURA 13.4.2, x < x 0 < x + Axyy < y 0 < y + Ay. En este caso, 
definimos 


Si = fx(x 0 , y + Ay) - f x (x, y) y s 2 = f y (x, y 0 ) “ f y (x, y). (6) 

Cuando Ax —>0 y Ay —>0, entonces, como se ilustra en la figura, P 2 —y P 3 —> Pi. Puesto 
qu tf x y f y se suponen continuas en la region, tenemos 

lim Si — 0 y Km s 2 = 0. 

(Ax, Ay)->(0, 0) (Ax, Ay)-K0, 0) 

A1 resolver (6) para/^Xo, y + Ay) y f y (x 9 y 0 ) y sustituir en (5), obtenemos (4). ■ 


d 

y +Ay 

y 


P 3 (x 0 ,y + Ay) 


p 2 ( x ’ y 0 )*- - - 

i 

! *--■ 

| P x {x,y) 


-1-1-1-1-H>-x 

a x x 0 x + Ax b 

FIGURA 13.4.2 Region rectan¬ 
gular en el teorema 13.4.1 


■ Diferenciabilidad: funciones de dos variables Ahora podemos definir la diferenciabilidad 
de una funcion z — fix, y) en un punto. 


Definicion 13.4.1 Funcion diferenciable 

Una funcion z — fix, y) es diferenciable en (x 0 , y 0 ) si el incremento A z puede escribirse como 
Az = f x (x o, y 0 )Ax + f y (x o, y 0 )Ay + Ax + e 2 Ay, 
donde s x y s 2 —> 0 cuando (Ax, Ay) —> (0, 0). 


Si la funcion z — /(x, y) es diferenciable en cada punto en una region R del piano xy, enton¬ 
ces se dice que/es diferenciable en R. Si/es diferenciable sobre la region consistente en el 
piano xy completo, se afirma entonces que es diferenciable en todas partes. 

Es interesante notar que las derivadas parciales f x y f y quizas existan en un punto (x 0 , y 0 ) e 
incluso/no sea diferenciable en ese punto. Desde luego, si f x y f y no existen en un punto (x 0 , y 0 ), 
entonces/no es diferenciable en ese punto. El siguiente teorema proporciona una condicion sufi- 
ciente bajo la cual la existencia de las derivadas parciales implica diferenciabilidad. 


Teorema 13.4.2 Condicion suficiente para la diferenciabilidad 

Si las primeras derivadas parciales f x yf y son continuas en un punto en una region abierta R , 
entonces z = fix , y) es diferenciable sobre R. 


El siguiente teorema es el analogo del teorema 3.1.1; establece que si z — fix, y) es diferen¬ 
ciable en un punto, entonces es continua en el punto. 


Teorema 13.4.3 Diferenciabilidad implica continuidad 

Si z— fix , y) es diferenciable en el punto (x 0 , y 0 ), entonces/es continua en (x 0 , yo). 


DEM0STRACI0N Suponga que/es diferenciable en un punto (x 0 , y 0 ) y que 

A z = f(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - f(x 0 , y 0 ). 

Utilizando esta expresion en (4), obtenemos 

fix o + Ax, y 0 + Ay) -/(x 0 ,y 0 ) =/ x (x 0 ,y 0 )Ax +//x 0 ,y 0 )Ay + SjAx + s 2 Ay. 

Cuando (Ax, Ay) —»(0, 0), se deduce de la ultima linea que 

Vm m m [fixo + Ax, y 0 + Ay) -/(x 0 , y 0 )] = 0 o lfm /(x 0 + Ax, y 0 + Ay) =/(x 0 , y 0 ). 

(Ax, Ay)—>(0, 0) (Ax, Ay)—>(0, 0) 

Si se considera x = x 0 + Ax, y = yo + Ay, entonces el ultimo resultado es equivalente a 

lfm f(x, y) = /(x 0 , y 0 ). 

(x, y)-Kx 0 , y 0 ) 

Por (5) de la seccion 13.2,/es continua en (x 0 , yo)- ■ 
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EJEMPLO 2 


Diferenciabilidad 


Si (3) del ejemplo 1 se escribe como 

fx fy B! s 2 

A z — (2x — y)Ax + (—x)Ay + (Ax)(Ax) + ( — Ax) Ay, 


podemos identificar s x = Ax y s 2 = —Ax. Puesto que 8 1 ->0y£ 2 ->0 cuando (Ax, Ay) —> (0, 0), 
la funcion z = x 2 — xy es diferenciable en todo punto en el piano xy. ■ 


Como se advirtio en el ejemplo 2, la funcion dada es un polinomio. Cualquier funcion poli- 
nomial de dos o mas variables es diferenciable en todas partes. 

■ Linealizacion Si z — fix, y) es diferenciable en (x 0 , y 0 ) y (x, y) es un punto muy cercano a 
(x 0 , y 0 ), se deduce de la definicion 13.4.1 que Ax = x — x 0 y Ay = y — y 0 son ambas cercanas 
a cero, e igualmente lo son s x Ax y s 2 Ay. En vista de (4) esto significa que 

fix 0 + Ax, y 0 + Ay) - f(x 0 , y 0 ) = f x (x 0 , y 0 )Ax + f y (x 0 , y 0 ) Ay. 

Empleando x = x 0 + Ax, y = y 0 + Ay la ultima linea es lo mismo que 

fix, y ) = fix o, y 0 ) + fxix 0 , yo)Ax + f y (x 0 , y 0 )Ay. 

Esto nos lleva a definir la linealizacion de/en (x 0 , y 0 ) de la siguiente manera. 


Definicion 13.4.2 Linealizacion 

Si una funcion z = fix , y) es diferenciable en un punto (x 0 , y 0 ), entonces la funcion 

U.X, y) = fix 0, Jo) + fxix 0, Jo )ix - Xo) + fyix 0, Jo)(J - Jo) (7) 

se dice que es una linealizacion de/en (x 0 , y 0 ). Para un punto (x, y) cercano a (x 0 , y 0 ), la apro- 
ximacion 

fix, j) = L(x, y) (8) 

se denomina una aproximacion lineal local de/en (x 0 , y 0 ). 


EJEMPLO 3 


Linealizacion 


Encuentre una linealizacion de/(x, y) = Vx 2 + y 2 en (4, 3). 
Solucion Las primeras derivadas parciales de/son 


fxix , y) = 



y 


fyix, y) = 



Utilizando los valores/(4, 3) = 5,//4, 3) = \ y/,(4, 3) = |, se deduce de (7) que una linealiza¬ 
cion de/en (4, 3) es 


L(x,y) = 5 + |(x - 4) + |(y - 3). 


(9) 


La ultima ecuacion es equivalente a L(x, y) = fx + |y pero con fines de calculo (9) es mas con- 
veniente. ■ 


EJEMPLO 4 


Aproximacion lineal local 


Utilice la aproximacion lineal local para aproximar A/(4.01) 2 + (2.98) 2 . 


Solucion Primero observe que se esta pidiendo una aproximacion del valor de la funcion 
/(4.01, 2.98), donde/(x, y) = Vx 2 + y 2 . Debido a que el punto (4.01, 2.98) es razonablemente 
cercano al punto (4, 3) es factible utilizar la linealizacion en (9) para formar una aproximacion 
lineal local/(x, y) ~ L(x, y). De 


L(4.01, 2.98) = 5 + j(4.01 - 4) + |(2.98 - 3) = 4.996 
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se sigue que la aproximacion deseada es/(4.01, 2.98) ~ L(4.01, 2.98) o 

V(4.01) 2 + (2.98) 2 « 4.996. ■ 

Suponga que se deja z = L(x , y) y se reescribe (7) como 

fx(x o, j 0 )(* - X 0 ) + /y(jco, y 0 )(y - Jo) - (z ~ f(x o, y 0 )) = 0. (10) 

A1 relacionar (10) termino a termino con (2) de la seccion 11.6 se demuestra que una linealiza¬ 
cion de una funcion z — fix, y) en (x 0 , y 0 ) es una ecuacion de un piano. 

■ Plano tang ente En la seccion 4.9 vimos que la linealizacion L(x) = /(x 0 ) + f\x 0 )(x — x 0 ) de 
una funcion/de una sola variable en un numero x 0 no es mas que una ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de y = fix) en (x 0 ,/(x 0 )). En tres dimensiones el analogo de una recta tangen- 
te a una curva es un piano tangente a una superficie. Veremos en la seccion 13.7 que la formula 
de linealizacion z — £(x, y ) en (7) es una ecuacion del piano tangente a la grafica de z = fix, y) 
en el punto (x 0 , y 0 ,f(x 0 , y 0 ))- 

■ Diferenciales Recuerde tambien que para una funcion/de una sola variable independiente 
hay dos diferenciales Av = dx y dy = fix) dx. La diferencial dx es simplemente el cambio en la 
variable independiente v. La diferencial dy es el cambio en la linealizacion L(v); en el numero x 0 
tenemos 


A L = L(x 0 + Ax) — L(x 0 ) 

= [fix o) +/'(*o)Av] - [fix o) +f'ix o) • 0] 

= f(x 0 )dx = dy. 

En el caso de una funcion/de dos variables tenemos naturalmente tres diferenciales. Los cam- 
bios en las variables independientes xy y son dx y dy\ los cambios en la linealizacion L(x , y) se 
denotan por medio de dz. En el punto (jc 0 , y 0 ) e l cambio en la linealizacion es 

A L = L(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - L(x 0 , y 0 ) 

= fix 0 , yo) + fxix o, y 0 )ix 0 + Ax - x 0 ) + f y ix 0 , y 0 )(y 0 + Ay - y 0 ) - /(x 0 , y 0 ) 

= fxix 0 , yo) A* + fyix o, y 0 ) Ay. (11) 

Empleando el resultado en (11) definimos a continuacion la diferencial dz de una funcion/en 
un punto arbitrario en el piano xy. Si (x, y) denota el punto, entonces un punto cercano es 
(x + Ax, y + Ay) o (x + Jx, y + dy). La diferencial dz se llama comunmente diferencial total 
de la funcion. 


Definicion 13.4.3 Diferenciales 

Sea z — fix, y) una funcion para la cual las primeras derivadas parciales f x yf y existen. 
Entonces las diferenciales de x y y son dx = Ax y dy = Ay. La diferencial de z, 

dz = f x (x, y ) dx + f y (x, y)dy = ^dx + ^dy, (12) 

tambien se denomina diferencial total de z. 


EJEMPLO 5 


Diferencial total 


Si z — x 2 — xy, entonces 


dz 0 
-— = 2x - y 
dx 



—X. 


De (12) la diferencial total de la funcion es 


dz = (2x — y)dx — xdy. 
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piano tangente 



FIGURA 13.4.3 Interpretaciones 
geometricas de dx, dy, A z y dz 


Concluimos de inmediato de (4) del teorema 13.4.1 que cuando f x y f y son continuas y cuan- 
do Ax y Ay son cercanas a 0, entonces dz es una aproximacion de Az, esto es 

dz ~ Az. (13) 

La FIGURA 13.4.3 es una version tridimensional de la figura 4.9.4. Los puntos en azul son los mis- 
mos puntos que se muestran en la figura 13.4.1 y estan sobre la superficie. El piano es tangente a 
la superficie en (x 0 , y 0 ,/(x 0 , y 0 )) y el punto marcado en cafe es un punto sobre el piano tangente. 


EJEMPLO 6 


Comparacion de Azy dz 


En el ejemplo 1 vimos que la funcion z — x 2 ~ xy cambio en la cantidad exacta A z — 0.6 
cuando hubo un desplazamiento del punto (1, 1) a (1.2, 0.7). Con las identificaciones x = 1, 
y=l,dx = 0.2 y dy = —0.3, se observa de (12) y (13) y el resultado del ejemplo 5 que el cam¬ 
bio A z de la funcion puede aproximarse por medio de los cambios en la linealizacion: 


dz 


(1)(0.2) - (1)(—0.3) = 0.5. 


EJEMPLO 7 


Una aproximacion de un error 


flujo de 
sangre 


FIGURA 13.4.4 Flujo de sangre a 
traves de las dos resistencias del 
ejemplo 7 



El sistema cardiovascular humano es similar a circuitos electricos en serie y en paralelo. Por 
ejemplo, cuando la sangre circula a traves de dos resistencias en paralelo, como se muestra en la 
FIGURA 13.4.4, entonces la resistencia equivalente 7? de la red es 

1 = J_ 1 *1*2 

* *1 *2 ° *1 + * 2 ' 

Si los errores porcentuales en la medicion de R x y R 2 son ±0.2% y ±0.6%, respectivamente, 
encuentre el error porcentual maximo aproximado en R. 


Solucion 


Tenemos que A Ri = ±0.0027?! y A7? 2 = ±0.0067? 2 . En este caso, 

R\ 


dR = 


R? 


(*1 + *2) : 


<77?! + 


(*1 + *2)* 


dR 2 , 


y por ello 


|A7?| - \dR\ 


7?2 


(7?i + 7? 2 ) : 


(±0.002T?i) 


(7?i + 7? 2 ) 2 


(±0.006T? 2 ) 


0.0027?2 0.0067?i 

7?i + 7? 2 7 ?i + 7? 2 


0.006T?2 0.0067?i 

7?i + 7? 2 7 ?i + 7? 2 


= (0.006)7?. 


Entonces el error relativo maximo esta dado por la aproximacion \dR\/R ~ 0.006; por tanto, el 
error porcentual maximo es aproximadamente 0.6%. ■ 


■ Funciones de tres variables Las definiciones 13.4.1, 13.4.2 y 13.4.3, asi como los teoremas 
13.4.1, 13.4.2 y 13.4.3, se generalizan de la manera esperada a funciones de tres o mas variables. 
A continuacion se mencionan algunos puntos importantes. Si w = /(x, y, z), entonces el incre- 
mento Aw esta dado por 

Aw = f(x ± Ax, y + Ay, z + A z) ~ fix , y, z). (14) 

En este caso/es diferenciable en un punto (x 0 , y 0 , zo) si Aw puede escribirse 

Aw = f x Ax ±/ >; Ay ±/ z Az ± eiAx + e 2 Ay + s 3 Az, (15) 

donde s u s 2 y e 3 —>0 cuando Ax, Ay y Az —> 0. Si/es diferenciable en (x 0 , y 0 , Zo), entonces la 
linealizacion de/se define como 

L(x, y, z) =/(*o, y 0 , Zo) +Mx 0 , y 0 , z 0 )(x - x 0 ) +f y (x 0 , y 0 , z 0 )(y - y 0 ) +f z (x 0 , y 0 , z 0 )(z - z 0 ). (16) 
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Por ultimo, la diferencial total de/es 


7 dw , , dw , , dw , 

dw = — dx + — dy + — dz. 
dx dy dz 


( 17 ) 


EJEMPLO 8 


Diferencial total: funcion de tres variables 


Siw = x + 2y 3 + 3 z , entonces las tres primeras derivadas parciales son 


dw dw 2 dw 3 

— = 2x, — = 6/ y — = \2z . 
dx dy dz 


Por (17) la diferencial total es 


dw = 2xdx + 6 y 2 dy + 12z 3 dz. 


dz 

dx 


NOTAS DESDE EL AULA 


0 Puesto que dy ~ Ay siempre que/'(x) exista y Ax es cercana a 0, parece razonable espe- 
rar que dz = f x (x, y) Ax + f y (x, y) Ay sera una buena aproximacion a Az cuando Ax y Ay 
son ambas cercanas a 0. Pero la vida no es tan sencilla para funciones de varias variables. 
La garantia de que dz ~ Az para incrementos cercanos a 0 proviene de la continuidad de 
las derivadas parciales f x (x, y) y f y (x, y) y no simplemente de su existencia. 
ii) Cuando trabaje en los problemas 27-30 en los ejercicios 13.4 descubrira que las funcio¬ 
nes Si y s 2 introducidas en (4) del teorema 13.4.1 no son unicas. 


Ejercicios 13.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre una linealizacion de la fun¬ 
cion dada en el punto indicado. 

1. f{x, y) = 4 xy 2 — 2 x 3 y; (1,1) 

2. f(x, y) = ( 2 , 2 ) 

3. f{x, y) = xVx 2 + y 2 ; (8, 15) 

4. fix , y) = 3 sen x cos y; (7 t/4, 37t/4) 

5. f{x,y) = ln(x 2 + y 3 ); (-1,1) 

6. f{x, y) = e~ 2y sen 3x; (0,77/3) 


En los problemas 7-10, emplee una aproximacion lineal para 
aproximar la cantidad indicada. 

7. VT02 + ^^80 8. 



9. /(1.95, 2.01) para/(x, >-) = (x 2 + y 2 ) 2 
10. /(0.52, 2.96) para fix, y) = cos 7rxy 


En los problemas 11-22, calcule la diferencial total de la fun¬ 
cion dada. 

11. z =x 2 sen 4y 12. z = xe x2 ~ y2 

13. z = \/2x 2 - 4y 3 14. z = (5x 3 y + 4y 5 ) 3 

2s — t 


15. fis,t) = s + ?>[ 
17. w — x 2 y 4 z -5 


16. gir, 6) = r 2 cos 3 6 
18. w = e~ zl cos(x 2 + y 4 ) 


19. Fir, s, i) = r 3 + s -2 - 4 t l/2 

20 . G(p, 0, <fi) = p sen 0 cos 9 

21. w = ln^^^j 22. w = \/^ 2 + s 2 ! 2 — v 2 

En los problemas 23-26, compare los valores de Az y dz para la 
funcion dada cuando (x, y) varfa del primero al segundo punto. 

23. z — 3x + 4y + 8; (2, 4), (2.2, 3.9) 

24. z = 2x 2 y + 5y + 8; (0, 0), (0.2, -0.1) 

25. z — (x + y) 2 ; (3, 1), (3.1, 0.8) 

26. z = x 2 + x 2 y 2 + 2; (1, 1), (0.9, 1.1) 

En los problemas 27-30, encuentre funciones Si y s 2 de Az 
como se define en (4) del teorema 13.4.1. 

27. z = 5x 2 + 3y - xy 28. z = 10y 2 + 3x - x 2 

29. z = x 2 y 2 30. z = x 3 - y 3 

= Aplicaciones 

31. Cuando la sangre fluye a traves de tres resistencias R u R 2 , 
R 3 , en paralelo, la resistencia equivalente R de la red es 

i = j_ + j_ + j_. 

R R 2 Rf 

Dado que el error porcentual en la medida de cada resis¬ 
tencia es ±0.9%, calcule el error porcentual maximo 
aproximado en R. 
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32. La presion P de un gas ideal confinado esta dada por 
P = k(T/V ), donde V es el volumen, T es la temperatura 
y k es una constante. Dado que los errores porcentuales al 
medir T y V son a lo sumo 0.6 y 0.8%, respectivamente, 
calcule el error porcentual maximo aproximado en P. 

33. La tension T en la cuerda del yo-yo que se muestra en la 
FIGURA 13.4.5 es 


T = 


mg 


R 

Ir 2 + R v 


donde mg es su peso constante. Determine el cambio 
aproximado en la tension si R y r se incrementan de 4 cm 
y 0.8 cm a 4.1 cm y 0.9 cm, respectivamente. ^La tension 
aumenta o disminuye? 


t 

R 



FIGURA 13.4.5 Yo-yo del problema 33 


34. Determine el incremento aproximado en el volumen de 
un cilindro circular recto si su altura aumenta de 10 a 
10.5 cm y su radio crece de 5 a 5.3 cm. ^Cual es el nuevo 
volumen aproximado? 

35. Si la longitud, ancho y altura de una caja rectangular cerra- 
da aumentan, respectivamente, en 2, 5 y 8%, /cual es el 
incremento porcentual aproximado en el volumen? 

36. En el problema 35, si la longitud, ancho y altura origina- 
les son, respectivamente, 3, 1 y 2 pies, ^cual es el incre¬ 
mento aproximado en el area de la superficie de la caja? 
^Cual es la nueva area aproximada de la superficie? 

37. La funcion S = 0.1091w a425 /z 0725 produce el area de la 
superficie del cuerpo de una persona en terminos de su peso 
w y altura h. Si el error en la medicion de w es a lo sumo 3% 
y el error en la medicion de h es a lo sumo 5%, ^cual es el 
error porcentual maximo aproximado en la medicion de SI 

38. La impedancia Z del cir cuito en s erie que se presenta en 
la FIGURA 13.4.6 es Z = \/R 2 + X 2 , donde R es la resisten- 
cia, X = 1 000 L — 1/(1 000C) es la reactancia neta, L es 
la inductancia y C es la capacitancia. Si los valores de R , 
L y C dados en la figura se incrementan, respectivamen¬ 
te, a 425 ohms, 0.45 henrys y 11.1 X 10 -5 farads, ^cual 
es el cambio aproximado en la impedancia del circuito? 
^Cual es el valor aproximado de la nueva impedancia? 


L = 0.4 h 



= Piense en ello 

39. a) De una definicion para la linealizacion de una funcion 

de tres variables w = /(x, y, z). 
b ) Emplee la linealizacion para encontrar una aproxima- 
cion de V(9.1) 2 + (11.75) 2 + (19.98) 2 . 

40. En el problema 67 de los ejercicios 13.3 se vio que para 

xy 


fix ,)9 = 2x 2 + 2y 2 

0 , 


(x,y) * (0, 0) 
(x, y) = (0, 0) 


tanto dz/dx como dz/dy existen en (0, 0). Explique por 
que/no es diferenciable en (0, 0). 

41. a) D e una ex plication intuitiva del porque /(x, y) = 

Vx 2 + y 2 no es diferenciable en (0, 0). 
b) Despues de esto pruebe que / no es diferenciable en 
( 0 , 0 ). 

42. La longitud de los lados de la caja rectangular roja que se 
muestra en la FIGURA 13.4.7 son x, y y z. Considere que el 
volumen de la caja roja es V. Cuando se incrementan los 
lados de la caja en las cantidades Ax, Ay y Az obtenemos 
la caja rectangular que se ilustra en la figura que se traza 
en azul. Dibuje o trace la figura 13.4.7 sobre un pedazo 
de papel. Identifique por medio de colores diferentes las 
cantidades Ax, Ay, Az, AV, dV y A V - dV. 



FIGURA 13.4.7 Caja del problema 42 


= Proyectos 

43. Brazo robotico Un brazo de robot bidimensional cuyo 
hombro esta fijo en el origen sigue el rastro de su posicion 
por medio de un angulo del hombro 6 y un angulo del co- 
do cj) como se ilustra en la FIGURA 13.4.8. El angulo del hom¬ 
bro se mide en el sentido contrario de las manecillas del 
reloj desde el eje x y el angulo del codo se mide en esa 
misma direccion desde el brazo superior hasta el brazo 
inferior, los cuales tienen una longitud respectiva L y /. 

a ) La ubicacion de la union del codo esta dada por 
(x c , y c ), donde 

x c = L cos 6 , y c = L sen 6. 

Encuentre formulas correspondientes para la ubica¬ 
cion (x m , y m ) de la mano. 

b) Muestre que las diferenciales totales de x m y y m pue- 
den escribirse como 

dx m = ~y m d0 + (y c - y m )d<f> 
dy m = x m d0 + (x c - x m )d(f). 

c ) Suponga que L = l y que el brazo esta ubicado de 
manera que alcanza el punto (L, L). Suponga tambien 


FIGURA 13.4.6 Circuito en serie del problema 38 
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que el error en la medicion de cada uno de los angu- 
los 6 y <fi es a lo mas de ±1°. Calcule el error maximo 
aproximado en la coordenada x de la ubicacion de la 
mano para cada una de las dos posiciones posibles. 


(*c> y c ) 



FIGURA 13.4.8 Brazo robotico del problema 43 

44. Movimiento de proyectiles Se dispara un proyectil a 
un angulo 6 con velocidad v a traves de un abismo de 
ancho D hacia el muro del acantilado vertical que es 
esencialmente infinito tanto en la altura como en profun- 
didad. Vea la FIGURA 13.4.9. 

a) Si el proyectil solo esta sujeto a la fuerza de la grave- 
dad, demuestre que la altura H a la cual golpea el 
muro del acantilado como una funcion de las variables 
v y 0 esta dada por 

1 D 2 o 

H = D tan 6 — —g—rsec 2 6. 

2 v z 

[Sugerencia: Vea la seccion 10.2.] 


b) Calcule la diferencial total de H. 

c ) Suponga que D = 100 pies, g = 32 pies/s 2 , v = 100 
pies/s y 6 = 45°. Calcule H. 

d) Suponga, para los datos del inciso c), que el error en 
la medicion de v es a lo sumo ± 1 pies/s y que el error 
en la medicion de 9 es a lo sumo ±1°. Calcule el 
error maximo aproximado en H. 

e ) A1 dejar que D varie, H tambien puede considerarse 
como una funcion de tres variables. Encuentre la dife¬ 
rencial total de H. Empleando los datos de los incisos 
c ) Y d) y suponiendo que el error en la medicion D es 
a lo sumo ±2 pies/s, calcule el error maximo aproxi¬ 
mado en H. 



FIGURA 13.4.9 Abismo del problema 44 


13.5 Regia de la cadena 


■ Introduce ion La regia de la cadena para funciones de una sola variable indica que si y = f(x) 
es una funcion diferenciable de x, y x = g{t) es una funcion diferenciable de t, entonces la deri- 
vada de la funcion compuesta es 

dy = cfydx 

dt dx dt 

En esta seccion se extiende la regia de la cadena a funciones de varias variables. 


■ Regia de la cadena para derivadas ordinarias Si z - f(x, y) y x y y son funciones de una 
sola variable t, entonces el siguiente teorema indica como calcular la derivada ordinaria dz t / dt. 


Teorema 13.5.1 Regia de la cadena 

Suponga que z — fix, y) es diferenciable en (v, y) y x = g(t) y que y = h(t ) son funciones dife- 
renciables en t. Entonces z — f(g(t ), h(t)) es una funcion diferenciable de t y 

dz _ frzdx dzffy 

dt dx dt dy dt ^ 


EJEMPLO 1 


Regia de la cadena 


Si z = x 3 y — y 4 y x = It 2 , y = 


61, calcule dz/dt en t = 1. 


Solucion De (1) 

dz _ dz dx | dz dy 
dt dx dt dy dt 

= (3x 2 y)(4t) + (x 3 - 4y 3 )(l0t - 6). 

En este caso, en t = 1, x(l) = 2 y y(l) = —l, por lo que 

dz 
dt 


t= l 


(3- 4 •(-!))-4 + (8 + 4)-4 = 0. 
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Aunque no hay necesidad de hacerlo de esa manera, tambien podemos encontrar la deriva- 
da dz/dt en el ejemplo 1 al sustituir las funciones x = 2 t 2 , y = 5t 2 — 6t en z = x 3 y — y 4 y des¬ 
pues derivar la funcion resultante de una sola variable z — 8t 6 (5t 2 — 6 1) — (5 1 2 — 6 if con res- 
pecto a t. 


EJEMPLO 2 


Tasas relacionadas 


En el ejemplo 3 de la seccion 13.3 observamos que la funcion S(w, h) = 0.1091w 0425 /* 0725 rela- 
ciona el area de la superficie (pies cuadrados) del cuerpo de una persona como una funcion del 
peso w (en libras) y la altura h (en pulgadas). Encuentre la tasa a la cual S cambia cuando dw/dt 
= 10 lb/ano, dh/dt = 2.3 pulg/ano, w = 100 lb y h = 60 pulgadas. 


Solucion Con los simbolos w y h desempenando los papeles de x y y se deduce de (1) que la 
tasa de cambio de S con respecto al tiempo t es 


dS _ dS_ chy | dS dh 
dt dw dt dh dt 

= (0.1091)(0.425 )w-°- 575 h 0J25 ^ + (0.1091)(0.725 )w 0A25 h-° V5 ~ 
Cuando dw/dt = 10, dh/dt = 2.3, w = 100 y h = 60, el valor de la derivada es 


dS 

dt 


( 100 , 60 ) 


(0.1091 )(0.425)(100) _0-575 (60) 0/725 • (10) + (0.1091)(0.725)(100)°- 425 (60)“°- 275 • 
1.057. 


(2.3) 


Como dS/dt > 0, la superficie de la persona esta creciendo a una tasa de aproximadamente 
1.057 pies 2 por ano. ■ 


■ Regia de la cadena para derivadas parciales Para una funcion compuesta de dos variables 
z — /(x, y), donde x = g(u , v) y y = h(u , u), se esperarfan naturalmente dos formulas analogas 
a (1), ya que z — f(g(u , v), h(u , v)) y por ello pueden calcularse tanto dz/du como dz/dv. La 
regia de la cadena para funciones de dos variables se resume en el siguiente teorema. 


Teorema 13.5.2 Regia de la cadena 


Si z— f(x, y) es diferenciable y x = g(u, v) y y = h(u , v) tienen primeras derivadas parciales 
continuas, entonces 

dz _ dz dx | dz ^ dz _ dz dx | dz 

du dx du dy du ^ dv dx dv dy dv 


DEM0STRACI0N Probamos el segundo de los resultados en (2). Si A u = 0, entonces 
A z = f(g(u, v + Au), h(u , v + Au)) — f(g(u , v), h(u , v)) 

Ahora bien, si 

Ax = g(u , v + Au) — g(u , v) y A y = h(u , v + An) — h(u , u), 


entonces 

g(u , v + Au) = x + Ax y h(u , v + Au) = y + Ay. 

Por consiguiente, A z puede escribirse como 

A z — fix + Ax, y + Ay) — /(x, y). 

Puesto que/es diferenciable, se deduce de la formula de incremento (4) de la seccion 13.4 que 
A z puede escribirse como 

Az = -^Ax + -^-A y + 8! Ax + e 2 Ay, 
ax dy 
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donde, recuerde, s x y s 2 son funciones de Ax y Ay con la propiedad de que ^lim q 81 = 0 
y lim s 2 = 0. Puesto que s i ye 2 no son funciones definidas de manera unica, podemos 

J (Am, Au)->(0, 0) Z ^ V J L V 

encontrar siempre un par de funciones para las cuales e^O, 0) = 0, e 2 (0, 0) = 0- Por consiguien- 
te, Si y s 2 son continuas en (0, 0). Por tanto, 

_Az _ dz_ Ax dz_ Ay Ax Ay 

Au dx Au dy Au Sl Au &2 Au 

Ahora, tomando el limite de la ultima linea cuando Au —> 0 obtenemos 

dz_ _ dz_ dx dz + dx | „ dy _ dz dx | dz dy 

dv dx dv dy dv dv dv dx dv dy dv 

puesto que Ax y Ay se aproximan a cero cuando Au —> 0. ■ 


Regia de la cadena 


EJEMPLO 3 


Si z = x 2 — y 3 y x = e 2u 3v , y = sen(u 2 — u 2 ), determine dz/du y dz/dv. 

Solucion Como 


dx 

dx r, 2 u-3v 
du 

dx _ 2 u-3v 

dv 


dz 2 

~r~ = — 3y , 
dy 

dy 9 9 

— = 2u cos (u — v ), 
du 

dy 9 9 

-— = —2v cos (m — v ), 
dv 


vemos de (2) que dz /du y dz/du son, a su vez, 

^ = 2x(2e lu ~ 3v ) — 3y 2 [2u cos(u 2 - u 2 )] = 4 x^ 2m_3i; - 6uy 2 cos (u 2 — u 2 ) 

= 2x(-3e 2u - 3v ) - 3y 2 [-2v cos (u 2 - v 2 )] = -6xe 2u - iv + 6vy 2 cos (u 2 - v 2 ). ■ 

dv 

Desde luego, como en el ejemplo 1, podriamos sustituir las expresiones para x y y en la fun- 
cion original y encontrar despues las derivadas parciales dz/du y dz/dv de manera directa. Sin 
embargo, no hay una ventaja particular que se obtenga al hacerlo asi. 


■ Generalizaciones Los resultados dados en (1) y (2) se generalizan de inmediato a cualquier 
numero de variables. Si z = fix h x 2 , , x n ) es diferenciable en (x 1? x 2 , . . . , x n ) y si x h 

i = 1, ... ,n, son funciones diferenciables de una sola variable t , entonces (1) del teorema 
13.5.1 se convierte en 


dz _ dz_ dxyy dz_ dxi dz dx n 

dt dx x dt dx 2 dt dx n dt 

De manera similar, si z — fix i, x 2 , . . ., x n ) y cada una de las variables x l9 x 2 , x 3 , ... ,x n son fun¬ 
ciones de k variables zq, u 2 , u 3 ,, u h entonces bajo las mismas suposiciones que en el teore¬ 
ma 13.5.2, tenemos 

dz _ dz dx i ^ dz dx 2 ^ ^ dz dx n , 

du t dXi du t dx 2 du t dx n du t 

donde i = 1,2 ,... ,k. 

■ Diagramas de arbol Los resultados en (1) y (2) pueden memorizarse en terminos de diagra- 
mas de arbol. Los puntos en la FIGURA 13.5.1 a) indican que z depende de x y y; x y y dependen, a 
su vez, de u y u. Para calcular dz/du por ejemplo, leemos el diagrama verticalmente hacia abajo 
empezando desde z y siguiendo las dos trayectorias azules que llevan a x y y. Despues seguimos 
las trayectorias azules que conducen a u , multiplicamos las derivadas parciales en cada trayec- 
toria y luego sumamos los productos. Para calcular dz/dv empezamos en las dos trayectorias 
azules pero despues ramificamos en x y y hacia las trayectorias rojas para obtener u, multiplicar 
las derivadas parciales en cada segmento y despues sumar los productos. El resultado en (1) se 
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representa mediante el diagrama de arbol de la figura 13.5.1 b). Solo hay una rama que parte de 
x y de y puesto que estas variables dependen solo de la variable individual t. 


z 



a) b ) 

FIGURA 13.5.1 Diagramas de arbol: a) para (2) y b ) para (1) 


Empleamos los diagramas de arbol en los siguientes tres ejemplos para ilustrar casos espe- 
ciales de (3) y (4). 


EJEMPLO 4 


Regia de la cadena 


Si r = x 2 + y 5 z 3 y x = uve 2s , y = u 2 — v 2 s, z = sen(tmv 2 ), encuentre a) dr/du y b ) dr/ds. 


r 



FIGURA 13.5.2 Diagrama de 
arbol del ejemplo 4 


Solucion En este caso r es una funcion de tres variables x, y y z, y cada una es en si misma 
una funcion de tres variables u, v y s. Para construir un diagrama de arbol dibujamos tres tra- 
yectorias azules desde r hasta tres puntos denominados x, y y z. Luego, ya que x, y y z depen¬ 
den de tres variables, dibujamos tres trayectorias (azul, roja y verde) que parten de los puntos x, 
yyz hasta los puntos u, v y s. En cada uno de estos doce segmentos indicamos la derivada par- 
cial apropiada. Vea la FIGURA 13.5.2. Para calcular dr/du seguimos las tres trayectorias poligona- 
les azules que empiezan en r siempre hacia u en los tres diagramas. Formamos los productos de 
las derivadas parciales indicadas sobre cada segmento de las tres trayectorias poligonales azules 
hacia u y sumamos: 

dr _ dr dx dr dy + dr dz 
du dx du dy du dz du 

= 2x{ve ls ) + 5yV(2w) + 3y 5 z 2 (vs 2 cos (uvs 2 )). 

Ahora para calcular dr/ds empezamos desde r sobre las tres trayectorias poligonales azules 
en la figura 13.5.2 y luego ramificamos hacia las trayectorias verdes en x, y y z para llegar a s. 
A1 sumar los productos de la derivada parcial en cada segmento de las tres trayectorias poligo¬ 
nales que llevan a s obtenemos 


dr _ dr dx + dr dy dr dz 
ds dx ds dy ds dz ds 

= 2x(2uve 2s ) + 5 y 4 z 3 (~v 2 ) + 3y 5 z 2 (2uvs cos (uvs 2 )). ■ 


w 



FIGURA 13.5.3 Diagrama de 
arbol del ejemplo 5 


EJEMPLO 5 


Regia de la cadena 


Suponga que w = f(x, y, z) es una funcion diferenciable de x, y y z y x = g(u , v), y = h(u, v) y 
z = k(u , v) son funciones diferenciables de u y v. Construya un diagrama de arbol para calcular 
dw/du y dw/dv. 


Solucion Puesto que / es una funcion de tres variables x, y y z, y estas son funciones de dos 
variables u y v, el diagrama de arbol es como se ilustra en la FIGURA 13.5.3. Las derivadas parcia¬ 
les son entonces 


dw _ dvr dx dvr + dw dz 
du dx du dy du dz du 

dw _ dvr dx dvr dy + dvr 

dv dx dv dy dv dz dv 
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EJEMPLO 6 


Regia de la cadena 


Si z = u 2 v 3 w A y u = t 2 , v = 5t — 8,w = t 3 + t, determine dz/dt. 


Solucion En este caso el diagrama de arbol de la FIGURA 13.5.4 indica que 


dz 

dt 


_ dz did + dz_ chy + dz dw 
du dt dv dt dw dt 


= 2uv 3 w\2t) + 3u z v z w\5) + Au z v 5 w\3t z + 1), 


,2. ,2. .,4. 


2 4 ,,3/ 


■ Diferenciacion implicita Si la ecuacion F(x , y) = 0 define a una funcion 3 ; = fix) de mane- 
ra implicita, entonces F(x,f(x)) = 0 para toda x en el dominio de/. Recuerde de la seccion 3.6 
que encontramos la derivada dy/dx mediante un proceso llamado diferenciacion implicita. La 
derivada dy/dx tambien puede determinarse de la regia de la cadena. Si suponemos que 
w = F(x , y) y y = fix) son funciones diferenciables, entonces de (1) tenemos 


dw 

dx 


dx dy 

F x(x, y)^ + F y ( x . y)-£ 


dx 


(5) 


Puesto que w = F(x , y) = 0 y dx/dx = 1, (5) implica 


F x (x, y ) + F y (x, >’)/ = 0 


dy = F x (x, y) 
dx F y (x, y) 


siempre que F y (x , y) =£ 0. 

Ademas, si F(x , y, z) = 0 define implicitamente una funcion z — fix, y ), entonces 
F{x , y, f(x , y)) = 0 para toda (x, y) en el dominio de f Si w = F(x , y , z) es una funcion diferen- 
ciable y z = fix , y) es diferenciable enry y, entonces (3) produce 


dw 

dx 


dx 


dy 


dz 


Fx(x, F y (x, y,z)— + F z (x, y, z)~ 


dx 


dx 


( 6 ) 


Puesto que w = Fix , y, z) = 0, dx/dx = 1 y dy/dx 
F x (x, y, z) + F ? (x,y, z)/ = 0 


0 , ( 6 ) produce 

dz = F x (x, y, z) 
dx F z {x,y,z) 


siempre que F z (x, y, z) =£ 0. La derivada parcial dz/ dy puede obtenerse de manera similar. 
Resumimos estos resultados en el siguiente teorema. 


Teorema 13.5.3 Diferenciacion implicita 

i) Si w = Fix, y) es diferenciable yy= fix) es una funcion diferenciable de x definida impli- 
citamente por Fix , y) = 0 , entonces 

dy = F^c, y) 

dx F y (x, y) U) 

donde F y (x, y) ¥= 0. 

ii) Si w = F(x, y, z) es diferenciable y z = fix, y) es una funcion diferenciable de x y y defi¬ 
nida implicitamente por Fix, y, z) = 0, entonces 

dz = FJx, y, z) 
dx Fix, y, z) 

donde Fix, y, z) =h 0. 


dz _ F y (x, y, z) 
dy F z (x, y, z) ’ 


EJEMPLO 7 


Diferenciacion implicita 


a) Encuentre dy/dx si x 2 — 4xy — 3 y 2 =10. 

b) Encuentre dz/dy si x 2 y — 5 xy 2 = 2yz — 4z 3 


z 



du dv dw 

dt dt dt 


t t t 

FIGURA 13.5.4 Diagrama de 
arbol del ejemplo 6 
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Solucion 

a) Sea F{x , y) = x 2 — 4xy — 3 y 2 — 10. Entonces definimos y como una funcion de x por 
medio de F(x, y) = 0. En este caso, F x = 2x — 4y y F y = —4x~ 6 y, y consecuente- 
mente por (7) del teorema 13.5.3 tenemos 

dy F x (x, y) 2x — 4y x — 2 y 

dx 7y(x, y) —4x~ 6y 2x + 3 y 

Se le pide al lector verificar este resultado mediante el procedimiento de la seccion 3.6. 

b ) Sea F(x, y, z) = x 2 y — 5 xy 2 — 2yz + 4z 3 . Entonces definimos z como una funcion de x 
y y mediante F(x, y, z) = 0. Puesto que F y = x 2 — lOxy — 2z y F z = — 2y + 12z 2 , 
concluimos de (8) en el teorema 13.5.3 que 

dz y* x 2 ~ 10xy — 2z x 2 — lOxy - 2 z 

dy F z (x, y, z) -2 y + 12z 2 2y - 12z 2 


Ejercicios 13.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre la derivada indicada. 

1. z = ln(x 2 + y 2 ); x = I 2 , y = t~ 2 \ ^ 

~ 'X A ‘Xf r- dz 

2. z — xry — xy ; x = e , y = sec 5 1\ — 


3. z = cos(3x + 4y); x = 2t + — y = - 

. xv 4 0 , - dz 

4 - Z = e; x = 2t~T\ ,y = 3f + 5; -Jt 


5. p = 


; r = u 2 , s = — t = V u; 


1 


2s + t 


_ 7 T dz 

f 4 ’ dt 


t =o 

dp 


du 


xy 


dr 


6. r = —x = cos s,y = sen s, z = tan s ; — 

7 3 ds 


16. s = p 2 + q 2 - r 2 + 4t\ p = 0e 36> , g = cos(0 + 0), 

r=4>e\t = 24 > + 80; § 

En los problemas 17-20, encuentre dy/dx mediante dos metodos: 
a) diferenciacion implicita y 
Z>) el teorema 13.5.3/). 

17. x 3 - 2x 2 y 2 + y = 1 18. x + 2y 2 = 

19. y = sen xy 20. (x + y) 2 / 3 = xy 

En los problemas 21-24, emplee el teorema 13.5.3//) para 
encontrar dz/dx y dz/dy. 

21. x 2 + y 2 - z 2 = 1 22. x 2 / 3 + y 2 / 3 + z 2/3 = a 2 ! 3 

23. xyV + x 2 - y 2 = 5z 2 24. z = In (xyz) 


En los problemas 7-16, determine las derivadas parciales indi- 
cadas. 


_ xv 2 3 2 dz dz 

7. z = e xy ; x = ur,y = u - v ; —, — 

du dv 

o 2 a 2 3 3 i 3 dz dz 

8. z = x cos 4y; x = u v , y = u + it; — , —- 

du dv 

9. z = 4x - 5y 2 ; x = u 4 - 8u 3 , y = (2u - v) 2 ; 

du dv 

^ — y W V 2 dz dz 

10. z = —;—; x = -, y = —; —, — 

x + y v u du dv 

11. w = (u 2 + u 2 ) 3//2 ; w = e~ l sen 6,v = e~ f cos 0 ; 

<9£ du 

12. w = tan 1 Vnu; u = r 2 - s 2 , v = r 2 s 2 ; ^ 

dr ds 


^ ~ „ 9 4 „2 _,,2 2 2 <97? <97? 

13. 7? = rrr; r = ue , s = ve \ t = e \ —, — 

du dv 

. 2-1 * , - 1 * 52 

14. Q = ln( 7 ?^r); p = t sen x, ^ = —, r = tan , — 

p / C/X dt 


15 . 


W = Vx 2 + 

y = —cosh rs\ 
u 


x = InCrs + tu ), 
dw dw dw 
dt ’ dr’ du 


25. Si F y G tienen segundas derivadas parciales, muestre que 
u{x , 0 = F(x + at) + G(x — at) satisface la ecuacion 
de onda 

2 d 2 U d 2 U 

a —r = t- 
^x 2 ^/ 2 


26. 


27. 


Sea 7) = x + at y £; = x — at. Muestre que la ecuacion 
de onda del problema 25 se convierte en 


d 2 u 

dr]d£; 


= 0 , 


donde u = /(r/, £). 

Si w = /(x, y) y x = r cos 6, y = r sen 9 , muestre que la 

ecuacion de Laplace d 2 u/dx 2 


+ 


d 2 u/dy 2 = 0 se vuelve 


cfT/ + J_ Fu + }_dhy 
dr* r dr ^ dQ 2 


28. Si z = /(«) es una funcion diferenciable de una variable 
y u = g(x, y) posee primeras derivadas parciales, enton¬ 
ces, ^cuales son dz/dx y dz/dyl 

29. Emplee el resultado del problema 28 con el fin de mos- 
trar que para cualquier funcion diferenciable /, z = 
f(y/x) satisface la ecuacion diferencial parcial xdz/dx + 
ydz/dy 0. 
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30. Si u = f{r) y r — Vx 2 + y 2 , muestre que la ecuacion de 
Laplace d 2 u/dx 2 + d 2 u/dy 2 = 0 se transforma en 

d 2 w 1 Jw _ 

dr 2 r dr 

31. La funcion error definida por erf(x) = (2/ 

es importante en matematicas aplicadas. Muestre que 
u{x , t) = A + 2? erf(x/ V4&/), A y B constantes, satisfa- 
cen la ecuacion de difusion unidimensional 

, d 2 U _ du 

dx 2 ~x~t 

= Aplicaciones 

32. El voltaje en los extremos de un conductor aumenta a una 
tasa de 2 volts/min y la resistencia disminuye a razon de 
1 ohm/min. Emplee I = E/R y la regia de la cadena para 
calcular la tasa a la cual la corriente que circula por el con¬ 
ductor esta cambiando cuando R = 50 ohms y E = 60 volts. 

33. La longitud del lado marcado x del triangulo de la FIGURA 
13.5.5 aumenta a una tasa de 0.3 cm/s, el lado marcado y 
crece a una tasa de 0.5 cm/s y el angulo incluido 9 aumen¬ 
ta a una tasa de 0.1 rad/s. Emplee la regia de la cadena para 
determinar la tasa a la cual el area del triangulo esta cam¬ 
biando en el instante x = 10 cm, y = 8 cm y 6 = tt/6. 



y 


FIGURA 13.5.5 Triangulo del problema 33 

34. La ecuacion de estado de Van der Waals para un gas 
real C0 2 es 

0.087 _ L6 

F V- 0.0427 y 2 ’ 

Si dT/dt y dV/dt son las tasas a las cuales cambian, res- 
pectivamente, la temperatura y el volumen, utilice la re¬ 
gia de la cadena para determinar dP/dt. 

35. Un bebe crece a una tasa de 2 pulg/ano y gana peso a una 
tasa de 4.2 lb/ano. Utilice S' = 0.1091w° 425 /z 0725 y la regia 
de la cadena para determinar la tasa a la cual el area su¬ 
perficial del bebe esta cambiando cuando este pesa 25 lb 
y mide 29 pulg de altura. 

36. Una particula se mueve en el espacio tridimensional de 
manera que sus coordenadas en cualquier tiempo son x = 
4 cos t, y = 4 sen t, z = 5t, t > 0. Emplee la regia de la 
cadena para encontrar la tasa a la cual su distancia 

w = Vx 2 + y 2 + z 2 

a partir del origen esta cambiando en t = 5 tt/2 segundos. 

37. La ecuacion de estado correspondiente a un sistema ter- 
modinamico es F(P, V,T) = 0, donde P, V y T son la 
presion, el volumen y la temperatura, respectivamente. Si 
la ecuacion define a V como una funcion de P y T, y tam- 
bien define a T como una funcion de U y P, muestre que 

dF 

dv = _ ar = _i_ 

dr dF dr’ 

dV dV 


38. Dos barcos de la guardia costera (denotados por A y B en 
la FIGURA 13.5.6), separados por una distancia de 500 yar- 
das, descubren a un barco sospechoso C con orientacio- 
nes relativas 6 y <fi como se ilustra en la figura. 

a) Utilice la ley de los senos para expresar la distancia r 
de A y C en terminos de 0 y cj). 

b) ^Cuan lejos esta C de A cuando 6 = 62° y 4> = 75°? 

c) Suponga que en el momento especificado en el inciso 
b ), el angulo 6 esta creciendo a una tasa de 5° por 
minuto, mientras que <fi esta disminuyendo a una tasa 
de 10° por minuto. ^La distancia de C a A crece o 
decrece? i A que tasa? 



FIGURA 13.5.6 Barcos del problema 38 


39. Un resonador de Helmholtz es cualquier recipiente con 
un cuello y una abertura (tal como una jarra o una bote- 
11a de cerveza). Cuando se sopla el aire a traves de la 
abertura, el resonador produce un sonido caracterfstico 
cuya frecuencia, en ciclos por segundo, es 


/= 


c rx 

2t7V IV 9 


donde A es el area de la seccion transversal de la abertu¬ 
ra, l es la longitud del cuello, V es el volumen del reci¬ 
piente (sin contar el cuello) y c es la velocidad del soni¬ 
do (aproximadamente 330 m/s). Vea la FIGURA 13.5.7. 

a) dQue frecuencia sonora producira una botella si tiene 
una abertura circular de 2 cm de diametro, un cuello 
de 6 cm de largo y un volumen de 100 cm 3 ? [Sugeren- 
cia: Asegurese de convertir c a cm/s.] 

b) Suponga que el volumen de la botella en el inciso a ) 
esta disminuyendo a una tasa de 10 cm 3 /s, mientras 
que su cuello se adelgaza a una tasa de 1 cm/s. En el 
instante especificado en el inciso a) (esto es, V = 100, 
/ = 6) <4a frecuencia esta creciendo o decreciendo? 



FIGURA 13.5.7 Recipiente del problema 39 
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= Piense en ello 

40. a) Suponga que w = F(x, y, z) y y = g(x), z = h(x). Di- 

buje un diagrama de arbol apropiado y encuentre una 
expresion para dw/dx. 

b) Suponga que w = xy 2 — 2yz + x y y = In x, z = e x . 
Emplee la regia de la cadena para determinar dw/dx. 

41. Suponga que z = F(u, v, w), donde u = F(t h t 2 , t 3 , t 4 ), 
v = g(t h t 2 , t 3 ,t 4 )yw = h(ti, t 2 , t 3 , t 4 ). Dibuje un diagra- 
ma de arbol apropiado y encuentre expresiones para las 
derivadas parciales dz/dt 2 y dz/dt 4 . 

42. Suponga que w = F(x, y, z, u) es diferenciable y u = 
fix , y, z) es una funcion diferenciable de x, y y z definida 
implicitamente por f(x, y, z, u) = 0. Encuentre expresio¬ 
nes para du/dx, du/dy y du/dz- 


43. Utilice los resultados del problema 42 para encontrar 
du/dx , du/dy y du/dz si u es una funcion diferenciable de 
x, y y z definida implicitamente por — xyz + x 2 yu + 2 xy 3 u 
- u 4 = 8. 

44. a) Se dice que una funcion/es homogenea de grado n 

si/(Ax, Ay) = A n /(x, y). Si/tiene primeras derivadas 
parciales, muestre que 


b) Verifique que/(x, y) = 4x 2 y 3 — 3xy 4 + x 5 es una fun¬ 
cion homogenea de grado 5. 

c) Verifique que la funcion en el inciso b) satisface la 
ecuacion diferencial del inciso a). 

d) Reexamine el problema 29. Conjeture acerca de si 
z = /(y/x) es homogenea. 


13.6 Derivada direccional 

■ Introduce ion En la seccion 13.3 vimos que las derivadas parciales dz/ dx y dz/ dy son las tasas 
de cambio de la funcion z = fix, y) en las direcciones que son paralelas al eje x o al eje y, res- 
pectivamente. En la presente seccion generalizaremos la nocion de derivadas parciales mostran- 
do como encontrar la tasa de cambio de/en una direccion arbitraria. Para hacerlo es convenien- 
te introducir una nueva funcion vectorial cuyas componentes son derivadas parciales. 


El gradiente de una funcion Cuando el operador diferencial 


V = i— + j— 
dx *dy 


Y7 _ • d . d d 

V — l- l- jt f k— 
dx dy dz 


se aplica a una funcion z = fix, y) ow = fix, y, z), obtenemos una funcion vectorial muy util. 


Definicion 13.6.1 Gradientes 


0 Suponga que/es una funcion de dos variables x y y cuyas derivadas parciales f x y f y exis- 
ten. Entonces el gradiente de / se define como 


df df 

VU.y) = + p- 


CD 


ii) Suponga que / es una funcion de tres variables x, y y z cuyas derivadas parciales f x , f y 
yf existen. Entonces el gradiente de /se define como 


V/(x, y, z) 


V. 

dx 1 


, d f. , d f . 
+ + ^ k - 


( 2 ) 


El simbolo V es una delta griega mayuscula invertida, que se denomina del o nabla. El sim- 
bolo V/suele leerse “grad/”. 


Gradiente de una funcion de dos variables 


EJEMPLO 1 


Calcule V/(x, y) para/(x, y) = 5y — x 3 y 2 . 

Solucion De (1), 


V/(x,v) = ^(5y - xV)i + f(5y - x } y 2 )j 
= -3x 2 y 2 i + (5 - 2x 3 y)j. 






13.6 Derivada direccional 


719 


Gradiente de una funcion de tres variables 


EJEMPLO 2 


Si fix, y, z) = xy 2 + 3x 2 - z 3 , determine V/(x, y, z) en (2, —1,4). 

Solucion De (2), 


V/(x, y, z) = (y 2 + 6x)i + 2xyj - 3z 2 k 

y por ello V/(2, -1, 4) = 13i - 4j - 48k. ■ 

El gradiente de una funcion / tiene muchas aplicaciones. Veremos despues que V/desem- 
pena un importante papel en la generalizacion del concepto de derivada parcial. 


■ Una generalizacion de la diferenciacion parcial Recuerde que las derivadas parciales dz/dx 
y dzj dy producen la pendiente de una recta tangente a la traza, o curva de interseccion, de una 
superficie dada por z — fix, y) y pianos verticales que son, respectivamente, paralelos a los ejes 
de coordenadas x y y . De manera equivalente, dz/dx es la tasa de cambio de la funcion / en la 
direccion dada por el vector i, y dz/dy es la tasa de cambio de z = fix, y) en la direccion j. No 
hay razon para restringir nuestra atencion solo a dos direcciones; podemos encontrar la tasa de 
cambio de una funcion diferencial en cualquier direccion. Vea la FIGURA 13.6.1. Suponga que Ax y 
Ay denotan incrementos en x y y, respectivamente, y que u = cos Oi + sen 6 j es un vector unita- 
rio en el piano xy que forma un angulo 9 con el eje positivo x y que es paralelo al vector v de 
(x, y, 0) a (x + Ax, y + Ay, 0). Si h = V(Ax ) 2 + (Ay ) 2 > 0, entonces v = hu. Ademas, con- 
sidere que el piano perpendicular al piano xy que contiene estos puntos corta la superficie 
z = f(x, y) en una curva C. Preguntamos: 

• ^Cual es la pendiente de la recta tangente a C en el punto P con coordenadas (x, y,/(x, y)) 
en la direccion dada por v? 

Vea la FIGURA 13.6.2. 


z =/ (x, y) 



la direccion dada 
por el vector u? 


FIGURA 13.6.1 El vector u determina la direccion 



FIGURA 13.6.2 ^Cual es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en PI 


De la figura 13.6.2, vemos que Ax = h cos 6 y Ay = h sen 6 , por lo que la pendiente de la 
recta secante indicada que pasa por los puntos P y R sobre C es 


fix + Ax, y + Ay) - fix, y) fix + h cos 0,y + h sen 6) - fix , y) 
h = h 


(3) 


Esperamos que la pendiente de la tangente en P sea el limite de (3) cuando h—> 0. Esta pen¬ 
diente es la tasa de cambio de / en P en la direccion especificada por el vector unitario u. Esto 
nos lleva a la siguiente definicion. 



















720 CAPITULO 13 Derivadas parciales 


Definicion 13.6.2 Derivada direccional 

La derivada direccional de una funcion z — fix, y) en (v, y) en la direccion del vector unita- 
rio u = cos Oi + sen 9 j esta dada por 

fix + h cos 6, y + h sen 6) - fix, y) 

D u f(x, y ) = lim- h - ’ (4) 

siempre que el limite exista. 


Observe que (4) es realmente una generalizacion de (1) y (2) de la seccion 13.3, puesto que: 


6 = 0 implica que D { f(x, y) = lim 

/i—>o 


fjx + h,y) ~ f(x , y) 
h 


fa, 

dx 


y 


6 = — implica que D^f(x, y) = lim 


fjx, y + h) ~ fjx , y) 
h 


dz 

dy 


■ Calculo de una derivada direccional Si bien (4) podria utilizarse para encontrar D u f(x , y) 
relativa a una funcion dada, como es usual buscaremos un procedimiento mas eficiente. El 
siguiente teorema muestra como el concepto de gradiente de una funcion desempena un papel 
fundamental en el calculo de una derivada direccional. 


Teorema 13.6.1 Calculo de una derivada direccional 

Si z— fix , y) es una funcion diferenciable de x y y, y u = cos Oi + sen 6 j es un vector unitario, 
entonces 

DJ(x, y) = V/(x, y) ■ u. (5) 


DEM0STRACI0N Sean x, y y 6 fijas de manera que 

git ) = fix + t cos 0, y + t sen 6) 

es una funcion de una sola variable t. Deseamos comparar el valor de g\0 ), el cual se encuentra 
mediante dos metodos diferentes. Primero, por la definicion de una derivada, 

, /m „ g(0 + h) - g(0 ) f(x + h cos e, y + h sen 6 ) - fix, y) 

g i 0 ) = lim- - -= lim- 7 - • ( 6 ) 

° o h o h 

Segundo, por la regia de la cadena (1) de la seccion 13.5, 

g\t) = fix + t cos 6, y + t sen $) + t cos 6) +/ 2 (x + t cos 9, y + t sen 0)^(y + t sen 9) 

= fix + t cos 9, y + t sen 0)cos 9 + fix + t cos 9, y + t sen 0)sen 9. (7) 

Aqui los subindices 1 y 2 se refieren a las derivadas parciales de/(x + t cos 9, y + t sen 9) res- 
pecto a x + t cos 9 y y + t sen 9. Cuando t = 0, advertimos que v + t cos 9 y y + t sen 0 son sim- 
plemente x y y, y en consecuencia (7) se convierte en 

g'(0) = fix, v) cos 0 + / v (x, y) sen 6. 

A1 comparar (4), ( 6 ) y ( 8 ) se produce entonces 

D u fix, y) = fix, y) cos 6 + fix, y) sen 6 

= \f(*,y )i + fix,y) j] • (cos Oi + sen Oj) 

= V/(x, y) ■ u. 


(8) 
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EJEMPLO 3 


Derivada direccional 


Determine la derivada direccional de/(x, y) = 2 x 2 y 3 + 6xy en (1, 1) en la direccion del vector 
unitario cuyo angulo con el eje x positivo sea ir/6. 

Solucion Puesto que df/dx = 4xy 3 + 6y y df/dy = 6x 2 y 2 + 6x tenemos de (1) de la definicion 
13.6.1, 


V/(x, y) = (4xy 3 + 6y)i + (6x 2 y 2 + 6x)j y 
Ahora bien, en 6 = 7r/6, u + cos 6\ + sen Oj se convierte en 


V/( 1, 1) = 10i + 12j. 


u 


V3 


2 ' + 7 ? 


Por tanto, por (5) del teorema 13.6.1, 

A/(l, 1) = v/(l, 1) • u = (lOi + 12j) • (±V3i + |j) = 5 V3 + 6. ■ 

Es importante que usted recuerde que el vector u en el teorema 13.6.1 es un vector unitario. 
Si un vector v no unitario especifica una direccion, entonces para utilizar (5) debemos normali- 
zar v y utilizar u = v/|v|. 


EJEMPLO 4 


Derivada direccional 


Considere el piano que es perpendicular al piano xy y que pasa por los puntos P( 2, 1) y Q( 3, 2). 
^Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de este piano con la super- 
ficie/(x, y) = 4x 2 + y 2 en (2, 1, 17) en la direccion de Q1 


Solucion Queremos determinar D u f( 2, 1) en la direccion dada por el vector PQ = i + j. Sin 
embargo, puesto que PQ no es un vector unitario, formamos 


En este caso, 


u = j: PO = —H—^=j. 

|PQ| V2 V2 J 


V/(x, y) = 8xi + 2yj y V/(2, 1) = 16i + 2j. 

Por tanto, de (5) la pendiente que se desea es 

A,/(2, 1) = (16i + 2j) • (^i + ^=j) = 9V2. 


■ Funciones de tres variables Para una funcion w = /(x, y, z) la derivada direccional esta defi- 
nida por 

fix + h cos a, y + h cos /3, z + h cos y) — fix , y, z) 

D u /(x,y,z) = lfm- - -* 

donde a, (3 y y son los angulos direccionales del vector u medidos con relacion a los ejes x, y y 
z, respectivamente.* No obstante, de la misma manera que antes, podemos demostrar que 

D u f(x, y, z ) = V/O, y, z) ■ u. (9) 

Note que, puesto que u es un vector unitario, de (11) de la seccion 11.3 se deduce que 

D u f(x, y) = comp u V/(x, y) y £>„/(.v, z) = comp u V/(x, y, z). 

Ademas, (9) revela que 

D k f(x, y, z) = yry- 


Advierta que el numerador de (4) puede escribirse como fix + h cos a, y + h cos (3) — fix, y), donde /3 = (tt/2) — a. 
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EJEMPLO 5 


Derivada direccional 


Encuentre la derivada direccional de/(x, y, z) = xy 2 — 4 x 2 y + z 2 en (1, — 1, 2) en la direccion 
de v = 6i + 2j + 3k. 

Solucion Tenemos df/dx = y 2 — 8 xy, df/dy = 2xy — 4x 2 y df/dz = 2z, por lo que 

V/(x, y, z) = (y 2 ~ 8xy)i + (2xy - 4x 2 )j + 2zk 
V/( l,-l,2) = 9i-6j + 4k. 

1 6 2 3 

Puesto que |v| = |6i + 2j + 3k| =7 entonces u = = —i + + — k 

es un vector unitario en la direccion indicada. De (9) obtenemos 

D u f( 1, -1, 2) = (9i - 6j + 4k) • (|i + |j + |k) = y• ■ 


■ Valor maximo de la derivada direccional Considere que/representa una funcion de dos o 
tres variables. Puesto que (5) y (9) expresan la derivada direccional como un producto punto, 
vemos del teorema 11.3.2 que 

Ai/= V/-U = |V/| |u|cos (f> = |V/|cos <f>, (|m| = 1), (10) 

donde 0 es el angulo entre V/yu que satisface 0 < 0 < tt. Debido a que —1 < cos 0 < 1 se 
deduce de (10) que 

-|V/| ^ £>„/< |V/|. 


En otras palabras: 

• El valor maximo de la derivada direccional es | V/| y ocurre cuando u tiene 
la misma direccion que V/ (cuando cos 0=1), 


(ID 


y 


El valor minimo de la derivada direccional es — | V/| y ocurre cuando u y V/tienen 
direcciones opuestas (cuando cos 0 = — 1). 


( 12 ) 


EJEMPLO 6 


Valor maximo de la derivada direccional 


En el ejemplo 5 el valor maximo de la derivada direccional de / en (1, —1,2) es 
| V/(l, -1, 2)| = Vl33. El valor minimo de D u /(1, -1, 2) es entonces - Vl33. ■ 



I Puntos gradielites en la direccion del incremento mas rapido de f Puesto de otra forma, (11) 
y (12) establecen que: 

• El vector gradiente V/ apunta en la direccion en la cual / crece con mayor rapidez, en 
tanto que —V/ apunta en la direccion en la cual/decrece con mayor rapidez. 


EJEMPLO 7 


Un modelo matematico 


a) 



b) 

FIGURA 13.6.3 Modelo de la 
colina inclinada del ejemplo 7 


Cada ano en Los Angeles hay una carrera de bicicletas hasta la cima de una colina por un cami- 
no conocido como el mas inclinado de la ciudad. Para entender por que un ciclista, con un mini- 
mo de cordura, ascendera en zigzag por el camino, vamos a suponer que la grafica f(x , y) = 
4 — §Vx 2 + y 2 , 0 < z < 4, que se muestra en la FIGURA 13.6.3a), es un modelo matematico de la 
colina. El gradiente de/es 


V/(v,y) = - 


^ L Vx 2 + y 2 Vx 2 + y 2 - 


2 1 

^ Vx 2 + y 2 


donde r = — xi — yj es un vector que apunta hacia el centro de la base circular. 

Entonces, la subida mas inclinada por la colina es un camino recto cuya proyeccion en el 
piano xy es un radio de la base circular. Puesto que D u f = comp U V/, un ciclista realizara zigzag, 
o buscara una direccion u distinta a V/, para reducir esta componente. Yea la figura 13.6.3 b). ■ 
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EJEMPLO 8 


Un modelo matematico 


La temperatura en un caja rectangular se aproxima mediante el modelo matematico 
T(x, y, z) = xyz( 1 - x)(2 - y )(3 - z), 0 < x < 1, 0 < y < 2, 0 < z < 3. Si un mosquito se 
ubica en Q, 1 , l), ^en que direccion deberia volar para enfriarse tan rapido como sea posible? 


Solucion El gradiente de T es 

V 7(x, y, z) = yz(2 - y)(3 ~ z)(l ~ 2x)i + xz(l - x)(3 ~ z )(2 - 2 y)j +xy( 1 - x )(2 - y)(3 - 2 z)k. 


Por tanto, 



Para enfriarse con la mayor rapidez, el mosquito debe volar en la direccion de \k; esto es, debe 
volar hacia el piso de la caja, donde la temperatura es 7(x, y, 0 ) = 0 . ■ 


Ejercicios 13.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-42. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, calcule el gradiente para la funcion dada. 

1 . fix, y) = x 2 - x 3 y 2 + / 2. f(x, y) = y ~ e~ 2x2y 

xy 2 

3. Fix, y, z) = —r 4. G(x, y, z) = xy cos yz 

zr 

En los problemas 5-8, determine el gradiente de la funcion 
dada en el punto indicado. 

5. /(x,y)=x 2 -4y 2 ; (2,4) 

6 . fix, y) = Vx 3 y - y 4 ; (3, 2 ) 

7. fix, y, z ) = x 2 z 2 sen 4y; (—2, 7t/3, 1) 

8 . fix, y, z ) = ln(x 2 + y 2 + z 2 ); (-4, 3, 5) 

En los problemas 9 y 10, emplee la definicion 13.6.2 para 
encontrar D u f(x, y) dado que u forma el angulo indicado con 
el eje positivo. 

9. fix, y) = x 2 + y 2 ; 6 = 30° 

10. fix, y) = 3x - y 2 ; 0 = 45° 

En los problemas 11-20, encuentre la derivada direccional de 
la funcion dada en el punto indicado en la direccion senalada. 

11. fix, y) = 5x 3 y 6 ; (-1, 1), 8 = tt/6 

12. f(x, y) = 4x + xy 2 - 5y; (3, - 1), 0 = n/4 

13. f(x, y) = tan -1 ^; ( 2 , -2), i - 3j 

14. fix, y) = ( 2 , — 1 ), 6 i + 8 j 

15. fix, y) = ixy + l) 2 ; (3, 2), en la direccion de (5, 3) 

16. fix, y) = x 2 tan y\ (}, 7 t/ 3 ), en la direccion del eje v ne- 
gativo. 

17. Fix, y, z) = xV(2z + l) 2 ; (1, -1, 1), <0, 3, 3) 

2 _ 2 

18. Fix, y, z) = ~ — y~\ (2, 4, -1), i - 2j + k 

zr 

19. fix, y, z) = Vx 2 y + 2 y 2 z\ (- 2 , 2 , 1 ), en la direccion 
del eje z negativo. 

20. fix, y, z) = 2x — y 2 + z 2 ; (4, —4, 2), en la direccion 

del origen. 


En los problemas 21 y 22, considere el piano que pasa por los 
puntos P y Q y que es perpendicular al piano xy. Encuentre la 
pendiente de la tangente en el punto indicado a la curva de 
interseccion de este piano y la grafica de la funcion dada en la 
direccion de Q. 

21. fix, y) = (x — y) 2 ; P(4. 2), 2(0, 1); (4,2,4) 

22. fix, y) = x 3 - 5xy + y 2 ; P(l, 1), Q(- 1, 6 ); (1, 1, -3) 

En los problemas 23-26, encuentre un vector que produzca la 
direccion en la cual la funcion dada aumenta mas rapidamen- 
te en el punto indicado. Encuentre la tasa maxima. 

23. fix, y) = e 2x seny; (0, tt/4) 24. fix, y) = xye x ~ y -, (5, 5) 

25. fix, y, z) = x 2 + 4xz + 2yz 2 ; (1,2,-1) 

26. fix, y, z) = xyz; (3, 1, -5) 

En los problemas 27-30, encuentre un vector que produzca la 
direccion en la cual la funcion dada disminuye mas rapida- 
mente en el punto que se indica. Determine la tasa minima. 

27. fix, y) = tan(x 2 + y 2 ); (V 77 / 6 , V 77 / 6 ) 

28. fix, y) = x 3 - y 3 ; ( 2 , - 2 ) 

29. fix, y, z) = Vxz e y \ (16, 0, 9) 

30. fix, y,z) = ln~; (iif) 

31. Encuentre la(s) derivada(s) direccional(es) de fix, y) = 
x + y 2 en (3, 4) en la direccion de un vector tangente a la 
grafica de 2x 2 + y 2 = 9 en (2, 1). 

32. Si fix, y) = x 2 + xy + y 2 — x, encuentre todos los pun¬ 
tos donde D u /(x, y) en la direccion de u = (l/ V2)(i + j) 
es cero. 

33. Suponga Vfia, b) = 4i + 3j. Encuentre un vector unita- 
rio u de manera que 

a) D u fia, b) = 0 

b) D u fia, b) es un maximo 

c ) D u fia, b) es un minimo 

34. Suponga D u fia, b) = 6 . ^Cual es el valor de D- U fia, b)l 

35. a) Si fix, y) = x 3 — 3x 2 y 2 + y 3 , encuentre la derivada 

direccional de / en un punto (x, y) en la direccion de 
u = (l/VTo)(3i + j). 

b) Si Fix, y) = D u f(x, y) en el inciso a), determine 
D u Fix, y). 
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36. Suponga D u f(a , b) = 7, D y f(a, b) = 3, u = j y 

v = j^i + yfj. Determine V/(ri, &). 

37. Si /(x, y) = x 3 — 12x + y 2 — lOy, encuentre todos los 
puntos en los cuales | V/| = 0. 

38. Si /(x, y) = x 2 — §y 2 , dibuje entonces el conjunto de 
puntos en el piano xy para los cuales | V/| = 10. 

= Aplicaciones 

39. Considere la placa rectangular que se muestra en la FIG LI¬ 
RA 13.6.4. La temperatura en el punto (x, y) sobre la placa 
esta dada por T(x, y) = 5 + 2x 2 + y 2 . Determine la 
direccion que un insecto seguiria, empezando en (4, 2), 
con el fin de enfriarse lo mas rapidamente posible. 



- (4 ’ 2) 

m' 


1 


FIGURA 13.6.4 Insecto sobre 
una placa del problema 39 


40. En el problema 39 observe que para (0, 0) es el punto mas 
frio de la placa. Encuentre la trayectoria de busqueda de 
enfriamiento del insecto, empezando en (4, 2), que el in¬ 
secto seguiria hacia el origen. Si (x(t), y(t)) es la ecuacion 
vectorial de la trayectoria, entonces use el hecho de que 
— VT(x, y) = (x'(t),y'(t)). iC ual es la razon de lo ante¬ 
rior? [ Sugerencia : Revise la seccion 8.1.] 

41. La temperatura T en el punto (x, y) sobre una placa de metal 
rectangular esta dada por P(x, y) = 100 — 2x 2 — y 2 . En¬ 
cuentre la trayectoria que tomaria una particula que busca 
calor, empezando en (3, 4), cuando esta se mueve en la 


direccion en la cual la temperatura aumenta con mayor 
rapidez. 

42. La temperatura T en un punto (x, y, z) en el espacio es 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de 
(x, y, z) al origen. Sabemos que T( 0,0, 1) = 500. En¬ 
cuentre la tasa de cambio de la temperatura Ten (2, 3, 3) en 
la direccion de (3, 1, 1). [En cual direccion a partir de 
(2, 3, 3) la temperatura T aumenta con mayor rapidez? En 
(2, 3,3), ^cual es la maxima tasa de cambio de T1 

43. Considere el potencial gravitacional 


U(x,y) = 


— Gin 
Vx 2 + y 2 


donde Gym son constantes. Muestre que U crece o 
decrece con mayor rapidez a lo largo de una recta que 
pasa por el origen. 


= Piense en ello 

44. Encuentre una funcion/tal que 

V/= (3x 2 + y 3 + ye xy ) i + (-2y 2 + 3xy 2 + xe xy )y 

En los problemas 45-48, suponga que/y g son funciones dife- 
renciables de dos variables. Demuestre la identidad dada. 

45. V(cf) = cVf 46. V(/+ g) = V/+ Vg 

/A g^f — fVg 

47. V(/g) =fVg + gVf 48. V^J = J ^ 

49. Sir = xi + yiyr = |r|, entonces muestre que Vr = r/r. 

50. Emplee el problema 49 para mostrar que V/(r) = f'{r) r/ r. 

51. Sea f x , f y , f xy , f yx continua y u y v vectores unitarios. Mues¬ 
tre que D u D x f = D x D u f. 

52. Si F(x, y, z) = /i(x, y, z) i + / 2 (x, y, z) j + / 3 (x, y, z) k, de¬ 
termine V X F. 


13.7 Pianos tangentes y rectas normales 

■ Introduce ion En la seccion 13.4 se menciono que el analogo tridimensional de una recta tan- 
gente a una curva es un piano tangente a una superficie. Para obtener una ecuacion de un piano 
tangente en un punto sobre una superficie debemos regresar a la nocion del gradiente de una fun- 
cion de dos o tres variables. 


■ Interpretation geometrica del gradiente Suponga que/(x, y) = c es la curva de nivel de la 
funcion diferenciable de dos variables z — /(x, y) que pasa por un punto especificado P(x 0 , y 0 ); 
esto es, el numero c se define mediante/(x 0 , y 0 ) — c. Si la curva de nivel se parametriza median- 
te las funciones diferenciables 


X = x(0, y = yit) tal que x 0 = x(t 0 ), y 0 = y(t 0 ), 


entonces por la regia de la cadena, (1) de la seccion 13.5, la derivada de/(x(7), y(£)) — c con res- 
pecto a t esta dada por 


(rfdx + Qfdy 
dx dt dy dt 


( 1 ) 


Al introducir los vectores 
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(1) puede escribirse como el producto punto V/- r' = 0. Especificamente, en t = t 0 , tenemos 

Vf(x 0 ,y 0 )-r%) = 0. (2) 

Entonces, si r'(fo) ^ 0, el vector V/(jc 0 , y 0 ) es ortogonal al vector tangente r'(fo) en P( x o> yo)- 
Interpretamos que esto significa lo siguiente: 

• El gradiente V/ es perpendicular a la curva de nivel en P. 

Yea la FIGURA 13.7.1. 


Gradiente en un punto sobre una curva de nivel 


EJEMPLO 1 


Encuentre la curva de nivel de/(x, y) = —x 2 + y 2 que pasa por (2, 3). Grafique el gradiente en 
el punto. 


Solucion Puesto que/(2, 3) = —4 + 9 = 5, la curva de nivel es la hiperbola —v 2 + y 2 = 5. 
Ahora bien, 


V/(jc, y) = —2xi + 2yj y porello V/(2, 3) = — 4i + 6j. 

La FIGURA 13.7.2 muestra la curva de nivel y el gradiente V/(2, 3). ■ 

■ Interpretacion geometrica del gradiente (continuacion) Procediendo como antes, sea 
F(x, y, z) = c la superficie de nivel de una funcion diferenciable de tres variables w = F(x, y, z) 
que pasa por P(x 0 , yo, Zo)- Si las funciones diferenciables x = x(t ), y = y(t ), z — z(t) son las 
ecuaciones parametricas de una curva C sobre las superficies para las cuales x 0 = x(t 0 ), 
y 0 = y(t 0 ), z 0 = z(t 0 ), entonces por (3) de la seccion 13.5, la derivada de F(x(t ), y{t ), z{t)) = c con 
respecto a t es 

frFdx + dFdy + frFdz = 
dx dt dy dt dz dt 


curva de nivel 



FIGURA 13.7.1 El gradiente es 
perpendicular a la curva de nivel 



ejemplo 1 


o 


dF. dF. 
dx 1 dy^ 






(3) 


En particular, en t = t 0 , (3) se convierte en 


VF(v 0 , y 0? Zo) • r'(t 0 ) = 0. (4) 

Entonces, (4) muestra que cuando r'(*o) ^ 0 el vector VF(x 0 , y 0? ^o) es ortogonal al vector tan¬ 
gente r'(*o)- Puesto que este argumento se cumple para cualquier curva diferenciable que pasa 
por P(xq, y 0 > Zo) sobre la superficie, concluimos que: 

• El gradiente VF es perpendicular (normal) a la superficie de nivel en P. 

Yea la FIGURA 13.7.3. 



FIGURA 13.7.3 El gradiente es 
perpendicular a una superficie 
de nivel 


EJEMPLO 2 


Gradiente en un punto sobre una superficie de nivel 


Encuentre la superficie de nivel de F(x, y, z) = v 2 + y 2 + z 2 que pasa por (1, 1, 1). Grafique el 
gradiente en el punto. 


Solucion Puesto que F(l, 1, 1) = 3, la superficie de nivel que pasa por (1, 1, 1) es la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 3. El gradiente de la funcion es 


VF(*, y, z) = 2xi + 2yj + 2zk 


y por ello, en el punto dado, 


VF(1, 1, 1) = 2i + 2j + 2k. 

La superficie de nivel y VF(1, 1, 1) se ilustran en la FIGURA 13.7.4. ■ 

■ Plano tangente En capitulos anteriores encontramos ecuaciones de rectas tangentes a grafi- 
cas de funciones. En el espacio tridimensional podemos resolver ahora el problema analogo de 


z t 



FIGURA 13.7.4 El gradiente es 
perpendicular a la esfera del 
ejemplo 2 
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determinar las ecuaciones de piano tangente a superficies. Suponemos tambien que 
w = F(x, y, z) es una funcion diferenciable y que se da una superficie mediante F(x, y, z) = c, 
donde c es una constante. 


piano tangente en 

ZJ , /(x 0 , jy 0 , z 0 ) 

VF(x 0 , y 0 , zq) 



FIGURA 13.7.5 Plano tangente a 
una superficie 


Definicion 13.7.1 Plano tangente 

Sea P(x 0 , y 0 , Zo) un punto sobre la grafica de la superficie de nivel F(x, y, z) = c donde VF no 
es 0. El piano tangente en P(x 0 , y 0 , Zo) es aquel piano que pasa por P y que es perpendicular a 
VF(x 0 , y 0 , Zo)- 


De tal manera, si P(x, y, z) y P(x 0 , y 0 , Zo) son puntos sobre el piano tangente y r = 
xi + yj + zk y r 0 = x 0 i + y 0 j + z 0 k son sus respectivos vectores de posicion, una ecuacion vec¬ 
torial del piano tangente es 

VF(x 0 , jo, Zo) • (r - r 0 ) = 0, 

donde r — r 0 = (x — jc 0 )i + (y — y 0 )j + (z ~ Zo)k. Vea la FIGURA 13.7.5. Resumimos este ultimo 
resultado. 


Teorema 13.7.1 Ecuacion de un piano tangente 

Sea P(x 0 , y 0 , Zq) un punto sobre la grafica de F(x, y, z) = c, donde VF no es 0. Entonces una 
ecuacion del piano tangente en P es 

P x (x 0 , yo, Zo)(x - Xo) + F y (x o, y 0? z 0 )(y ~ y 0 ) + F z (x 0 , y 0? ^o)fe “ ^o) = 0- (5) 



FIGURA 13.7.6 Plano tangente 
del ejemplo 3 


Ecuacion de un piano tangente 


EJEMPLO 3 


Encuentre una ecuacion del piano tangente a la grafica de la esferax 2 + y 2 + z 2 = 3 en (1, 1, 1). 

Solucion A1 definir F(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 , encontramos que la esfera dada es la superficie 
de nivel F(x , y, z) = F( 1, 1, 1) = 3 que pasa por (1, 1, 1). En este caso, 

F x (x, y, z) = 2x, F y (x, y, z) = 2y y F z (x, y, z) = 2 z 

por lo que 

VF(x, y, z) = 2x\ + 2yj + 2zk y VF( 1, 1, 1) = 2i + 2j + 2k. 

Concluimos de (5) que una ecuacion del piano tangente es 

2(x — 1) + 2(y — 1) + 2(z — 1) = 0 o x + y + z = 3. 

Con la ayuda de un SAC el piano tangente se muestra en la FIGURA 13.7.6. ■ 


■ Superficies dadas por z = f(x, y) En el caso de una superficie dada explicitamente me¬ 
diante una funcion diferenciable z = fix , y), definimos F(x, y, z) = fix , y) — z o 
F{x, y, z) = z ~ fix , y). Asi, un punto (v 0 , y 0 , z 0 ) est ^ sobre la grafica de z = fix , y) si y solo si 
se encuentra tambien sobre la superficie de nivel Fix, y, z) = 0. Lo anterior sigue de 
Fix o, y 0 , Zo) = fix o, Jo) “ z 0 = 0. En este caso, 


F x =f x ix,y), F y = f y ix, y), F z = -1 

y por ello (5) se convierte en 

fxix o, yo)(* “ xq) + fyix o, y 0 )(y - y 0 ) - (z - z 0 ) = 0 

O z = fix 0 , y 0 ) + fxix 0 , y 0 )ix ~ x 0 ) + f y ix 0 , y 0 )(y - y 0 ). (6) 

Una comparacion directa de (6) con (7) de la seccion 13.4 muestra que una linealizacion L(x, y) 
de una funcion z — fix, y) que es diferenciable en un punto (x 0 , yo) es una ecuacion de un piano 
tangente en (x 0 , yo). 
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EJEMPLO 4 


Ecuacion de un piano tangente 


Encuentre una ecuacion de un piano tangente a la grafica del paraboloide z — \x 2 + \y 2 + 4 en 
(1,-1,5). 


Solucion Definimos F(x , y, z) = ^x 2 + \y 2 — z + 4 de manera que la superficie de nivel de F 
que pasa por el punto dado es F{x , y, z) = F( 1, —1,5) o F(x , y, z) = 0. En este caso F* = x, 
F y = y y F z = — 1, por lo que 

VF(v, y, z) = xi + yj - k y VF(1, -1, 5) = i - j - k. 

Por consiguiente, de (5) la ecuacion deseada es 

(x — 1) — (y + 1) — (z ~ 5) = 0 o -x + y + z = 3. 

Veala FIGURA 13.7.7. ■ 

■ Recta normal Sea F(x 0 , y 0 , Zo) un punto sobre la grafica de F(x , y, z) = c donde VF no es 0. 
La recta que contiene a F(x 0 , y 0 , Zo) que es paralela a VF(x 0 , y 0 , £o) se denomina recta normal a 
la superficie en F. La recta normal es perpendicular al piano tangente a la superficie en F. 



del ejemplo 4 


EJEMPLO 5 


Recta normal 


Encuentre ecuaciones parametricas para la recta normal a la superficie del ejemplo 4 en 
(1,-1,5). 


Solucion Un vector dedireccion para la recta normal en(l, — 1, 5)es VF(1, —1,5) = i — j — k. 
Se sigue de (4) de la seccion 11.5 que las ecuaciones parametricas para la recta normal son 
x = 1 + t,y = -1 - t,z = 5 - t. M 


Expresada como ecuaciones simetricas, la recta normal a la superficie F(x, y, z) = c en 
P(x o, yo> Zo) esta dada por 

* - *0 = y - Jo = Z - Zo 

F x (x 0 , y 0 > Zo) F y (x o, y 0 > Zq) F z (x 0 , y 0 , z 0 ) 

En el ejemplo 5, usted debe verificar que las ecuaciones simetricas de la recta normal en 
(1, -1, 5) son 

i y + i z - 5 


V/ NOTAS DESDE EL AULA 

El agua que fluye hacia abajo por una colina elige una trayectoria en la direccion del mayor 
cambio en la altura. La FIGURA 13.7.8 muestra los contornos, o curvas de nivel, de una colina. 
Como se muestra en la figura, una corriente que empieza en el punto F seguira una trayecto¬ 
ria que es perpendicular a los contornos. Despues de leer las secciones 13.7 y 13.8 usted debe 
ser capaz de explicar la razon. 



FIGURA 13.7.8 Corriente que 
fluye colina abajo 


Ejercicios 13.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-42. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-12, dibuje la curva o superficie de nivel que 
pasa por el punto indicado. Dibuje el gradiente en el punto. 

1. f(x, y) = x - 2y; (6,1) 

y + 2x 

2. fix, v) = ' ^ ; (1,3) 

3. f(x, y) = y - x 2 ; (2, 5) 

4. f(x, y) = x 2 + y 2 ; (-1,3) 

x 2 y 2 

5 . f(x,y) = - + y ~- (-2,-3) 

y 2 

6 . f{x,y) = y ~- (2,2) 


7. fix, y) = (x — l) 2 — y 2 \ (1,1) 

8 ' f(x ’ y) = ^en7 ; (^d) 

9. fix, y, z) = y + z; (3,1,1) 

10. fix, y, z) = x 2 + y 2 - z; (1, 1, 3) 

11. Fix, y, z ) = Vx 2 + / + z 2 ; (3, 4, 0) 

12. Fix, y, z) = x 2 - y 2 + z; (0,-1, 1) 

En los problemas 13 y 14, determine los puntos sobre la superfi¬ 
cie dada en los cuales el gradiente es paralelo al vector indicado. 

13. z = x 2 + y 2 ; 4i + j + |k 

14. x 3 + y 1 + z = 15; 27i + 8j + k 
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En los problemas 15-24, encuentre una ecuacion del piano tan- 
gente a la grafica de la ecuacion dada en el punto que se indica. 

15. x 2 + y 2 + z 2 = 9; (-2, 2, 1) 

16. 5x 2 - y 2 + 4z 2 = 8; (2, 4, 1) 

17. x 2 -y 2 -3z 2 = 5; (6, 2, 3) 

18. xy + yz + zx = 7; (1, -3, -5) 

19. z = 25 - x 2 - y 2 ; (3, -4, 0) 

20. xz = 6; (2, 0, 3) 

21. z — cos(2x + y); (tt/2, 7t/4, — 1/V2) 

22. x 2 y 3 + 6z = 10; (2, 1, 1) 

23. z = ln(x 2 + y 2 ); (l/V2, 1/V2, 0) 

24. z = 8e~ 2y sen 4x; (tt/24, 0, 4) 

En los problemas 25 y 26, determine los puntos sobre la 
superficie dada en la cual el piano tangente es paralelo al 
piano indicado. 


25. x 2 + y 2 + z 2 = 7; 2x + Ay + 6z = 1 

26. x 2 - 2y 2 - 3z 2 = 33; 8x + 4y + 6z = 5 

27. Encuentre los puntos sobre la superficie x 2 + 4x + y 2 + 
z 2 — 2z = 11 en los cuales el piano tangente es horizontal. 

28. Encuentre los puntos sobre la superficie x 2 + 3y 2 + 
4z 2 — 2xy = 16 en los cuales el piano tangente es parale¬ 
lo a 

a ) el piano xz, 

b) el piano yz y 

c ) el piano xy. 


En los problemas 29 y 30, muestre que la segunda ecuacion 
es la de un piano tangente a la grafica de la primera ecuacion 
en (x 0 , y 0 , Zo). 



xxq yyp zzp 
a 2 b 2 c 2 


XXq 

Jl 


b 2 

m 


+ ^0 


= 1 

= 1 


En los problemas 31 y 32, encuentre ecuaciones parametricas 
para la recta normal en el punto indicado. 

31. x 2 + 2y 2 + z 2 = 4; (1, -1, 1) 

32. z = 2x 2 — 4y 2 ; (3, -2, 2) 


En los problemas 33 y 34, determine ecuaciones simetricas 
para la recta normal en el punto indicado. 

33. z = 4x 2 + 9y 2 + 1; (U, 3) 

34. x 2 + y 2 - z 2 = 0; (3, 4, 5) 

= Piense en ello 

35. Muestre que todo piano tangente a la grafica z 2 = x 2 + y 2 
pasa por el origen. 

36. Muestre que la suma de las intersecciones con los ejes x, 
y y z de todo piano tangente a la grafica de Vx + Vy + 
Vz = VS, a > 0, es el numero a. 

37. Muestre que toda recta normal a la grafica de x 2 + y 2 + 
z = a 2 pasa por el origen. 

38. Se afirma que dos superficies son ortogonales en el 
punto P de interseccion si sus rectas normales son per- 
pendiculares en P. Demuestre que si VF(x 0 , y 0 , Zo) ^ 0 y 
VG(x 0 , y 0 , Zo) ^ 0, entonces las superficies dadas por 
F(x , y, z) = 0 y G(x, y, z) = 0 son ortogonales en 
P(xq, y 0 , z 0 ) si y solo si 

F X G X + F y G y + F Z G Z = 0 

en P. 

En los problemas 39 y 40, emplee el resultado del problema 
38 para mostrar que las superficies dadas son ortogonales en 
un punto de interseccion. Las superficies del problema 39 se 
presentan en la FIGURA 13.7.9. 

39. x 2 + y 2 + z 2 = 25; x 2 + y 2 - z 2 = 0 

40. x 2 - y 2 + z 2 = 4; z= 1/xy 2 



FIGURA 13.7.9 Superficies ortogonales del 
problema 39 


13.8 Extremos de funciones multivariables 



mini mo 
relativo 


FIGURA 13.8.1 Extremos relativos 
de/ 


■ Introduccion Como se muestra en la FIGURA 13.8.1, una funcion/de dos variables puede tener 
maximos relativos y nhnimos relativos. En esta seccion exploramos una manera de determinar 
estos extremos. Puesto que muchos de los conceptos considerados en esta seccion son las con- 
trapartes tridimensionales de las importantes definiciones y teoremas del capitulo 4 para funcio¬ 
nes de una sola variable, se recomienda un repaso de las secciones 4.3 y 4.7. 

■ Extremos Empezamos con la definicion de extremos relativos o locales para funciones de 
dos variables x y y. 
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Definicion 13.8.1 Extremos relativos 

i ) Un numero f{a, b) es un maximo relativo de una funcion z — fix, y) si fix, y) < f(a, Z?) 
para todo (x, y) en algun disco abierto que contenga a ia, b). 

ii ) Un numero /(a, Z?) es un minimo relativo de una funcion z — /(x, y) si /(x, y) > /(a, Z?) 
para todo (x, y) en algun disco abierto que contenga a ia, b). 


En aras de la discusion suponga que (< a, b) es un punto interior de una region rectangular R 
en la cual/tiene un maximo relativo en el punto (a, b,f(a, b)) y, ademas, suponga que en las pri- 
meras derivadas parciales de/existen en (a, b). Entonces como advertimos en la FIGURA 13.8.2, 
sobre la curva C\ de inter seccion de la superficie y el piano x = a, la recta tangente en 
ia, b,f(a, b)) es horizontal y por ello su pendiente en el punto es f y ia, b) = 0. Similarmente, 
sobre la curva C 2 , la cual es la traza de la superficie en el piano y = b, tenemos f x (a, b) = 0. 

maximo 



FIGURA 13.8.2 Maximo relativo de una funcion/ 

Dicho de otra manera, como lo hicimos en el espacio bidimensional, podemos argumentar 
que un punto sobre la grafica de y = fix) donde la recta tangente es horizontal muchas veces 
conduce a un extremo relativo. En el espacio tridimensional podemos buscar un piano tangente 
horizontal a la grafica de una funcion z = fix , y). Si/tiene un maximo o minimo relativo en un 
punto ia,b) y las primeras parciales existen en el punto, entonces una ecuacion del piano tan¬ 
gente en ia , b,fia , b)) es 

z - f(a, b) = f x (a, b)ix - a) + f y (a, b)(y ~ b). (1) 

Si el piano es horizontal, su ecuacion debe ser z = constante, o de manera mas especifica, z — 
fia , b). Utilizando este ultimo hecho, podemos concluir de (1) que debemos tener f x ia, b) = 0 y 

fy(a, b) = 0. 

Esta discusion sugiere el siguiente teorema. 


Teorema 13.8.1 Extremos relativos 

Si una funcion z — fix, y) tiene un extremo relativo en el punto ia, b) y si las primeras 
derivadas parciales existen en este punto, entonces 

f x ia, b) = 0 y f y ia, b) = 0. 


■ Puntos criticos En la seccion 4.3 definimos un numero critico c de una funcion/de una 
sola variable v como un numero en su dominio para el cual/'(c) = 0 o /'(c) no existe. En la defi¬ 
nicion que sigue definimos un punto critico de una funcion/de dos variables x y y. 


Definicion 13.8.2 Puntos criticos 

Un punto critico de una funcion z = fix, y) es un punto ia, b) en el dominio de / para el 
cual f x ia, b) = 0 y f y ia, b) = 0, o si una de sus derivadas parciales no existe en el punto. 
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Repase la section 4.7 para la 
relation entre la segunda deriva- 
da y la concavidad. 


Los puntos criticos corresponden a puntos donde / podrfa posiblemente tener un extremo 
relativo. En algunos libros los puntos criticos tambien reciben el nombre de puntos estaciona- 
rios. En el caso en que las primeras derivadas parciales existan, notamos que un punto critico 
(a, b) se encuentra al resolver las ecuaciones 

f x (x, y) = 0 y f y (x, y) = 0 

simultaneamente. 


Puntos criticos 


EJEMPLO 1 


Encuentre todos los puntos criticos para/(x, y) = x 3 + y 3 — 21 x — 12 y. 
Solucion Las primeras derivadas parciales son 


f x (x,y) = 3x 2 — 27 


fy(x, y) = 3/ - 12. 


Por consiguiente, f x (x, y) = 0 y f y (x, y) = 0 implican que 


x 2 = 9 


y 2 = 4 


y por ello x = ±3, y = ±2. Entonces, hay cuatro puntos criticos (3, 2), ( — 3, 2), (3, —2) y 
(-3, -2). ■ 


■ Prueba de las segundas derivadas parciales El siguiente teorema da condiciones suficien- 
tes para establecer extremos relativos. No se dara la demostracion del teorema. En terminos 
generates, el teorema 13.8.2 es analogo a la prueba de la segunda derivada (teorema 4.7.3). 


Teorema 13.8.2 Prueba de las segundas derivadas parciales 

Sea ( a , b) un punto critico de z = f(x, y) y suponga que f xx , f yy y f xy son continuas en un disco 
centrado en (a, b). Considere que 

D(x, y ) = fjx, y)f yy (x, y) - [f xy (x, y) ] 2 . 

0 Si D(a , b) > 0 y f xx (a, b) > 0, entonces f(a, b) es un minimo relativo. 

ii) Si D(a , b) > 0 y f xx (a, b) < 0, entonces/(a, b) es un maximo relativo. 

Hi) Si D(a , b) < 0, entonces ( a , b,f(a , b)) no es un extremo relativo. 

iv) Si D(a , b) = 0, entonces la prueba no es concluyente. 


Si usted se siente comodo al trabajar con determinantes, la funcion D(x , y) puede escribirse 
como 


D(x , y) = 


f xx (x, y) 

fxy(x, y) 


fxyix , y) 
fyy(x, y) 


EJEMPLO 2 


Empleo de la prueba de las segundas derivadas parciales 


Determine los extremos de f(x, y) = 4x 2 + 2 y 2 — 2xy — lOy — 2x. 


Solucion Las primeras derivadas parciales son 

fxfc y) = ~ 2y ~ 2 y f y (x, y) = 4y - 2x - 10. 

Al resolver las ecuaciones simultaneas 

8v — 2y = 2 y —2x + 4y = 10 
obtenemos un punto critico (1, 3). En este caso, 

fxx(x,y) = 8, fyy(x,y) = 4, f xy (x,y) = -2 

y por ello D(x, y) = (8)(4) - (-2) 2 = 28. Debido a D(l, 3) > 0 yf xx (l, 3) > 0, se deduce de 
la parte i) del teorema 13.8.2 que/(l, 3) = —16 es un minimo relativo. ■ 
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EJEMPLO 3 


Empleo de la prueba de las segundas derivadas parciales 


La grafica de f(x,y ) = y 2 — x 2 es el paraboloide hiperbolico dado en la FIGURA 13.8.3. De 
f x (x 9 y) = —2x yf y (x, y) = 2y vemos que ( 0 , 0 ) es un punto critico y que/( 0 , 0 ) = 0 es el unico 
extremo posible de la funcion. Sin embargo, antes de usar la prueba de las segundas derivadas 
parciales, observe que 


m y) = V 2 3= o y f(x, 0) = -X 2 < 0 


indica que en una vecindad de ( 0 , 0 ), los puntos a lo largo del eje y corresponden a valores de la 
funcion que son may ores o iguales a/( 0 , 0 ) = 0 y los puntos a lo largo del eje x corresponden a 
valores de la funcion que son menores o iguales a/(0, 0) = 0. Por consiguiente, podemos afir- 
mar que/( 0 , 0 ) = 0 no es un extremo. 

La conclusion anterior es consistente con los resultados de la prueba de las segundas deri¬ 
vadas parciales. De f xx (x,y ) = — 2, f yy (x 9 y) = 2 9 f xy (x,y) = 0 vemos que en el punto critico 
( 0 , 0 ), 

D( o, 0 ) = fjo, 0 ) 4 ( 0 , 0 ) - [ 4 ( 0 , 0)] 2 

= (—2)(2) - (0 ) 2 = -4 < 0. 

Por consiguiente, concluimos del inciso in) del teorema 13.8.2 que/(0, 0) = 0 no es un extre¬ 
mo relativo. ■ 


El punto (0, 0) en el ejemplo 3 se dice que es un punto silla de la funcion. En general, el 
punto critico (a, b) en el caso Hi) del teorema 13.8.2 es un punto silla. Si D(a , b) < 0 para 
un punto critico (a, b) 9 entonces la grafica de la funcion/se comporta esencialmente como el 
paraboloide hiperbolico en forma de silla de montar en la vecindad de (a, b). 


EJEMPLO 4 


Encuentre los extremos para f(x 9 y) = 4 xy — x 1 — y 1 — \4x + 4y + 10. 

Solucion Las primeras derivadas parciales son f x {x , y) = 4y — 2x — 14 y f y (x 9 y) = 
4x — 2y + 4. Encontramos entonces que la unica solucion del sistema 

4y — 2x — 14 = 0 y 4x — 2y + 4 = 0 

es x = 1 y y = 4; esto es, (1, 4) es un punto critico. En este caso 9 f xx {x 9 y) = —2 9 f yy {x, y) = ~2 y 
fxy(x 9 y) = 4 muestra que 

D(l, 4) = (—2)(—2) - (4 ) 2 < 0 

y por ello/(l, 4) no es un extremo debido a que (1, 4) es un punto silla. La grafica de/genera- 
da por computadora de la FIGURA 13.8.4 sugiere la caracteristica de la forma de paraboloide hiper¬ 
bolico en una proximidad cercana a (1, 4). ■ 


Empleo de la prueba de las segundas derivadas parciales 


EJEMPLO 5 


Encuentre los extremos de/(x, y) = x 3 + y 3 — 3x 2 — 3 y 2 — 9x. 

Solucion De las primeras derivadas parciales 

f x (x, y) = 3.v 2 - 6 .v - 9 = 3(x - 3)(x + 1), fix, y) = 3y 2 -6y = 3y(y - 2) 
y las ecuaciones 

(x - 3)(x + 1) = 0 y 37(37 — 2) = 0 
encontramos que hay cuatro puntos criticos: (3, 0), (3, 2), (—1, 0), (—1, 2). Puesto que 


4 = 6 x - 6 , 4 = 6y - 6, 4 = 0 

se deduce que D(x,y) = 36(x — l)(y — 1). La prueba de las segundas derivadas parciales se 
resume en la siguiente tabla. 


punto 



FIGURA 13.8.3 Paraboloide 
hiperbolico del ejemplo 3 



FIGURA 13.8.4 Grafica de la 
funcion del ejemplo 4 
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z 


FIGURA 13.8.5 Grafica de la 
funcion del ejemplo 5 



Punto 

critico (a, b) 

D(a, b) 

fxx(a, b) 

/(«, b) 

Conclusion 

(3,0) 

negativo 

positivo 

-27 

no extremo 

(3, 2) 

positivo 

positivo 

-31 

mm. relativo 

(-1,0) 

positivo 

negativo 

5 

max. relativo 

(-1,2) 

negativo 

negativo 

1 

no extremo 


Un estudio de la grafica de/de la FIGURA 13.8.5 muestra claramente el maximo y el mmimo. ■ 


■ Extremos en conjuntos acotados cerrados Recuerde que el teorema del valor extremo para 
una funcion/de una variable x (teorema 4.3.1) establece que si/es continua en un intervalo 
cerrado [a, b], entonces/posee siempre un maximo absolute y un mmimo absolute en el inter¬ 
valo. Tambien vimos que estos extremos absolutos sobre [a, b] ocurren en un punto extremo del 
intervalo o en un numero critico c en el intervalo abierto ( a , b). A continuacion se presenta el 
teorema del valor extremo para una funcion / de dos variables xy y que es continua sobre un 
conjunto R cerrado y acotado en el piano xy. 


Teorema 13.8.3 Teorema del valor extremo 

Una funcion/de dos variables xy y que es continua sobre un conjunto R cerrado y acotado 
tiene siempre un maximo absolute y un mmimo absoluto sobre R. 


En otras palabras, cuando x = /(x, y) es continua sobre R , hay numeros/(x 1? yq) y/(x 2 , y 2 ) 
tales que/(x 1? yq) < /(x, z) ^ /(x 2 , y 2 ) para todo (x, y) en R. Los valores/(x 1? yq) y/(x 2 , y 2 ) son, 
respectivamente, el maximo y mmimo absolutos sobre el conjunto cerrado R. 

Analogo a los extremos de puntos extremos, una funcion de dos variables puede tener extre¬ 
mos frontera; esto es, extremos sobre la frontera del conjunto cerrado. 


Gufas para encontrar los extremos sobre un conjunto R cerrado y acotado 

i ) Encuentre el valor de / en los puntos criticos de / en R. 

ii) Encuentre todos los valores extremos de / sobre la frontera de R. 

El valor mas grande de la funcion en la lista de valores obtenidos de los pasos i) y ii) es 
el maximo absoluto de / sobre R ; el valor mas pequeno de la funcion de esta lista es el 
mmimo absoluto de / sobre R. 


Recuerde que R recibe el 
nombre de disco cerrado. 


EJEMPLO 6 


Determinacion de extremos absolutos 


Puesto que /(x, y) = 6x 2 — 8x + 2y 2 — 5 es una funcion polinomial, esta es continua sobre un 
► conjunto cerrado R definido por x 2 + y 2 < 1. Encuentre sus extremos absolutos sobre R. 


Solucion Encontramos primero cualesquiera puntos criticos de / en el interior de R. De 
f x (x, y) = 12x — 8 yf y (x, y) = 4y, asi como de 


12x - 8 = 0, 4y = 0 

obtenemos el punto critico (§, 0). Como (f) + 0 2 < 1 , el punto esta en el interior de R. 

Con el fin de examinar / en la frontera de la region, representamos la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1 por medio de ecuaciones parametricas x = cos t,y= sen t, 0 < t < 2tt. Entonces, 
sobre la frontera podemos escribir/como una funcion de una sola variable t\ 


Fit) = /(cos t , sen t) = 6 cos 2 t — 8 cos t + 2 sen 2 1 — 5. 
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Procedemos ahora como en la seccion 4.3. A1 diferenciar F con respecto ary simplificar, obte- 
nemos 

F\t) = 8 sen r(-cos t + 1). 

Por consiguiente, F'{t) = 0 implica que sen t = 0 o cos t = 1. A partir de estas ecuaciones encon- 
tramos que el unico numero critico de F en el intervalo abierto (0, 2tt) es t = tt. En este nume- 
ro x = cos 77 — 1, y — sen 77 = 0 de manera que el punto correspondiente en R es (—1, 0). Los 
puntos extremos del intervalo del parametro [ 0 , 277 ], t = 0 y t = 277, corresponden ambos al 
punto (1, 0) en R. De los valores de la funcion 

/(§, 0 ) = -y, /(-1, 0) = 9, /(1, 0) = -7 

vemos que el maximo absoluto de / sobre R es /(—1,0) = 9 y el mmimo absoluto es 

f(i 0 ) = -?• - 

En el ejemplo 6 , podemos entender lo que esta sucediendo al completar el cuadrado en x y 
reescribir la funcion/como 

f(x, y) = 6 (x - |J + 2(y - 0) 2 - ~ ( 2 ) 

A partir de (2) es evidente que el “vertice” del paraboloide corresponde al punto interior (|, 0) 
del disco cerrado definido por x 2 + y 2 < 1 y que/(|, 0) = —y. La FIGURA 13.8.6a) muestra una 
perspectiva de la grafica de /; en la figura 13.8.6Z?) hemos superpuesto las graficas de 
z — 6 x 2 — 8 x + 2y 2 — 5 y el cilindro definido por x 2 + y 2 = 1 sobre los mismos ejes de coor- 
denadas. En la parte b) de la figura, el extremo de la frontera/(—1,0) = 9 se marca mediante el 
punto rojo. 



FIGURA 13.8.6 Grafica de la funcion en a); interseccion del cilindro y la superficie en b ) 


dz 

NOTAS DESDE EL AULA 


0 La prueba de las segundas derivadas parciales tiene un caso inclusivo al igual que la prue- 
ba de la segunda derivada. Recuerde que si c es un numero critico de una funcion 
y = f{x), entonces la parte iii) del teorema 4.7.3 nos lleva a utilizar la prueba de la 
primera derivada cuando /"(/) = 0. Desafortunadamente, para funciones de dos varia¬ 
bles no hay una prueba conveniente de la primera derivada a la cual recurrir cuando ( a , b) 
es un punto critico para el cual D(a , b) = 0. 
ii) El metodo de solucion para el sistema 

y*(x, y) = 0, f y (x, y) = 0 

no siempre sera obvio, en especial cuando f x y f y no son lineales. No dude en ejercitar sus 
habilidades algebraicas en los problemas que siguen. 
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Ejercicios 13.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-42. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-20, encuentre los extremos relativos de la 

funcion indicada. 

1. /(x,y) = x 2 + y 2 + 5 

2. fix, y ) = 4x 2 + 8/ 

3. f{x, y) = —x 2 - y 2 + 8x + 6y 

4. fix, y) = 3x 2 + 2 y 2 - 6x + 8 y 

5. fix, y) = 5x 2 + 5y 2 + 20x - 10 y + 40 

6 . fix, y) = —4x 2 — 2 y 2 — 8x + 12y + 5 

7. fix, y) = 4x 3 + y 3 - I2x - 3y 

8. fix, y) = -x 3 + 2y 3 + 21 x - 24y + 3 

9. /(x, y) = 2x 2 + 4y 2 — 2xy — lOx — 2y + 2 

10. /(x, y) = 5x 2 + 5y 2 + 5xy - lOx - 5y + 18 

11. fix, y) = i2x - 5 )iy - 4) 

12. /(x,y) = (x + 5)(2y + 6) 

13. fix, y) = —2x 3 — 2y 3 + 6xy +10 

14. fix, y) = x 3 + y 3 - 6xy + 27 

15. fix, y) = xy — — — — + 8 

x y 

16. f(x,y) = -3 x 2 y — 3 xy 2 + 36xy 

17. fix, y) = xe x sen y 

18. fix,y) = ^ 2 -W+4, 

19. fix, y) = sen x + sen y 

20. fix, y) = sen xy 

21. Determine tres numeros positivos cuya suma sea 21, tal 
que su producto P sea un maximo. [Sugerencia: Exprese 
P como una funcion de solo dos variables.] 

22. Determine las dimensiones de una caja rectangular con un 
volumen de 1 pie 3 que tiene un area superficial minima S. 

23. Encuentre el punto sobre el piano x + 2y + z — 1 mas 
cercano al origen. [Sugerencia: Considere el cuadrado de 
la distancia.] 

24. Encuentre la distancia minima entre el punto (2, 3, 1) y el 
piano x + y + z = 1 . 

25. Encuentre todos los puntos sobre la superficie xyz = 8 
que son los mas cercanos al origen. Determine la distan¬ 
cia minima. 

26. Encuentre la distancia mas corta entre las rectas cuyas 
ecuaciones parametricas son 

L x \ x = t, y = 4 — 2t, z = 1 + t, 

L 2 : x = 3 + 2s, y = 6 + 2s, z = 8 — 2s. 

I En que puntos sobre las rectas ocurre el minimo? 

27. Determine el volumen maximo de una caja rectangular 
con lados paralelos a los pianos de coordenadas que 
puede ser inscrito en el elipsoide 

x 2 y 2 z 2 

+ ~~z + ~~i = 1, a > 0, b > 0, c > 0. 

a 2 b 2 c 2 


28. El volumen de un elipsoide 

x 2 y 2 z 2 

^ + ^ + ^=1, a> 0,b> 0,c> 0 
a b c 

es V = \irabc. Muestre que el elipsoide de mayor volu¬ 
men que satisface a + b + c = constante es una esfera. 

29. El pentagono que se muestra en la FIGURA 13.8.7, formado 
por un triangulo isosceles sobrepuesto sobre un rectangu- 
lo, tiene un perfmetro fijo P. Calcule x, y y 6 de manera 
que el area del pentagono sea un maximo. 



2x 

FIGURA 13.8.7 Pentagono 
del problema 29 

30. Un pedazo de laton de 24 pulg de ancho se dobla de 
manera tal que su seccion transversal es un trapezoide 
isosceles. Vea la FIGURA 13.8.8. Calcule x y 6 de manera que 
el area de la seccion transversal sea un maximo. ^Cual 
es el area maxima? 



24 -2x 


FIGURA 13.8.8 Seccion transversal trapezoidal 
del problema 30 

En los problemas 31-34, muestre que la funcion dada tiene un 
extremo absoluto pero que el teorema 13.8.2 no es aplicable. 

31. fix, y) = 16 - x 2 / 3 - y 2 / 3 32. fix, y) = 1 - x 4 y 2 

33. fix, y) = 5x 2 + / - 8 34. f(x, y) = Vx 2 + y 2 

En los problemas 35-38, encuentre los extremos absolutos de 
la funcion continua dada sobre la region cerrada R definida 
por x 2 + y 2 < 1. 

35. fix, y) = x + V3y 36. fix, y) = xy 

37. fix, y) = x 2 + xy + y 2 

38. fix, y) = -x 2 - 3y 2 + 4y + 1 

39. Encuentre los extremos absolutos de fix, y) = 4x — 6y 
sobre la region cerrada R definida por \x 2 + y 2 < 1. 

40. Encuentre los extremos absolutos de fix, y) = xy — 2x — 
y + 6 sobre la region triangular cerrada R con vertices 
(0, 0), (0, 8) y (4, 0). 

41. La funcion fix, y) = sen xy es continua sobre la region rec¬ 
tangular cerrada R definida por 0 < x < 77, 0 < y < 1. 

a) Encuentre los puntos criticos en la region. 

b ) Determine los puntos donde / tiene un extremo abso¬ 
luto. 

c ) Grafique la funcion sobre la region rectangular. 
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= Aplicaciones 

42. Una funcion de ingresos es 

R(x , y) = v(100 - 6x ) + y( 192 - 4 y), 

donde xy y denotan el numero de articulos de dos mer- 
cancias vendidas. Dado que la funcion de costo corres- 
pondiente es 

C(x , y) = 2x 2 + 2 y 2 + 4xy — 8v + 20 

encuentre la ganancia maxima, donde ganancia = ingre¬ 
sos — costo. 


43. Se va a construir una caja rectangular cerrada de modo tal 
que su volumen corresponda a 60 pies 3 . El costo del 
material para la parte superior y el fondo son, respectiva- 
mente, de 10 centavos por pie cuadrado y 20 centavos por 
pie cuadrado. El costo de los lados es de 2 centavos 
por pie cuadrado. Determine la funcion de costo C(x , y), 
donde xy y son la longitud y el ancho de la caja, respec- 
tivamente. Calcule las dimensiones de la caja que produ- 
ciran un costo minimo. 


13.9 Metodo de minimos cuadrados 

■ Introduccion A1 efectuar experimentos, con frecuencia tabulamos datos en la forma de pares 
ordenados (x 1? y0, (x 2 , y 2 ), . . . , (x n , y n ), con cada x t distinta. Dados los datos, muchas veces resul- 
ta deseable poder extrapolar o predecir y a partir de x encontrando un modelo matematico, esto es, 
una funcion que aproxime o “ajuste” los datos. En otras palabras, deseamos una funcion f(x) tal que 

fix i) « y u f(x 2 ) = y 2 f(x n ) « y n . 

Naturalmente, no queremos solo cualquier funcion sino una que ajuste los datos lo mas cercana- 
mente posible. En la discusion que sigue confinaremos nuestra atencion al problema de encon- 
trar un polinomio lineal f(x) = mx + b o una recta que “mejor se ajuste” a los datos 
(xi, yi), (x 2 , y 2 ), . . . , (x n , y n ). El procedimiento para determinar la funcion lineal se conoce como 

el metodo de minimos cuadrados. 


EJEMPLO 1 


Ajuste de los datos en una recta 


Considere los datos (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6), (5, 5) que se muestran en la FIGURA 13.9.1a). 
Analizando la figura 13.9.1 b) y observando que la recta y = x + \ pasa por dos de los puntos 
dato, podriamos tomar esta recta como aquella que mejor ajusta los datos. 




FIGURA 13.9.1 Datos en a); una recta que ajusta los datos en b ) I 


Es evidente que necesitamos algo mejor que una adivinanza visual para determinar la fun¬ 
cion lineal y = f(x) que de la del ejemplo 1. Requerimos un criterio que defina el concepto de 
“mejor ajuste” o, como algunas veces se denomina, la “bondad del ajuste”. 

Si tratamos de relacionar los puntos dato con la funcion/(v) = mx + b, entonces deseamos 
encontrar my b que satisfagan el sistema de ecuaciones 

yi = mx\ + b 
y 2 = mx 2 + b 


y n = mx n + b. 

Desafortunadamente, (1) es un sistema sobredeterminado ; esto es, el numero de ecuaciones es 
mayor que el numero de incognitas. No esperamos que un sistema de este tipo tenga una solucion 
a menos, desde luego, que todos los puntos dato se encuentren en su totalidad sobre la misma recta. 
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aproximacion de y t mediante 

f(xd 


■ Recta de minimos cuadrados Si los puntos dato son (x u y x ), (.x 2 , y 2 ), • • •, (x n9 y n ), entonces 
una manera de determinar que tan bien la funcion lineal/(v) = mx + b ajusta los datos consis- 
te en medir las distancias verticales entre los puntos y la grafica de/: 

e, = \y, -f(x ,)|, i = 1,2 

Podemos considerar a cada e t como el error al aproximar el valor dato y - L por el valor de la funcion 
/(jq). Vea la FIGURA 13.9.2. De manera intuitiva, la funcion / ajustara mejor los datos si la suma de 
todas las e t es un minimo. En realidad, un enfoque mas conveniente al problema es encontrar una 
funcion lineal/de manera que la suma de los cuadrados de todas las e t sea un minimo. Definimos 
la solucion del sistema (1) como aquellos coeficientes my b que minimizan la expresion 

E = e\ + ^2 

= [>’i -f(xf ] 2 + [>’2 -/fe )] 2 + • • • + [y„-f(x n )] 2 
= |>’| - (mx l + b )] 2 + | v 2 - (mx 2 + b )] 2 + • • • + [y n - (mx„ + b )] 2 


o E=y j [y i - mx, - b] 2 . ( 2 ) 

i = 1 

La expresion E se denomina la suma de los errores cuadraticos. La recta y = mx + b que 
minimiza la suma de los errores cuadraticos ( 2 ) se define como la recta de mejor ajuste y reci- 
be el nombre de recta de minimos cuadrados o recta de regresion para los datos (v l9 yi), 
(x 2 , y 2 \ • • • , (x n , y n ). 

El problema queda ahora de la siguiente manera: /,como determinamos my b para que (2) 
sea un minimo? La respuesta puede encontrarse a partir de la prueba de las segundas parciales, 
teorema 13.8.2. 

Si consideramos a (2) como una funcion de dos variables my b, entonces para encontrar el 
valor minimo de E igualamos las primeras derivadas parciales a cero: 




Las ultimas dos condiciones producen a su vez 

n 

~2^ J x i [y i — mXj — b] = 0 


i= 1 


-2 2 [yi ~ mx i ~ b ] =0. 

i=\ 


(3) 


Desarrollando estas sumas y utilizando 2?= { b = nb, encontramos que el sistema (3) es el mismo que 

n \ / n, \ n 

)m + y^Xi)b = 'Zw 


i= 1 


i= 1 


i= 1 


(4) 


2 x, jm + nb = 2 >’/• 

,i=l / i=l 

Aunque hemos omitido detalles, los valores de m y b que satisfacen el sistema (4) producen el 
valor minimo de E. La solucion del sistema (4) produce 


n n 


n n n n 


n 2 x&i - 2 2 yi 2 xf 2 yi - 2 x i)i 2 X, 


i = 1 _ i = l i= 1 

n / n \2 

- ( y^x, 

i = 1 \ i = 1 


b = 


i = l i = l _ i = 1 i=l 

« / n 

“ ( 2 *; 
z= 1 \i=l 


(5) 


EJEMPLO 2 


Recta de minimos cuadrados 


Encuentre la recta de minimos cuadrados para los datos del ejemplo 1. Calcule la suma de los 
errores cuadraticos E para esta recta y la recta y = x + 1. 


Solucion De acuerdo con los datos (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6 ), (5, 5) identificamos = 1, 
x 2 = 2, x 3 = 3, x 4 = 4, x 5 = 5, yi = 1, y 2 = 3, y 3 = 4, y 4 = 6 y y 5 = 5. Con estos valores y 
n = 5, tenemos 
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5 5 5 5 

2 x ,Yi = 68, = 15, = 19, ^xf = 55. 

i= 1 i'=l i= 1 i = l 

La sustitucion de estos valores en las formulas (5) produce m = 1.1 y b = 0.5. Entonces, la recta 
de minimos cuadrados es y = l.lx + 0.5. Para esta recta la suma de los errores cuadraticos es 

E = [1 -/(l)] 2 + [3 -/(:2)] 2 + [4 -/(3)] 2 + [6 — /(4)] 2 + [5 -/(5)] 2 
= [1 - 1.6] 2 + [3 - 2.7] 2 + [4 - 3.8] 2 + [6 - 4.9] 2 + [5 - 6] 2 = 2.7. 

Para la recta y = x + 1 que estimamos en el ejemplo 1 y que pasa tambien por dos de los pun- 
tos dato, encontramos que la suma de los errores cuadraticos es E = 3.0. 

Con fines comparativos, la FIGURA 13.9.3 muestra los datos, la recta y = x + 1, y la recta de 
minimos cuadrados y= l.lx + 0.5. ■ 



FIGURA 13.9.3 Recta de minimos 
cuadrados (roja) del ejemplo 2 


Podemos generalizar la tecnica de minimos cuadrados. Por ejemplo, podrfa interesamos ajustar 
los datos dados a un polinomio cuadratico f(x) = ax 2 + bx + c en vez de a un polinomio lineal. 


Ejercicios 13.9 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-43. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, encuentre la recta de minimos cuadra¬ 
dos para los datos que se indican. 

1. (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 2) 

2. (0, -1), (1,3), (2, 5), (3, 7) 

3. (1,1), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5) 

4. (0, 0), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5) 

5. (0, 2), (1, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 9), (5, 8), (6, 10) 

6. (1, 2), (2, 2.5), (3, 1), (4, 1.5), (5, 2), (6, 3.2), (7, 5) 

= Aplicaciones 

7. En un experimento se encontro la correspondence dada 
en la tabla para la temperatura T (en °C) y la viscosidad 
cinematica v (en centistokes) de un aceite con cierto adi- 
tivo. Encuentre la recta de minimos cuadrados v = mT 
+ b. Utilicela para estimar la viscosidad del aceite en 
T = 140 y T = 160. 


T 

20 

40 

60 

80 

100 

120 

V 

220 

200 

180 

170 

150 

135 


8. En un experimento se encontro la correspondence que se 
da en la tabla entre la temperatura T (en °C) y la resisten- 
cia electrica R (en miliohms). Determine la recta de mini- 
mos cuadrados R = mT + b. Emplee esta recta para esti¬ 
mar la resistencia en T = 700. 


T 

400 

450 

500 

550 

600 

650 

R 

0.47 

0.90 

2.0 

3.7 

7.5 

15 


= Problemas con calculadora/SAC 

9. a) Un conjunto de puntos dato puede aproximarse me- 
diante un polinomio de minimos cuadrados de grado n. 
Aprenda la sintaxis del SAC que tenga a mano para 
obtener una recta de minimos cuadrados (polinomio 
lineal), una cuadratica de minimos cuadrados y una 
cubica de minimos cuadrados para ajustar los datos 

(-5.5, 0.8), (-3.3, 2.5), (-1.2, 3.8), 

(0.7, 5.2), (2.5, 5.6), (3.8, 6.5). 

b ) Emplee un SAC para superponer las graficas de los 
datos y la recta de minimos cuadrados obtenida en el 
inciso a ) sobre los mismos ejes de coordenadas. 
Repita para las graficas de los datos y la cuadratica de 
minimos cuadrados, y luego los datos y la cubica 
de minimos cuadrados. 

10. Emplee los datos del censo de Estados Unidos (en millo- 
nes) desde el ano 1900 hasta el 2000 


1900 

1920 

1940 

1960 1980 

2000 

75.994575 

105.710620 

131.669275 

179.321750 226.545805 

281.421906 


y una recta de minimos cuadrados para predecir la pobla- 
cion en ese pais en el ano 2020. 


13.10 Multiplicadores de Lagrange 

■ Introduccion En los problemas 21-30 de los ejercicios 13.8 se le pidio encontrar el maximo 
o minimo de una funcion sujeta a una condicion o restriccion secundaria dada. La condicion 
secundaria se utilizo para eliminar una de las variables en la funcion de manera que fuera apli- 
cable la prueba de las segundas derivadas parciales (teorema 13.8.2). En la presente discusion 
examinamos otro procedimiento para determinar lo que se denomina extremos con restriccio- 
nes de una funcion. 

Antes de definir ese concepto, vamos a considerar un ejemplo. 
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EJEMPLO 1 


Extremos con restricciones 


Determine geometricamente si la funcion /(x, y) = 9 — x 2 — y 2 tiene un extremo cuando las 
variables xy y estan restringidas por x + y = 3. 


Solucion Como advertimos en la FIGURA 13.10.1, la grafica de x + y = 3 es un piano vertical que 
interseca el paraboloide dado por /(x, y) = 9 — x 2 — y 2 . Es claro, de acuerdo con la figura, que la 
funcion tiene un maximo con restricciones para algunas x x y y x que satisfacen 0 < x x < 3, 
0 < yi < 3 y Xi + y x = 3. La tabla de valores numericos que acompana la figura tambien indica- 
ria que este nuevo maximo es/(1.5, 1.5) = 4.5. Advierta que no podemos utilizar numeros como 
x = 1.7 y y = 2.4, ya que estos valores no satisfacen la restriccion x + y = 3. 


k (0, 0, 9) 


maximo 

absoluto 


recta de restriccion 



FIGURA 13.10.2 Curvas de nivel 
y recta de restriccion 


X 

y 

fix, 3-) 

0.5 

2.5 

2.5 

1 

2 

4 

1.25 

1.75 

4.375 

1.5 

1.5 

4.5 

1.75 

1.25 

4.375 

2 

1 

4 

2.5 

0.5 

2.5 

3 

0 

0 


FIGURA 13.10.1 Grafica de la funcion y la restriccion del ejemplo 1 ■ 


(xi,y w zi) 


maximo con 
restricciones 



De manera altema, podemos analizar el ejemplo 1 por medio de curvas de nivel. Como se 
ilustra en la FIGURA 13.10.2, valores de funcion crecientes de/corresponden a valores crecientes de 
c en las curvas de nivel 9 — x 2 — y 2 = c. El maximo valor de/(esto es, c) sujeto a la restriccion 
ocurre donde la curva de nivel correspondiente a c = \ interseca, o mas precisamente es tangen- 
te a, la recta x + y = 3. A1 resolver simultaneamente x 2 + y 2 = |yx + y = 3 encontramos que 
el punto de tangencia es (|, §). 


■ Funciones de dos variables Para generalizar la discusion anterior, suponga que deseamos: 


• Encontrar los extremos de una funcion z — /(x, y) sujeta a una restriccion dada por 

g (x, y ) = 0. 


Parece plausible de la FIGURA 13.10.3 que para encontrar, digamos, un maximo con restricciones de 
/, solo necesitamos encontrar la curva de nivel mas alta /(x, y) = c que es tangente a la grafica 
de la ecuacion de restriccion g(x, y) = 0. En este caso, recuerde que los gradientes V/y Vg son 
perpendiculares a las curvas /(x, y) = c y g(x, y) = 0, respectivamente. Por consiguiente, si 
Vg A 0 en un punto P de tangencia de las curvas, entonces V/y Vg son paralelos a P\ esto es, yacen 
a lo largo de una normal comun. Por tanto, para algun escalar A (la letra griega lambda minuscula) 
distinto de cero, debemos tener V/ = AVg. Enunciamos este resultado de manera formal. 


valores 



valores 

fix, y) = c crecientes 



b) 


FIGURA 13.10.3 Curvas de nivel de/(verde); ecuacion de restriccion (azul) 

















13.10 Multiplicadores de Lagrange 739 


Teorema 13.10.1 Teorema de Lagrange 

Suponga que la funcion z — fix, y) tiene un extremo en el punto (x 0 , y 0 ) sobre la grafica de la 
ecuacion restriccion g(x, y) = 0. Si / y g tienen primeras derivadas parciales continuas en un 
conjunto abierto que contiene la grafica de la ecuacion de restriccion y Vg(x 0 , y 0 ) ^ enton- 
ces existe un numero real A tal que V/(x 0 , y 0 ) = AVg(x 0 , y 0 ). 


■ Metodo de multiplicadores de Lagrange El numero real A para el cual V/= A Vg recibe 
el nombre de multiplicador de Lagrange. Despues de igualar componentes, la ecuacion 
V/ = A Vg es equivalente a 

fxix, y ) = A g x (x 0 , y 0 ), fyix, y) = A g y (x, y). 

Si/tiene un extremo con restricciones en el punto (x 0 , y 0 X entonces acabamos de ver que hay un 
numero A tal que 

fxixo, yo) = A g x (x 0 , y 0 ) 

fy(x 0 ,yo) = hgy(Xo,yo) ( 1 ) 

gix 0 , yo) = o. 

Las ecuaciones en (1) sugieren el siguiente procedimiento, conocido como metodo de los mul¬ 
tiplicadores de Lagrange, para determinar los extremos con restricciones. 


Guias para el metodo de los multiplicadores de Lagrange 

i) Para encontrar los extremos de z = fix, y) sujetos a la restriccion g(x, y) = 0, 
resuelva el sistema de ecuaciones 

f x (x, y) = A g x ix, y) 

fyix , y) = A gyix, y) (2) 

gix, y) = 0. 

ii) Entre las soluciones (x, y. A) del sistema (2) estaran los puntos {x b y t ), donde / 
tiene un extremo. Cuando/tiene un maximo (minimo), este sera el numero mas 
grande (o mas pequeno) en la lista de los valores de la funcion/(X, y t ). 


EJEMPLO 2 


Repaso del ejemplo 1 


Emplee el metodo de los multiplicadores de Lagrange para determinar el maximo de 
fix, y) = 9 — x * 2 — y 2 sujeto a x + y = 3. 


Solucion Con gix, y) = x + y — 3 yf x = —2x, f y = —2y,g x = 1, g y = 1 el sistema en (2) es 

—2x = A 
— 2y = A 
x + y — 3 = 0. 

A1 igualar la primera y la segunda ecuaciones obtenemos — 2x = — 2y o x = y. A1 sustituir este 
resultado en la tercera ecuacion, se encuentra que 2y — 3 = 0 o y = §. Entonces, x = y = § y el 
maximo con restricciones es/(|, §) = |. ■ 


EJEMPLO 3 


Empleo de los multiplicadores de Lagrange 


Determine los extremos fix, y) = y 2 — 4x sujetos a x 2 + y 2 = 9. 

Solucion Si definimos gix, y) = x 2 + y 2 — 9, entonces f x = —4, f y = 2y, g x = 2x y g y = 2y. 
Por tanto, (2) se convierte en 


-4 = 2xX 

2 y = 2yA 
x 2 + y 2 - 9 = 0. 


( 3 ) 
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De la segunda de estas ecuaciones, y( 1 — A) = 0, vemos que y = 0 o A = 1. Primero, si y = 0, 
la tercera ecuacion en el sistema produce x 2 = 9 o x = ±3. Por consiguiente, (—3, 0) y (3, 0) 
son soluciones del sistema y son puntos en los cualesfpodria tener un extremo. Continuando, 
si A = 1, entonces la primera ecuacion produce x = —2. A1 sustituir este valor en x 2 + y 2 — 9 = 0 
obtenemos y 2 = 5 o y = ± V5. Dos o mas soluciones del sistema son (—2, — V5) y (—2, V5). 
De la lista de valores de la funcion 

/(-3, 0) = 12, /(3, 0) = -12, /(— 2 , -V5) = 13 y /(- 2 , V5) = 13 

concluimos que/tiene un mmimo con restricciones de —12 en (3, 0) y un maximo con restric- 
ciones de 13 en (—2, — V5) y en (-2, V5). 

La FIGURA 13.10.4a) muestra la grafica/(x, y) = y 2 — 4x intersecando el cilindro definido por 
la ecuacion de restriccion x 2 + y 2 = 9. Los cuatro puntos que encontramos al resolver (3) yacen 
en el piano xy sobre el circulo de radio 3; los tres extremos con restricciones corresponden a los 
puntos (3, 0, —12), (—2, —V5, 13) y (—2, V5, 13) en el espacio tridimensional sobre la curva 
de interseccion de la superficie del cilindro circular. Alternativamente la figura 13.10.4/?) mues¬ 
tra tres curvas de nivel de y 2 — 4x = c. Dos de las curvas de nivel son tangentes al circulo 
x 2 + y 2 = 9. 



FIGURA 13.10.4 Interseccion del cilindro y la superficie en a); curvas de nivel de/y ecuacion de restriccion en b ) ■ 


Al aplicar el metodo de los multiplicadores de Lagrange, en realidad no estamos interesa- 
dos en determinar los valores de A que satisfacen el sistema (2). ^Noto en el ejemplo 1 que no 
nos molestamos por encontrar A? En el ejemplo 3, empleamos el valor A = 1 para que nos ayu- 
dara a encontrar x = —2, pero despues lo ignoramos. 


EJEMPLO 4 


Costo minirno 


Un cilindro circular recto cerrado tendra un volumen de 1 000 pies 3 . La parte superior y el fondo 
del cilindro se construiran con metal que cuesta 2 dolares por pie cuadrado. El costado se formara 
con metal que cuesta 2.50 dolares por pie cuadrado. Determine el costo mmimo de fabricacion. 


Solucion La funcion de costo es 


costo del fondo costo del costado 

y de la parte superior i i 

C(r, h) = 2(27 tv 2 ) + 2.5(27 rrh) 

= 47rr 2 + 5irrh. 

En este caso, de la restriccion 1 000 = irr 2 h, podemos identificar g(r, h) = irr 2 h — 1 000, y por 
ello las primeras derivadas parciales son C r = 87 rr + 57 r/z, C h = 57 rr, g r = 2irrh y g h = 'nr 2 . 
Debemos resolver entonces el sistema 

8nr + 5nh = 2nrhX 
5 nr = nr 2 X 
nr 2 h — 1 000 = 0. 


( 4 ) 
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A1 multiplicar la primera ecuacion por r, la segunda por 2h y restar, obtenemos 


87 rr 2 — 5irrh = 0 


7 rr( 8 r — 5 h) = 0. 


Puesto que r = 0 no satisface la ecuacion de restriccion, tenemos r = \h. La restriccion nos da 

40 


7 3 1 000 • 64 

hr = 


h = 


25 ^ ^ 25 ^ 

Entonces, r = 25/^/25i t y la unica solucion de (4) es (l5/^/25i r, 40/^25). 
El costo minimo con restricciones es 


= 300V25¥ = $1 284.75. ■ 


I Funciones de tres variables Para encontrar los extremos de una funcion de tres variables 
w = fix, y, z ) sujeta a la restriccion g(x, y, z) = 0 , resolvemos un sistema de cuatro ecuaciones: 

f x (x, y, z) = A g x (x, y, z) 
f y (x, y, z) = A g y (x, y, z) 
ffx, y, z) = A g z (x, y, z) 
g(x, y, z) = 0 . 


EJEMPLO 5 


Funcion de tres variables 


Determine los extremos de/(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 sujetos a 2x — 2y — z = 5. 
Solucion Con g(x, y, z) = 2x — 2y — z ~ 5, el sistema (5) es 


2x = 2A 
2y - — 2A 
2z = -A 

2x - 2y — z ~ 5 = 0. 

Con \ = x = ~y= — 2z, la ultima ecuacion produce i = f y por ello y = — y, z 
manera, un extremo con restricciones es /(y, — y, — |) = yp . 


De tal 


■ Dos restricciones Con el fin de optimizar una funcion w = f(x, y, z) sujeta a dos restriccio¬ 
nes, g(x , y, z) — 0 y h(x, y, z) = 0, debemos introducir un segundo multiplicador de Lagrange 
fi (la letra griega minuscula mu) y resolver el sistema 


f x (x, y, z) = A g x (x, y, z) + ph x (x, y, z) 

f y (x, y, z) = A g y (x, y, z) + iih y (x, y, z) 

fz(x, y, z) = A g z (x, y, z) + /^(*, y, z) ( 6 ) 

g(x, y,z) = 0 

h(x, y, z) = 0 . 


EJEMPLO 6 


Dos restricciones 


Encuentre el punto sobre la curva C de interseccion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9 y el piano 
x — y + 3z = 6 que esta mas alejada del piano xy. Luego determine el punto sobre C que esta 
mas cercano al piano xy. 



Solucion La FIGURA 13.10.5 sugiere que existen dos de tales puntos P x y P 2 con coordenadas 
z no negativas. La funcion/para la cual deseamos encontrar un maximo y un minimo es sim- 
plemente la distancia desde cada uno de estos puntos al piano xy, esto es, /(x, y, z) = z. 


FIGURA 13.10.5 Interseccion 
de una esfera y un piano en 
el ejemplo 6 
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Si tomamos g(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 — 9 y h(x, y, z) = x — y + 3z — 6, entonces el sistema 
(6) es 


0 = 2xA + ii 
0 = 2yA — /i 
1 = 2zA + 3 [i 
x 1 + y 2 + z 2 — 9 = 0 
x — y + 3z ~ 6 = 0. 


Sumamos la primera y la segunda ecuaciones para obtener 2A(y + x) = 0. Si A = 0, entonces la 
primera ecuacion implica /i = 0, pero la tercera ecuacion en el sistema conduce a la contradic- 
cion 0=1. Ahora bien, si tomamos y = — x, las dos ecuaciones se vuelven 

x 2 + x 2 + z 2 ~ 9 = 0 2x 2 + z 2 = 9 

x + x + 2z — 6 = 0 ° 2x + 3z = 6. 


A1 resolver el ultimo sistema, obtenemos 


x = — + — Vl4 z = — ~ — Vl4 
11 22 V ’ 2 11 11 V 

x = — - -Vl4 z = — + —VT4 

11 22 V ’ Z 11 11 V 


Entonces, los puntos en C que estan mas alejado y mas cercano al piano xy son, respectiva- 
mente, 


pi— - —Vl4 + —Vl4 — + — VI4 
\11 22 V ’ 11 22 V ’ll 11 V 

p i A + ly]4 __6_ —\/u — - —Vu I 

2 ' 11 22 V ’ 11 22 V ’ll 11 V 


Las coordenadas aproximadas de P x y P 2 son (-0.99, 0.99, 2.66) y (2.08, -2.08, 0.62). 


■ Posdata: Un poco de historia Joseph Louis Lagrange nacio en 1736 como Guiseppe 
Lodovico Lagrangia en Turin, en el reino de Sardinia, y murio en Paris en 1813. Lagrange fue 
el ultimo de los once hijos de su madre y el unico que vivio mas alia de la 
infancia. En su adolescencia ya era profesor en la Escuela Real de Artilleria 
en Turin. Invitado ahi gracias a los esfuerzos de Euler y D’Alembert, dedico 
veinte productivos anos en la corte de Federico el Grande, hasta la posterior 
muerte de este en 1786. Luego, Luis XVI lo instalo en el Louvre, donde se 
dice que fue el favorito de Maria Antonieta. Deploro los excesos de la 
Revolucion francesa, aunque ayudo al nuevo gobierno a establecer el sis¬ 
tema metrico. Fue el primer profesor de la Escuela Politecnica, donde el 
calculo y la teoria de numeros fueron sus especialidades. 

Lagrange 



dz 

dx 


NOTAS DESDE EL AULA 


Advierta que en el ejemplo 5 concluimos con las vagas palabras “un extremo con restriccio- 
nes es ”. El me todo de los multiplicadores de Lagrange no tiene un indicador integrado que 


senale |MAX| o cuando se encuentra un extremo. Ademas del procedimiento grafico 


analizado al principio de esta seccion, otra manera de que usted mismo se convenza respecto a 
la naturaleza del extremo es compararlo con los valores obtenidos al calcular la funcion dada 
en otros puntos que satisfagan la ecuacion de restriccion. De hecho, de esta manera encontra- 


mos que del ejemplo 5 es en realidad un mmimo con restricciones de la funcion/. 
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Ejercicios 13.10 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-43. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, dibuje las graficas de las curvas de 
nivel de la funcion/dada y la ecuacion de restriccion que se 
indica. Determine si/tiene un extremo con restricciones. 

1. f{x, y) = x + 3y, sujeta a x 2 + y 2 = 1 

2. f(x, y) = xy, sujeta a \x + y = 1, x > 0, y > 0 

En los problemas 3-20, utilice el metodo de los multiplicado¬ 
res de Lagrange para encontrar los extremos con restricciones 
de la funcion dada. 

3. Problema 1 4. Problema 2 

5. fix, y) = xy, sujeta a x 2 + y 2 = 2 

6. fix, y) = x 2 + y 2 , sujeta a 2x + y = 5 

7. fix, y) = 3x 2 + 3y 2 + 5, sujeta ax — y = 1 

8. fix, y) = 4x 2 + 2y 2 + 10, sujeta a 4x 2 + y 2 = 4 

9. fix, y) = x 2 + y 2 , sujeta a x 4 + y 4 = 1 

10. fix, y) = 8x 2 - 8xy + 2 y 2 , sujeta a x 2 + y 2 = 10 

11 . fix, y) = x 3 y, sujeta a Vx + Vy = 1 

12. fix, y) = xy 2 , sujeta a x 2 + y 2 = 27 

13. fix, y, z) = x + 2y + z, sujeta a x 2 + y 2 + z 2 = 30 

14. /(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 , sujeta a x + 2y + 3z = 4 

15. fix, y, z) = xyz, sujeta a x 2 + \y 2 + ^z 2 = 1, 
x>0, y>0, z>0 

16. fix, y, z) = xyz + 5, sujeta a x 3 + y 3 + z 3 = 24 

17. fix, y, z) = x 3 + y 3 + z 3 , sujeta ax + y + z - 1, 
x>0, y>0, z>0 

18. /(x, y, z) = 4x 2 y 2 z 2 , sujeta a x 2 + y 2 + z 2 = 9, 
x>0, y>0, z>0 

19. fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 , sujeta a 2x + y + z = 1, 

—x + 2y — 3z = 4 

20. fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 , sujeta a 4x + z = 7, 
z 2 = X 2 + y 2 

21. Encuentre el area maxima de un triangulo rectangulo 
cuyo perimetro es 4. 

22. Encuentre las dimensiones de una caja rectangular abier- 
ta con volumen maximo si su area superficial es igual a 
75 cm 3 . ^Cuales son las dimensiones si la caja es cerrada? 

= Aplicaciones 

23. A un tanque cilmdrico recto se le superpone una tapa 
conica en la forma que se ilustra en la FIGURA 13.10.6. El 
radio del tanque es de 3 m y su area superficial total 
corresponde a 81 7rm 2 . Encuentre las alturas x y y de 
manera que el volumen del tanque sea un maximo. [ Suge- 
rencia: El area superficial del cono es 3i rV9+/.] 


T 





FIGURA 13.10.6 Cilindro con 
tapa conica del problema 23 


24. En negocios, un mdice de utilidad U es una funcion que pro¬ 
duce una medida de la satisfaccion obtenida a partir de la 
compra de cantidades variables, x y y, de dos productos que 
se venden regularmente. Si £/(x, y) = x^ 3 y 2//3 es un mdice 
de utilidad, encuentre sus extremos sujetos ax + 6y = 18. 

25. El proceso de Haber-Bosch* produce amoniaco me- 
diante una union directa de nitrogeno e hidrogeno bajo 
condiciones de presion P y temperatura constantes: 

catalizador 

N 2 + 3H 2 s 2NH 3 . 


Las presiones parciales x, y y z del hidrogeno, nitrogeno y 
amoniaco satisfacen x + y + z = P y la ley de equilibrio 
z 2 /xy 3 = k, donde k es una constante. La cantidad maxima 
de amoniaco ocurre cuando se obtiene la presion parcial 
maxima de este mismo. Determine el valor maximo de z. 
26. Si una especie de animales tiene n fuentes de alimento, el 
mdice de amplitud de su nicho ecologico se define como 

1 

x 2 + • • • + x 2 

donde x h i = 1 , 2 ,..., n, es la fraccion de la dieta de los 
animales que proviene de la /-esima fuente de alimentos. 
Por ejemplo, si la dieta de los pajaros consiste en 50% de 
insectos, 30% de gusanos y 20% de semillas, el mdice 
de amplitud es 

_ 1 _ _ 1 _ 

(0.50) 2 + (0.30) 2 + (0.20) 2 0-25 + 0.09 + 0.04 


Advierta que x x + x 2 + • • • + x n = 1 y 0 < x { < 1 para 
toda i. 


a) Para especies con tres fuentes alimenticias, demuestre 
que el mdice de amplitud se maximiza si x x = x 2 = 

x 3 — b 

b) Demuestre que el mdice de amplitud con n fuentes se 
maximiza cuando x x = x 2 = • • • = x n = l/n. 


* Fritz Haber (1868-1934) fue un qufmico aleman. Por el invento de este pro¬ 
ceso, Haber obtuvo el premio Nobel de Qulmica en 1918. Carl Bosch, cunado 
de Haber e ingeniero qufmico, fue quien hizo que este proceso fuera practico a 
gran escala. Bosch obtuvo el premio Nobel de Qufmica en 1931. Durante la 
Primera Guerra Mundial el gobiemo aleman utilizo el proceso de Haber-Bosch 
para producir grandes cantidades de fertilizantes y explosivos. Haber fue pos- 
teriormente expulsado de Alemania por Adolfo Hitler y murio en el exilio. 
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= Piense en ello 

27. De una interpretation geometrica de los extremos en el 
problema 9. 

28. De una interpretacion geometrica de los extremos en el 
problema 14. 

29. De una interpretacion geometrica del extremo en el pro¬ 
blema 19. 

30. De una interpretacion geometrica del extremo en el pro¬ 
blema 20. 

31. Encuentre el punto P(x , y), x > 0, y > 0, sobre la super- 
ficie xy 2 = 1 que es mas cercano al origen. Muestre que 


el segmento de recta del origen a P es perpendicular a la 
recta tangente en P. 

32. Encuentre el valor maximo de/(x, y, z) = ' y ^xyz sobre el 
piano x + y + z = k. 

33. Utilice el resultado del problema 32 para probar la de- 
sigualdad 


34. Encuentre el punto sobre la curva C de interseccion del 
cilindro x 2 + z 2 = 1 y el piano x + y + 2z = 4 que esta 
mas alejado del piano xz. Encuentre el punto sobre C que 
es mas cercano al piano xz. 


Revision del capitulo 13 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-43. 

A. Verdadero/falso_ 


En los problemas 1-10, responda verdadero (V) o falso (F). 

1. Si lim^ y y+(a, b) f( x > y ) tiene el mismo valor para un numero infinito de aproximaciones 

(a, b), entonces el limite existe._ 

2. Los dominios de las funciones 

/(x, y) = Vln(x 2 + y 2 - 16) y g(x,y) = ln(x 2 + y 2 - 16) 


son los mismos. 
3. La funcion 


(1 — cos(x 2 + y 2 ) 
y) = \ x 2 + y 2 


(x,y) * (0, 0) 

(x,y) = ( 0 , 0) 


es continua en (0, 0)._ 

4. La funcion/(x, y) = x 2 + 2xy + y 3 es continua en todas partes._ 

5. Si dz/dx = 0, entonces z — constante._ 

6. Si V/ = 0, entonces f= constante._ 

7. Vz es perpendicular a la grafica de z = fix, y)._ 

8. V/apunta en la direccion en la cual/aumenta con mayor rapidez._ 

9. Si/tiene segundas derivadas parciales continuas, entonces f xy = f yx . _ 

10. Si f x (x, y) = 0 yf y (x, y) = 0 en ( a , b) entonces f{a, b) es un extremo relativo. 


B. Llene los espacios en blanco_ 


En los problemas 1-12, llene los espacios en bianco. 

3x 2 + xy 2 - 3xy - 2y 3 


1 . 


lim 0 0 

(x,y) -►(!,!) 5X 2 - y 2 


2. fix, y) = 


xy 2 + 1 


es continua excepto en los puntos . 


x - y + 1 

3. Para fix, y) = 3x 2 + y 2 la curva de nivel que pasa por (2, — 4) es . 


4. Sip = g(ri, f), q = h(iq, f), entonces -j^Tip, q) = 


5. Si r = g(w), s = h(w ), entonces — F(r, s ) 

clw 
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6. Si s es la distancia que un cuerpo demora en caer en el tiempo t , entonces la aceleracion de 

la gravedad g puede obtenerse de g = 2s/t 2 . Pequenos errores de As y At en las medicio- 
nes de s y t resultaran en un error aproximado en g de_. 

d 4 f 

7. La derivada parcial-- en notacion de submdices es_. 

dxdzdy 2 

8. La derivada parcial f xyy en notacion d es_. 

p a/ df 

9. Si/(x, y) = F(t) dt, entonces — = _y — = _. 

) x ox 

10. En (x 0 , y 0 > Zo) l a funcion F(x, y, z) = x + y + z aumenta mas rapidamente en la direccion 

de_. 

11. Si F(x, y, z) = fix , y)giy)h(z), entonces F xyz = _. 

12. Si z— fix , y) tiene derivadas parciales continuas de cualquier orden, escriba todas las posi- 

bles derivadas parciales de cuarto orden._. 


C. Ejercicios 


En los problemas 1-8, calcule la derivada indicada 
1. z = ye ~ x$y ; z y 2 . z = In (cos (m;)); z u 


3. fir , 6) = Vr 3 + 6 2 ; f r0 


4. fix, y) = (2v + xy 2 ) 2 ; 


dx 2 


5. z = cosh(x 2 y 3 ); ^4 

ar 

7. F(s, t, v) = s 3 t 5 v ~ 4 ; F stv 


6. z = (^ 2 + e~ y ) 2 ; 


d 3 Z 

dx 2 dy 


xy 

8. vv —-h 

z 


xz yz m 

? 

y x 


d 4 W 

dx dy 2 dz 


En los problemas 9 y 10, encuentre el gradiente de la funcion dada en el punto que se indica. 


9. f(x, y) = tan f, (1,-1) 


x 2 — 3y 3 

10 . f(x, y, z) = -~ 4 —; (1, 2, 1) 


En los problemas 11 y 12, determine la derivada direccional de la funcion dada en la direccion 
que se indica. 

11 . fix , y) = x 2 y — y 2 x; L> u / en l a direccion de 2i + 6j 

12. fix, y, z) = In (v 2 + y 2 + z 2 ); H u / en l a direccion de — 2i + j + 2k 

En los problemas 13 y 14, dibuje el dominio de la funcion dada. 

13. f(x, y) = Vl - (x + v) 2 14. fix, y) = My l _ - 

En los problemas 15 y 16, determine Az para la funcion dada. 

15. z = 2xy — y 2 16. z = x 2 - 4y 2 + lx - 9y + 10 


En los problemas 17 y 18, encuentre la diferencial total de la funcion dada. 
x — 2 y 


17. z = 


4x + 3y 


18. A = 2xy + 2yz + 2zx 


19. Determine las ecuaciones simetricas de la recta tangente de ( —V5, 1, 3) para la traza de 
z = Vv 2 + 4y 2 en el piano v = — V5. 

20. Encuentre la pendiente de la recta tangente en (2, 3, 10) a la curva de interseccion de la 
superficie z = xy + x 2 y el piano vertical que pasa por P(2, 3) y 2(4, 5) en la direccion 
de Q. 

21. Considere la funcion fix, y) = x 2 y 4 . En (1, 1) ^cual es: 

a) la tasa de cambio de/en la direccion de i? 

b ) la tasa de cambio de/en la direccion de i — j? 

c ) la tasa de cambio de/en la direccion de j? 
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22. Sea w = Vx 2 + y 2 + z 2 . 

o dw? 

a) Si x = 3 sen It, y = 4 cos 2f, z = 5 t , determine —. 

Z>) Si x = 3 sen(2f/r), y = 4 cos (2r/f), z = 5r¥, encuentre 

23. Encuentre una ecuacion del piano tangente a la grafica de z = sen xy en (|, §77, | V3). 

24. Determine si hay algunos puntos sobre la superficie z 2 + xy — 2x — y 2 = 1 en los cuales 
el piano tangente es paralelo a z = 2. 

25. Encuentre una ecuacion del piano tangente al cilindro x 2 + y 2 = 25 en (3, 4, 6). 

26. ^En que punto la derivada direccional de /(x, y) = x 3 + 3xy + y 3 — 3x 2 en la direccion de 
i + j es un minimo? 

27. Calcule las dimensiones de una caja rectangular con volumen maximo que esta acotada en el 
primer octante por los pianos de coordenadas y el piano x + 2y + z = 6. Yea la FIGURA 13.R.1. 



28. Un efecto de la teoria general de la relatividad de Einstein es que un objeto masivo, como 
una galaxia, puede actuar como una “lente gravitacional”; esto es, si la galaxia esta ubicada 
entre un observador (en la Tierra) y una fuente luminosa (como un cuasar), entonces esa 
fuente luminosa aparece como un anillo que rodea la galaxia. Si la lente gravitacional es 
mucho mas cercana a la fuente luminosa que al observador, entonces el radio angular 9 del 
anillo (en radianes) se relaciona con la masa M de la lente y su distancia D desde el obser¬ 
vador mediante 


9 = 


( GM\ l/2 
\c 2 d) 


donde G es la constante gravitacional y c es la velocidad de la luz. Vea la FIGURA 13.R.2. 

a) Resuelva para M en terminos de 9 y D. 

b) Encuentre la diferencial total de M como una funcion de 9 y D. 

c) Si el radio angular 9 puede medirse con un error no mayor a 2% y la distancia D a la lente 
puede estimarse con un error no mayor a 10%, ^cual es el error porcentual maximo apro- 
ximado en el calculo de la masa M de la lente? 


galaxia 



FIGURA 13.R.2 Galaxia del problema 28 
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29. La velocidad del pendulo conico que se muestra en la FIGURA 13.R.3 esta dada por v = rVg/y, 
donde g = 980 cm/s 2 . Si r disminuye de 20 a 19 cm y y aumenta de 25 a 26 cm, ^cual es el 
cambio aproximado en la velocidad del pendulo? 



FIGURA 13.R.3 Pendulo conico del problema 29 

30 . Encuentre la derivada direccional de fix , y) = x 1 + y 2 en (3, 4) en la direccion de a) 
V/(l, -2) y b) V/(3, 4). 

31 . Las llamadas temperaturas de estado estable dentro de un circulo de radio R estan dadas por 

la formula de la integral de Poisson. 


U < r ’ S > = 2* 


R l - r l 


R z 


2 rR cos (6 — </)) + r 


M)dcf. 


Diferenciando formalmente bajo el signo de la integral, demuestre que U satisface la ecua- 
cion diferencial parcial 


v 2 U rr + rU r + Uee = 0. 

32. La funcion de produccion Cobb-Douglas z — f(x, y) se define mediante z — Ax a y^, donde 
A, ay /3 son constantes. El valor de z recibe el nombre de salida eficiente para las entradas 
xy y. Demuestre que 


& ~ 1 )z 

h y ’ fxx ~ x 2 9 
~ l)z 

Y fxy fyx xy ' 

En los problemas 33-36, suponga que f x (a, b) = 0 ,f y (a, b) = 0. Si las derivadas parciales de 
orden superior dadas se evaluan en (a, b ), determine, si es posible, si f(a, b) es un extremo rela- 
tivo. 

33 . f xx = 4, f yy = 6, f xy = 5 34 . f xx = 2,/ yy = lj xy = 0 

35 . f XX = ~5, fyy = ~9, fxy = 6 36 . fxx = ~2, fyy = ~ ^^ = 4 

37 . Exprese el area A del triangulo recto como una funcion de la longitud L de su hipotenusa y 
uno de sus angulos agudos 6. 

38 . En la FIGURA 13.R.4 exprese la altura h de la montana como una funcion de los angulos 6 y cf. 


f _ az 
Sx ~ x 9 


fyy = 





FIGURA 13.R.4 Montana del problema 38 

39. El pasillo de tabique que se muestra en la FIGURA 13.R.5 tiene un ancho uniforme z. Exprese el 
area A del pasillo en terminos de x, y y z. 
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FIGURA 13.R.5 Pasillo del problema 39 


40. Una caja abierta hecha de plastico tiene la forma de un paralelepipedo rectangular. Las 
dimensiones exteriores de la caja se dan en la FIGURA 13.R.6. Si el plastico es de \ cm de espe- 
sor, encuentre el volumen aproximado del plastico. 


25 cm 



FIGURA 13.R.6 Caja abierta del problema 40 

41. Una caja rectangular, que se muestra en la FIGURA 13.R.7, esta inscrita en el cono z 
4 — Vx 2 + y 2 , 0 < z < 4. Exprese el volumen V de la caja en terminos de v y y. 



FIGURA 13.R.7 Caja inscrita del problema 41 


42. La caja rectangular que se muestra en la FIGURA 13.R.8 tiene una cubierta y 12 compartimen- 
tos. La caja esta hecha de un plastico pesado que cuesta 1.5 centavos por pulgada cuadrada. 
Encuentre una funcion que de el costo C de construccion de la caja. 



FIGURA 13.R.8 Caja rectangular del problema 42 




































Capitulo 14 


Integrates multiples 



En este capitulo Concluimos nuestro estudio del calculo de funciones de multiples variables 
con las definiciones y aplicaciones de integrates definidas en dos y tres dimensiones. Estas 
integrates se Hainan de modo mas comun como la integral doble y la integral triple, 
respectivamente. 


14.1 La integral doble 

14.2 Integrates iteradas 

14.3 Evaluacion de integrates dobles 

14.4 Centro de masa y momentos 

14.5 Integrates dobles en coordenadas polares 

14.6 Area de la superficie 

14.7 La integral triple 

14.8 Integrates triples en otros sistemas de coordenadas 

14.9 Cambio de variables en integrates multiples 
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14.1 La integral doble 


■ Introduce ion Recuerde de la seccion 5.4 que la definicion de la integral definida de una fun- 
cion de una sola variable esta dada por el limite de una suma: 



FIGURA 14.1.1 Punto muestra 


"b n 

f{x) dx = l;m 2 /( 4 )Ax*. ( 1 ) 

J a riKo ^ =1 

Se le pide revisar los pasos que llevaron a esta definicion en la pagina 295. Los pasos prelimina- 
res analogos que conducen al concepto de integral definida bidimensional , conocidos simple- 
mente como integral doble de una funcion/de dos variables, se dan a continuacion. 

Sea z = f{x, y) una funcion definida en una region cerrada y acotada R del piano xy. 
Considere los siguientes cuatro pasos: 

• Por medio de una reticula de lineas verticales y horizontales paralelas a los ejes de coor- 
denadas, forme una particion P de R en n subregiones rectangulares R k de areas A A k que 
esten por completo sobre R. Son los rectangulos que se muestran en rojo claro en la FIGU- 


en R k 


RA 14.1.1. 

Sea \\P\\ la norma de la particion o la longitud de la diagonal mas grande de las n subre¬ 
giones rectangulares R k . 

Elija un punto muestra (x*, y*) en cada subregion R k . 

Forme la suma 2*=i /(x*, y*)AA k . 


Asi, tenemos la siguiente definicion. 


Definicion 14.1.1 La integral doble 

Sea/una funcion de dos variables definida sobre una region cerrada R del piano xy. Entonces 
la integral doble de /sobre R , denotada por JJ R f(x , y) dA , se define como 

jj/fc y) dA = Km J) fixt, y*)AA k . (2) 

R 


Si el limite en (2) existe, afirmamos que / es integrable sobre R y que R es la region de 
integracion. Para una particion P de R en subregiones R k con (x*, y*) en R k , una suma de la 
formai/(x*, y k )AA k se denomina suma de Riemann. La particion de R , donde las R k yacen 
por completo en R , recibe el nombre de particion interior de R. La coleccion de rectangulos 
sombreados en las siguientes dos figuras ilustra una particion interna. 

Nota: Cuando/es continua sobre R , el limite en ( 2 ) existe, esto es,/es necesariamente inte¬ 
grable sobre R. 



FIGURA 14.1.2 Region de 
integracion R en el ejemplo 1 


EJEMPLO 1 


Suma de Riemann 


Considere la region de integracion R en el primer cuadrante acotado por las graficas de 
x + y = 2,y = 0yx = 0. Aproxime la integral doble ff R ( 5 — x — 2 y) dA utilizando una suma 
de Riemann, las R k que se muestran en la FIGURA 14.1.2 y los puntos muestra (x*, y k ) en el centro 
geometrico de cada R k . 


Solucion De la figura 14.1.2 vemos que A A k = \ • \ = k = 1, 2, . . . , 6 y las (x*, y*) en las 
R k para k = 1, 2, . . ., 6 , son a su vez, (|, (|, |), (|, |), (|, |),(|, |), (|, |). Por consiguiente, la 

suma de Riemman es 



= 17 1 15 j. 13 l 11 l 13 19 l 

4*4 + 4 ’ 4 + 4 ’ 4 + 4 ’ 4 + 4*4 + 4’4 

_ 17 , 15 , 13 , 11 , 13 , 9 _ 

“T6 + T6 + T6 + l6 + T6 + T6" 4 - 875 - 
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■ Volumen Sabemos que cuando/(x) > 0 para toda xen [a, b] , entonces la integral definida 
(1) produce el area bajo la grafica de/sobre el intervalo. De manera similar, si fix, y) > 0 sobre 
R, entonces sobre R k como se muestra en la FIGURA 14.1.3, el producto/(x*, y*)AA k puede interpre- 
tarse como el volumen de un paralelepipedo, o prisma, rectangular, de altura/(x*, y*) y area de 
la base A A k . La suma de n volumenes \ fix k , y*)AA k es una aproximacion al volumen V del 

solido acotado entre la region R y la superficie z — fix, y). El limite de esta suma cuando 
\\P\\ ->0, si existe, producira el volumen de este solido; esto es, si/es no negativa sobre R, 
entonces 


V = 


fix, y) dA. 

* 

R 


(3) 


Los paralelepipedos construidos en las seis R k que se muestran en la figura 14.1.2 se ilustran en 
la FIGURA 14.1.4. Puesto que el integrando es no negativo sobre R, el valor de la suma de Riemann 
dada en el ejemplo 1 representa una aproximacion al volumen del solido acotado entre la region 
R y la superficie definida por la funcion/(x, y) = 5 — x — 2y. 


Area Cuando fix, y) = 1 sobre R, entonces Hfn^ 2&=i A A k dara simplemente el area A de la 


region; esto es, 


A = 


dA. 
J„ 

R 


(4) 


■ Propiedades Las siguientes propiedades de la integral doble son similares a aquellas de la 
integral definida dadas en los teoremas 5.4.4 y 5.4.5. 


Teorema 14.1.1 Propiedades 

Sean fyg funciones de dos variables que son integrables sobre una region R del piano xy. 
Entonces 


i ) J J kfix, y) dA = &J J fix, y) dA, donde k es cualquier constante 

R R 

n) j [fix, y) ± g(x,y )] dA = jj fix, y) dA ± jjg(x,y)dA 

R R R 

in) ||/(x, dA = y) dA + j) dA, donde R x y R 2 son subregiones que no se 

R R 2 

traslapan y R = R { U R 2 

iv) fix , y) dA> gix, y) dA si fix, y) > gix, y) sobre R. 


La parte iii) del teorema 14.1.1 es el equivalente bidimensional de la propiedad del interva¬ 
lo aditivo 


fix) dx = fix) dx + 


b 

fix) dx 


(teorema 5.4.5). La FIGURA 14.1.5 ilustra la division de una region en subregiones R x y R 2 para las 
cuales R = R { U R 2 . Las regiones R { y R 2 pueden no tener puntos en comun excepto posible- 
mente en su frontera comun. Ademas, el teorema 14.1.1 Hi) se extiende a cualquier numero fini- 
to de subregiones que no se traslapan cuya union es R. Tambien se sigue del teorema 14.1.1 iv) 
que JJ R fix, y) dA > 0 siempre que/(x, y) > 0 para todo (x, y) en R. 


■ Volumen neto Desde luego, no toda integral doble produce volumen. Para la superficie 
z = fix, y) que se muestra en la FIGURA 14.1.6, JJ R fix, y) dA es un numero real pero no es el volu- 



FIGURA 14.1.3 Se construye un 
paralelepipedo rectangular sobre 
cada R k 



FIGURA 14.1.4 Paralelepipedos 
rectangulares sobre cada R k en la 
figura 14.1.2 



R = R x U R 2 

FIGURA 14.1.5 La region R es la 
union de dos regiones 

superficie arriba 
del piano xy (f(x, y ) > 0) 

X 



superficie abajo X \ 
del piano xy (f(x, y) < 0) " 

FIGURA 14.1.6 Sobre R la super¬ 
ficie esta parcialmente por arriba 
y parcialmente por abajo del 
piano xy 
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men puesto que/es no negativa sobre R. Analogo al concepto del area neta que se discutio en la 
seccion 5.4, podemos interpretar la integral doble como la suma del volumen acotado entre la 
grafica de/y la region R siempre que/(x, y) > 0 y el negativo del volumen entre la grafica de/ 
y la region R siempre que/(x, y) < 0. En otras palabras, ff R f(x, y ) dA representa un volumen 
neto entre la grafica de/y el piano xy sobre la region R. 


Ejercicios 14.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44. 


= Fundamentos 

1. Considere la region R en el primer cuadrante que esta 
acotada por las graficas de x 2 + y 2 = 16, y = 0 y x = 0 . 
Aproxime la integral doble ff R (x + 3 y + 1) dA utilizan- 
do una suma de Riemann y las R k que se muestran en la 
FIGURA 14.1.7. Elija los puntos muestra (x*, y*) en el centro 
geometrico de cada R k . 




* 8 

*7 

1 

Re 

Rs 

*1 

r 2 

«3 

r 4 


1 

FIGURA 14.1.9 Region de integracion 
del problema 3 



FIGURA 14.1.7 Region de 
integracion del problema 1 


2. Considere la region R en el primer cuadrante acotada por 
las graficas dex + y= l,x + y = 3, y = 0yx = 0. 
Aproxime la integral doble ff R (. 2x + 4y) dA utilizando 
una suma de Riemann y las R k que se muestran en la FIGU¬ 
RA 14.1.8. Elija los puntos muestra (x*, y*) en la esquina 
superior derecha de cada R k . 



FIGURA 14.1.8 Region de 
integracion del problema 2 


4. Considere la region R acotada por las graficas de y = x 2 
y y = 4. Ponga una reticula rectangular sobre R corres- 
pondiente a las rectas x = —2, x = —x = — 1 , . . ., x = 2 , 
y y = 0, y = y = 1, . . ., y = 4. Aproxime la integral 
doble ff R xydA utilizando una suma de Riemann, donde 
los puntos muestra (x*, y*) se elijan en la esquina inferior 
derecha de cada rectangulo completo R k en R. 

En los problemas 5-8, evalue ff R 10 dA sobre la region R dada. 

Emplee formulas geometricas. 


5 . 


y 


R 


-t-t-1-t- 

FIGURA 14.1.10 Region de 
integracion del problema 5 



FIGURA 14.1.11 Region de 
integracion del problema 6 


7 . 



x 2 + (y- 2) 2 = 4 

+-1 —►jc 


FIGURA 14.1.12 Region de 
integracion del problema 7 



FIGURA 14.1.13 Region de 
integracion del problema 8 


3. Considere la region rectangular R que se muestra en la 
FIGURA 14.1.9. Aproxime la integral doble ff R (x + y) dA 
utilizando una suma de Riemann y las R k que se muestran 
en la figura. Elija los puntos muestra (x*, y*) en 

a ) el centro geometrico de cada R k y 

b) la esquina superior izquierda de cada R k . 


9 . Considere la region R acotada por el circulo (x — 3 ) 2 
+ y 2 = 9. ^La integral doble ff R (x + 5y) dA representa un 
volumen? Explique. 

10 . Considere la region R del segundo cuadrante que esta 
acotada por las graficas de — 2 x + y = 6 , x = 0 y y = 0 . 
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l La integral doble ff R (x 2 + y 2 ) dA representa un volu- 
men? Explique. 

En los problemas 11-16, suponga que JJ R x dA = 3, ff R y dA 
= 7 y el area de R es 8. Evalue la integral doble dada. 


11 . 


10 dA 


R 


12 . 


— 5x dA 


13. 


(2x + 4 y) dA 



y) dA 


15 . JJ(3x + 7y + \)dA 16 . J Jy 2 dA - J J (2 + y) 2 dA 

R R R 

En los problemas 17 y 18, considere que R x y R 2 son regiones 
que no se traslapan tales que R = R { U R 2 . 

17. Si //«,/(*, y)dA = 4 y JJ R J(x, y ) dA = 14, ^cual es el 
valor de //«/(*, y) dA? 

18 . Suponga que Jf R f(x, y) dA = 25 y y) dA = 30. 

^Cual es el valor de f Jr, fix, y) dA? 


14.2 Integrates iteradas 

■ Introduce ion De manera similar al proceso de la diferenciacion parcial podemos definir la 
integracion parcial. El concepto de la integracion parcial es la clave para un metodo practico 
de evaluacion de una integral doble. Puesto que estaremos utilizando la integracion indefinida y 
la definida, le recomendamos ampliamente un repaso del material de la seccion 5.1, la seccion 

5.2 y el capitulo 7. 

■ Integracion parcial Si F{x , y) es una funcion tal que su derivada parcial con respecto a y es 
una funcion/, esto es F y (x, y) = f{x , y), entonces la integral parcial de/con respecto ay es 

jf(x, y) dy = F(x, y) + cfx), (1) 

donde la funcion Ci(x) desempena la parte de la “constante de integracion”. De manera similar, 
si F(x, y) es una funcion tal que F x (x , y) = f(x , y), entonces la integral parcial de/ con respec¬ 
to a x es 

jf(x, y) dx = F(x, y) + c 2 (y). (2) 

En otras palabras, para evaluar la integral parcial Jf(x, y) dy mantenemos x fija (como si fuera 
una constante), en tanto que en //(x, y) dx mantenemos y fija. 


EJEMPLO 1 


Evalue: 


Empleo de (1) y (2) 


a) 6xy dy 


b) 6 xy 2 dx. 


Solucion 

a) Al mantener a x fija, 


i¥) 


6 xy dy = 6x • I — y 3 ) + c x {x) = 2xy 3 + c^x). 


$ o d ? d 9 9 

Comprobacion : — (2xy + Cx(x)) = — 2xy + —c^x) = 2x(3y ) + 0 = 6xy . 
ay dy dy 

b) Al mantener ahora y fija, 

16xy 2 dx = 6 • • y 2 + c 2 (y) = 3x 2 y 2 + c 2 (y). 


Usted debe verificar este resultado tomando su derivada parcial con respecto ax. ■ 

■ Integracion parcial definida Al evaluar una integral definida podemos prescindir de las fun- 
ciones c^y) y c 2 (x) en (1) y (2). Tambien en este caso, si F(x, y) es una funcion tal que 
Fy(x, y) = /(x, y), entonces la integral parcial definida con respecto ay se define como 






754 CAPITULO 14 Integrales multiples 


g2 (x) 


-| gi(x) 


f(x, v) dy = F(x, y) 


g i(x) 


- gi(x) 


= Fix, glix)) - Fix, gi(x)). 


(3) 


Si F{x, y) es una funcion tal que F x (x, y ) = f(x, y). entonces la integral parcial definida con 
respecto axes 


h 2 (y) 


fix, y) dx = Fix, y) 


h(y) 


h 2 (y ) 


= Fih 2 iy),y ) - FQifyfy). 


(4) 


JAiM 


Las funciones gi(x) y g 2 (x ) en (3) y las funciones h x (y) y h 2 (y) en (4) se denominan los limites 
de integracion. Desde luego los resultados en (3) y (4) se cumplen cuando los limites de inte¬ 
gracion son constantes. 


EJEMPLO 2 


Empleo de (3) y (4) 


E value: 

a) J ^6xy 2 — 40 dy 

Solucion 

a) Se deduce de (3) que 

f 2 


*) J (6xy 


2 -4^ 


j dx. 


\6xy 2 - 4 0dy = 


2xy 3 — 4xln|y| 


= (16x - 4x In 2) - (2x - 4x In 1) 
= 14x - 4x In 2. 


b) De (4), 


_'(<*>-4§V-(V^-2^’ 


y 


y n-i 




- 24r - ^ 




EJEMPLO 3 


Empleo de (3) 


Evalue sen xy dy. 

'x 2 

Solucion Puesto que estamos tratando a x como constante, advertimos primero que la integral 
parcial de sen xy con respecto a y es (—cos xy)/x. Para ver lo anterior, tenemos por la regia de la 
cadena, 

d f 1 \ 1, , d 1, , 

— — cos xy = —( — sen xy) — xy = —( — sen xy) • x = sen xy. 
dy\ x J x dy x 


Por consiguiente, por (3) la integral parcial definida es 


sen xy dy = — 


cos xy 


cos (x • x) 


cos (x • x 2 ) 


cos x 2 cos x 3 


Antes de continuar necesitamos examinar algunas regiones especiales en el piano xy. 

■ Regiones de tipo I y II La region que se ilustra en la FIGURA 14.2.1 a), 

R: a < x < A gi(x) < y < g 2 (x), 

donde las funciones frontera g x y g 2 son continuas, se denomina region tipo I. En la figura 
14.2.1 b), la region 

R\ c < y < d, h x (y) < x < h 2 {y ), 
donde h x y h 2 son continuas, se denomina region tipo II. 
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a) Region tipo I b ) Region tipo II 

FIGURA 14.2.1 Regiones en el piano 


■ Integrates iteradas Puesto que la integral parcial definida J^f(x, y) dy es una funcion de x 
unicamente, podriamos, como alternativa, integrar la funcion resultante con respecto a x. Si/es con- 
tinua sobre una region R de tipo I, definimos una integral iterada de / sobre la region mediante 


b fg 2 (x) 


f(x , y) dy dx = 


J a J g i (x) 


gi(x) 


fix, y) dy 


L J gi(x) 


dx. 


(5) 


La idea basica en (5) es realizar integraciones repetidas o sucesivas. El proceso de dos pasos 
empieza con una integracion parcial definida que produce una funcion de jc, la cual se integra 
despues de la manera usual de x = a ax = b. El resultado final de las dos integraciones sera un 
numero real. De manera similar, definimos una integral iterada de una funcion / continua sobre 
una region R tipo II por medio de 


d fh 2 (y) 


f(x , y) dxdy = 


%(y) 


h 2 (y) 


fix, v) dx 


c L J hi(y) 


dy. 


En (5) y (6), R recibe el nombre de region de integracion. 


( 6 ) 


EJEMPLO 4 


Evalue la integral iterada d e fix, y) = 2xy sobre la region que se muestra en la FIGURA 14.2.2. 
Solucion La region es de tipo I y por ello de acuerdo con (5) tenemos 


2xy dy dx 


2 xy dy 


dx = | xy 


x 2 +l 


dx 


= [x(x + 1) — x ] dx 


±ix 2 + l ) 3 - 


12 


= 

-i 4- 



FIGURA 14.2.2 Region R del 
ejemplo 4 


EJEMPLO 5 


4 C2y 


Integral iterada 


Evalue 


'0 Jy 


(8v + e y ) dxdy. 


Solucion A1 comparar la integral iterada con (6), vemos que la region de integracion es de tipo 
II. Vea la FIGURA 14.2.3. Iniciamos integraciones sucesivas utilizando (4): 

dy 


f f (8v + e y ) dxdy = 

f 4 


(8v + e y ) dx 

ii 

r 4 

{Ax 1 + xe y ) 

Jq Jy J 

0 

_ J 

y J 


0 


[(16y 2 + 2ye y ) - (4y 2 + ye y )] dy 



J o 


FIGURA 14.2.3 Region R del 
ejemplo 5 


(12y 2 + ye y ) dy — integracion por partes 


4y 3 + ye y - e y 


= 257 + 3e 4 « 420.79. 
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rectangular es tanto del tipo 
I como del tipo II 


Integral iterada 


EJEMPLO 6 


Evalue | ^ 6 xy 2 - 4^)dydx. 


Solucion En el resultado del inciso a ) del ejemplo 2, tenemos 


6 xy 4 ] dydx = 


6xy z - 4- ) dy 
i l j i \ y . 


dx 


= J (14x — 4x In 2 ) dx 


= ( lx 2 - lx 2 In 2 ) 


= 56 - 16 In 2 - 44.91. 


La inspeccion de la FIGURA 14.2.4 debe convencerlo de que una region rectangular R definida 
por s simultaneamente del tipo I y del tipo II. Si/es continua sobre R , 

puede demostrarse que 


f{x, y) dy dx 


fix , y) dx dy. 


(7) 


Usted debe verificar que 


| ^6xy 2 - 4^ ) dx dy 


produce el mismo resultado que la integral iterada del ejemplo 6 . 

Una region rectangular no es la unica region que puede ser tanto de tipo I como de tipo II. 
Como en (7), si / es continua sobre una region R que es simultaneamente del tipo I y del tipo 
II, entonces las dos integrales iteradas de/sobre R son iguales. Vea los problemas 47 y 48 de los 
ejercicios 14.2. 


Ejercicios 14.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, evalue la integral parcial dada. 


1 . j dy 2. J (1 — 2y) dx 

3. |(6x 2 y — 3xVy) Jx 4. j(6x 2 y - 3xVy)dy 

dy 6. (1 + 10x — 5y 4 ) dx 


1 

x(y + 1 ) 

7. | (12y cos 4x — 3 sen y) dx 8. [ sec 2 3 xydy 

y 


9. 


\Jlx + 3 y 


dx 


10. (2x + 5 yfdy 


En los problemas 11-20, evalue la integral parcial definida 
dada. 


11 . j ( 6 xy - 5 e y )dx 

r 3x 

13. J x^e^dy 

[ 2x xy 

1S ' l 777 * 


12 . 


tan xy dy 


14. I (S.r.y - 4xy 2 )dx 

A/5 


16. 


e 2y/x dy 


J r sec y 

i2x + cos y) dx 

tan y 
r 77/2 

„ 


19. cos x sen y dy 


18. 


20 . 


1 

JVy 

1 


y In x dx 


y cos 2 xy dx 


•U/2 


En los problemas 21-42, evalue la integral iterada dada. 


21 . J J ( 8 x — lOy + 2) dydx 22. 

rV2 rVi^y 1 

23. (2x — y)dxdy 

Jo J-V 2 -y 2 

J r 7 r /4 rcosx 

(1 + 4y tan 2 x) dydx 

0 Jo 


(x + y) 2 dxdy 


J-l JQ 


25. 


27. 


29. 


3y 


f 0 J y 
In 3 


1 JO 
3 f2x+l 


cos( 2 x + y) dxdy 26. 

6e x+2y dydx 28. 

1 


v5 


1 ->0 
1 r 2y 

Jo Jo 


2y sen ttx 2 dy dx 
e~ y2 dxdy 


'o J x+i Vy x 


: dy dx 30. 


x(y 2 - x 2 ) 3//2 dxdy 


Jo Jo 
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31. 


9 rx 


! j 0 x 2 + y 2 
33. | J| ^ dxdy 

6 fV 25 ~y 2 /2 

35. 


dydx 


32. 


1/2 


fj 


'0 4 0 


Vl - x : 


dxdy 


r 4 rVx 

34. J J 2 ye~ x dydx 


'o 


V(25 - y 2 ) - x 2 


dxdy 


f 2 rV20-y 2 

36. y dxdy 
Jo Jy 2 

f 77 f° 

37. e*seny JxJy 

*^77/2 *^cos y 

f 1 [y 1/d 

38. 6 x 2 ln(y + 1) dxdy 
Jo Jo 

f 2 tt rx 


39. 


(cos x — sen y) dy dx 40. 


'o 


3 r l/x 


1 


x + 1 


dydx 


r 577/12 /* V2 sen 26 » 

41. r Jr J0 

J77/12 Ji 


ji j 0 

J f 77/3 r 1 +cos 6 

r drdO 

0 J 3 cos 6 


En los problemas 43-46, dibuje la region de integracion R 
para la integral iterada que se indica. 

r2 r2x+i r4 rVy 

43. f{x , y) dydx 44. f(x , y) dxdy 

Jo J 1 Ji J-Vy 

r 3 rVi6-j 2 r 2 rV+i 

45. /(x, y) dxdy 46. /(x, y) dydx 

J-Jo J-lJ-x 2 

En los problemas 47 y 48, verifique mediante un dibujo que 
la region tipo I es la misma que la region tipo II. Verifique 
que las integrales iteradas que se indican son iguales. 


47. Tipo I: ^x < y < Vx, 0 < x < 4 
Tipo II: y 2 < x < 2y, 0 < y < 2 

*4 rVx C2 C2y 

x 2 y dy dx = x 2 y dxdy 

Jo Jjc/ 2 Jo Jy 2 


48. Tipo I: -Vl - x 2 < y < Vl - x 2 , 0 <x<l 
Tipo II: 0 < x < Vl — ~y 2 , — 1 < y ^ 1 


Ixdydx = 


J o 


Ixdxdy 


— VI —x 


-1 Jo 


En los problemas 49-52, verifique la igualdad que se indica. 


49. 


x 2 dydx 


-1 40 
2 C 4 


x 2 dxdy 


J 0 4_l 


50. J j ( 2 x + 4y) dxdy = 

f 3 


(2x + 4y) dydx 


42 4-2 


51. 


52. 


(3x 2 y — 4 sen y) Jy dx 


(3x 2 y — 4 sen y) Jx Jy 


40 JO 


8 y 


2 x 


* + 1 y 2 + 1 


dxdy = 


Y 8 y 


2 x \ 


X + 1 y 2 + 1/ 


dydx 


= Piense en ello 

53. Si/y g son integrales, demuestre que 


d fb 


f(x)g(y) dxdy = fix) dx 


g(y ) dy 


54. Emplee el resultado del problema 53 para evaluar 


Jo J o 


xye 


~(2x 2 + 3y 2 ) 


dxdy. 


14.3 Evaluacion de integrales dobles 

■ Introduccion Las integrales iteradas de la seccion anterior proporcionan los medios para 
evaluar una integral doble ff R f(x , y) dA sobre una region tipo I o tipo II o una region que puede 
expresarse como una union de un numero finito de estas regiones. El siguiente resultado se debe 
al matematico italiano Guido Fubini (1879-1943). 


Teorema 14.3.1 Teorema de Fubini 
Sea/continua sobre una region R. 
i ) Si R es una region de tipo I, entonces 


fix, y) dA 


b rg 2 (x) 


fix , y) Jy Jx. 


J a J gx(x) 


ii) Si R es una region de tipo II, entonces 

jj/(-T >’) dA = 

R 


fd rh 2 (y) 

f{x, y) dxdy. 

'c Jh x (y) 


0 ) 


( 2 ) 
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traza de la superficie 

en el piano jc = constante superficie 



FIGURA 14.3.1 El area A(x) del 
piano vertical es una integral 
definida de/ 


y 



-1-t-t-t- 

FIGURA 14.3.2 Region R del 
ejemplo 1 


El teorema 14.3.1 es la contraparte de la integral doble del teorema 5.5.1, el teorema funda¬ 
mental del calculo. Si bien el teorema 14.3.1 es dificil de probar, podemos tener alguna idea 
intuitiva de su importancia al considerar volumenes. Sea R una region de tipo I y z = fix, y ) con- 
tinua y no negativa sobre R. El area A del piano vertical que se muestra en la FIGURA 14.3.1 es el 
area bajo la traza de la superficie z — fix, y) en el piano x = constante y en consecuencia esta 
dado por la integral parcial 

r £ 20 ) 

A(x) = f{x, y) dy. 

4i(*) 

Al sumar todas estas areas de x = a a x = b, obtenemos el volumen V del solido sobre R y deba- 
jo de la superficie: 

fb Cb rg 2 (x) 

V = A(x) dx = f(x, y) dydx. 

•'a •'a Jgi(x) 

Sin embargo, como ya hemos visto en (3) de la seccion 14.1, este volumen esta tambien dado 
por la integral doble V = fJ r fix, y) dA. En consecuencia, 

fbr g 2 (x) 

fix, y) dA = fix, y) dydx. 

Ja Jg\(x) 



EJEMPLO 1 


Integral doble 


E value la integral doble JJ R e x+3y dA sobre la region R acotada por las graficas de y = 1, y = 2 , 
y = xyy= -x + 5. 


Solution Como se advierte en la FIGURA 14.3.2, R es una region de tipo II; por consiguiente, por 
( 2 ) integramos primero con respecto a x desde la frontera izquierda x = y hasta la frontera dere- 
cha x = 5 — y: 


e x+3y dA = 


2 r 5—y 


p x+3 y 


dxdy 


1 Jy 
2 


x+3y 


5 ~y 


dy 


ie 5+2y - e 4y ) dy 


-e 5+2y - \e 4y 


= -e y - —£T - -e‘ + 


2 771.64. 


Como una ayuda para reducir una integral doble a una integral iterada con limites de inte¬ 
gration correctos, resulta util visualizar, como se sugiere en la discusion anterior, la integral 
doble como un proceso de suma. Sobre una region de tipo I la integral iterada /J 7 fg$$f(x, y) dy dx 
es primero una sumatoria en la direction de y. De manera grafica, esto se indica mediante la fle- 
cha vertical en la FIGURA 14.3.3a); el rectangulo tipico en la flecha tiene un area dydx. El dy situa- 
do antes del dx significa que los “volumenes” fix, y) dydx de los paralelepipedos construidos 
sobre los rectangulos se suman verticalmente con respecto a y desde la curva frontera inferior 
y = giix) hasta la curva frontera superior y = g 2 ix). El dx que sigue al dy significa que el resul- 
tado de cada sumatoria vertical se suma despues horizontalmente con respecto aide izquierda 
ix = a) a derecha (x = b). Se hacen comentarios similares con relation a las integrales dobles 
sobre regiones de tipo II. Vea la figura 14.3.3Z?). Recuerde de (4) de la seccion 14.1 que cuando 
fix,y) = 1, la integral doble A = ff R dA produce el area de la region. Entonces, la figura 
14.3.3a) muestra que /J 7 dydx suma verticalmente las areas rectangulares y despues hori¬ 
zontalmente, en tanto que la figura 14.3.37?) muestra que // f}$$ dxdy suma horizontalmente las 
areas rectangulares y despues verticalmente. 
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FIGURA 14.3.3 En a) la primera integracion es con respecto a y; en b) la 
primera integracion es con respecto a x 


EJEMPLO 2 


Area 


mediante integracion doble 


Emplee la integral doble para determinar el area de la region acotada por las graficas de y = x 2 
y y = 8 - x 2 . 


Solucion Las graficas y sus puntos de interseccion se muestran en la FIGURA 14.3.4. Puesto que 
R es evidentemente del tipo I, tenemos de (1) 


A = \\dA = 


2 rs-x 2 


—2 4c 2 


dydx 


= [(8 — x 2 ) — x 2 ] dx 

J-2 

r 2 

(8 - lx 2 ) dx 

J -2 

,12 


= ( 8x - -x 3 


= 64 
-2 3 • 


Nota: Usted debe reconocer 


A = 



b rg 2 (x) 


dydx = 


a J g,0) 



8 iW] dx 



como la formula (3) de la seccion 6.2 para el area acotada entre dos graficas sobre el intervalo 

[a,b]. 


EJEMPLO 3 


Volumen mediante doble integracion 


Utilice la integral doble para calcular el volumen V del solido en el primer octante que esta aco- 
tado por los pianos de coordenadas y las graficas del piano z = 3—x — yyel cilindro 

x 2 + y 2 = 1. 

Solucion De la FIGURA 14.3.5a) vemos que el volumen esta dado por V = //^(3 — x — y) dA. 
Puesto que la figura 14.3.5Z?) muestra que la region de integracion R es tipo I, tenemos de (1), 


V = 


(3 — x — y) dy dx 


3 y ~ xy - | y 2 


dx 


= [ ( 3\/l — x 2 — xVl - x 2 — ^ 


X 2 ) dx <— sustitucion trigonometrica 


yr sen l x + ^-xV 1 - x 2 + ^-(1 — X 2 ) 3 / 2 — \x + \x 


3 2 

= 4 W - 3 “ L69 - 
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a) b) 

FIGURA 14.3.5 En el ejemplo 3, superficies en a); 
region de integracion en b ) 


La reduccion de una integral doble ya sea a las integrales iteradas (1) o (2) depende de a) el 
tipo de region y b) la funcion misma. Los siguientes dos ejemplos ilustran cada caso. 


EJEMPLO 4 


Integral doble 


E value ff R (x + y) dA sobre la region acotada por las graficas de x = y 2 y y = \x — 


Solucion La region, que se muestra en la FIGURA 14.3.6a), puede escribirse como la union R = 
Ri U R 2 de las dos regiones tipo I. A1 resolver la ecuacion y 2 = 2y + 3 o (y + l)(y — 3) = 0 
encontramos que los puntos de interseccion de las dos graficas son (1, — 1) y (9, 3). Por tanto, 
de ( 1 ) y el teorema 14.1.1m), tenemos 


(x + y) dA = J J (x + y) dA + J J (x + y) dA 

R R { R 2 

l fVx [9 rVx 

(x + y)dydx + (x + y) dy dx 


'o J -Vx 
l 


xy + \y 2 


4 4/2 -3/2 

4 + i ( v+ ? 2 


vS 


dx 


x/2-3/2 


= J 2 x 3 / 2 dx + J + ^~x - ^x 2 - ^ ) dx 


9 


= L 5 / 2 


+ ( 2 x 5/2 + ii^ _ _ £ 

0 V5 8 24 8 


46.93. 


Solucion alterna A1 interpretar la region como una region individual de tipo II, vemos de la 
figura 14.3.6Z?) que 


3 C2y + 3 

(x + y) dA = | (x + y) dxdy 

-1 Jy 2 


f x 2 + xy 


-^y 4 - y 3 + 4/ + 9y + 2 j d y 


2y+3 


dy 


1 < 1 


9,9 


= I“10^ =4" + F + F 


46.93. 
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Advierta que la respuesta en el ejemplo 4 no representa el volumen del solido sobre R y 
debajo del piano z = x + y. ^Por que no? 

■ Inversion del orden de integracion Como ilustra el ejemplo 4, un problema puede volverse 
mas sencillo cuando el orden de integracion se cambia o invierte. Ademas, algunas integrales 
iteradas que quiza sea imposible evaluar utilizando un orden de integracion puedan, tal vez, eva¬ 
luate utilizando el orden de integracion inverso. 


EJEMPLO 5 


E value JJ R xe y2 dA sobre la region R en el primer cuadrante acotado por las graficas de y = x 2 , 
x = 0, y = 4. 


Solucion Cuando se observa como una region de tipo I, tenemos de la FIGURA 14.3.7a), 0 < x 
< 2, x 2 < y < 4, por lo que 

ri r4 

xe y2 dA = xe y2 dydx. 

J() Jx 2 


La dificultad aqui es que la integral parcial definida fj xe r dy no puede evaluarse debido a que 
e y no tiene una antiderivada como funcion elemental con respecto a y. Sin embargo, como 
vemos en la figura 14.3.7/?), podemos interpretar la misma region como una de tipo II definida 
por 0<y<4, 0<x< Vy. Por consiguiente, de (2), 


xe y dA = 


4 fVy 


'0 Jo 

4 


Jo 


Jo 


4 


xe y dxdy 

Vy 


dy 


-y^ dy 


1 / 
4 e 




NOTAS DESDE EL AULA 

i) Como se menciono despues del ejemplo 1, es posible definir la integral doble en termi- 
nos de un doble limite de una doble suma tal como 

2 2/C**> y*)kyjAxi o X 2/C**, yJ)^Xi A yj. 
i j j i 

No daremos los detalles. 

ii) Se le sugiere aprovechar las simetrias para minimizar su trabajo cuando calcule areas y 
volumenes mediante integracion doble. En el caso de volumenes, asegurese de que tanto 
la region R como la superficie sobre la region posean simetrias correspondientes. Vea el 
problema 19 en los ejercicios 14.3. 

iii) Antes de intentar evaluar la integral doble, trate siempre de dibujar una imagen exacta de 
la region R de integracion. 



a) Region tipo I 
v 



b ) Region tipo II 
FIGURA 14.3.7 Region de 
integracion del ejemplo 5 
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Ejercicios 14.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-10, evalue la integral doble sobre la re¬ 
gion R que esta acotada por las graficas de las ecuaciones 
dadas. Elija el orden de integracion mas conveniente. 


1. \x i y 1 dA\ y = x, y = 0, x = 1 


2. (x + 1) dA; y = x 9 x + y = 4, x = 0 


3. I I ( 2x + Ay + 1) dA; y = x 2 , y = x 3 


4. xe y dA\ R la misma que en el problema 1 


5. 2xy dA; y = x 3 , y = 8 , x = 0 


6 . I I ~^= dA; y = x 2 + 1, y = 3 - x 2 


1 + xy 


dA; y = 0, y = l,x = 0, x = 1 


8 . 


7TX 


sen — dA ; x = y ,x = 0 , y = l,y = 2 


9. Vx 2 + 1 JA; x = y, x = —y, x = V3 


10. x dA; y ^ tan l x, y = 0, x = 1 


En los problemas 11 y 12, evalue ff R (x + y) dA para la region 
dada R. 


11 . 




l 




FIGURA 14.3.8 Region 
de integracion del 
problema 11 


12. v 



FIGURA 14.3.9 Region 
de integracion del 
problema 12 


En los problemas 13-18, emplee la integral doble para calcu- 
lar el area de la region R que esta acotada por las graficas 
de las ecuaciones que se indican. 

13. y = —x, y = 2x — x 2 

14. x = y 2 ,x = 2 - y 2 

15. y = e x ,y = In x, x = 1, x = 4 

16. Vv + Vy = 2 , x + y = 4 

17. y = — 2x + 3,y = x 3 , x = -2 


18. y = —x 2 + 3x, y = —2x + 4, y = 0, 0 < x < 2 

19. Considere el solido acotado por las graficas de 
x 2 + y 2 = 4, z = 4 — yy z = 0 que se muestran en la FIGU¬ 
RA 14.3.10. Elija y evalue la integral correcta que represen¬ 
te al volumen V del solido. 

r 2 rV 4-x 2 

a) 4 (4 - y)dydx 

Jo Jo 


b) 2 


-2*4) 


(4 


y) dy dx 


r2 rV^f 

c) 2 I (4 - y) dxdy 



FIGURA 14.3.10 Solido del problema 19 


20. El solido acotado por los cilindros x 2 + y 2 = r 2 y 
y 2 + z 2 = r 2 recibe el nombre de bicilindro. Un octavo del 
solido se muestra en la FIGURA 14.3.11. Elija y evalue la inte¬ 
gral correcta correspondiente al volumen V del bicilindro. 



y 2 ) l/2 dydx 



y 2 ) 1//2 dxdy 


c) 



FIGURA 14.3.11 Solido del problema 20 
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En los problemas 21-30, determine el volumen del solido aco- 
tado por las graficas de las ecuaciones indicadas. 

21 . 2x + y + z — 6 , x = 0 , y = 0 , z = 0 , primer octante 

22. z = 4 — y 2 , x = 3, x = 0, y = 0, z = 0, primer octante 

23. x 2 + y 2 = 4, x - y + 2z = 4, x = 0, y = 0, z = 0, pri¬ 
mer octante 

24. y = x 2 , y + z = 3, z = 0 

25. z = 1 + x 2 + y 2 , 3x + y = 3, x = 0, y = 0, z = 0, pri¬ 
mer octante 

26. z = x + y, x 2 + y 2 = 9, x = 0, y = 0, z = 0, primer 
octante 

27. yz = 6 , x = 0, x = 5, y = 1, y = 6 , z = 0 

28. z = 4 - x 2 - \y 2 , z = 0 

29. z — 4 - y 2 , x 2 + y 2 = 2x, z = 0 

30. z— 1 — x 2 , z = 1 — y 2 , x = 0, y = 0, z = 0, primer 
octante 

Si f 2 (x, y) > /i(x, y) para todo (x, y) en una region R, entonces 
el volumen del solido acotado por las dos superficies sobre R es 

v= jj[f 2 (x,y) -Mx,y)] dA. 

R 

En los problemas 31-34, determine el volumen acotado por 
las graficas de las ecuaciones dadas. 

31. v + 2y + z = 4, z = x + y, x = 0, y = 0, primer octante 

32. z = x 2 + y 2 , z = 9 

33. z = x 2 , z = — v + 2, x = 0, y = 0, y = 5, primer octante 

34. 2z = 4 - x 2 - y 2 , z = 2 - y 


En los problemas 35-40, invierta el orden de integracion. 


35. 


2 ry 


'0 ^0 


fix, y) dxdy 36. 


5 fV25-y 2 


- 5 * 4 ) 


f(x, y) dxdy 


37. 


39. 


3 Ce 


J 0 J1 


fix, y) dydx 38. 


2 C3-y 


fix, y) dxdy 


'0 Jy/2 


i f <Tx 


0 ^0 


2 [ 2 - 


f(x, y) dydx+ I f(x, y) dy dx 

h Jo 


40. 


i rVy 


0 * 4 ) 


fix, y) dx dy + 


2 fV2-y 


1 Jo 


fix , y) dxdy 


En los problemas 41-46, evalue la integral iterada que se indi- 
ca invirtiendo el orden de integracion. 


41. 


2 Vl +/ dydx 42. 


'0 J x 
2 r 4 


0 -y/x 


dxdy 


0 J 2y 


'0 Jy 


43. cos V? dxdy 44. 


i 


xV 1 — x 2 — y 2 dy dx 


45. [ [ —-—- dydx 46. [ [ Vx 3 + 1 dxdy 

Jo l 1 + / Jo JVy 

El valor promedio / pro de una funcion continua z = fix , y) 
sobre una region R en el piano xy se define como 

f pm = j^f(x,y)dA, (3) 

R 

donde A es el area de R. En los problemas 47 y 48, determine 
/ pro para la funcion y la region R dadas. 

47. fix , y) = xy; R definida mediante a < x < b, c < y < d 

48. fix , y) = 9 — x 2 — 3y 2 ; R acotada mediante la elipse 
x 2 + 3y 2 = 9 


= Piense en ello 

49. De (3) podemos escribir fS r fix, y) dA =/ pro • A, donde 
A es el area de R. Discuta acerca de la interpretacion geo- 
metrica de este resultado en el caso fix, y) > 0 sobre R. 

50. Sea R una region rectangular acotada por las rectas x = a, 
x = b, y = cyy = d, donde a < b, c < d. 

a) Muestre que 

cos 2i r(v + y) dA = —^ iSiS 2 ~ C\Cf) 

47 T 2 


J 

R 


sen 27r(x + y) dA = - iCiS 2 + SiC 2 ), 

47 t 2 


donde 

S x = sen 27 ib — sen 2zra, S 2 = sen 2ird — sen 27 tc 
C i = cos 2irb — cos 2ira, C 2 = cos 2ird — cos 27 tc. 
b) Muestre que si al menos uno de los dos lados perpen- 
diculares de R tiene una longitud entera, entonces 


J cos 2irix -\- y) dA = 0 y 
c ) Inversamente, muestre que si 


sen 2zrix + y) dA = 0. 


cos 2irix + y) dA = 0 


y 


sen 2irix + y) dA = 0, 
J - 

R 


entonces al menos uno de los dos lados perpendicu- 
lares de R debe tener longitud entera. [ Sugerencia : 
Considere 0 = iS x S 2 — CiC 2 ) 2 + (CiS 2 + SiC 2 ) 2 .] 
51. Sea R una region rectangular que se ha dividido en n 
subregiones rectangulares R X ,R 2 ,... ,R n que no se tras- 
lapan y cuyos lados son todos paralelos a los lados hori¬ 
zontal y vertical de R. Vea la FIGURA 14.3.12. Suponga que 
cada rectangulo interior tiene la propiedad de que uno de 
sus dos lados perpendiculares tiene longitud entera. Mues¬ 
tre que R tiene la misma propiedad. [Sugerencia: Recurra 
al problema 50 y al teorema 14.1.1m).] 
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FIGURA 14.3.12 Region rectangular del problema 51 

= Proyectos 

52. El solido acotado por la interseccion de tres cilindros 
x 2 + y 2 = r 2 , y 2 + z 2 = r 2 y x 2 + z 2 = r 2 recibe el nom- 
bre de tricilindro. Vea la FIGURA 14.3.13. Realice una bus- 
queda en internet y encuentre una figura del solido real. 
Determine el volumen del solido. 



FIGURA 14.3.13 Tres cilindros del 
mismo radio se intersecan en 
angulos rectos en el problema 52 


14.4 Centro de masa y momentos 


■ Introduce ion En la seccion 6.10 vimos que si p es una densidad (masa por area unitaria), 
entonces la masa de una mancha de materia, o lamina, bidimensional que coincide con una 
region acotada por las graficas de y = /(x), el eje x y las rectas x = ay x = b esta dada por 

n n rb 

m = Urn^pMt = Um o ^pf(xf)Ax k = J pf(x) dx. (1) 

La densidad p en (1) puede ser una funcion de x; cuando p = constante se dice que la lamina es 
homogenea. 

Veremos despues que si la densidad de p es una funcion de dos variables, entonces la masa 
m de una lamina esta dada por una integral doble. 


■ Laminas con densidad variable: centro de masa Si una lamina que corresponde a una region 
R en el piano xy tiene una densidad variable p(x, y) (unidades de masa por area unitaria), donde 
p es no negativa y continua sobre R , entonces de manera analoga a ( 1 ) definimos su masa m por 
la integral doble 


m = lim p(xtyt)AA k o m = 
||p||->0jpv v kk 


p(x, y) dA. 


( 2 ) 


Como en la seccion 6.10, definimos las coordenadas del centro de masa de la lamina por 


M v 


M x 


x = 


m 


y = 


m 


(3) 


donde 


M = xp(x, y) dA 


M x = yp(x, y) dA 


(4) 


son los momentos de la lamina alrededor de los ejes y y x, respectivamente. El centro de masa 
es el punto donde consideramos que se concentra toda la masa de la lamina. Si p(x, y) es una 
constante, se dice que la lamina sera homogenea y su centro de masa recibe el nombre de cen- 
troide de la lamina. 


EJEMPLO 1 


Centro de masa 


Una lamina tiene la forma de la region R en el primer cuadrante que esta acotado por las grafi¬ 
cas de y = sen xy y = cos x entre x = 0 y x = 7 t/4 . Determine su centro de masa si la densidad 
es p(x, y) = y. 
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Solucion De la FIGURA 14.4.1 vemos que 

f 77/4 fCOSX 

ydA = 


m 


ydydx 


7r/ 4 1 


'0 Jsen x 


dx 


77/4 

= ^ | (cos 2 x — sen 2 x) dx 


- formula del angulo doble 


77/4 


cos 2x dx 

77/4 


= — sen 2x 


0 


1 

4’ 


Ahora, 


M y = 


j 

R 


xydA = 

V4 i 2 ' 

2 ^ 

1 

77/4 


77/4 r cos x 


'0 

COS X 


xy dy dx 


dx 


x cos 2x dx 


- integracion por partes 


Jo 


= Q-x sen 2x 4- |xos 2x 


t/4 


T6 (7r - 2) ‘ 


De manera similar, 

My = 


y 2 dA 


77/4 r cos x 


y dydx 


77/4 


(cos 3 x — sen 3 x) dx 


77/4 


[cos x(l — sen 2 x) — senx(l — cos 2 x)] dx 


Jo 


= —I sen x — —sen x + cos x — —cos x 


77/4 

0 


= ^(5V2 - 4). 


Por consiguiente, de (3), las coordenadas del centro de masa de la lamina son 

M y T6 (7T ~ 2) 1 

X = — = : - = 4(77- - 2), 

m 1 4 V ’ 



FIGURA 14.4.1 Lamina del 
ejemplo 1 


M x 


- = |(10V2 - 8). 


I 

4 


Las coordenadas aproximadas del centro de masa son (0.29, 068). 

Centro de masa 


EJEMPLO 2 


Una lamina tiene la forma de la region R acotada por la grafica de la elipse ^x 2 + ^y 2 = 
l,0<y<4yy = 0. Encuentre su centro de masa si la densidad es p(x, y) = |x|y. 






-R 


/ x = y 


\x — 

-2 

2 




Solucion De la FIGURA 14.4.2 vemos que la region es simetrica con respecto al eje y. Ademas, FIGURA 14.4.2 Lamina en el 
puesto que p(—x, y) = p(x, y), la densidad p es simetrica alrededor de este eje. De esta manera, ejemplo 2 
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la coordenada y del centro de masa debe estar sobre el eje de simetrfa, y por ello tenemos jc = 0. 
Utilizando simetria, la masa de la lamina es 


m = \x\y dA = 2 


4 r iVi-f/16 


J 0 J o 


xydxdy 


4 12 V 1 -//I 6 


2 

x y 


Jo 


= 4 


Jo 


dy 


4 I k - b' 


= 16. 


De modo similar, 


M = 



f 4 CZ\/l-y 2 /l6 

2 xy 2 dx dy 

j 0 Jo 


512 
15 • 


De (3) 

512 

15 


Las coordenadas del centro de masa son (0, ff). 


32 

15' 


No concluimos del ejemplo 2 que el centro de masa debe estar siempre sobre un eje de sime¬ 
tria de una lamina. Tenga en mente que la funcion de densidad p(x, y) tambien debe ser simetri- 
ca con respecto a ese eje. 


■ Momentos de inercia Las integrales M x y M y en (4) reciben el nombre de primeros momen- 
tos de una lamina alrededor del eje 1 y el eje y, respectivamente. Los llamados segundos 
momentos de una lamina o momento de inercia en torno a los ejes x y y son, a su vez, defini- 
dos por las integrales dobles 


Ir = 


yp(x, y) dA 


Iy = 


x 2 p(x , y) dA. 


(5) 


Un momento de inercia es el equivalente rotacional de la masa. Para el movimiento traslacional, 
la energia cinetica esta dada por K = \mv 2 , donde m es la masa y v es la velocidad lineal. La 
energia cinetica de una particula de masa m que rota a una distancia r del eje es K = \mv 2 = 
\m{ro)) 2 = y(mr 2 )(o 2 = \l(o 2 , donde / = mr 2 es su momento de inercia alrededor del eje de rota- 
cion y co es su velocidad angular. 



FIGURA 14.4.3 Disco del 
ejemplo 3 


EJEMPLO 3 


Momento de inercia 


Encuentre el momento de inercia alrededor del eje y del delgado disco homogeneo de masa m 
que se presenta en la FIGURA 14.4.3. 

Solucion Puesto que el disco es homogeneo, su densidad es la constante p(x, y) = m/iTr 2 . Por 
consiguiente, de (5), 


I y = \\x p(x, y) dA 



dA 




x 2 dydx 
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2m 


x 2 Vr 2 - x 2 dx 


<— sustitucion trigonometrica 


2 mr 2 

77 


’ 77/2 

sen 2 0 cos 2 0 dO 
77/2 


formula del angulo doble 


mr 2 

277 


"77/2 

sen 2 20 <70 

*^—77/2 


<— formula de mitad de angulo 


mr 2 

477 



cos 40) <70 = —mr 2 . 


■ Radio de giro El radio de giro de una lamina de masa m y el momento de inercia / alrededor 
de un eje se definen por medio de 


Ro 



( 6 ) 


Puesto que (6) implica que I = mR 2 g , el radio de giro se interpreta como la distancia radial que 
la lamina, considerada como una masa puntual, puede girar alrededor del eje sin cambiar la iner¬ 
cia rotacional del cuerpo. En el ejemplo 3, el radio de giro es R g = \Zl y jm = V(|rar 2 )/ra = \r. 


Ejercicios 14.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, encuentre el centro de masa de la 
lamina que tiene la forma y densidad indicadas. 

1. x = 0, x = 4, y = 0, y = 3; p(x, y) = xy 

2. x = 0, y = 0, 2x + y = 4; p(x, y) = x 2 

3. y = x, x + y = 6, y = 0; p(x, y) = 2y 

4. y = |x|, y = 3; p(x, y) = x 2 + y 2 

5. y = x 2 , x = 1, y = 0; p(x, y) = x + y 

6. x = y 2 , x = 4; p(x, y) = y + 5 

7. y = 1 — x 2 , y = 0; densidad p en un punto P directa- 

mente proporcional a la distancia desde el eje x. 

8. y = sen x, 0 < x < 77 , y = 0; densidad p en el punto P 
directamente proporcional a la distancia desde el eje y. 

9. y = e x , x = 0, x = 1, y = 0; p(x, y) = y 3 

10. y = V9 - x 2 , y = 0; p(x, y) = x 2 

En los problemas 11-14, determine el momento de inercia 
alrededor del eje x de la lamina que tiene la forma y densidad 
indicadas. 

11 . x = y — y 2 , x = 0; p(x, y) = 2x 

12. y = x 2 , y = Vx; p(x, y) = x 2 

13. y = cos x, — 77/2 < x < 77 / 2 , y = 0; 
p(x, y) = k (constante) 

14. y = V4 — x 2 , x = 0, y = 0, primer cuadrante; p(x, y) = y 

En los problemas 15-18, encuentre el momento de inercia 
alrededor del eje y de la lamina que tiene la forma y densidad 
indicadas. 

15. y = x 2 , x = 0, y = 4, primer cuadrante; p(x, y) = y 

16. y = x 2 , y = Vx; p(x, y) = x 2 


17. y = x, y = 0, y = 1, x = 3; p(x, y) = 4x + 3y 

18. Misma R y densidad que en el problema 7. 

En los problemas 19 y 20, encuentre el radio de giro alrede¬ 
dor del eje indicado de la lamina que tiene la forma y densi¬ 
dad dadas. 

19. x = \/a 2 - y 2 , x = 0; p(x, y) = x; eje y 

20. x + y = a, a > 0, x = 0, y = 0; p(x, y) = k (constante); 
eje x. 

21. Una lamina tiene la forma de la region acotada por la gra- 
fica de la elipse x 2 / a 2 + y 2 /b 2 = 1. Si la densidad es 
p(x, y) = 1, encuentre: 

a) el momento de inercia alrededor del eje x de la lamina, 

b) el momento de inercia alrededor del eje y de la lamina, 

c) el radio de giro alrededor del eje x [ Sugerencia : El 
area de la elipse es 'nab. ] , 

d) el radio de giro alrededor del eje y. 

22. La seccion transversal de un perfil aerodinamico experi¬ 
mental es la lamina que se muestra en la FIGURA 14.4.4. El 
arco ABC es eliptico, en tanto que los dos arcos AD y CD 
son parabolicos. Encuentre el momento de inercia alrede¬ 
dor del eje x de la lamina bajo la suposicion de que la 
densidad es p(x, y) = 1. 



FIGURA 14.4.4 Perfil aerodinamico del problema 22 
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En los problemas 23-26, encuentre el momento de inercia 
polar 7 0 de la lamina que tiene la forma y la densidad dadas. 
El momento de inercia polar de una lamina con respecto al 
origen se define como 

lo = jj(* 2 + y 2 )p(x, y ) dA = l x + l y . 

R 

23. x + y = a, a > 0, x = 0, y = 0; p(x, y) — k (cons- 
tante) 

24. y = x 2 , y = Vx; p(x, y) = x 2 [Sugerencia : Vea los 
problemas 12 y 16.] 


25. x = y 2 + 2, x = 6 — y 2 ; densidad p en un punto P 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a 
partir del origen. 

26. y = x, y = 0, y = 3, x = 4; p(x, y) = k (constante) 

27. Encuentre el radio de giro del problema 23. 

28. Demuestre que el momento de inercia polar con respecto 
al origen alrededor del centro de una delgada placa rec¬ 
tangular homogenea de masa m, con ancho w y longitud 
l es 7 0 = j 2 m (l 2 + w 2 )- 



FIGURA 14.5.2 Region R de 
integration en (2) 


14.5 Integrales dobles en coordenadas polares 

■ Introduce ion Suponga que R es una region acotada por las graficas de las ecuaciones pola¬ 
res r = gi(Q), r = g 2 (0) y los rayos 6 = a, 6 = /3, y que/es una funcion de r y 6 que es conti- 
nua sobre R. Con el fin de definir la integral doble de/sobre R , empleamos rayos y circulos con- 
centricos para dividir la region en una reticula de “rectangulos polares” o subregiones R k . Vea la 
FIGURA 14.5.1a) y b). El area A A k de una subregion tipica R h que se muestra en la figura 14.5.1c), 
es la diferencia de areas de dos sectores circulares: 


AAfc — 2 r ^ A0& — 2^ +1 r k)^k 

= 2^ +1 + r k)( r k +1 — r k)^0k = r *^ r kA0 h 

donde Ar^ = r k+l — r k y r* denotan el radio promedio \ {r k+l + r k ). 



FIGURA 14.5.1 Particion de R usando coordenadas polares 


Eligiendo un punto muestra (r*, 0*) en cada R k , la integral doble de/sobre R es 


Ijm 2/( r *» 0*)r*hr k A6 k = 


f(r,6)dA. 


La integral doble se evalua entonces por medio de la integral iterada 


fir, 6) dA = 


■p cg-m 


f(r, 0)r dr dO. 


( 1 ) 


a J 81 ( 0 ) 


Por otro lado, si la region R es como se indica en la FIGURA 14.5.2, la integral doble de/sobre R es 
entonces 


fir, 6) dA 


b fh 2 (r ) 


/(r, 6)r dO dr. 


( 2 ) 


'a J h x {r ) 
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EJEMPLO 1 


Centro de masa 


Encuentre el centro de masa de la lamina que corresponde a la region acotada por la curva 11a- 
mada petalo de rosa r = 2 sen 26 en el primer cuadrante si la densidad en el punto P en la lami¬ 
na es directamente proporcional a la distancia desde el origen polar. 

Solucion A1 variar 0 de 0 a 7 t/ 2, obtenemos la grafica de la FIGURA 14.5.3. En este caso, la dis¬ 
tancia desde el origen polar es d(0, P) = |r|. Por consiguiente, la densidad de la lamina es 
p(r, 9) = k\r \, donde k es una constante de proporcionalidad. De (2) de la seccion 14.4, tenemos 

f 77/2 [ 2 sen 26 

m = I I k\r\dA = k 


( r)rdrdO 


t/2 


1 ,3 


'0 Jo 

2 sen 26 

de 

0 


= *l V 

77/2 

= y k | sen 3 26 d6 


= h 

3 k 


77/2 


sen 2 26 sen 26 d6 <— identidad trigonometrica 


t/2 


= | (1 - cos 2 20)sen 2 6 d6 


= 3 k 


-~cos 26 + ycos 3 26 
2 6 


7/2 


16, 


= —k. 
0 y 


Puesto que x = r cos 6 , podemos escribir el primer momento M y = k\ | x\r\ dA como 

" 77/2 f 2 sen 26 


My = k 


r cos OdrdO 


2 sen 2 6 


d6 


Jo Jo 

f V21 

= k —r 4 cos 6 
Jo 4 
r 77/2 

= 4 k (sen 2 6) 4 COS 6 d6 <— formula del angulo doble 


= \k 


77/2 


Jo 


(2 sen 6 cos 6) 4 cos 6 d6 


77/2 


= 64 k | sen 4 6 cos 5 6 d6 
0 

f 77/2 

= 64& sen 4 6(1 — sen 2 6) 2 cos 6 d6 
Jo 

f 77/2 


= 64^ 


(sen 6 — 2 sen 6 + sen 6 )cos 6 d6 


Jo 


= 64& ( -|sen 5 6 — ysen 1 6 + ^sen 9 6 


t/2 


512 

315 


k. 



FIGURA 14.5.3 Lamina del 
ejemplo 1 


De manera similar, utilizando y = r sen 6 , encontramos 

T77/2 f 2 sen 2 6 


M=k 


512 


r sen 6 dr d6 = —k. 


Aqui las coordenadas rectangulares del centro de masa son 
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FIGURA 14.5.4 Region R de 
integration del ejemplo 2 



FIGURA 14.5.5 Solido dentro de 
un hemisferio del ejemplo 3 


En el ejemplo 1 podrfamos haber senalado el hecho de que M x = M y y, consecuentemente, 
x = y a. partir de que la lamina y la funcion de densidad son simetricas alrededor del rayo 6 = it/4. 

I Cambio de variables: coordenadas rectangulares a polares En algunos casos una integral 
doble J / /(x, y) dA que es dificil o incluso imposible de evaluar utilizando coordenadas rectan¬ 
gulares puede evaluarse facilmente cuando se recurre a un cambio de variables. Si suponemos 
que / es continua sobre la region R, y si R puede describirse en coordenadas polares como 
0 < g\(0) < r < 0</3 — 2tt , entonces 

[ 1 8 fg 2 (0) 

/(x, y) dA = f{r cos 0 , r sen 0)r drdO. (3) 

4 J gl (0) 

La ecuacion (3) es particularmente util cuando / contiene la expresion x 2 + y 2 , puesto que, en 
coordenadas polares, no podemos escribir 

x 2 + y 2 = r 2 y Vx 2 + y 2 = r. 


EJEMPLO 2 


Cambio de variables 


Use coordenadas polares para evaluar 

r 2 


5 + x 2 + y 


dydx. 


Solucion A partir de x < y < A/8 — x 2 , 0 < x < 2, hemos dibujado la region R de integra- 
cion en la FIGURA 14.5.4. Puesto que x 2 + y 2 = r 2 , la descripcion polar de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 8 es r = V8. En consecuencia, en coordenadas polares, la region de R esta dada por 
0 < r < V8, 7t/4 < 0 < 7t/2. De acuerdo con 1/(5 + x 2 + y 2 ) = 1/(5 + r 2 ), la integral ori¬ 
ginal se convierte en 

77/2 (VS 


2 

'0 J x 


1 


5 + x 2 + y : 


dydx = 


1 


77/4 J o 
77/2 f \/8 


5 + r 2 

1 


r /4 ^0 
77/2 


5 + r 


rdrdO 


(2r dr) dO 


= f I In (5 + r 2 ) 
Z 4/4 

|(lnl3 - In 5) 


V8 


de 


t/2 


de 


77/4 

= i(lnl3-ln5)(f-f) = flnf. 


Volumen 


EJEMPLO 3 


Encuentre el volumen del solido que esta bajo el hemisferio z = a/i — x 2 — y 2 y sobre la 
region acotada por la grafica de la circunferencia x 2 + y 2 — y = 0. 

Solucion De la FIGURA 14.5.5 vemos que 

V= [[Vl - x 2 - y 2 dA. 


En coordenadas polares las ecuaciones del hemisferio y la circunferencia se vuelven, respectiva- 
mente, z — a/F 


r 2 y r = sen e. Ahora, usando simetria tenemos 


V = 


Vl - r 2 dA = 2 


77/2 


(1 - r 2 ) 1/2 rdrde 


= 2 


77/2 


J o 


-|(1 - r 2 f 2 


0 Jo 

" send 


de 


0 
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2 

3 

2 

3 

2 

3 

2 

3 

2 

3 


[l - (1 - sen 2 0) 3 / 2 ] dO 
Jo 

[l - (cos 2 0) 3 / 2 ] dO 
Jo 

"77/2 

(1 — cos 3 0) <70 


•'O 


77/2 


[l - (1 - sen 2 0)cos 0] <70 

77/2 

0 


0 - sen 0 + |-sen 3 0 


1 

= 3^ 



■ Area Advierta que en (1) si/(r, 0) = 1, entonces el area de la region R en la figura 14.5.1a) 
esta dada por 

[P r g 2 (0) 

dA = rdrdO. (4) 

•'« 4 ( 0 ) 

La misma observacion se cumple para (2) y la figura 14.5.2 cuando/(r, 0) = 1. 



NOTAS DESDE EL AULA 

Se le pide reexaminar el ejemplo 3. La grafica de la circunferencia r = sen 0 se obtiene al 
variar 0 de 0 a tt. Sin embargo, efectue la integracion iterada 


V = 


(1 


J o J o 


r 2 ) 1 / 2 rdrdO 


y vea si obtiene la respuesta incorrecta tt/3. ^Donde esta el error? 


Ejercicios 14.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, emplee la integral doble en coordena¬ 
das polares para calcular el area de la region acotada por las 
graficas de las ecuaciones polares que se indican. 

1. r = 3 + 3 sen 0 2. r = 2 + cos 0 

3. r = 2 sen 0, r = 1, area comun 

4. r = 8 sen 40, un petalo 

En los problemas 5-10, encuentre el volumen del solido aco- 
tado por las graficas de las ecuaciones dadas. 

5. Un petalo de r = 5 cos 30, z = 0, z — 4 

6. x 2 + y 2 = 4, z= V9 - x 2 - y 2 , z = 0 

7. Entre x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 = 9, z= Vl6 - x 2 - y 2 , 
z = 0 

8. z = Vx 2 + y 2 , x 2 + y 2 = 25, z = 0 

9. r = 1 + cos 0, z = y, z = 0, primer octante 
10 . r = cos 0, z = 2 + x 2 + y 2 , z = 0 


En los problemas 11-16, encuentre el centro de masa de la 

lamina que tiene la forma y densidad dadas. 

11. r = 1, r = 3, x = 0, y = 0, primer cuadrante; p(r, 0) = k 
(constante) 

12. r = cos O', densidad p en el punto P directamente propor- 
cional a la distancia desde el origen. 

13. y = V3x, y = 0, x = 3; p{r, 0) = r 2 

14. r = 4 cos 20, petalo sobre el eje polar; p(r, 0) = k (cons¬ 
tante) 

15. Fuera de r = 2 y y dentro de r = 2 + 2 cos 0, y = 0, pri¬ 
mer cuadrante; densidad p en el punto P inversamente 
proporcional a la distancia desde el origen. 

16. r = 2 + 2 cos 0, y = 0, primero y segundo cuadrantes; 
p(r, 0) = k (constante) 

En los problemas 17-20, encuentre el momento de inercia 

indicado de la lamina que tiene la forma y densidad indicadas. 

17. r = a; p(r, 0) = k (constante); I x 
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18. r = a; p{r, 6) = 1 ; I x 

1 + r 

19. Fuera de r = a y dentro de r = 2a cos 6 ; densidad p en 
un punto P inversamente proporcional al cubo de la dis- 
tancia desde el origen; I y 

20. Fuera de r = 1 y dentro de r = 2 sen 26, primer cuadran- 
te; p(r, 6) = sec 2 9; I y 

En los problemas 21-24, determine el momento polar de 

inercia 7 0 = ff r 2 p(r, 0) dA = I x + I y de la lamina que tiene 

la forma y densidad indicadas. 

21. r = a; p(r, 0) = k (constante). [ Sugerencia : Use el pro- 
blema 17 y el hecho de que I x = I y .] 

22. r = 6, 0 < 6 < 7r, y = 0; densidad p en un punto P pro¬ 
porcional a la distancia desde el origen. 

23. rO = 1, | 0 < 1, r = 1, r = 3, y = 0; densidad p en 

un punto P inversamente proporcional a la distancia 
desde el origen. [Sugerencia: Integre primero con respec- 
to a 6.] 

24. r = 2a cos 6; p(r, 9) = k (constante) 


En vista del problema 53 de los ejercicios 14.2 se tiene 

MI M(I M 

J ^OO TOO 

e~ {x2+y2) dxdy. 

o 

Emplee coordenadas polares para evaluar la ultima inte¬ 
gral. Calcule el valor de I. 

34. Evalue ff R (x + y) dA sobre la region que se muestra en la 
FIGURA 14.5.6. 



FIGURA 14.5.6 Region R del problema 34 


En los problemas 25-32, evalue la integral iterada que se indi- 
ca cambiando a coordenadas polares. 

25. f f \/x 1 + y 2 dy dx 

J -3 Jo 


26. 


V2/2 




-V 2 2 

J y 


Vx 2 + y 1 


dx dy 


27. 


e x2+y2 dxdy 


Jo Jo 


28. 


77 rVTT-x 


-\An JO 


sen (x 2 + y 2 ) dy dx 


29. 



dy dx + 



dydx 


30. 


fl fVly-y 2 

(1 - X 2 


Jo Jo 


y 2 ) Jv dy 


31. 


V2M 


(4v + 3y) dy dx 


-5 Jo 


= Aplicaciones 

35. El tanque de hidrogeno liquido en el transbordador espa- 
cial tiene la forma de un cilindro circular recto con una 
tapa semielipsoidal en cada extremo. El radio de la parte 
cilmdrica del tanque es de 4.2 m. Determine el volumen 
del tanque que se muestra en la FIGURA 14.5.7. 



FIGURA 14.5.7 Transbordador espacial del problema 35 


32. 



1 

1 + Vx 2 + y 2 


dx dy 


33. La integral impropia j™e~ x ~dx es importante en la teoria 
de probabilidad, estadistica y otras areas de las matemati- 
cas aplicadas. Si /denota la integral, entonces debido a que 
la variable de integracion es una variable sustituta tenemos 

J r 00 r 00 

e~ x2 dx e 1= I e~ y2 dy. 

0 Jo 


36. En algunos estudios de la diseminacion de enfermedades 
de plantas, el numero de infecciones por area unitaria 
como una funcion de la distancia desde la planta fuente 
infectada se describe por medio de una formula del tipo 

7(r) = a(r + c)~ b , 

donde 7(r) es el numero de infecciones por unidad de 
area a una distancia radial r de la planta fuente infectada, 
y a, b y c son parametros (positivos) que dependen de la 
enfermedad. 
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a) Deduzca una formula para el numero total de infec- 
ciones dentro de un circulo de radio R centrado en la 
planta fuente infectada; esto es, evalue ff c I(r)dA, 
donde C es una region circular de radio R centrada en 
el origen. Suponga que el parametro b no es 1 o 2. 

b ) Muestre que si b > 2, entonces el resultado en el in- 
ciso a) tiende a un limite finito cuando R^oo. 

c ) Para la roya del maiz comun, el numero de infeccio- 
nes por metro cuadrado se modela como 

/(r) = 68.585(r + 0.248)" 2 ' 351 , 

donde r se mide en metros. Encuentre el numero total 
de infecciones. 

37. Las densidades de poblacion urbana decaen exponencial- 
mente con la distancia desde el distrito comercial central 
(DCC); esto es, 

DO) = D 0 e~ r/d , 

donde D{r) es la densidad de poblacion a una distancia 
radial r desde el DCC, D 0 es la densidad en el centro y d 
es un parametro. 

a) Utilizando la formula P = JJ c D(r) dA , encuentre una 
expresion para la poblacion total que vive dentro de 
una region circular C de radio R del DCC. 


b) Empleando 

rD(r) dA 

IJc 

D(r) dA 

, J c 

determine una expresion para los viajes promedio 
(distancia recorrida) al DCC de la gente que vive den¬ 
tro de la region C. 

c ) Utilizando los resultados de los incisos a) y b), en¬ 
cuentre la poblacion total y los viajes promedio cuan¬ 
do R —> oo. 

38. Se argumenta que el costo, en terminos de tiempo, dinero o 
esfuerzo, de colectar o distribuir material a o desde una 
localidad es proporcional a la integral Jf R rdA , donde R es 
la region que se cubre y r denota la distancia al sitio de 
coleccion/distribucion. Suponga, por ejemplo, que un quita- 
nieves se envia a limpiar un area de estacionamiento circu¬ 
lar de diametro D. Muestre que quitar la nieve y acumular- 
la en el perfmetro es aproximadamente 70% mas costoso 
que acumular toda la nieve en el centro del estacionamien¬ 
to. [Sugerencia: Establezca por separado la integral para 
cada caso, empleando una ecuacion de coordenadas polares 
para el circulo con el sitio de coleccion en el origen.] 


14.6 Area de la superficie 


■ Introduccion En la seccion 6.5 vimos que la longitud de un arco de la grafica y = fix ) desde 
x = a Si x = b esta dado por 


L = 



( 1 ) 


El problema en tres dimensiones, que es la contraparte del problema de la longitud de arco, es 
encontrar el area A(S) de la porcion de la superficie dada por la funcion z — fix, y) que tiene pri- 
meras derivadas parciales continuas sobre una region cerrada R en el piano xy. Una superficie S 
de este tipo se dice que es continua. 


■ Construccion de una integral Suponga, como se muestra en la FIGURA 14.6.1 a), que una particion 
interior P de R se forma utilizando Kneas paralelas a los ejes x y y. La particion P consiste entonces 
de n elementos rectangulares R k de area A A k = Ax k Ay k que yacen por completo dentro de R. Deje 
que (x h y h 0) denote cualquier punto en un elemento R k . Como se advierte en la figura 14.6.1a), al 
proyectar los lados de R k hacia arriba, determinamos dos cantidades: una porcion del parche S k de la 
superficie y una porcion de T k de un piano tangente en (x h y h f(x h y k )). Parece razonable suponer que 
cuando R k es pequeno, el area AT k de T k es aproximadamente la misma que el area A S k del parche S k . 

Para determinar el area de T k vamos a elegir (x h y h 0) en una esquina de R k como se mues¬ 
tra en la figura 14.6.1 b). Los vectores indicados u y v, los cuales forman dos lados de T h estan 
dados por 

u = Ax k i + f x (x h y k )Ax k k y v = A y k j + f y (x k , y k )Ay k k, 


donde f x (x h y k ) y f y (x h y k ) son las pendientes de las rectas que contienen a u y v, respectivamen- 
te. En este caso de (10) de la seccion 11.4 sabemos que A T k = |u X v|, donde 


u X v 


i j k 

Ax k 0 f x (x h y k )Ax k 

0 Ay k f y (x k , y k )Ay k 


[~fx(x k ,y k )i ~ f y (x h y k )i + k] Ax k Ay k . 
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portion de la superficie 
z = fix, y) sobre R 




FIGURA 14.6.1 Superficie en a); ampliation de R k , S k y T k en b ) 

En otras palabras, 

A T k = |u X v| = V [f x (x h y 4 )] 2 + [f y (x h y t )] 2 + 1 Ax k Ay k . 

En consecuencia, el area A(S ) es aproximadamente 

n 

2 Vl + Wfifydf + Ax k A y k . 

k= 1 

A1 tomar el limite de la suma anterior cuando ||P|| —> 0 se llega a la siguiente definicion. 


Definicion 14.6.1 Area de la superficie 

Sea / una funcion para la cual las primeras derivadas parciales f x yf y son continuas sobre 
una region cerrada R. Entonces el area de la superficie sobre R esta dada por 


A(S) = 


Vl + [/*(x, y )] 2 + [/,(x,y )] 2 dA. 
J » 

R 


( 2 ) 


Nota: Podria haberse adivinado la forma (2) extendiendo naturalmente la estructura de una 
variable de (1) a dos variables. 


EJEMPLO 1 


Empleo de (2) 


Determine el area de la superficie de la porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que esta sobre el 
piano xy y dentro del cilindro x 2 + y 2 = b 2 , 0 < b < a. 

Solucion Si se define z = /(x, y) por/(x, y) = V a 2 — x 2 — y 2 , entonces 


fx(x, y) = 


V a 2 - x 2 — y 2 


Y fy(x, y) = 


V a 2 — x 2 - 


y por ello 
Por consiguiente, (2) es 


1 + [/,(*, y)] 2 + [fy(x,y)] 2 = - 2 2 2 . 

a z - x~ - yr 


A(S) = 


V a 2 — x 2 — y 2 


dA , 
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donde R se indica en la FIGURA 14.6.2. Para evaluar esta integral doble, cambiamos a coordenadas 
polares. El circulo x 2 + y 2 = b 2 se convierte enr = Z?,O<0<27r: 

f 277 r b 


J f 277 Cb 

(< a 2 — r 2 y l / 2 r drdO 

o Jo 


'o Jo 

277 


-(a 2 - r 2 )~ 1/2 

= a[a — A/a 2 — b 1 
= 2jra(a — Va 2 — ft 2 ). 


dd 


d9 


EJEMPLO 2 


Encuentre el area de la superficie de las porciones de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 que estan den- 
tro del cilindro (x — l) 2 + y 2 = 1. 



ejemplo 1 


Solucion El area de superficie en cuestion consiste en las dos regiones sombreadas y oscuras 
de la superficie (arriba y debajo del piano xy) en la FIGURA 14.6.3. Como en el ejemplo l, (2) se 
simplifica en 


A(S) = 2 


V4 - x 2 - 


dA, 


donde R es la region acotada por la grafica de (x — l) 2 + y 2 = 1. El factor adicional de (2) en 
la integral surge del uso de la simetrfa. En este caso, en coordenadas polares la frontera de R es 
simplemente r = 2 cos 6. De tal modo, 


A(S) = 4 


2 cos 


Jo Jo 

= 8(77 - 2) 


e 

(4 - r 2 y x / 2 rdrdO 

- 9.13. ■ 



FIGURA 14.6.3 Superficie del 
ejemplo 2 


l Diferencial del area de la superficie La funcion 

dS = Vl + |/ V (.v, 3 -)] 2 + I f/x, y) ] 2 dA (3) 

recibe el nombre de diferencial del area de la superficie. Emplearemos esta funcion en las sec- 
ciones 15.6 y 15.9. 


Ejercicios 14.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45. 


= Fundamentos 

1. Encuentre el area de la superficie de aquella porcion del 
piano 2x + 3y + 4z = 12 que esta acotada por los pia¬ 
nos de coordenadas en el primer octante. 

2. Determine el area de la superficie de aquella porcion del 
piano 2x + 3y + 4z = 12 que esta arriba de la region en 
el primer cuadrante acotada por la grafica r = sen 20. 

3. Determine el area de la superficie de aquella porcion del 
cilindro x 2 + z 2 = 16 que esta sobre la region en el pri¬ 
mer cuadrante acotada por las graficas de x = 0, x = 2, 
y = 0,y = 5. 

4. Encuentre el area de la superficie de aquella porcion del 
paraboloide z = x 2 + y 2 que esta debajo del piano z — 2. 

5. Determine el area de la superficie de aquella porcion 
del paraboloide z = 4 — x 2 — y 2 que esta arriba del 
piano xy. 


6. Encuentre el area de la superficie de las porciones de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2 que estan dentro del cono 

z 2 = x 2 + y 2 . 

7. Encuentre el area de la superficie de aquella porcion de 
la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 25 que esta arriba de la region 
en el primer cuadrante acotada por las graficas x = 0, 
y = 0, 4x 2 + y 2 = 25. \Sugerencia : Integre primero con 
respecto a x.] 

8. Encuentre el area de la superficie de aquella porcion de 
la grafica de z = x 2 — y 2 que esta en el primer octante 
dentro del cilindro x 2 + y 2 = 4. 

9. Encuentre el area de la superficie de las porciones de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que estan dentro del cilindro 
x 2 + y 2 = ay. 

10. Encuentre el area de la superficie de las porciones del 
cono z 2 = \{x 2 + y 2 ) que estan dentro del cilindro 
(x — l) 2 + y 2 = 1. Yea la FIGURA 14.6.4. 
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FIGURA 14.6.4 Cono de intersection y cilindro 
del problema 10 

11. Encuentre el area de la superficie de las porciones del 
cilindro y 2 + z 2 = a 2 que estan dentro del cilindro 
x 2 + y 2 = a 2 . [Sugerencia : Vea la figura 14.3.11.] 

12. Emplee el resultado dado en el ejemplo 1 para demostrar 
que el area de la superficie de una esfera de radio a es 
4 ira 2 . f Sugerencia : Considere el limite cuando b—>a.\ 

13. Determine el area de la superficie de aquella porcion de 
la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que esta acotada entre y = c 1 
y y ~ c 2 , 0 < Ci < c 2 < a. [Sugerencia: Emplee coor- 
denadas polares en el piano xz.] 

14. Demuestre que el area que se encontro en el problema 13 
es la misma que el area de la superficie del cilindro 

x 2 + z 2 = a 2 entre y = c 1 y y = c 2 . 

= Piense en ello 

15. Como se ilustra en la FIGURA 14.6.5, una esfera de radio 1 
tiene su centro sobre la superficie de una esfera de radio 
a > 1. Determine el area de la superficie de esa porcion 
de la esfera mayor que es cortada por la esfera mas 
pequena. 



FIGURA 14.6.5 Esferas de intersection del problema 15 

16. Sobre la superficie de un globo o, mas precisamente, 
sobre la superficie de la Tierra, las fronteras de los esta- 
dos de Colorado y Wyoming son ambas “rectangulos 
esfericos”. (En este problema suponemos que la Tierra es 
una esfera perfecta.) Colorado esta acotado por las lineas 
de longitud 102 °0 y 109 °0 y las lineas de latitud 37 °N 
y 41 °N. Wyoming esta acotado por las longitudes 104 °0 
y 111 °0 y las latitudes 41 °N y 45 °N. Vea la FIGURA 14.6.6. 

a ) Sin calcular explicitamente sus areas, determine cual 
de los estados es mas grande y explique por que. 

b) /En que porcentaje Wyoming es mas grande (o mas 
pequeno) que Colorado? [Sugerencia: Suponga que el 
radio de la Tierra es R. Proyecte un rectangulo esferico 
en el hemisferio norte que sea determinado por las lati¬ 
tudes 6i y 0 2 y las longitudes 4> { y <fi 2 sobre el piano xy.] 

c) Un libro de referenda indica que las areas de los estados 
mencionados son 104 247 mi 2 y 97 914 mi 2 . /,C6mo se 
compara esta respuesta con su respuesta en el inciso b)l 



FIGURA 14.6.6 Dos rectangulos esfericos del problema 16 


14.7 La integral triple 



FIGURA 14.7.1 Punto muestra 
en D k 


■ Introduce ion Los pasos que conducen a la definicion de la integral definida tridimensional , 
o integral triple, j jf D f(x, y, z) dV son bastante similares a los de la integral doble. 

Sea w = f{x, y, z) definida sobre una region cerrada y acotada D del espacio tridimensional. 

• Por medio de una reticula tridimensional de pianos verticales y horizontales paralelos a 
los pianos de coordenadas, forme una particion P de D en n subregiones (cajas) D k de 
volumenes AV k que se encuentre por completo dentro de D. Vea la FIGURA 14.7.1. 

• Considere que ||P|| es la norma de la particion o longitud de la diagonal mas larga de la 
caja D k . 

• Elija un punto muestra (x% y% zfj en cada subregion D k . 

• Forme la suma ^f(x% y*, zf)AV k . 

k= i 


Una suma de la forma 2&=i f{x% y% zf)AV h donde (x*, y*, zf) es un punto arbitrario dentro de 
cada D k y AV k denota el volumen de cada D h recibe el nombre de suma de Riemann. El tipo 
de particion utilizado, donde todos los D k yacen por completo dentro de D , se denomina parti¬ 
cion interior de D. 
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Definition 14.7.1 La integral triple 

Sea/una funcion de tres variables definida sobre una region cerrada D del espacio tridimensional. 
Entonces la integral triple de /sobre D , denotada por medio de f f J /(x, y, z) dV, se define como 

[ f{x, y, z) dV = Hm 2/(*£ y% zf)&V k . (1) 

JJJ k=i 

D 


Como en nuestras discusiones anteriores sobre la integral, cuando/es continua sobre D, enton¬ 
ces el limite en (1) existe; esto es,/es integrable sobre D. Las propiedades de integracion basicas 
de una integral triple son las mismas que aquellas de la integral doble dadas en el teorema 14.1.1. 


■ Evaluation mediante integrales iteradas Si la region D esta acotada por arriba por la grafi- 
ca de z — gf<x, y) y acotada por abajo por la grafica de z = g i(x, y), entonces es posible demos- 
trar que la integral triple (1) puede expresarse como una integral doble de la integral parcial 

f^’^f(x,y,z)dz; estoes, 


f(x, y, z) dV = 


gi(x, y ) 


fix, y, Z) dz 


J gt(x, y) 


dA, 


( 2 ) 


donde R es la proyeccion ortogonal de D sobre el piano xy. En particular, si R es una region de 
tipo I definida por: 

R: a < x < b, h { (x) < y < h 2 (x). 


entonces, como se ilustra en la FIGURA 14.7.2, la integral triple de/sobre D puede escribirse como 
una integral iterada: 

rb rh 2 (x) rg 2 (x,y) 

fix, y, z) dV = fix, y, z ) dz dy dx. (3) 

• 4 ? Jh\{x) Jg x (x,y) 



Para evaluar la integral iterada en (3) empezamos evaluando la integral definida parcial 


gi(x, y) 


fix, y, z)dz 


gi(*. y) 


en la cual x y y se mantienen fijas. 



FIGURA 14.7.2 Region tipo I en el piano xy 


Por otro lado, si R es una region de tipo II: 

R:c < y < d, h x (y) < x < h 2 (y), 

entonces (2) se convierte en 

fd Ch 2 (y ) rg 2 (x,y) 

f(x, y,z)dv=\ fix, y, z) dz dx dy. 

f Jfniy) f,(x, y) 


( 4 ) 
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En una integral doble hay solo dos posibles ordenes de integracion: dy dx y dx dy. Las inte¬ 
grales triples en (3) y (4) ilustran dos de seis posibles ordenes de integracion: 

dz dy dx dz dx dy dy dx dz 

dx dy dz dx dz dy dy dz dx. 

Las dos ultimas diferenciales nos indican el piano de coordenadas en el cual se localiza la region 
R. Por ejemplo, la integral iterada correspondiente al orden de integracion dx dz dy tendrfa la forma 

rd r h 2 (y) r g 2 (y,z ) 

fix, y, z) dx dz dy. 

La interpretation geometrica de esta integral y la region R de integracion en el piano yz se mues- 
tran en la FIGURA 14.7.3. 



FIGURA 14.7.3 Region tipo I en el piano yz 


Aplicaciones A continuation se listan algunas de las aplicaciones estandar de la integral triple. 
Volumen : Si f(x, y, z) = 1, entonces el volumen del solido D es 


V = 


dV. 


Masa. Si p(x, y, z) es la densidad (masa por volumen unitario), entonces la masa del solido 
D esta dada por 


m 


p(x, y, z)dV. 


Primer os momentos : Los primeros momentos del solido alrededor de los pianos de coor¬ 
denadas indicados por los subindices estan dados por 


Mxy 


zp{x , y, z) dV, M xz = yp(x , y, z) dV, M yz = 


xp(x , y, z) dV. 


Centro de masa : Las coordenadas del centro de masa de D estan dadas por 




M r: 




x = —, y = — 
m m 


z = 


m 


Centroide : Si p(x , y, z) = constante, el centro de masa de D recibe el nombre de centroide 
del solido. 

Segundos momentos : Los segundos momentos, o momentos de inercia, de D alrededor 
de los ejes de coordenadas indicados por los subindices estan dados por 


Ir = 


(y 2 + z 2 )p(x, y, z) dV, 


Iy = 


(x + Z )p(x, y, z)dv, /- = I II (x + V )p(x, y, z) dV. 


J J J 
D 














Radio de giro : Como en la seccion 14.4, si I es un momento de inercia del solido en torno 
a un eje dado, entonces el radio de giro es 


14.7 La integral triple 779 


R, = a/-. 
m 


EJEMPLO 1 


Volumen 


Encuentre el volumen del solido en el primer octante acotado por las graficas de z = 1 — y , 
y = 2xy x = 3. 

Solucion Como se indica en la FIGURA 14.7.4a), la primera integracion con respecto a z sera de 0 
a 1 — y 2 . Ademas, de la figura 14.7.4Z?) vemos que la proyeccion del solido D sobre el piano xy 
es una region de tipo II. Por consiguiente, a continuacion integramos, con respecto a x, de y/2 a 
3. La ultima integracion es con respecto a y de 0 a 1. De tal manera, 


V = 


dV = 


if 3 p-r 


D 

l r 3 


'0 Jy/2 J 0 


dzdxdy 


(1 - y 2 ) dxdy 


'0 A/2 

1 


= \ (x - xy z ) 


dy 


h/2 

3 - 3/ - + 1/ ] dy 


= ( 3 y~y 3 ~\y 2 + 


15 
8 ' 



FIGURA 14.7.4 Solido del ejemplo 1 



y = t 


i i i ■ i r-rA v = 3 


b) 


El lector debe observar que el volumen en el ejemplo 1 podria haberse obtenido con la 
misma facilidad por medio de una integral doble. 


EJEMPLO 2 


Calcule la integral triple que produce el volumen del solido que tiene la forma determinada por 
el cono de un manto x = Vy 2 + z 2 y el paraboloide x = 6 — y 2 — z 2 - 

Solucion A1 sustituir y 2 + z 2 = x 2 en y 2 + z 2 = 6 — x, encontramos que x 2 = 6 — x o 
(x + 3)(x — 2) = 0. Asi, las dos superficies se intersecan en el piano x = 2. La proyeccion sobre 
el piano yz de la curva de interseccion es y 2 + z 2 = 4. A1 utilizar simetria y referirnos a la 
FIGURA 14.7.5a) y b), vemos que 

f2 fV4-y 2 r6-y 2 -£ 


V= \\\dV = 4 


'o 


dx dz dy. 
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Si bien la evaluacion de esta integral es directa, sin duda resulta “descuidada”. Regresaremos a 
esta integral en la siguiente seccion despues de haber examinado integrales triples en otros sis- 
temas de coordenadas. 




FIGURA 14.7.5 Solido del ejemplo 2 ■ 


EJEMPLO 3 


Centro de masa 


Un solido tiene la forma determinada por las graficas del cilindro |x| + \y\ = 1 y los pianos 
z = 2 y z — 4. Encuentre su centro de masa si la densidad esta dada por p(x, y, z) = kz, con k 
una constante. 


Solucion El solido y su proyeccion ortogonal sobre una region R del tipo I en el piano xy se 
ilustran en la FIGURA 14.7.6a). La ecuacion \x\ + |y| = 1 es equivalente a cuatro rectas: 


x + y = 1, x > 0, y > 0; x — y = l,x > 0,y < 0; 
—x + y = 1 , x < 0, y > 0; — x — y = 1 , x < 0, y < 0. 


Puesto que la funcion de densidad p(x, y, z) = kz es simetrica sobre R , concluimos que el centro 
de masa yace sobre el eje z\ esto es, necesitamos calcular solo m y M xy . De la simetrfa y la figu- 
ra 14.7.6Z?) se concluye que 


m = 4 


1 fl-x r 4 


kz dz dy dx = 4 k 


Jo Jo J 2 

= 24k f f dy dx 
Jo Jo 

= 24k [ (1 - x) dx 

Jo 


'0 Jo 


dydx 


= 24k\ x — ^x 2 


= 12k, 


= 4 


l ri-x r4 


kz 2 dz dy dx = 4k 


224 


'0 JO J 2 

1 fl-jc 


l rl-xi 


o Jo 


112 , 


~y~k dy dx = ~zz~k. 


dy dx 


Por consiguiente, 


112, 

= 3 = 28 

m 12 k 9 ’ 


Las coordenadas del centro de masa son entonces (0, 0, y). 
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EJEMPLO 4 


a) 

FIGURA 14.7.6 Solido del ejemplo 3 

Repaso del ejemplo 3 



Determine el momento de inercia del solido del ejemplo 3 alrededor del eje z. Encuentre el radio 
de giro. 

Solucion Sabemos que I z = /// D (x 2 + y 2 )kz dV. Con simetria podemos escribir esta integral 
triple como 


I z = Ak 
= 4k 


JO J 0 J 2 
i ri-x 


(x + y )z dz dy dx 

14 


n-x , 14 

(x 2 + y 2 )^z 2 dydx 
Jo 1 J2 


Jo J o 

= 24k f f (x 2 + y 2 ) dy dx 

Jo Jo 

1 x 


= 24k 


Jo 


x 2 y + jy 3 


dx 


o 


= 24k 


= 24k 


'o L 


x 2 - x 3 + |(1 - x) 3 


dx 


1 3 _ I 4 _ J_/j _ ,4 

3 X 4 12 U ’ 


= 4k. 


Del ejemplo 3 es claro que m = 12/c y por ello se deduce que el radio de giro es 

R = /5 = / = -\/x 

Rg V m V 12A: 3 V3 ' 

El ultimo ejemplo ilustra como cambiar el orden de integracion en una integral triple. 

Cambio del orden de integracion 


EJEMPLO 5 


Cambie el orden de integracion en 

f 6 f4-2*/3 [3-x/2-3y/4 


'0 Jo 


fix , y, z) dz dy dx 


a dydxdz. 


Solucion Como se observa en la FIGURA 14.7.7a), la region D es el solido en el primer octante aco- 
tado por los tres pianos de coordenadas y el piano 2x + 3y + 4z = 12. Con referenda a la figu- 
ra 14.7.7Z?) y la tabla incluida, concluimos que 

f 6 r4-2x13 r3-x/2-3y/4 r3 C6~2 Z C4-2x/3-4z/3 

fix , y, z) dzdy dx = fix , y, z) dy dx dz. 

jo Jo Jo Jo Jo Jo 
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Orden de 

Primera 

Segunda 

Tercera 

integracion 

integracion 

integracion 

integracion 

dz dy dx 

0 a 3 - x/2 - 3y/4 

0 a 4 - 2x/3 

0 a 6 

dy dx dz 

0 a 4 - 2x/3 - 4z/3 

0 a 6—2 z 

0 a 3 




FIGURA 14.7.7 Cambio de integration de dz dy dx a dy dx dz en el ejemplo 5 ■ 


Ejercicios 14.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-8, evalue la integral iterada que se indica. 


1. 


(x + y + z) dx dy dz 2. 


3 fx f xy 


24 xy dz dy dx 


3. 


5. 


7. 


6 r 6 —x C6—x — z 


dy dz dx 4. 


'0 JO J 0 

V 2 fy 2 fy 


'0 JO JO 

1 f 1 C2-X 2 ~y 2 


'0 Jo Jo 
4 r 1/2 rx 2 


xye z dzdxdy 

1 


l ri-x rVy 


'0 Jo Jo 
V2 n re 


cos [-) dzdxdy 6. 


'o J Vy JO 


4 x 2 z 3 dzdydx 
x dzdxdy 


'o Jo Jo Vx 2 y 2 


dydxdz 


9. Evalue fff D z dV, donde D es la region en el primer octan- 
te acotada por las graficas dey = x,y = x — 2,y=l,y = 3, 
z = 0y z = 5. 

10. Evalue fffn(x 2 + y 2 ) dV, donde D es la region acotada 
por las graficas de y = x 2 , z = 4 — y y z — 0. 


En los problemas 11 y 12, cambie el orden de integracion indi- 
cado en cada uno de los otros cinco ordenes. 

C2 r 4-2y r 4 

11. /(x, y, z) dzdxdy 


J x + 2y 


12 . 


V36-9jc 2 /2 f 3 


/(x, y, z) dzdydx 


Jo Jo 


En los problemas 13 y 14, considere el solido dado en la figura. 
Plantee, pero no evalue, las integrales que producen el volumen 
V del solido utilizando los ordenes de integracion indicados. 



a) dzdydx 

b ) dxdzdy 

c ) dydxdz 


14. 



a) dxdzdy 

b ) dydxdz 

c ) dzdxdy [Sugeren- 

y cia : Esto requerira 

dos integrales.] 


En los problemas 15-20, dibuje la region D cuyo volumen V 
esta dado por la integral iterada. 


15. 

17. 

19. 


4 p [2-2z/3 


'0 Jo Jo 
l rVl-x 2 r5 


-l J-Vi-x 2 Jo 
2 r2-y rVy 


'o JO J -Vy 


dx dz dy 16. 4 
dzdydx 18. 
dxdzdy 20. 


3 rV^ 2 rV25-x 2 -y 2 


'0 Jo 

2 r\/4-i 2 f 4 


0 Jo J x z +y 

3 fl/x [3 


1 Jo Jo 


dzdxdy 
dz dy dx 
dy dz dx 


En los problemas 21-24, encuentre el volumen V del solido 
acotado por las graficas de las ecuaciones dadas. 

21. x = y 2 , 4 - x = y 2 , z = 0, z — 3 

22. x 2 + y 2 = 4, z = x + y, los pianos de coordenadas, el 
primer octante. 
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23. y = x 2 + z 2 , y = 8 - x 2 - z 2 

24. x = 2, y = x, y = 0, z = x 2 + y 2 , z = 0 

25. Encuentre el centro de masa del solido dado en la figura 

14.7.8 si la densidad p en el punto P es directamente pro- 
porcional a la distancia desde el piano xy. 

26. Encuentre el centroide del solido de la figura 14.7.9 si la 
densidad p es constante. 

27. Determine el centro de masa del solido acotado por las 
graficas de x 2 + z 2 = 4, y = 0 y y = 3 si la densidad p en 
un punto P es directamente proporcional a la distancia 
desde el piano xz. 

28. Encuentre el centro de masa del solido acotado por las 
graficas de y = x 2 , y = x, z = y + 2 y z = 0 si la densidad 
p en el punto P es directamente proporcional a la distan¬ 
cia desde el piano xy. 

En los problemas 29 y 30, plantee, pero no evalue, las integra¬ 
les iteradas que producen la masa m del solido que tiene la 

forma y densidad indicadas. 

29. x 2 + y 2 = 1, z + y = 8, z - 2y = 2; 
p(x, y, z) = x + y + 4 

30. x 2 + y 2 - z 2 = 1, z = -1, z = 2; p(x, y, z) = z 2 [Suge- 
rencia : No use dz dy dx.\ 


31. Calcule el momento de inercia del solido de la figura 

14.7.8 alrededor del eje y si la densidad p es como se 
indica en el problema 25. Determine el radio de giro. 

32. Calcule el momento de inercia del solido de la figura 

14.7.9 alrededor del eje x si la densidad p es constante. 
Determine el radio de giro. 

33. Calcule el momento de inercia alrededor del eje z del 
solido en el primer octante que esta acotado por los pia¬ 
nos de coordenadas y la grafica x + y + z= 1 si la den¬ 
sidad p es constante. 

34. Determine el momento de inercia alrededor del eje y del 
solido acotado por las graficas z = y, z = 4 — y, z = 1, 
z = 0, x = 2yx = 0sila densidad p en un punto P es 
directamente proporcional a la distancia desde el piano yz. 

En los problemas 35 y 36, plantee, pero no evalue, la integral 
iterada que produce el momento de inercia indicado del soli¬ 
do que tiene la forma y densidad que se senalan. 

35. z = Vx 2 + y 2 , z = 5; densidad p en un punto P directa¬ 
mente proporcional a la distancia desde el origen; I z 

36. x 2 + z 2 = 1, y 2 + z 2 = 1; densidad p en el punto P direc¬ 
tamente proporcional a la distancia desde el piano yz; I y 


14.8 Integrales triples en otros sistemas 
de coordenadas 

■ Introduce ion A partir de la geometrfa de una region en el espacio tridimensional, la evalua- 
cion de una integral triple sobre la region puede a menudo facilitarse al utilizar un nuevo siste- 
ma de coordenadas. 

■ Coordenadas cilmdricas El sistema de coordenadas cilmdricas combina la descripcion polar 
de un punto en el piano con la descripcion rectangular de la componente z de un punto en el espa¬ 
cio. Como se advierte en la FIGURA 14.8.1a), las coordenadas cilmdricas de un punto P se denotan 
mediante la triada ordenada (r, 6 , z). La palabra cilmdricas surge del hecho de que un punto P 
en el espacio esta determinado por la interseccion de los pianos z = constante, 6 = constante, con 
un cilindro r = constante. Yea la figura 14.8. lb). 




FIGURA 14.8.1 Coordenadas cilmdricas de un punto en el espacio tridimensional 
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■ Coordenadas cilmdricas a coordenadas rectangulares De la figura 14.8.1 a) tambien vemos 
que las coordenadas rectangulares (x, y, z) de un punto se obtienen de las coordenadas cilmdri¬ 
cas (r, 6 , z) mediante las ecuaciones. 

x = r cos 6 , y = r sen 9 , z = z. (1) 


Centro de masa 


EJEMPLO 1 


Convierta (8, 7 t/ 3, 7) en coordenadas cilmdricas a coordenadas rectangulares. 

Solucion De (1), 

X = 8 COSy = 8 = 4 

y = 8 seny = = 4V3 

z = 7. 

Entonces, (8, 7 t/ 3, 7) es equivalente a (4, 4V3, 7) en coordenadas rectangulares. ■ 

■ Coordenadas rectangulares a coordenadas cilmdricas Para convertir las coordenadas rec¬ 
tangulares (v, y, z) de un punto en coordenadas cilmdricas (r, 0,z), usamos 


r 2 = x 2 + y 2 , 


tan 6 = -, 

x 


z = z. 


( 2 ) 


(-V2, V2, 1) 
o 

(2, 3tt/4, 1) 



FIGURA 14.8.2. Conversion de 
coordenadas rectangulares en 
coordenadas cilmdricas en el 
ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Convierta (—V2, V2, l) en coordenadas rectangulares a coordenadas cilmdricas. 
Solucion De (2) vemos que 

r 2 = (_ V2) 2 + (V2) 2 = 4 
V2 

tan 6 = = -1 

-V2 

z = 1. 


Si tomamos r = 2, entonces, consistente con el hecho de que x < 0 y y > 0, tomamos 
6 = 37t/ 4. Si utilizamos 6 = tan -1 (— 1) = — 77 / 4 , entonces es posible usar r = —2. Advierta 
que las combinaciones r = 2, 6 = —ir/4yr= —2, 6 = 3tt/4 son inconsistentes. En conse- 
cuencia, (-V2, V2, l) es equivalente a (2, 377/4, 1) en coordenadas cilmdricas. Vea la FIGURA 
14.8.2. ■ 


■ Integrates triples en coordenadas cilmdricas Recuerde de la seccion 14.5 que el area de un 
“rectangulo polar” es A A = r*ArA0, donde r* es el radio promedio. De la FIGURA 14.8.3a) vemos 
que el volumen de una “cuna cilmdrica” es simplemente 

AV = (area de la base) • (altura) = r*ArA0Az. 


Z = h 2 (r, 9) 




FIGURA 14.8.3 Cuna cilmdrica en a); region en el espacio tridimensional en b) 
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Entonces, si /(r, 9 , z) es una funcion continua sobre la region D, como se ilustra en la figura 
14.8.3Z?), la integral triple de F sobre D esta dada por 


[h 2 (r, d) 


f/3 fg 2 (d) rh 2 (r,d ) 


/(r, 9, z) dV = f(r, 9 , z) dz 


dA = 


f(r, 9 , z) r dz dr d9. 


j j j 
D 


L \(r, d) 


’a J g x (d) \(r, d) 


EJEMPLO 3 


Centro de masa 


Un solido en el primer octante tiene la forma determinada por la grafica del cono de un solo 
manto z — \/x 2 + y 1 y los pianos z=l,jt = 0yy = 0. Determine el centro de masa si la den- 
sidad esta dada por p(r, 9 , z) = r. 


Solucion 

14.8.4 que 


En vista de (2), la ecuacion del cono es z = r. Por consiguiente, vemos de la FIGURA 

r 77/2 r 1 r 1 


m 


rdV = 


r(r dz dr d9) 


D 

77/2 r 1 


r^z 


'0 Jo 
77/2 r 1 


'0 Jo Jr 


drd9 


'o Jo 


(r 2 - r 3 ) Jr = — 7 r, 


M UrJV- 


77/2 r i r i 


zr 2 dzdrd9 


D 

77/2 ri 


'o Jo 


-zV 

2 Z 


'0 Jo Jr 
1 

drd9 



ejemplo 3 


77/2 n 


'o Jo 


(r 2 - r 4 ) drd6 = ^ 77 . 


Empleando y = r sen 9 y x = r cos 9 , tenemos tambien que 

r 77/2 r 1 r 1 


M X7 — r sen 9 dV = 


D 

77/2 r 1 


f 0 Jo Jr 


r 3 sen 9 dzdrd9 


Pz sen 9 


'o Jo 

77/2 r 1 


drd9 


f o Jo 


(r 3 - r 4 ) sen 9 dr d9 = 


M V7 = r 2 cos 9 dV = 


77/2 r 1 r 1 


'0 Jo 


r 3 cos 9 dzdrd9 


Por consiguiente, 



20 

6 

m 

1 

24^ 

5tt 

Mxz _ 

1 

20 

6 g 

m 

1 

24 77 

5tt 

M xy _ 

1 

30 77 

_ 4 _ 

m 

1 

~ 5 ~ 


24 


77 


20 ' 


El centro de masa tiene las coordenadas aproximadas (0.38, 0.38, 0.8). 
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polar 


FIGURA 14.8.5 Version polar de 
la figura 14.7. 5b) 


Centro de masa 


EJEMPLO 4 


Evalue la integral de volumen 

V = 4 

del ejemplo 2 en la seccion 14.7. 


—y ^ [6-y 2 -z 2 


dxdzdy 


y+z 2 


Solucion Si introducimos coordenadas polares en el piano yz mediante y = r cos 0, z = r sen 0, 
entonces las coordenadas cilmdricas de un punto en el espacio tridimensional son (r, 6, x). La 
descripcion polar de la figura 14.7.5/?) esta dada en la FIGURA 14.8.5. En este caso, puesto que 


y 2 + z 2 = r 2 , tenemos 


X = Vy 2 + z 2 = r y 

Por consiguiente, la integral se transforma en 

f7r/2 ^ 2 I" 6 — r 2 

V = 4 


= 4 


x = 6 - y 2 - z 2 = 6 - r 2 . 


o J o 

tt/2 [2 


'0 Jo 

-/ 2 


= 4 


'o 


rdxdrdO = 4 

(6r — r 3 — r 2 ) drdO 

2 


n 

^ 2 1 
rx 

) 0 J 

0 


drdO 


2 _ 1 4 _ 1 3 


3 r l - -r - -r 
4 3 


d6 


o 


64 

3 


7t/2 


Jo 


32 

de = ~~7T. 


■ Coordenadas esfericas Como se ve en la FIGURA 14.8.6a), las coordenadas esfericas de un 
punto P estan dadas por la triada ordenada (p, 0, 0), donde p es la distancia del origen a P, <fi es 
el angulo entre el eje z positivo y el vector OP, y e es el angulo medido desde el eje x positivo 
hasta la proyeccion del vector OQ de OP. El angulo e es el mismo angulo que en coordenadas 
polares y cilmdricas. La figura 14.8.6 b) muestra que un punto P en el espacio esta determinado 
por la interseccion de un cono cj) = constante, un piano e = constante y una esfera p = constan- 
te; de ahi surge el nombre de coordenadas “esfericas”. 




FIGURA 14.8.6 Coordenadas esfericas de un punto en el espacio tridimensional 


I Coordenadas esfericas a coordenadas rectangulares y cilmdricas Para transformar coordena¬ 
das esfericas (p, <fi, e) a coordenadas rectangulares (x, y, z), observamos de la figura 14.8.6 a) que 

x— | OQ | cos e, y= | OQ \ sen e, z= \ OP \ cost/?. 

Puesto que \OQ\ = p sen <fi y | OP \ = p, las ecuaciones anteriores se convierten en 

x = p sen <fi cos e, y = p sen sen e, z = p cos <fi. 


(3) 
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Suele tomarse p > 0 y 0 < (ft < tt. Ademas, puesto que \OQ\ = p sen cj) = r, las formulas 

r — p sen <fi, 9 = 9, z = p cos <fi (4) 

nos permiten transformar las coordenadas esfericas (p, <fi, 9) en coordenadas cilmdricas (r, 9, z). ■ 


Centro de masa 


EJEMPLO 5 


Convierta las coordenadas esfericas ( 6 , 7t/4, 7t/3) en 

a) coordenadas rectangulares y b ) coordenadas cilmdricas. 

Solucion 

a) Identificando p = 6 , 0 = 7 r /4 y 9 = it/3, encontramos de (3) que 
x = 6 sen- 7 - cos^- = 6 f \y/l\ ( = ^V 2 


^6senfsenf = 6 (lV2)(lV3) = fV6 
z = 6 cosf = 6^V2^ = 3V2. 

Las coordenadas rectangulares del punto son (§V2, |V6, 3 V2). 

Z>) De (4) obtenemos 

r = 6 sen-^j- = 6^V2^ = 3V2 
3 

z = 6 cos J = 6(jW) = 3 V 2 . 

De tal modo, las coordenadas cilmdricas del punto son (3 V2, tt/3,3 V2). ■ 

■ Coordenadas rectangulares a coordenadas esfericas Para convertir las coordenadas rectan¬ 
gulares (x, y, z) en coordenadas esfericas (p, <fi, 9), usamos 


x 2 + y 2 + z 2 , tan 9 = cos <fi 


V: 


* z + y z + z 


(5) 


■ Integrales triples en coordenadas esfericas Como se observa en la FIGURA 14.8.7, el volumen 
de una “cuna esferica” esta dado por la aproximacion 

AV ~ p 2 sen <fi A p A(/> A 9 . 


la diferencial de volumen dV es 


dV = p 2 sen <f> dp d<fi d9. 


Por consiguiente, una integral triple comun en coordenadas esfericas tiene la forma 



/(p, 0, 9) dV = 


jS r g 2 (d) [Mho) 


J a JgM JhM'ff) 


/(p, <fi, 9) p 2 sen <fi dp d(p d9. 


FIGURA 14.8.7 Cuna esferica 


EJEMPLO 6 


Centro de masa 


Emplee coordenadas esfericas para determinar el volumen del solido del ejemplo 3. 
Solucion Empleando (3), 

z = 1 se vuelve p cos <fi = 1 o p = sec</>, 
z = Vv 2 + y 2 se vuelve 0 = ir/A. 
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FIGURA 14.8.8 Solido del 
ejemplo 3 


Como se indica en la FIGURA 14.8.8, V = | | J dV escrita como una integral iterada es 


V = 


7t/2 f 77/4 f sec (/> 


p 2 sen cp dp dcp dO = 


'0 Jo Jo 

tt/I f 7r/4 


77/2 r 77-/4 


'0 Jo 


*1 


sec 4> 


sen cp dcp dO 


sec 3 cp sen cp dcj) dO 


f o -to 

77/2 r 77/4 


'0 Jo 


0 


1 f OT/2 l 2. 

= jlan * 

1 r /2 1 

= 6 J 0 ^= 12 - 


tan cp sec 2 cp dcj) dO 
'/4 




EJEMPLO 7 


Centro de masa 


Utilizamos un simbolo diferen- 
te para la densidad para evitar 
la confusion con el simbolo p 
de coordenadas esfericas. 

4> varia de z | p varia de 
0 a 77 H aab 

v 1 ^- m^y 


Determine el momento de inercia en torno al eje z del solido homogeneo acotado entre las esfe- 

ras x 2 + y 2 + z 2 = a 1 y x 2 + y 2 + z 2 = b 2 , a < b. 

Solucion Si 8(p , </>, 0) = k es la densidad, entonces 


4 = 


(x 2 + y 2 )k dV. 


De (3) encontramos x 2 + y 2 = p 2 sen 2 0, y de la primera ecuacion en (5) vemos que las ecuacio- 
nes de las esferas son simplemente p = a y p = b. Vea la FIGURA 14.8.9. Consecuentemente, en 
coordenadas esfericas la integral anterior se vuelve 


4 = k 


x 0 varia de 

0 a 277 

FIGURA 14.8.9 Limites de 
integracion del ejemplo 7 


277 


77 f b 


Jo JO J a 


= k 


Jo 


= k 


277 


Jo 


p 2 sen 2 0(p 2 sen <fr dp d<p dO) 
p 4 sen 3 cj) dp dcf) dO 

b 


—p 5 sen 3 cj) 


d<fi dO 


^b(b 5 — a 5 ) 


(1 — cos 2 cp) sen <fi dcp dO 


b Jo 

277/ 


^b(b 5 — a 5 ) J y- cos cp + |-cos 3 cp 

4 f 277 o 

—k(b 5 — a 5 ) J dO = —zrkib 5 — a 5 ). 


dO 


NOTAS DESDE EL AULA 



FIGURA 14.8.10 Latitudes 
y longitudes 


Las coordenadas esfericas se usan en la navegacion. Si consideramos a la Tierra como una 
esfera de radio fijo centrada en el origen, entonces un punto P puede ubicarse especificando 
dos angulos 6 y <p. Como se muestra en la FIGURA 14.8.10, cuando <p se mantiene constante, la 
curva resultante se denomina paralela. Los valores fijos de 9 producen curvas llamadas 
circulos grandes. La mitad de uno de estos circulos grandes que une los polos norte y sur reci- 
be el nombre de meridiano. La interseccion de una paralela y un meridiano produce la posi- 
cion de un punto P. Si 0° < cp < 180° y -180° < 9 < 180°, se dice que los angulos 90° - cp 
y 9 son, respectivamente, la latitud y longitud de P. El meridiano primo corresponde a una 
longitud de 0°. La latitud del ecuador es 0°; las latitudes de los polos norte y sur son, a su vez, 
+90° (o 90° norte) y -90° (o 90° sur). 
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Ejercicios 14.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, convierta el punto dado de coordenadas 
cilmdricas a coordenadas rectangulares. 

1. (10, 377-/4, 5) 2. (2, 577-/6, -3) 

3. (V3, tt/3, -4) 4. (4, 7tj-/4, 0) 

5. (5,77/2, 1) 6. (10, 577/3, 2) 

En los problemas 7-12, convierta el punto dado de coordena¬ 
das rectangulares a coordenadas cilmdricas. 

7. (1,-1,-9) 8. (2V3,2, 17) 

9. (-V2, V6, 2) 10. (1,2,7) 

11 . (0, -4, 0) 12 . (V7, - V7, 3) 

En los problemas 13-16, convierta la ecuacion dada a coorde¬ 
nadas cilmdricas. 

13. x 2 + y 2 + z 2 = 25 14. x + y — z = 1 

15. x 2 + y 2 - z 2 = 1 16. x 2 + z 2 = 16 

En los problemas 17-20, convierta la ecuacion dada a coorde¬ 
nadas rectangulares. 

17. z — r 2 18. z = 2 r sen 6 

19. r = 5 sec 6 20. 6 = tt/6 

En los problemas 21-24, use una integral triple y coordenadas 
cilmdricas para determinar el volumen del solido que esta 
acotado por las graficas de las ecuaciones que se indican. 

21. x 2 + y 2 = 4,x 2 + y 2 + z 2 = 16, z = 0 

22 . z— 10 - x 2 — y 2 , z — 1 

23. z = x 2 + y 2 , v 2 + y 2 = 25, z = 0 

24. y = x 2 + z 2 , 2y = x 2 + z 2 + 4 

En los problemas 25-28, emplee una integral triple y coorde¬ 
nadas cilmdricas para determinar la cantidad indicada. 

25. El centroide del solido homogeneo acotado por el hemis- 
ferio z = Va 2 — x 2 — y 2 y el piano z = 0. 

26. El centro de masa del solido acotado por las graficas de 
y 2 + z 2 = 16, x = 0 y x = 5, donde la densidad en un 
punto P es directamente proporcional a la distancia desde 
el piano yz. 

27. El momento de inercia en torno al eje z del solido a cota- 
do por arriba por el hemisferio z = V9 — x 2 — y 2 y por 
abajo por el piano z = 2, donde la densidad en un punto 
P es inversamente proporcional al cuadrado de la distan¬ 
cia desde el eje z. 

28. El momento de inercia alrededor del eje x d el solido aco¬ 
tado por el cono de un solo manto z = \/x 2 + y 2 y el 
piano z = 1, donde la densidad en un punto P es directa¬ 
mente proporcional a la distancia desde el eje z. 


En los problemas 29-34, convierta el punto dado de coordena¬ 
das esfericas a 

a) coordenadas rectangulares y 

b) coordenadas cilmdricas. 

29 . (5,77/2,77/6) 30 . (5,577/4,277/3) 

31 . (8,77/4, 377/4) 32 . (5, 577/3, tt/6) 

33 . ( 4 , 377 / 4 , 0 ) 34 . ( 1 , 11 77 / 6 , 77 ) 

En los problemas 35-40, convierta los puntos dados de coor¬ 
denadas rectangulares a coordenadas esfericas. 

35 . (-5,-5,0) 36 . (l,-V3, l) 

37 . (/V3, 1 ) 38 . HV3,0,4) 

39 . (3, -3, 3V2) 40 . (l, 1 , - V 6 ) 

En los problemas 41-44, convierta la ecuacion dada a coorde¬ 
nadas esfericas. 

41 . x 2 + y 2 + z 2 = 64 42 . x 2 + y 2 + z 2 = 4z 

43 . z 2 = 3x 2 + 3y 2 44 . -x 2 - y 2 + z 2 = 1 

En los problemas 45-48, convierta la ecuacion dada a coorde¬ 
nadas rectangulares. 

45 . p = 10 4 6. <f> = tt/3 

47 . p = 2 sec <fi 48 . p sen 2 cf) = cos 4> 

En los problemas 49-52, emplee una integral triple y coorde¬ 
nadas esfericas para determinar el volumen del solido que 
esta acotado por las graficas de las ecuaciones que se indican: 

49 . z = Vx 2 + y 2 , x 2 + y 2 + z 2 = 9 

50 . x 2 + y 2 + z 2 = 4, y = x, y = V3v, z = 0, primer 
octante 

51 . z 2 = 3x 2 + 3y 2 , x = 0, y = 0, z = 2, primer octante 

52. En el interior por x 2 + y 2 + z 2 = 1 y en el exterior por 

Z 2 = x 2 + y 2 

En los problemas 53-56, emplee una integral triple y coorde¬ 
nadas esfericas para encontrar la cantidad indicada. 

53 . El centroide del solido homogeneo acotado por el cono de 
un solo manto z = Vx 2 + y 2 y la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2 z. 

54 . El centro de masa del solido acotado por el hemisferio 
z = a/i — x 2 — y 2 y el piano z = 0 , donde la densidad 
en el punto P es directamente proporcional a la distancia 
desde el piano xy. 

55 . La masa del solido acotado por arriba por el hemisferio 
z = A/25 — x 2 — y 2 y por debajo por el piano z = 4, 
donde la densidad en un punto P es inversamente propor¬ 
cional a la distancia desde el origen [ Sugerencia : Exprese el 
limite (ft superior de integracion como un coseno inverso.] 

56 . El momento de inercia en torno al eje z del solido acota¬ 
do por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , donde la densidad en 
un punto P es directamente proporcional a la distancia 
desde el origen. 
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Si la funcion g es uno a uno, 
entonces tiene una inversa y por 
ello c = g~ 1 (a) y d = g~ l (b). 


14.9 Cambio de variables en integrales multiples 

■ Introduce ion En muchos casos resulta conveniente efectuar una sustitucion, o cambio de 
variable, en una integral para evaluarla. La idea en el teorema 5.5.3 puede refrasearse como 
sigue: si/es continua yi = g(u) tiene una derivada continua y dx = g'{u) du , entonces 

[ f(x) dx = f f(g(u))g'(u) du , (1) 

2 a 2 c 


donde los limites y de integracion de c y d estan definidos por a = g(c) y b = g(d). Hay tres 
aspectos que deben subray arse en (1). Para cambiar la variable en una integral definida reempla- 
zamos v donde aparece en el integrando por g(u), cambiamos el intervalo de integracion [a, b] 
sobre el eje x al intervalo correspondiente [c, d] sobre el eje u , y sustituimos dx por una funcion 
multiplo (a saber, la derivada de g) de du. Si escribimos J(u) = g'{u ), entonces (1) tiene la forma 


fix) dx = figiu)) J{u) du. 


( 2 ) 


Por ejemplo, empleando x = 2 sen 9 , —tt/2 < 6 < 7t/ 2, tenemos 


limites de x ^ f(x ) limites de 6 ^ /(2 sen 0) J(0) 



77/2 


2 cos 0 (2 cos 9) d9 


= 4 


77/2 


cos 9d9 = 77 . 


Jo 


■ Integrales dobles Aunque el cambio de variables en una integral multiple no es directo 
como el procedimiento en (1), se mantendra la idea basica que se ilustra en (2). Para cambiar 
variables en una integral doble necesitamos dos ecuaciones, tales como 

x = x(u , u), y = y(u , v). (3) 

Para que hay a analogia con (2), esperamos que un cambio de variables en una integral doble 
tome la forma 


J J fix, y)dA= J J f(x(u, v), y(u, v))J{u, v) dA', (4) 

R S 

donde S es la region en el piano uv correspondiente a la region R en el piano xy, y J(u, v) es algu- 
na funcion que depende de las derivadas parciales de las ecuaciones en (3). El shnbolo dA en el 
lado derecho de (4) representa ya sea a du dv o dv du. 

En la seccion 14.5 discutimos brevemente como cambiar una integral doble ff R f(x, y) dA 
de coordenadas rectangulares a coordenadas polares. Recuerde que en el ejemplo 2 de esa sec¬ 
cion las sustituciones 


llevaron a 


x — r cos 9 


y — r sen 9 


2 rVzAc 


'0 J x 


5 + jt 2 + y 


dydx = 


V 2 [Vs 


■/A 


5 + r 2 


r drd9. 


(5) 


( 6 ) 


Como advertimos en la FIGURA 14.9.1, la introduccion de coordenadas polares cambia la region ori¬ 
ginal de integracion R en el piano xy a una mas conveniente region rectangular de integracion S 
en el piano r9. Notamos tambien que al comparar (4) con (6), podemos identificar /(r, 9) = r y 
dA = dr d9. 
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a) Region R en el piano xy 



FIGURA 14.9.1 Regiones en dos pianos diferentes 


Las ecuaciones de cambio de variable en (3) definen una transformacion o mapeo T del 
piano uv al piano xy: 

T(u , v) = (x, y). 

Un punto (x 0 , y 0 ) en e l piano xy esta determinado a partir de x 0 = x(u 0 , v 0 ) 9 y 0 = y(u 0 , v 0 ) y se 
dice que es una imagen de (m 0 , v 0 ), esto es, T(u 0 , v 0 ) = (x 0 , y 0 ). 


EJEMPLO 1 


Transformacion de una region 


Encuentre la imagen de la region S que se muestra en la FIGURA 14.9.2a), bajo la transformacion 

x = u 2 + u 2 , y = u 2 — v 2 . 


Solucion Empezamos determinando las imagenes de los lados de S que hemos indicado me- 
diante S\ 9 S 2 y S 3 . 

Si. En el lado v = 0 de manera que x = u 2 ,y = u 2 . Al eliminar u se produce entonces y = x. 
En este caso, imagine que el movimiento es a lo largo de la frontera de (1, 0) a (2, 0) (esto 
es, 1 < u < 2). Las ecuaciones x = u 2 y y = u 2 indican entonces que x varia de x = 1 a 
x = 4 y y varia simultaneamente de y = 1 a y = 4. En otras palabras, en el piano xy la ima¬ 
gen de Si es el segmento de recta y = x de (1, 1) a (4, 4). 

S 2 '- En esta frontera u 2 + v 2 = 4 y tambien x = 4. En este caso, conforme nos movemos del 
punto (2, 0) a (Vf, \/§), la ecuacion restante y = u 2 — v 2 indica que y varia de 

y = 2 2 — 0 2 = 4ay = (vf) — ( Vf ) = 1. En este caso la imagen de S 2 es el segmento 
de recta vertical x = 4 que empieza en (4, 4) y desciende hasta (4, 1). 

S 3 : Puesto que u 2 — v 2 = 1, obtenemos y = 1. Sin embargo, a medida que nos movemos 
sobre esta frontera desde ( Vf, V|) hasta (1, 0), la ecuacion x = u 2 + v 2 indica que x varia 
dex = 4ax = 1. La imagen de S 3 es el segmento de recta horizontal y = 1 que empieza en 
(4, 1) y termina en (1, 1). 


La imagen de S es la region R dada en la figura 14.9.2Z?). 



FIGURA 14.9.2 La imagen de S 
es R 


Observe en el ejemplo 1 que recorrimos la frontera de S en direccion contraria a la de las 
manecillas del reloj, y la frontera de R se recorre en la direccion de las manecillas. Afirmamos 
que la transformacion de la frontera de S ha inducido una orientacion en la frontera de R. 

Aunque una prueba de la formula del cambio de variables en una integral multiple esta mas 
alia del nivel de este texto, senalaremos algunas de las suposiciones subyacentes que se hacen 
alrededor de las ecuaciones (3) y las regiones R y S\ 


• Las funciones x = x(w, v), y = y(u , v) tienen primeras derivadas parciales continuas 
sobre S. 

• La transformacion es uno a uno. 

• Cada una de las regiones R y S consiste en una curva cerrada simple continua por seccio- 
nes y su interior. 

• El determinante de segundo orden 


dx 

dx 



du 

dv 

_ dx dy 

dx dy 

ay 

ay 

du dv 

dv du 

du 

dv 




no es cero y no cambia de signo sobre S. 
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■ Jacobiano Se dice que una transformacion T es uno a uno si cada punto (x 0 , y 0 ) en R es la 
imagen bajo T del punto unico ( u 0 , u 0 ) en S. Dicho de otro modo, ningun par de puntos en S tiene 
la misma imagen en R. Con la restriccion de que r>OyO<0 < 277, las ecuaciones en (5) 
definen una transformacion uno a uno desde el piano rO hasta el piano xy. El determinante en (7) 
se denomina determinante jacobiano, o simplemente jacobiano, de la transformacion T y es la 
clave para el cambio de variables en una integral multiple. El jacobiano de la transformacion 
defmida por las ecuaciones en (3) se denota por medio del simbolo 



dfe y) 

d{u , v)' 

De manera similar a la nocion de una funcion uno a uno introducida en la seccion 1.5, una trans¬ 
formacion uno a uno T tiene una transformacion inversa T~ l tal que 

T~\x 0 ,y 0 ) = ( u 0 , v 0 ). 

Esto es, (w 0 , v 0 ) es la imagen bajo T~ l de (x 0 , y 0 ). Vea la FIGURA 14.9.3. Si es posible resolver en 
(3) para u y u en terminos de x y y, entonces la transformacion inversa se define mediante el par 
de ecuaciones 


u = u{x , y), 

V = 

v(x, 

El jacobiano de la transformacion inversa T 1 es 



du 

du 

d(u , v) 

dx 

dy 

d(x, y) 

dv 

dv 


dx 

dy 


y se relaciona con el jacobiano (7) de la transformacion T por medio de 


d(x, y) d{u , v) 
d(u, v) d(x, y) 


( 10 ) 


EJEMPLO 2 


Jacobiano 


El jacobiano de la transformacion x = r cos 0,y = r sen 0 es 



dx 

dx 

d(x,y) 

dr 

d9 

d(r , 9) ~ 

dy 

dy 


dr 

d9 


cos 6 
sen 6 


— r sen 6 
r cos 6 


= r(cos 2 6 + sen 2 0) = r. ■ 


Dirigiremos ahora nuestra atencion al punto principal de esta discusion: como cambiar variables 
en una integral multiple. La idea que se expresa en (4) es valida; la funcion J(u , v) viene a ser el 
valor absoluto del jacobiano; esto es, J(u, v) = |d(x, y)/d(u , v)\. De acuerdo con las suposicio- 
nes planteadas antes, tenemos el siguiente resultado para las integrales dobles. 


Teorema 14.9.1 Cambio de variables en una integral doble 

Si x = x(u , u), y = y(u, v) es una transformacion que mape 
la region R en el piano xy y/es una funcion continua sobrc 

[[/(*. y)dA= j f(x(u, v), y(u, v)) 

R S 

)a una re 

5 R , entc 

d(x, y) 

gion S en el piano uv hacia 
inces 

d£. (11) 

d{u , v) 


La formula (3) de la seccion 14.5 para cambiar una integral doble a coordenadas polares es 
solo un caso especial de (11) con 

d(x, y) 

d(r, 6) 



puesto que r > 0. En (6), entonces, tenemos J(r, 9) = |d(x, y)/d(r, 9 )| = r. 
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Un cambio de variables en una integral multiple puede utilizarse para una simplificacion del 
integrando o para una simplificacion de la region de integracion. El cambio de variables real uti- 
lizado muchas veces se inspira en funcion de la estructura del integrando /(x, y) o por las ecua- 
ciones que definen la region R. Como consecuencia, la transformacion se define mediante 
ecuaciones de la forma dada en (8); esto es, estamos tratando con la transformacion inversa. Los 
siguientes dos ejemplos ilustran estas ideas. 


EJEMPLO 3 


Cambio de variables 


Evalue f R sen(x + 2y) cos(x — 2 y) dA sobre la region R que se muestra en la FIGURA 14.9.4a). 


Solucion La dificultad al evaluar esta integral doble es claramente el integrando. La presencia 
de los terminos x + 2y y x — 2y nos lleva a definir el cambio de variables 


u = x + 2y y v = x — 2 y. 


Estas ecuaciones mapearan R sobre la region S en el piano uv. Como en el ejemplo 1, transfor- 
mamos los lados de la region. 

Si \ y = 0 implica u = xyv = xov = u. A medida que nos movemos de (27r, 0) a (0, 0) 
vemos que los puntos imagen correspondientes en el piano uv yacen sobre el segmento de 
recta v = u de (27r, 2tt) a (0, 0). 

S 2 ’ x = 0 implica u = 2y y v = —2yov= —u. A medida que nos movemos de (0, 0) a 
(0, 7r), los puntos imagen correspondientes en el piano uv yacen sobre el segmento de recta 
v = a de (0, 0) a (277, —27r). 

S 3 : x + 2y = 2 tt implica u = 2 tt. Conforme nos movemos de (0, 7r) a (277, 0), la ecuacion 
v = x — 2 y muestra que v varia de v = —27rav = 2 tt. De tal modo, la imagen de S 3 es el 
segmento de recta vertical u = 2 tt que empieza en (277, —277) y se extiende hasta (277, 277). 
Vea la figura 14.9 Ab). 

Ahora, al resolver las ecuaciones u = x + 2y, v = x — 2y para x y y en terminos de u y v, obte- 
nemos 


Por tanto, 


x = ^(u + v) y y = ^(u- v). 



dx 

dx 


1 

1 

d(x,y) 

du 

dv 


2 

2 

d{u , v) 

ay 

ay 


1 

1 


du 

dv 


4 

4 


Por consiguiente, de (11) encontramos que 


sen(x + 2y)cos(x 
J . 

R 


2y) dA = 


sen u cos v 

J , 

5 


1 

4 


dA 


1 

4 

1 

4 

1 

2 

1 

4 

1 

4 


2tt 


sen u cos v dv du 

du 


'0 J -u 
277 

sen u sen v 
'o 

277 

2 


'0 


sen u du 

277 

(1 — cos 2 u) du 

" 277 


(u — sen 2 uj 


-77. 


0 



(0,0) Si (277,0) 


a) 

( 277 , 277 ) 



( 277 , — 277 ) 

b) 


FIGURA 14.9.4 Regiones R y S 
del ejemplo 3 
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FIGURA 14.9.5 Regiones R y S 
del ejemplo 4 


EJEMPLO 4 


Cambio de variables 


E value / f R xy dA sobre la region R que se muestra en la FIGURA 14.9.5a). 

Solucion En este caso el integrando es bastante simple, pero la integracion sobre la region R 
resultana tediosa, ya que tendrfamos que expresar JJ R xy dA como la suma de tres integrales. 
(Verifique lo anterior.) 

Las ecuaciones de las fronteras de R sugieren el cambio de variables 


u = 


y 


v = xy. 


( 12 ) 


La obtencion de la imagen de R es directa en este caso, puesto que las imagenes de las curvas 
que conforman las cuatro fronteras son simplemente u = l, u = 4, v = l y v = 5.En otras pala- 
bras, la imagen de la region R es la region rectangular S:l<w<4, l<u<5. Vea la figura 
14.9,5ft). 

Ahora, en vez de tratar de resolver las ecuaciones en (12) para ly yen terminos de u y u, 
es posible obtener el jacobiano d(x,y)/d(u,v) calculando d(u,v)/d(x,y) y utilizando (10). 
Tenemos 


d{u , v) 
d(x, y) 


du 

du 


2y 

1 

dx 

dy 


x 3 

v 2 

dv 

dv 


y 

V 

dx 

dy 




3y 


y por ello de (10), 


d(x, y) = 1 

d(u, v) ~ d(u, v) 
d(x, y) 


x 2 

3y 


3 u 


Por consiguiente, 


xy dA = u 


3 u 


dA 


|[ [ -dvdu 

3 Ji J, « 


1 11 


3 , u\2 V 


du 


= 4 | du = 4 \nu 
u 


= 4 In 4. 


Integrales triples Para cambiar variables en una integral triple, consideremos 
x = x(u , v , w), y = y(u , v , w), z = z(u , v , w) 


(13) 


como una transformacion T uno a uno de la region E en el espacio uvw a la region D en el espa- 
cio xyz. Si las funciones en (13) satisfacen las contrapartes de tres variables de las condiciones 
listadas en la pagina 791 y el jacobiano de tercer orden 


d(x, y, z) 


d(u , v , w) 


dx 

dx 

dx 

du 

dv 

dw 

ay 

ay 

ay 

du 

dv 

dw 

dz_ 

dz 

dz 

du 

dv 

dw 


no es cero y no cambia de signo sobre E , entonces tenemos el siguiente resultado. 
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Teorema 14.9.2 Cambio de variables en una integral triple 


Six = x(u , v , w), y = y(u, v , w), z = z(u , v , w) es una transformacion que mapea una region 
E en el espacio uvw hacia una region D en el espacio xyz y/es una funcion continua sobre E , 
entonces 


/U, y, z )dV = f(x(u , v, w), y(u , v, w), z(u , v, w)) 


d(x, y, z) 


d(u, v , w) 


JK. (14) 


Dejamos como ejercicio mostrar que si T es la transformacion de coordenadas esfericas a 
rectangulares definida por 


x = p sen <fi cos 6 , y = p sen <fi sen 0 , z = p cos 


entonces 


d(x, y, z) 

a(p, 0 ,0) 


p 2 sen <fi. 


(15) 


Vea el problema 28 en los ejercicios 14.9. 

■ Posdata: Un poco de historia Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) nacio en Potsdam en 
el seno de una rica familia alemana. El joven Carl Gustav fue notable en muchas areas de estu- 
dio, pero su habilidad y amor por los intrincados calculos algebraicos lo llevaron a la vida de un 
pobre matematico y maestro. Sufrio un colapso nervioso en 1843 debido a 
exceso de trabajo. Su disertacion para obtener el doctorado en filosofia se 
relaciono con un tema ahora conocido por cualquier estudiante de calculo: 
fracciones parciales. Sin embargo, las grandes contribuciones de Jacobi a las 
matematicas se produjeron en el campo de las funciones elipticas y de la teo- 
ria de numeros. Tambien realizo aportaciones importantes a la teoria de 
determinantes y a la simplificacion de dicha teoria. Si bien Jacobi fue prin- 
cipalmente un matematico “puro”, todo estudiante de dinamica y mecanica 
cuantica reconocera su contribucion a esas areas a traves de sus famosas 
ecuaciones de Hamilton-Jacobi. 



Ejercicios 14.9 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45. 


= Fundamentos 

1. Considere una transformacion T definida por x = 4u — v, 
y = 5u + 4u. Encuentre las imagenes de los puntos (0,0), 
(0, 2), (4, 0) y (4, 2) en el piano uv bajo T. 

2 . Considere una transformacion T definida por x = Vu — u, 
y = v + u. Encuentre las imagenes de los puntos (1, 1), 
(1, 3) y (V2, 2) en el piano xy bajo T~ l . 


En los problemas 3-6, encuentre la imagen del conjunto S 
bajo la transformacion dada. 

3. S: 0 < u < 2, 0 < v < u; x = 2u + u, y = u — 3v 

4. S: —1 < it < 4, 1 < u < 5; u = x — y, v = x + 2y 

5. S: 0 < u < 1, 0 < v < 2; x = u 2 — v 2 ,y = uv 

6. S: 1 < u < 2, 1 < v < 2; x = uv , y = v 2 


En los problemas 7-10, determine el jacobiano de la transfor¬ 
macion T del piano uv al piano xy. 

8. x = e 3u sen v,y = e 3u cos v 
2x ~2y 


7 . x = ve u , y = ve u 

Q y y 2 

9. u = —, v = — 


10 . u = 


x 2 + y 2 


, v = 


x 2 + y 2 


11 . a) Encuentre la imagen de la region S\ 0 ^ u ^ 1, 0 ^ v 

^ 1 bajo la transformacion x = u — uv , y = uv. 
b ) Explique por que la transformacion no es uno a uno 
sobre la frontera de S. 

12 . Determine donde es cero el jacobiano d(x, y)/d(u, v) de 
la transformacion en el problema 11. 


En los problemas 13-22, evalue la integral dada por medio de 
los cambios de variable que se indican. 


13 . I/r (x + y) dA , donde R es la region acotada por las gra- 
ficas de x — 2y = — 6, x — 2y = 6, x + y= — 1, x + 
y = 3; u = x — 2y, v = x y 


14 . 


dA , donde R es la region acotada por las 

graficas de y = x, y = x — tt, y = — 3x + 3, y = —3x + 6; 
u = x — y, u = 3x + y 


T cos|(x - y) 

L 3* + y 


15. | | — dA, donde R es la region acotada por las graficas 

2 12 2 12 2 / 2 / 
y = x , y = 2 X ' , x = y , x = ^ y ; u = x /y, v = y /x 
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16. ff R (x 2 + y 2 ) 3 dA, donde R es la region acotada por los 
circulos x 2 + y 2 = 2x, x 2 + y 2 = 4x, x 2 + y 2 = 2y, x 2 + 

y 2 = 6y; u = , v = ^ [ Sugerencia : De u 2 + 

xr + y x + y 

v 2 4 

17. §§ R {x 2 + y 2 ) dA, donde R es la region en el primer cua- 
drante acotada por las graficas de x 2 — y 2 = a, x 2 —y 2 = b, 
2xy = c, 2xy = d, 0 < a < b, 0 < c < d; u = x 2 — y 2 ,v = 2xy 

18. f Sr(x 2 + y 2 )sen xy dA, donde R es la region acotada por 
las graficas de x 2 — y 2 = 1, x 2 — y 2 = 9, xy = 2, xy = —2; 
u = x 2 — y 2 , v = xy 

19. —~ ~ dA, donde R es la region en el primer cuadrante 

J Jr y + x 2 

acotada por las graficas de x = 1, y = x 2 , y = 4 — x 2 ; 
x = Vu — u, y = v + u 

20. ff R ydA, donde R es la region triangular con vertices 
(0, 0), (2, 3) y (-4, 1); x = 2u - 4v, y = 3u + v 

21. //fly 4 <iA, donde 7? es la region en el primer cuadrante 
acotada por las graficas de xy = 1, xy = 4, y = x, 
y = 4x; u = xy, v = y/x 

22 . fff D (4z + 2x - 2 y)dV, donde D es el paralelepipedo 
1 <y + ^<3, —1 <—v + z< 1,0 < x - y < 3; 
u = y + z, v = — y + z, w = x — y 

En los problemas 23-26, evalue la integral doble por medio de 
un cambio de variables apropiado. 

J r i rl — jc r 0 rx+2 

e (y-x)/<y+x) dy fa 24. e y2 ~ 2xy+x2 dy dx 

0 Jo J-2 Jo 

25. ff R (6x + 3 y)dA, donde R es la region trapezoidal en el 
primer cuadrante con vertices (1, 0), (4, 0), (2, 4) y l) 


26 . ff R (x + y) 4 e~ y dA, donde R es la region cuadrada con 
vertices (1, 0), (0, 1), (1, 2) y (2, 1) 

27 . Evalue la integral doble ff R (^x 2 + \y 2 )dA, donde R es 
la region eliptica cuya frontera es la grafica de 
^x 2 + \y 2 = 1. Emplee la sustitucion u = \x,v = \y y 
coordenadas polares. 

28 . Verifique que el jacobiano de la transformacion dada en 
(14) es d(x, y, z)/d(p, 4>, 6) = p 2 sen (fi . 

29 . Emplee V = fff D dV y las sustituciones u = x/a,v = y/b, 
w = z/c para mostrar que el volumen del elipsoide 

x 2 /a 2 + y 2 /b 2 + z 2 /c 2 = 1 es V = f irabc. 

= Aplicaciones 

30. Un problema en termodinamica consiste en determinar el 
trabajo realizado por una maquina de Carnot. Este traba- 
jo se define como el area de la region R en el primer cua¬ 
drante acotado por las isotermas xy = a, xy = b, 0 < a 
< b y las adiabaticas xy lA = c, xy 14 = d, 0 < c < d. 
Emplee A = ff R dA y una sustitucion apropiada para 
calcular el area que se muestra en la FIGURA 14.9.6. 



FIGURA 14.9.6 Region R del problema 30 


Revision del capitulo 14 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46. 

A. Verdadero/falso_ 

En los problemas 1-6, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F). 

1. [ (e x2 ~ y dxdy= [ [ e x2 ~ y dydx _ 

J-2 J\ J\ J-2 

2. S, {/(,,,) * = Ffc ,) + CM cs una integral pardal, ento.cea F x (x, v) - /(at, ,). 

r gi(x) 

3. Si I es la integral parcial definida /(x, y) dy, entonces 81/dy = 0._ 


4. 

5. 


Para toda funcion continua/, 


U(x) 


f{x, y) dy dx = 2 


i 

fix, y) dy dx. 


J-iJ x 2 J o J x 2 

El centro de masa de una lamina que posee simetria yace sobre el eje de simetria de la lami- 


6 . En coordenadas cilmdricas y esfericas la ecuacion del piano y = x es la misma. 
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B. Llene los espacios en bianco 


En los problemas 1-12, llene los espacios en bianco. 


1. 


*y+1 


8/ [ )dx = 


2. Si Ri y R 2 son regiones que no se traslapan tales como R = R x U R 2 , Jy) dA = 10 y 
/ j R f(x , y ) dA = -6, entonces f J^/(x, y) dA = _. 


3. 


dx dy produce el area de un . 


4. La region acotada por las graficas de 9x 2 + y 2 = 36, y = — 2, y = 5 es una region de tipo 


5. f (x, y) dy = 


6. Si p(x, y, z) es la densidad, entonces la integral iterada que produce la masa de un solido aco- 
tado por el elipsoide x 2 /a 2 + y 2 /b 2 + z 2 /c 2 = 1 es _. 

7 - j j[ fix, y)dxdy = j j f(x, y) dy dx 

8. Las coordenadas rectangulares del punto (6, 57r/3, 57 t/ 6) dadas en coordenadas esfericas 

son_. 

9. Las coordenadas cilmdricas del punto (2, tt/4, 27t/ 3) dadas en coordenadas esfericas son 


10. La region R acotada por las graficas y = 4 — x y y = 0 es tanto del tipo I como del tipo II. 


Interpretada como una region tipo II, 


fix , y) dA = 


fix , y). 


1 J R 

11. La ecuacion del paraboloide z = x 2 + y 2 en coordenadas cilmdricas es 
tanto que en coordenadas esfericas su ecuacion es_. 


12. La region cuya area es A = 


send 


r dr d6 es 


'o Jo 


_, en 


C. Ejercicios 


En los problemas 1-14, evalue la integral dada. 


1. 

3. 


( 12x 2 e~ 4xy - 5x+ 1) dy 


fy 


y sen xy dx 


J y 3 


J r 2 C2x 

ye y ~ x dydx 

o Jo 


7. 

9. 

11 . 

12 . 


1 f^seny 
Jo f y 

5 Ctt/ 2 r cos 6 


0 Jo Jo 


dydx 

3r 2 drd0 dz 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 


1 


4 + 3xy 

6 ~,dy 


dx 


\/x y 


l 


Jo J x 


16 + r 


dydx 


e 2 fl/x 


Jg Jo 


In x dy dx 


77/2 r sen z fin x 


77/4 Jo Jo 


e y dy dx dz 


5 dA, donde R esta acotada por el circulo x + y = 64 


Jr 


dA , donde R esta acotada por la cardioide r= 1 + cos 6 


Jr 
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13. (2x + y) dA, donde R esta acotada por las graficas de y 


\x, x 


y 2 + l,y = 0 


14. 

15. 


x dV, donde D esta acotada por los pianos z = x + y, z = 6 — x — y, x = 0, y = 0 

i 

Empleando coordenadas rectangulares, exprese 



dA 


como una integral iterada, donde R es la region en el primer cuadrante que esta acotada por 
las graficas de x 2 + y 2 = 1, x 2 + y 2 = 9, x = 0 y y = x. No evalue. 

16. Evalue la integral doble del problema 15 utilizando coordenadas polares. 


En los problemas 17 y 18, dibuje la region de integracion. 

17. j | f(x,y)dydx 
r i r i rx 2 +y 2 

18. f(x, y, z) dz dx dy 
1-1 J-l Jo 

19. Invierta el orden de integracion y evalue 

ri r^y 

cos x 2 dx dy. 

J o Jy 

20. Considere f f f D /(x, y, z) dV, donde Z) es la region en el primer octante acotada por los pia¬ 
nos z = 8 — 2x — y, z = 4,x = 0, y = 0. Exprese la integral triple como seis diferentes 
integrales iteradas. 


En los problemas 21 y 22, utilice un sistema de coordenadas apropiado para evaluar la integral 
dada. 

J r 2 r l rVx-x 2 

(4z + 1) dy dx dz 

0 di/2 Jo 

n rVi-x 2 rVi-x 2 -y 2 

22. _ (x 1 + y 2 + z 2 ) 4 dzdydx 

Jo Jo '-Vl-x 2 -y 2 

23. Encuentre el area de la superficie de la porcion de la grafica de z = xy dentro del cilindro 

x 2 + y 2 = 1. 

24. Utilice una integral doble para encontrar el volumen del solido que se muestra en la FIGURA 
14.R.1. 



FIGURA 14.R.1 Solido del problema 24 
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25. Exprese el volumen del solido que se muestra en la FIGURA 14.R.2 como una o mas integrales 
iteradas utilizando el orden de integracion 

a) dy dx b ) dx dy. 

Elija el inciso a) o el inciso b) para determinar el volumen. 



FIGURA 14.R.2 Solido del problema 25 

26. Una lamina tiene la forma de la region en el primer cuadrante acotada por las graficas de 
y = x 2 yy = x 3 . Encuentre el centro de masa si la densidad p en un punto P es directamen- 
te proporcional al cuadrado de la distancia desde el origen. 

27. Determine el momento de inercia de la lamina descrita en el problema 26 en torno al eje y. 

28. Encuentre el volumen de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 utilizando una integral triple en 
a) coordenadas rectangulares, b) coordenadas cilmdricas y c) coordenadas esfericas. 

29. Determine el volumen del solido que esta acotado entre los conos z = Vr+7, 
z = 3 Vx 2 + y 2 y el piano z = 3. 

30. Determine el volumen del solido que se muestra en la FIGURA 14.R.3. 



FIGURA 14.R.3 Solido del problema 30 

31. Evalue la integral ff R (x 2 + y 2 )^/x 2 — y 2 dA , donde R es la region acotada por las graficas 
de x = 0, x=l,y = 0yy = 1 por medio del cambio de variables u = 2 xy, v = x 2 — y 2 . 

32. Evalue la integral 


V(x - y) 2 + 2(x + y) + 1 


dA, 


donde R es la region acotada por las graficas dey = x,x = 2yy = 0 mediante el cambio de 
variables x = u + uv, y = v + uv. 




















Capitulo 15 


Calculo integral vectorial 




En este capitulo Hasta este punto en nuestro estudio del calculo, hemos encontrado tres tipos 
de integrales: la integral definida, la integral doble y la integral triple. En este capitulo se pre- 
sentan dos nuevos tipos de integrales: las integrales de linea y las integrales de superficie. El 
desarrollo de estos conceptos depende en gran medida de los metodos vectoriales. En la sec- 
cion 15.2 se introduce un nuevo tipo de funcion vectorial: una funcion que no define a una curva 
sino mas bien a un campo de vectores. 

15.1 Integrales de linea 

15.2 Integrales de linea de campos vectoriales 

15.3 Independencia de la trayectoria 

15.4 Teorema de Green 

15.5 Superficies parametricas y areas 

15.6 Integrales de superficie 

15.7 Rotacional y divergencia 

15.8 Teorema de Stokes 

15.9 Teorema de la divergencia 
Revision del capitulo 15 


801 


































802 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial 



A = B 




d ) Curva cerrada simple 
FIGURA 15.1.1 Tipos de curvas 


15.1 Integrates de linea 

■ Introduce ion La nocion de integral definida /„/(x) dx , esto es, integration de una funcion de 
una sola variable definida sobre un intervalo , puede generalizarse a la integration de una fun- 
cion de varias variables definidas a lo largo de una curva. Para este fin necesitamos introducir 
cierta terminologia acerca de curvas. 

■ Terminologia Suponga que C es una curva parametrizada por x = x(t ), y = y(t ), a < t < b, 
y que A y B son los puntos inicial y terminal (. x(a ), y(a)) y (x(b), y(b )), respectivamente. 
Afirmamos que: 

• C es una curva suave si x\t) y y\t) son continuas sobre el intervalo cerrado [<a , b\ y no 
son simultaneamente cero sobre el intervalo abierto (a , b). 

• C es una curva suave por partes si consiste en un numero finito de curvas suaves 
Ci, C 2 , . . C n unidas extremo por extremo; esto es, C = C x U C 2 U • • • U C n . 

• C es una curva cerrada si A = B. 

• C es una curva simple si no se cruza a si misma entre Ay B. 

• C es una curva cerrada simple si A = B y la curva no se cruza a si misma. 

• Si C no es una curva cerrada, entonces la orientacion impuesta sobre C es la direccion 
que corresponde a los valores crecientes de t. 

Cada tipo de curva definida antes se ilustra en la FI GURA 15.1.1. 

Esta misma terminologia lleva de manera natural a las curvas en espacio tridimensional. Por 
ejemplo, una curva espacial C definida por x = x(t), y = y(t ), z — z(t), a < t < b, e s suave si las 
derivadas x', / y z! son continuas sobre [a, b] y no simultaneamente cero sobre (<a , b). 


■ Integrates de linea en el piano Sea z = fix, y) una funcion definida en alguna region bidi- 
mensional que contiene a la curva suave C definida por x = x(t), y = y(t), a < t < b. Los 
Una desafortunada eleccion de ^ siguientes pasos conducen a las definiciones de tres integrales de linea en el piano. 

nombre. El termino “integrales 

curvil^neas ,, serfa mas apropiado. * Sea 



FI GURA 15.1.2 Punto muestra 
sobre el subarco Uesimo 


a = < h < t 2 < • • • < t n = b 

una particion del intervalo parametrico [a, b] y considere que los puntos correspondien- 
tes sobre la curva C, o puntos de particion, son 

A = P 0 ,P h P 2 ,...,P n = B. 

Los puntos de particion P k = (x(4), y(t k )), k = 0, 1, 2,. . ., n dividen aCen« subarcos 
de longitudes As*. Considere que la proyeccion de cada subarco sobre los ejes x y y tie- 
nen longitudes Ax* y Ay*, respectivamente. 

Sea ||P|| la longitud del subarco mas largo. 

Escoja un punto muestra (x*, y*) sobre cada subarco como se ilustra en la FIGURA 15.1.2. 
Este punto corresponde a un numero t* en el subintervalo &-esimo [£*_ b t k \ en la parti¬ 
cion del intervalo del parametro [a, b ]. 

Forme las sumas 


^f(xty* k )Ax h ^f(xtyt)Ay k y 2 f(x* k , yt) As k . 

k =1 k =1 k =1 

Tomamos el limite de estas tres sumas cuando ||P|| —> 0. Las integrales que resultan se resu- 
men a continuacion. 


Definicion 15.1.1 Integrales de linea en el piano 

Sea / una funcion de dos variables x y y definida en una region del piano que contiene una 
curva suave C. 

i ) La integral de linea de / con respecto a x a lo largo de C de A a B es 

\f(x,y)dx=tim^f(xtyt)Ax k . (1) 

J c K-Ot-i , .. , . 

(i continua) 
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ii) La integral de linea de / con respecto a y a lo largo de C de A a B es 


/(•*, >’) dy = lfm 2/C**, 


( 2 ) 


Hi) La integral de linea de / con respecto a la longitud de arco s a lo largo de C de A 
a 5 es 


f(x, y) ds = lfm 2/(**> y*)Av- 


( 3 ) 


Es posible demostrar que si /(x, y ) es continua sobre C, entonces las integrales definidas en 
(1), (2) y (3) existen. Asumiremos la continuidad de/como un hecho. 

■ Interpretation geometrica En el caso de dos variables, la integral de linea con respecto a la 
longitud de arco / c /(x, y) ds puede interpretarse de manera geometrica cuando/(x, y) > 0 sobre 
C. En la definicion 15.1.1 el simbolo A s k representa la longitud del subarco fc-esimo sobre la 
curva C. Sin embargo, de la figura 15.1.2 tenemos la aproximacion A s k = V / (Ax^) 2 + (Ay^) 2 . 
Con esta interpretacion de A s h vemos de la FIGURA 15.1.3a) que el producto /(x*, yt)^ s k es el area 
de un rectangulo vertical de altura /(x*, y*) y ancho \s k . La integral / c /(x, y) ds representa 
entonces el area de un lado de una “cerca” o “cortina” que se extiende a partir de la curva C en 
el piano xy hacia arriba de la grafica de/(x, y) y que corresponde a los puntos (x, y) sobre C. Vea 
la figura 15.1.3 b). 





y 


b ) “Cerca” o “cortina” de 


FIGURA 15.1.3 


altura variable fix, y ) 
con base C 

Interpretacion geometrica de iii) de la definicion 15.1.1 


■ Metodo de evaluacion: Cdefinida parametricamente Las integrales de linea en la definicion 
15.1.1 se evaluan de dos maneras, dependiendo de si la curva C esta definida parametricamente 
o mediante una funcion explicita. En cualquier caso, la idea basica es convertir la integral de 
linea en una integral definida de una sola variable. Si C es una curva suave parametrizada por 
x = x(0, y — y(t ), a < t < b, entonces dx = x'{t) dt , dy = y'(t) dt , y por ello (1) y (2) se vuel- 
ven, respectivamente, 


fix, v) dx 
dc 


f b 

fixf), yitfx'it) dt, 

'a 


fix, y) dy = 
•c 


( b 

fixif),yit))y'ii)dt. 


Ja 


( 4 ) 

( 5 ) 


Ademas, utilizando (5) de la seccion 6.5 y la parametrizacion dada, encontramos que ds = 
V[x'(r)] 2 + [y'(0] 2 dt. Por consiguiente, (3) puede escribirse como 

rb 


fix , y) ds = 


fixii), y(0) V \x'it)\ 2 + |y'(0] 2 dt. 


EJEMPLO 1 


Empleo de (4), (5) y (6) 


Evalue 

a) f c xy 2 dx , b) J c xy 2 dy , c) f c xy 2 ds 

sobre el cuarto de circulo C definido por x = 4 cos t,y = 4 sen t, 0 < t < 7t/2. Vea la FIGURA 15.1.4. 


(0, 4)enf = f 


( 6 ) 



(4, 0) 
en t = 0 

FIGURA 15.1.4 Curva C 
del ejemplo 1 
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Solucion 

a ) De (4), 


7t/2 


dx 


xy 2 dx = (4 cos t)( 16 sen 2 0( _ 4 sen r dt) 

: .o 

f 77 / 2 , 

= —256 sen t cos t dt 


= -256 


'o 

1 4 ' 

—sen t 


tt/2 


= -64. 


b) De (5), 


dy 


xy dy = \ (4 cos t)( 16 sen t)( 4 cos t dt) 


= 256 


77/2 


sen 2 £ COS 2 t dt use la formula del angulo doble para el seno 


= 256 


V 2 i 


40 

77/2 


vsen 2 2? dt 
4 


- use la formula del angulo mitad para el seno 


= 64 

= 32 


(1 - cos 4 1) dt 


40 


t — —sen 4 1 


77/2 


= I677. 


c) De (6), 


ds 


xy 1 ds 


77/2 


(4 cos 0(16 sen 2 t)\Z\6{cos 2 t + sen 2 0 dt 


r 77/2 

= 256 I sen 2 1 cos t dt 


= 256 


f o 

1 3 

— sen t 


rr/2 


256 
3 ’ 


I Metodo de evaluacion: C definida por y= g{x) Si la curva C esta definida por una funcion 
explfcita y = g(x), a < x < b, es posible utilizar x como un parametro. Con dy = g'(x) dx y 

ds = V l + | g’(x) | 2 dx, las integrales de lrnea (1), (2) y (3) se vuelven, a su vez, 


( 7 ) 

( 8 ) 


fix, y)dx = f{x, g(x)) dx, 


fix, y) dy = fix, gix))g’ix) dx. 


rb 

fix, y)ds = fix, g(x))Vl + I g’(x) \ 2 dx. 

C Ja 


( 9 ) 


Una integral de linea a lo largo de una curva C suave por partes se define como la suma de 
las integrales sobre las distintas curvas suaves cuya union compone a C. Por ejemplo, en el caso 
de (3), si C esta compuesta por curvas suaves C x y C 2 , entonces 


fix, y) ds = fix , y) ds + fix, y) ds. 


Notacion En muchas aplicaciones, las integrales de linea aparecen como una suma 


Pfx, y) dx + 


Qix, y) dy. 


J c 
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Es una practica comun escribir esta suma sin el segundo simbolo integral como 


P(x , y) dx + Q{x , y) dy o simplemente 

'c 


P dx + Q dy. 
Jc 


(10) 


EJEMPLO 2 


Uso de (7) # (8) y (10) 


Evalue f c xy dx + x 2 dy , donde C esta dada por y 


— v-3 


-1 <*< 2 . 


Solucion La curva C se ilustra en la FI GURA 15.1.5 y se define mediante la funcion explicita 
y = x 3 . Por consiguiente, podemos usar x como el parametro. Con dy = 3x 2 dx , se deduce de (7) 
y (8) que 


dy 


xy dx 4- x 2 dy = x(x 3 ) dx + x 2 (3x 2 dx) 


= I 4x 4 dx = t x 5 


132 
5 ’ 



FIGURA 15.1.5 Curva C en el 
ejemplo 2 


EJEMPLO 3 


La curva C definida por partes 


Evalue f c y 2 dx — x 2 dy sobre la curva cerrada C que se muestra en la FIGURA 15.1.6a). 

Solucion Puesto que C es suave por partes, expresamos la integral como una suma de integra¬ 
tes. Simbolicamente, escribimos 


+ 

'c, 

donde C ls C 2 y C 3 son las curvas que se muestran en la figura 15.1.6 b). En C 1 , usamos x como 
parametro. Puesto que y = 0, dy = 0, 

r 2 


Q 


y 2 dx — x 2 dy = 0 dx — x 2 (0) = 0 


En C 2 , usamos y como parametro. De x = 2, dx = 0 tenemos 


y dx — x dy = y (0) -4 dy = 


= - 4 dy = -4y 


= -16. 


Jo 

— J2 


Por ultimo, en C 3 , usamos de nuevo x como parametro. De y = x , obtenemos dy = 2x dx y por 
ello 


y 2 dx — x 2 dy = | v 4 dx — x 2 (2x dx) 
o 

= I (x 4 — 2x 3 ) dx 

h 

1 S 1 4 M° 8 


= [s^ ~ 2 X 


5’ 


Por consiguiente, 


y 2 dx — x 2 dy = 0 + (—16) + 



FIGURA 15.1.6 Curva C en el 
ejemplo 3 


■ Propiedades Es importante advertir que una integral de Imea es independiente de la parame- 
trizacion de la curva C siempre que a C se le de la misma orientacion por medio de todos los 
conjuntos de ecuaciones parametricas que definen la curva. Vea el problema 33 en los ejercicios 
15.1. Recuerde que la direccion positiva de una curva parametrizada C corresponde a valores 
crecientes del parametro t. 
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Para integrates definidas ordina- | 
rias, esta propiedad es equivalen- 
te a fbf(x) dx = — fix ) dx. 


B B 



A A 

FIGURA 15.1.7 Las curvas C y 

—C tienen orientaciones opuestas 



x 


FIGURA 15.1.8 Punto muestra 
sobre el subarco &-esimo 


Suponga, como se ilustra en la FIGURA 15.1.7, que el simbolo —C denota la curva que tiene los 
mismos puntos pero la orientacion opuesta de C. En ese caso es posible demostrar que 


P dx + Qdy 


P dx A- Qdy 


-c 


(ID 


P dx A- Qdy A- \ P dx A- Q dy = 0. 


Por ejemplo, en el inciso a) del ejemplo 1 vimos que / c xy 2 dx = — 64 y por ello (11) puede 
escribirse como /_ c xy 2 dx = 64. 

■ Integrates de linea en el espacio Suponga que C es una curva suave en espacio tridimensio¬ 
nal definida por las ecuaciones parametricas x = x{t ), y = y{t ), z — zit), a < t < b. Si/es una 
funcion de tres variables definida en alguna region del espacio tridimensional que contiene a C, 
podemos definir cuatro integrates de linea a lo largo de la curva: 


fix, y, z) dx, 


J c 


fix, y, z) dy, fix, y, z) dz y fix, y, z) ds. 


La primera, segunda y cuarta integrates se definen de manera analoga a (1), (2) y (3) de la defi- 
nicion 15.1.1. Por ejemplo, si C se divide en n subarcos de longitud A s k como se muestra en la 
1 FIGURA 15.1.8, entonces 

r n 

fix, y, z) ds = lfm yt z*)ks k . 

; II^H° k= 1 

La nueva integral en la lista, la integral de linea de / con respecto a z a lo largo de C de A a B, 
se define como 


J c 


fix, y, Z ) dz = lfm ^fix% y% z*)Az*. 
Il^ll^ 0 k = 1 


( 12 ) 


■ Metodo de evaluacion Utilizando las ecuaciones parametricas x = x(f), y — yit), z = zit), 
a < t < b, podemos evaluar las integrates de linea a lo largo de la curva en el espacio C de la 
siguiente manera: 


fix, y,z)dx= fixit), yit), z(i))x’(t) dt, 


fix, y, z) dy = fixit), yit), zit))y\t) dt, 


03) 


fix, y, z) dz = fixit), yit), zit))z'it) dt. 


fix, y, z)ds = fixit), yit), zit)) V[x'(f )] 2 + [y'it)] 2 + [fit)] 2 dt. 


Si C se define mediante la funcion vectorial r(0 = x(f)i + y(£)j + zit) k, entonces la ultima inte¬ 
gral en (13) puede escribirse 

fix, y, z)ds = [ fixit), yit), zit)) |r'(0 1 dt. (14) 

C 'a 

Examinaremos una integral que es analoga a (14) en la seccion 15.6. 

Como en (10), en el espacio tridimensional a menudo estamos interesados en integrates de 
linea de la forma de una suma: 


Pix, y, z) dx A- Qix, y, z) dy A- 7?(x, y, z) dz. 


EJEMPLO 4 


Integral de linea en espacio tridimensional 


Evalue f c y dx A- x dy A- z dz , donde C es la helice x = 2 cos t,y = 2 sen t, z = t,0 < t < 2tt. 


Solucion A1 sustituir las expresiones para x,yyz junto con dx = —2 sen t dt, dy = 2 cos t dt, 
dz = dt obtenemos 
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y dx + x dy + z dz = 

'c 


277 


—4 sen 2 1 dt + 4 cos 2 1 dt + t dt 


4(cos 2 1 — sen 2 t ) 


(4 COS 2 1 + t) dt <r- formula del angulo doble 


2 sen 2 1 4- — Z 2 


277 


= 277. 


Ejercicios 15.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, evalue f c f(x,y) dx, / c /(x, y) dy y 
fcfix, y) ds sobre la curva indicada C. 

1. f{x, y) = 2xy; x = 5 cos t, y = 5 sen t, 0 < t < 77 /4 

2. /(x, y) = x 3 + 2xy 2 + 2x; x = 2f, y = t 2 , 0 < t < 1 

3. /(x, y) = 3x 2 + 6y 2 ; y = 2x+ 1,-1 < x < 0 

4 . /(x, y) = x 2 /y 3 ; y = §x 2/3 , 1 < x < 8 

5. Evalue / c (x 2 — y 2 ) donde C esta dada por x = 5 cos t , 
y = 5 sen f, 0 < f < 277. 

6 . Evalue / c (2x + 3y) Jy, donde C esta dada por x = 3 sen 
2t,y = 2 cos 2t, 0 < t < 77. 

En los problemas 7 y 8, evalue J c /(x, y, z) Jx, / c /(x, y, z) dy, 
/ c /(x, y, z) <iz y /c/(^, y, z) ds sobre la curva indicada C. 

7. /(x, y, z) = z; x = cos t, y = sen t, z = t, 0 < ? < 77/2 

8. /(x, y, z) = 4xyz; x = |f 3 , y = f 2 , z = 2f, 0 < f < 1 


En los problemas 9-12, evalue f c (2x + y) dx + xy dy sobre 
la curva dada C entre (— 1, 2) y (2, 5). 


9. y = x + 3 

11 . y 


(- 1 , 2 ) 


(2, 5) 


( 2 , 2 ) 


FI GURA 15.1.9 Curva 
del problema 11 


10 . y = x 2 + 1 

!2. n 


(- 1 , 2 ) 


(2, 5) 


->+- 


(- 1 , 0 ) ( 2 , 0 ) 

FIGURA 15.1.10 Curva 
del problema 12 


En los problemas 13-16, evalue f c ydx + x dy sobre la curva 

dada C entre (0, 0) y (1, 1). 

13. y = x 2 14. y = x 

15. C consiste en los segmentos de recta de (0, 0) a (0, 1) y 
de (0, 1) a (1, 1). 

16. C consiste en los segmentos de recta de (0, 0) a (1, 0) y 
de (1, 0) a (1, 1). 

17. Evalue / (6x 2 + 2 y 2 ) dx + 4 xy dy, donde C esta dada 
por x = Vf, y = t, 4 < t < 9. 


18. Evalue / c — y 2 Jx + xy dy, donde C esta dada por x = 2 1, 

y = t>, 0 < f < 2. 

19. Evalue / c 2x 3 y dx + (3x + y) dy, donde C esta dada por 
x = y 2 de (1, —1) a (1, 1). 

20. Evalue / 4x dx + 2y dy, donde C esta dada por x = y 3 
+ 1 de (0,-1) a (9, 2). 


En los problemas 21 y 22, evalue f c (x 2 + y 2 ) dx — 2 xy dy 
sobre la curva C dada. 



FIGURA 15.1.11 Curva FIGURA 15.1.12 Curva 


del problema 21 


del problema 22 


En los problemas 23 y 24, evalue / c x 2 y 3 dx — xy 2 dy sobre la 
curva C dada. 



FIGURA 15.1.13 Curva 
del problema 23 



FIGURA 15.1.14 Curva 
del problema 24 


25. Evalue f_ c y dx — xdy, donde C esta dada por x = 
2 cos t,y = 3 sen t, 0 < t < 77. 

26. Evalue J_ c x 2 y 3 dx + x 3 y 2 dy, donde C esta dada por 
y = x 4 , -1 < x < 1. 

En los problemas 27-30, evalue J c y dx z dy x dz sobre 

la curva C dada entre (0, 0, 0) y (6, 8, 5). 

27. C consiste en los segmentos de recta de (0, 0, 0) a 
(2, 3, 4) y de (2, 3, 4) a (6, 8, 5). 

28. C defmida por r(0 = 3 1\ + t 3 j + \t 2 k, 0 < t < 2 
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FIGURA 15.1.16 Curva del problema 30 


31. Evalue /I Ox dx — 2 xy 2 dy + 6xz dz donde C esta defi- 
nida por r (t) = ti + t 2 j + t 3 k, 0 < t < 1. 

32. Evalue f c 3x dx — y 2 dy + z 2 dz donde C = C x U C 2 U C 3 

y 

Cp el segmento de recta de (0, 0, 0) a (1, 1, 0). 

C 2 : el segmento de recta de (1, 1, 0) a (1, 1, 1). 

C 3 : el segmento de recta de (1, 1, 1) a (0, 0, 0). 


33. Verifique que la integral de linea / y 2 dx + xy dy tiene 
el mismo valor sobre C para cada una de las siguientes 
parametrizaciones: 

C: x = 2t + 1, y = At + 2, 0 < t < 1 
C: x = t 2 ,y = 2?, 1 < f < V3 
C: x = In ?, y = 2 In r, e < r < e 3 . 

34. Considere las tres curvas entre (0, 0) y (2, 4). 

C): x = t, y = 2t, 0 < t < 2 
C 2 : x = t,y = t 2 , 0 < t < 2 
C 3 : x = 2r — 4, y = — 8, 2 < f < 3. 

Demuestre que / c xy ds = J c xy ds, pero / Cl xy dv 
/ C2 xy di 1 . Explique. 


= Aplicaciones 

35. Si p(x, y) es la densidad de un alambre (masa por longitud 
unitaria), entonces m=J p(x, y) ds es la masa del alam¬ 
bre. Calcule la masa de un alambre que tiene la forma del 
semicirculo x = 1 + cos t,y = sen t, 0 < f < 77, si la den¬ 
sidad en un punto P es directamente proporcional a la dis- 
tancia desde el eje y. 

36. Las coordenadas del centro de masa de un alambre con 
densidad variable estan dadas por 


My 

x = —, y 

m 


M x 
m ' 


donde 

m = [ p(x, y) ds , M x = | yp(x, y) ds , M y = | xp(x, y) ds. 
Encuentre el centro de masa del alambre del problema 35. 



15.2 Integrates de linea de campos vectoriales 

■ Introduce ion El movimiento del viento o el flujo de fluidos pueden describirse mediante un 
campo de velocidades en el que es posible asignar un vector en cada punto representando la velo- 
cidad de una particula en el punto. Vea la FIGURA 15.2.1a) y b). Advierta que, en el campo de velo¬ 
cidades sobrepuesto a una imagen de satelite de un huracan en la foto al margen, los vectores 
muestran claramente la rotacion caracteristica en el sentido contrario al de las manecillas del 
reloj de los vientos dentro de un area de baja presion. Los vectores mas largos cerca del centro 



a) Flujo de aire alrededor de 
un ala de avion: | v a \ > \ | 



b ) Flujo laminar de la 
sangre en una arteria; 
las capas cilmdricas de 
sangre fluyen mas rapido 
cerca del centro de la arteria 


\ 1 f 
x \\ // x 

X \\ \ 

4 | 



c) Campo de fuerza inversa d) Lfneas de fuerza alrededor de 
al cuadrado; la magnitud dos cargas iguales positivas 

de la fuerza de atraccion 
es mas grande cerca de 
la particula 


FIGURA 15.2.1 Ejemplos de campos vectoriales 
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del campo indican vientos de mayor velocidad que los de la periferia del campo. El concepto de 
un campo de fuerza desempena un papel importante en mecanica, electricidad y magnetismo. 
Vea la figura 15.2.1c) y d). En esta seccion estudiaremos una nueva funcion vectorial que des¬ 
cribe a un campo de vectores, o campo vectorial, bidimensional o tridimensional y la conexion 
entre los campos vectoriales y las integrales de linea. 

■ Campos vectoriales Un campo vectorial en el espacio bidimensional es una funcion de 
valores vectoriales 


F(x, y) = P{x , y)i + Q(x, y )j 

que asocia un unico vector bidimensional F(x, y) con cada punto (x, y) en una region R en el 
piano xy sobre el cual estan definidas las funciones componentes escalares P y Q. De manera 
similar, un campo vectorial en el espacio tridimensional es una funcion 

F(x, y, z) = P(x, y, z) i + Q(x, y, z) j + R(x , y, z) k 

que asocia un unico vector tridimensional F(x, y, z) con cada punto (x, y, z) en una region D del 
espacio tridimensional con un sistema de coordenadas xyz. 


EJEMPLO 1 


Campo vectorial en el espacio bidimensional 


Grafique el campo vectorial bidimensional F(x, y) = — yi + xj. 


Solucion Una manera de proceder consiste simplemente en elegir puntos en el piano xy y despues 
graficar el vector F en cada punto. Por ejemplo, en (1, 1) dibujarfamos el vector F(l, 1) = —i + j. 

Para el campo vectorial dado es posible dibujar de manera sistematica vectores de la misma 
longitud. Observe que |F| = Vx 2 + y 2 , y por ello los vectores de la misma longitud k deben 
yacer a lo largo de la curva definida por Vx 2 + y 2 = k\ esto es, en cualquier punto sobre el circu- 
lo x 2 + y 2 = k 2 , un vector tendria la misma longitud k. Por simplicidad vamos a elegir circulos 
que tienen algunos puntos en ellos con coordenadas enteras. Por ejemplo, para k= 1 ,k = \/l y 
k = 2 tenemos: 

En x 2 + y 2 = 1: En los puntos (1, 0), (0, 1), (—1, 0), (0, —1), los vectores correspondientes 
j, — i, — j, i tienen la misma longitud 1. 

Enx 2 + y 2 = 2: En los puntos (1, 1), (—1, 1), (—1, — 1), (1, — 1), los vectores correspondien¬ 
tes —i + j, —i — j, i — j, i + j tienen la misma longitud V2. 

Sobre x 2 + y 2 = 4: En los puntos (2, 0), (0, 2), (—2, 0), (0, —2), los vectores correspondien¬ 
tes 2j, — 2i, — 2j, 2i tienen la misma longitud 2. 

Los vectores en estos puntos se ilustran en la FIGURA 15.2.2. ■ 



FIGURA 15.2.2 Campo vectorial 
bidimensional del ejemplo 1 


En general, es casi imposible dibujar campos vectoriales a mano y por ello debemos confiar 
en tecnologias como las de un SAC. En la FIGURA 15.2.3 hemos mostrado una version generada por 
computadora del campo vectorial del ejemplo 1. Muchas veces cuando los vectores se dibujan con 
su longitud correcta, el campo vectorial luce amontonado con vectores que se traslapan. Vea la 
figura 15.2.3 a). Un SAC escalara los vectores de manera tal que los que se muestran tienen lon¬ 
gitudes proporcionales a su longitud verdadera. Vea la figura 15.2.3Z?). En la figura 15.2.3c) se pre- 
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FIGURA 15.2.3 Campo vectorial del ejemplo 1 
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senta la version normalizada del mismo campo vectorial; en otras palabras, todos los vectores tie- 
nen la misma longitud unitaria. Advierta que la pequena inclinacion en las representaciones del 
campo vectorial de la figura 15.2.3 se deben al hecho de que el SAC calcula y grafica el vector en 
la direccion apropiada con el punto inicial (su cola) del vector ubicada en un punto especificado. 

En la FIGURA 15.2.4 se ilustran dos campos vectoriales en el espacio tridimensional. 




F (x, y,z)—yi b)F(x,y,z) = xi + yi+zk 

FIGURA 15.2.4 Campos vectoriales en el espacio tridimensional 


■ Conexion con integrates de linea Podemos recurrir al concepto de un campo vectorial bidi- 
mensional o tridimensional para escribir una integral de linea general de un modo compacto. Por 
ejemplo, suponga que el campo vectorial bidimensional F(x, y) = P{x, y)i + Q(x, y)j se define a lo 
largo de una curva parametrica C: x = x(t ), y = y{t ), a < t < b, y considere que la funcion vecto¬ 
rial r(t) = x{t) i + y(0j es el vector de posicion de los puntos sobre C. Entonces la derivada de r(7), 


dr 

dt 


= x'(t) i + /(f) j 


dx. dy_. 
dt 1 dt J 


nos lleva a definir la diferencial de r(f) como 


dr = ^dt = dx i + dyy 


( 1 ) 


Puesto que F(v, y) • dr = P(x, y) dx + Q{x , y) dy 

podemos escribir entonces una integral de linea de F a lo largo de C como 


P(x, y) dx + Q(x , y) dy = F • dr. 

Similarmente, para una integral de linea sobre una curva en el espacio C, 

P(x, y, z) dx + Q(x , y, z) dy + R(x, y, z) dz = F • dr, 
Jc Jc 


donde 

F(x, y, z) = P(x, y, z )i + Q(x, y, z )j + P(x, y, z )k y dr = dx i + dyj + dzk. 

Si r(0 = x{t )i + y{t) j, a < t < b, entonces para evaluar / C F • dr en (2) definimos 


F(r(0) = P(x(tlym + Q(x(t),ym 


( 2 ) 

( 3 ) 


( 4 ) 


y usamos (1) en la forma dr = r'(t) dt para escribir 

F- dr = 

Jc 

El resultado en (5) se extiende de manera natural a (3) para campos vectoriales tridimensionales 
definidos a lo largo de una curva en el espacio C dada por r(7) = x(t )i + y(£)j + z(t) k, a < t < b. 


F(r(0) * r'(0 dt. 


( 5 ) 
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EJEMPLO 2 


Empleo de (5) 


E value f c F • dr donde F(x, y) = xy\ + y 1 j y C esta definida por la funcion vectorial r(t) = 
e ‘i + e’\, -1 < t < 1. 


Solucion De (4) tenemos 


F(r(t)) = (c“V)i + (e’fj 

= i + e 2l j. 


Puesto que dr = r'(t) dt = ( — e f i + e r j) dt , 


F(r(0) • dr = (i + <? 2 'j) • (~e i + <rij) dt 
— ( ~e 1 + e 3t ) Jf 


y por ello de (5) 


F • dr 

Jc 


F(r(0) • r'(0 dt = 


(-e - 1 + 


e 3t ) dt 



« 4.3282. 


El campo vectorial F y la curva C se muestran en la FIGURA 15.2.5. 



FIGURA 15.2.5 Curva y campo 
vectorial del ejemplo 2 


■ Trabajo En la seccion 11.3 vimos que el trabajo W realizado por una fuerza constante F que 
causa un desplazamiento en linea recta d de un objeto es W = F • d. En la seccion 6.8 se demos- 
tro que el trabajo realizado al mover un objeto de v = a a v = b por la fuerza F(x) que varia en 
magnitud pero no en direccion esta dado por la integral definida W = /^(i) dx. En general, un 
campo de fuerza F(x, y) = P(x, y )i + Q(x , y)j que actua en cada punto sobre una curva suave 
C: x = x{t ), y = y{t ), a < t < b, varia tanto en magnitud como en direccion. Vea la FIGURA 
15.2.6a). Si A y B son los puntos (. x{a ), y(a)) y (x(b), y(b)), respectivamente, preguntamos: 

• ^Cual es el trabajo realizado por F cuando su punto de aplicacion se mueve a lo largo de 
CdeAatf? 

Para responder esta pregunta, suponga que C se divide en n subarcos de longitudes y que 
(x% y*) es un punto muestra sobre el subarco &-esimo. Sobre cada subarco F(jc*, y*) es una fuer¬ 
za constante. Si, como se muestra en la figura 15.2.6Z?), la longitud del vector 

Ar* = (x k - x k - x )i + (y k - y t _i)j = Ax k i + AyJ 

es una aproximacion a la longitud del subarco &-esimo, entonces el trabajo aproximado realiza¬ 
do por F sobre el subarco es 

(|F(x*, y*)|cos 0 ) | Ar t | = F(x* k , yf) • Ar, 

= P(xl yf) Ax k + Q(x% yf) Ay k . 

Sumando estos elementos de trabajo y tomando el limite, podemos definir de manera natural el 
trabajo realizado por F como la integral de linea de F a lo largo de C: 

W = P(x, y) dx + Q(x , y) dy o W = F • dr. (6) 

Jc Jc 


F 



FIGURA 15.2.6 Vector de fuerza 
variable F que actua a lo largo 
de C 


En el caso de un campo de fuerza que actua en puntos sobre una curva en el espacio tridimen¬ 
sional, el trabajo f c F • dr se define como en (3). 

En este caso, ya que 


dr _ dr ds 
dt ds dt 
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FIGURA 15.2.7 Vector de fuerza 
F que actua a lo largo de C en 
el inciso a) del ejemplo 3 



FIGURA 15.2.8 Vector de fuerza 
F que actua a lo largo de C en 
el inciso b ) del ejemplo 3 



FIGURA 15.2.9 Curva cerrada 
en un campo de velocidades 


dejamos dr = T ds , donde T = dr/ds es, como vimos en la section 12.1, una tangente unitaria 
a C. Por consiguiente, 

( 7 ) 


W = | F • dr = | F • T ds = I comp x F ds. 

En otras palabras, 

• El trabajo efectuado por una fuerza F a lo largo de una curva C se debe por completo a 
la componente tangencial de F. 


EJEMPLO 3 


Trabajo 


Determine el trabajo realizado por 

a) F = xi + yj y b) F = fi + |j 

a lo largo de la curva C trazada por r(f) = cos t\ + sen desde t = 0 a t = tt. 

Solution 

a) La funcion vectorial r(f) produce las ecuaciones parametricas x = cos t, y = sen t , 
0 < t < 77, que reconocemos como un medio tirculo. Como se advierte en la FIGURA 
15.2.7, el campo de fuerza F es perpendicular a C en todo punto. (Vea el problema 1 de 
los ejercicios 15.2.) Puesto que las componentes tangenciales de F son cero, esperamos 
que el trabajo realizado a lo largo de C sea cero. Para ver esto usamos (5): 


W = 


F • dr = F(r(f)) * r \t) dt 


(cos t i + sen t j) • (—sen t i + cos fj) dt 


J o 


(—cos t sen t + sen t cos t) dt = 0. 


b ) En la FIGURA 15.2.8 los vectores en dorado son las proyecciones de F sobre los vectores 
tangente unitarios. El trabajo realizado por F es 


W = 


j F • dr = j (Ji + |j ) • r '(f) dt 


J o 


J o 


|i + |-jj • (-sen ti + cos fj) dt 

3 ,1 

——sen t + 2 C0S t I “t 


,3 1 

= ( ^cos t + 2 sen t 


Jo 


3 

' 2 ' 


Las unidades de trabajo dependen de las unidades de |F| y de las unidades de distancia. 


■ Circulation Una integral de linea de un campo vectorial F a lo largo de una curva cerrada 
simple C se dice que sera la circulation de F alrededor de C; esto es. 


circulation = F • dr = F • T ds. (8) 

Jc Jc 

En particular, si F es el campo de velocidades de un fluido, entonces la circulation (8) es una 
medida de la cantidad por la cual el fluido tiende a girar por la curva C rotando, o circulando, 
alrededor de ella. Por ejemplo, si F es perpendicular a T para todo (x, y ) sobre C, entonces 
JcF-Tds^O y la curva no se mueve en absoluto. Por otro lado, f c F-Tds > 0 y 
f c F’Tds < 0 significa que el fluido tiende a rotar C en direction contraria a la de las mane- 
cillas del reloj y en el sentido de las manecillas del reloj, respectivamente. Vea la FIGURA 15.2.9. 

■ Campos vectoriales gradiente Asociado con una funcion/de dos o tres variables hay un 
campo vectorial. Para una funcion de dos variables/(x, y), el gradiente 

V/(x, y) = f x (x, y)i + f y (x, y) j 


( 9 ) 
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define un campo vectorial bidimensional llamado campo gradiente de /. Para una funcion de 
tres variables/(x, y, z), el campo gradiente tridimensional de/se define como 

\f{x, y, Z) = fix, y, z)i + f y (x, y, z)j + fix, y, z)k. (10) 


Campo gradiente 


EJEMPLO 4 


Determine el campo gradiente de/(x, y) = x 2 — y 2 . 

Solucion Por definicion, el campo gradiente de/es 

df df 

Vf(x ’ y) = ^ i + p = 2xi ~ 2yl 


Recuerde de la seccion 13.1 que las curvas definidas por f(x, y) = c, para c adecuada, se 
denominan curvas de nivel de/. En el ejemplo 5, las curvas de nivel de/son la familia de hiper- 
bolas x 2 — y 2 = c , donde c es una constante. Con la ayuda de un SAC, hemos superpuesto en la 
FIGURA 15.2.10 un muestreo de las curvas de nivel x 2 — y 2 = c (azul) y vectores en el campo gra¬ 
diente V/(x, y) = 2xi — 2yj (rojo). Para un mayor enfasis visual hemos elegido graficar todos 
los vectores en el campo de manera que sus longitudes sean las mismas. Cada vector en el campo 
gradiente V/(x, y) = 2xi — 2yj es perpendicular a alguna curva de nivel. En otras palabras, si la 
cola o punto inicial de un vector coincide con un punto (x, y) sobre una curva de nivel, entonces 
el vector es perpendicular a la curva de nivel en (x, y). 

■ Campos vectoriales conservativos Un campo vectorial F se dice que es conservativo si F 

puede escribirse como un gradiente de una funcion escalar En otras palabras, F es conserva¬ 
tivo si existe una funcion <fi tal que F = V <fi. La funcion cj) recibe el nombre de funcion poten- 
cial de F. 



FIGURA 15.2.10 Curvas de nivel 
de / y campo gradiente de / en el 
ejemplo 4 


EJEMPLO 5 


Campo vectorial conservativo 


Demuestre que el campo vectorial bidimensional F(x, y) = yi + xj es conservativo. 


Solucion Considere la funcion 0(x, y) = xy. El gradiente de la funcion escalar <fi es 


V0 


d(f)' 
dx 1 


+ 


dcf) 

ayj = - vi + xj - 


Como V(/> = F(x, y) concluimos que F(x, y) = yi + xj es un campo vectorial conservativo y que 
cj) es una funcion potencial de F. El campo vectorial se presenta en la FIGURA 15.2.11. ■ 


Desde luego, no todo campo vectorial es un campo conservativo aunque muchos campos 
vectoriales encontrados en fisica son conservativos. (Vea el problema 51 en los ejercicios 15.2.) 
Para los propositos presentes, la importancia de los campos vectoriales conservativos sera evi- 
dente en la siguiente seccion cuando continuemos con nuestro estudio de integrales de lmea. 


1 

0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 

FIGURA 15.2.11 Campo vectorial 
conservativo del ejemplo 5 
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Ejercicios 15.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-6, grafique algunos vectores representati¬ 
ves en el campo vectorial dado. 

1. F(x, y) = xi + yj 2. F(x, y) = —xi + yj 

3. F(x, y) = yi + xj 4. F(x, y) = xi + 2yj 

5. F(x, y) = yj 6. F(x, y) = xj 

En los problemas 7-10, asocie la figura dada con uno de los 
campos vectoriales en a)-d). 

a) F(x,y) = — 3i + 2j b ) F(x, y) = 3i + 2j 

c) F(x,y) = 3i - 2j d) F(x, y) = -3i - 2j 



FIGURA 15.2.12 Campo vectorial del problema 7 
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FIGURA 15.2.13 Campo vectorial del problema 8 



FIGURA 15.2.14 Campo vectorial del problema 9 



FIGURA 15.2.15 Campo vectorial del problema 10 

En los problemas 11-14, asocie la figura dada con uno de los 
campos vectoriales en a)-d). 

a) F(x, y, z) = xi + yj + zk 

b ) F(x, y, z) = zk 

c ) F(x, y, z) = i + j + zk 

d) F(x, y, z) = xi + j + k 



FIGURA 15.2.16 Campo vectorial del problema 11 



FIGURA 15.2.17 Campo vectorial del problema 12 



FIGURA 15.2.18 Campo vectorial del problema 13 



FIGURA 15.2.19 Campo vectorial del problema 14 

En los problemas 15-20, evalue la integral de linea J c F • dr. 

15. F(jc, y) = y 3 i - x 2 yj; r (t) = e~ 2t \ + e f y 0 < t < In 2 

16. F(x, y) = 2xyi + x 2 j; r(t) = t\ + t 2 j, 0 < t < 2 

17. F(x, y) = 2x\ + 2yy r (t) = (21 - l)i + ( 6 1 + l)j, 

-1 < t < 1 

18. F(x, y) = x 2 i + yy r (t) = cos ti + sen ty 0 < t < tt/6 

19. F(x, y, z) = -yi + xj + 2zk; 

r(0 = 2 cos d + 3 sen t j + 3^k, 0 < r < 77 

20. F(jc, y, z) = + xye xyz k; r(t) = ti 4- r 2 j + f 3 k, 

0 < f < 1 

21. Determine el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) = 
yi + xj que actua a lo largo de y = In x desde (1, 0) a (e, 1 ). 

22. Determine el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) = 
2xyi + 4y 2 j que actua a lo largo de la curva suave por par¬ 
tes que consiste en los segmentos de recta de (—2, 2) a 
(0, 0) y de (0, 0) a (2, 3). 
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23. Calcule el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) = 
(x + 2y)i + (6 y — 2x)j que actua una vez en sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj alrededor del triangu- 
lo con vertices (1, 1), (3, 1) y (3, 2). 

24. Calcule el trabajo realizado por la fuerza F(x, y, z) = yzi + 
xzj + xyk que actua a lo largo de la curva dada por 
r (t) = t 3 i + f 2 j + tk de t = la t = 3. 

25. Encuentre el trabajo realizado por una fuerza constante 
F(x, y) = ai + b j que actua una vez en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj alrededor del circulo 
x 2 + y 2 = 9. 

26. En un campo de fuerza inverso al cuadrado F = cr/|r| 3 , 
donde c es una constante y r = xi + yj + zk, determine 
el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de la 
recta de (1, 1, 1) a (3, 3, 3). 

27. Para el campo vectorial gradiente que se obtuvo en el 
ejemplo 4, determine el trabajo realizado por la fuerza 
F = V/que actua a lo largo de r(7) = 5 cos t\ + 5 sen t j, 
() < t ^ 277. 

28. Para el campo vectorial conservative del ejemplo 5, 
encuentre el trabajo realizado por la fuerza F que actua a 
lo largo de r(7) = 2 sen ti + 10 cos fj, 0 ^ t ^ 2tt. 

29. Un campo de fuerza F(x, y) actua en cada punto sobre 
una curva C, que es la union de C x , C 2 y C 3 mostrada en 
la FIGURA 15.2.20. |F| se mide en libras y la distancia se 
mide en pies utilizando la escala dada en la figura. 
Emplee los vectores representativos que se muestran para 
aproximar el trabajo realizado por F a lo largo de C. 
[Sugerencia: Emplee W = / C F • T ds.] 
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FIGURA 15.2.20 Curva C y campo de 
fuerza F del problema 29 

30. Suponga que una curva suave C es descrita por la funcion 
vectorial r(t) para a < t < b. Sean la aceleracion, la veloci- 
dad y la rapidez dadas por a = d\/dt, v = dr/dt y v = |v|, 
respectivamente. Empleando la segunda ley de Newton 
F = ma, demuestre que, en la ausencia de friccion, el tra¬ 


bajo realizado por F al mover una particula de masa cons¬ 
tante m desde el punto A en t = a hasta el punto B en t = b 
es el mismo que el cambio en la energia cinetica: 

K(B) - K(A) = ] -m[v(b)} 2 - ^m[v(a)] 2 . 

Sugerencia : Considere = J^v • v. 

En los problemas 31-36, encuentre el campo gradiente de la 
funcion/dada. 

31. /(v, y) = l(3x — 6 y) 2 32. f(x, y) = x — y + 2x cos 5xy 
33. f{x, y, z) = x tan -1 yz 34. f(x, y, z) = x - x 2 yz 4 

35. f(x, y, z) = y + z ~ xe~ y2 

36. fix, y, z) = In (x 2 + 2y 4 + 3 z 6 ) 

En los problemas 37-40, asocie el campo vectorial conserva¬ 
tive dado F con una de las funciones potencial en a)-d). 
a) 4>(x, y ) = \x 2 + ~ 5 b ) 4>(x, y) = x 2 + \y 2 

c ) c p(x, y) = \x 2 + y 2 — 4 d) 4>(x, y) = 2x + \y 2 + 1 

37. F(x, y) = 2x\ + yj 38. F(v, y) = xi + 2yj 

39. F(x, y) = 2i + yj 40. F(x, y) = xi + y 2 j 

En los problemas 41-44, el campo vectorial dado es conserva¬ 
tive. Mediante ensayo y error, determine una funcion poten¬ 
cial <fi para F. 

41. Fix, y) = cos xi + (1 — seny)j 

42. Fix, y) = e~ y i — xe~ y j 

43. F(x, y, -) = i + 2yj - 12z 2 k 

44. F(x, y, z) = y 2 z 3 i + 2xyz 3 j + 3xyVk 

= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 45-50, utilice un SAC para superponer las 
graficas del campo gradiente de / y las curvas de nivel de / 
sobre el mismo conjunto de ejes coordenados. 

45. f(x, y) = x + 3y 46. f(x, y) = x - y 2 

47. fix, y) = sen v sen y 48. fix, y) = sen x + sen y 

49. fix, y) = e ~ x cos y 50. fix, y) = cos (x + y) 

= Piense en ello 

51. Todo campo de fuerzas inverso al cuadrado F = cr/|r| 3 , 
donde c es una constante y r = xi + yj + zk, es conser¬ 
vative. Demuestre lo anterior determinando la funcion 
potencial 0(x, y, z) para F. 

52. ^Dos funciones diferentes fyg pueden tener el mismo 
campo gradiente? 


15.3 Independencia de la trayectoria 

■ Introduce ion En esta seccion nos referiremos a una curva C suave por partes entre un punto 
inicial A y un punto terminal B como una trayectoria o trayectoria de integracion. El valor de 
una integral de linea f c F • dr suele depender de la trayectoria de integracion. En otras palabras, 
si Ci y C 2 son dos trayectorias diferentes entre los mismos puntos Ay B, entonces en general 
esperamos que f Ci F • dr ¥= f Cl F • dr. Sin embargo, hay excepciones muy importantes. La 
nocion de un campo vectorial conservativo F desempena un papel importante en la discusion que 
sigue. Se le sugiere repasar este concepto en la seccion 15.2. 
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Nota: Para evitar la repeticion innecesaria suponemos todo el tiempo que F es un campo vec¬ 
torial continuo en alguna region bidimensional o tridimensional, que sus funciones componen- 
tes tienen primeras derivadas parciales continuas en la region, y que la trayectoria C yace por 
completo en esta ultima. 


Independencia de la trayectoria 


EJEMPLO 1 


La integral f c y dx + x dy tiene el mismo valor en cada trayectoria C entre (0, 0) y (1, 1) que se 
muestra en la FIGURA 15.3.1 . Quiza recuerde de los problemas 13-16 de los ejercicios 15.1 que sobre 
estas trayectorias 


y dx + x dy = 1. 


Tambien se le sugiere verificar f c y dx + x dy = 1 sobre las curvas y = x 3 , y = x 4 y y = Vx entre 
(0, 0) y (1, 1). La relevancia de todo esto sugiere que la integral J c y dx + x dy no depende de 
la trayectoria que une a estos dos puntos. Proseguimos con esta discusion en el ejemplo 2. 




(l,D 


(l,D 


( 0 , 0 ) ( 0 , 0 ) 

a) b ) c ) 

FIGURA 15.3.1 La integral de linea del ejemplo 1 es la misma sobre cuatro trayectorias 


d) 


La integral en el ejemplo 1 puede interpretarse como la integral de lmea de un campo vec¬ 
torial F a lo largo de una trayectoria C. Si F(x, y) = yi + xj y dr = dx i + Jyj, entonces 
fc y dx + x dy = / C F • Jr. En el ejemplo 5 de la seccion 15.2 se demostro que el campo vecto¬ 
rial F(x, y) = yi + xj es conservativo encontrando la funcion potencial 0(x, y) = xy para F. 
Recuerde que esto significa que F(x, y) = V0. 


■ Un teorema fundamental El siguiente teorema establece una importante relacion entre el 
valor de una integral de lmea sobre una trayectoria que yace dentro de un campo vectorial con¬ 
servativo. Ademas, proporciona un medio de evaluar estas integrates de lmea de manera que es 
analogo al teorema fundamental del calculo: 

f b f(x)dx=m (1) 


dond Q fix) es una antiderivada de/'(x). En el siguiente teorema, conocido como teorema fun¬ 
damental para integrales de lmea, el gradiente de una funcion escalar 0, 


V0 


d(j)' d<fi m 
dx i+ dy^’ 


desempena la parte de la derivada/'(x) en (1). 


Teorema 15.3.1 Teorema fundamental 

Suponga que C es la trayectoria en una region abierta R del piano xy dada por r(0 = 
x(t)i = y(t)i, a < t < b. Si F(x, y) = P(x, y)i + Q(x , y)j es un campo vectorial conservativo en 
R y 0 es una funcion potencial para F, entonces 

F • Jr = V 0 • Jr = - 0(A), (2) 

Jc Jc 

donde A = (x(^), y(a)) y B = ( x(b ), y(b)). 
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DEMOSTRACION Probaremos el teorema para una trayectoria suave C. Puesto que <fi es una 
funcion potencial para F tenemos 


F = V(/> 


d<fi # d<fi # 
dx 1 + dy 


Usando despues r'(0 = ( dx/dt)\ + (< dy/dt)} es posible escribir la integral de linea de F a lo largo 
de la trayectoria C como 


F-Jr 

'c 


F • r'(0 A 
Jc 

[Y—— + \ j 

J ( dx dt dy dt )™ - 


En vista de la regia de la cadena (teorema 13.5.1), 


y por ello se concluye que 


<# = Wdx dcf) dy 
dt dx dt dy dt 


F-Jr 

'c 



y(t )) 

_ fl 

4>(x(b ), >’(£)) - (f>(x(a), y(a )) 

0(B) - 0(A). ■ 


Para curvas suaves por partes, la prueba anterior debe modificarse considerando cada arco 
suave de la curva C. 


■ Independencia de la trayectoria Si el valor de una integral de linea es el mismo para cada 
trayectoria en una region que conecta el punto inicial A y el punto terminal B , entonces se dice 
que la integral sera independiente de la trayectoria. En otras palabras, una integral de linea 
/ C F • Jr de F a lo largo de C es independiente de la trayectoria si / Ci F • Jr = J C ,F- Jr para 
cualesquiera dos trayectorias C x y C 2 entre A y B. El teorema 15.3.1 muestra que si F es un 
campo vectorial conservativo en una region abierta bidimensional o tridimensional, entonces 
/ C F • Jr depende solo de los puntos inicial y terminal A y B de la trayectoria C, y no de C 
misma. En otras palabras, las integrales de linea de campos vectoriales conservativos son inde- 
pendientes de la trayectoria. Dichas integrales a menudo se escriben 

CB CB 

F-Jr = V0-Jr. (3) 

Ja 


EJEMPLO 2 


Repaso del ejemplo 1 


Evalue f c y dx + v dy , donde C es la trayectoria con punto inicial (0, 0) y punto terminal (1, 1). 


Solucion La trayectoria C que se muestra en la FIGURA15.3.2 representa cualquier curva suave por 
partes con puntos inicial y terminal (0, 0) y (1, 1). Hemos visto varias veces que F = yi + vj es 
un campo vectorial conservativo definido en cada punto del piano vy y que <fi(x, y) = xy es una 
funcion potencial para F. De tal modo, en vista de (2) del teorema 15.3.1 y (3), podemos escribir 


ydx + xdy = 


(i,i) 

F- Jr = 

( 0 , 0 ) 

(i,D 


(i,i) 


V0 • Jr 


( 0 , 0 ) 


= xy 

j(0, 0) 

= 1 * 1 — 00 = 1 . 



FIGURA 15.3.2 Curva suave por 
partes del ejemplo 2 


A1 usar el teorema fundamental del calculo (1), cualquier antiderivada de/'(x) puede utili- 
zarse, tal como f(x) + K, donde K es una constante. De manera similar, una funcion potencial 
para el campo vectorial del ejemplo 2 es 0(x, y) = xy + K , donde K es una constante. Podemos 
descartar esta constante al usar (2) del teorema 15.3.1 puesto que 
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b ) R no es conexa 



c) Region R multiplemente conexa 

FIGURA 15.3.3 Regiones en el 
piano 


f F • dr = (MB) + K)~ (4>(A) + K) = MB) ~ MAY 

Antes de proceder necesitamos considerar algunas regiones especiales en el piano. 

■ Terminologia Afirmamos que una region (en el piano o en el espacio) es conexa si cada par 
de puntos A y B en la region puede unirse mediante una curva suave por partes que yace por com- 
pleto en la region. Una region R en el piano es simplemente conexa si es conexa y toda curva 
cerrada simple C que yace del todo dentro de la region puede reducirse, o contraerse, hasta un 
punto sin abandonar R. La ultima condicion significa que si C es cualquier curva cerrada simple 
que yace por completo en R , entonces la region en el interior de C tambien yace por completo 
en R. Poniendolo en terminos generales, una region simplemente conexa no tiene hoyos en ella. 
La region R en la FIGURA 15.3.3a) es una region simplemente conexa. En la figura 15.3.3Z?) la region 
R que se muestra no es conexa, o disconexa, puesto que A y B no pueden unirse mediante una 
curva C suave por partes que este en R. La region en la figura 15.3.3c) es conexa pero no sim¬ 
plemente conexa porque tiene tres hoyos en ella. La curva representativa C en la figura rodea a 
uno de los hoyos, y por ello no puede contraerse hasta un punto sin dejar la region. Esta ultima 
region se dice que es multiplemente conexa. 

En una region conexa abierta R , las nociones de independencia de la trayectoria y un campo 
vectorial conservativo son equivalentes. Esto significa: si F es conservative en R , entonces 
/ C F • dr es independiente de la trayectoria C, e inversamente, si / C F • dr es independiente de la 
trayectoria, entonces F es conservativo. 

Enunciamos lo anterior de manera formal en el siguiente teorema. 


Teorema 15.3.2 Conceptos equivalentes 

En una region conexa abierta R , / C F • dr es independiente de la trayectoria C si y solo si el 
campo vectorial F es conservativo en R. 




FIGURA 15.3.4 Region R en la 
prueba del teorema 15.3.2 


DEMOSTRACION Si F es conservativo en R , entonces ya hemos visto que J c F • dr es indepen¬ 
diente de la trayectoria C como una consecuencia del teorema 15.3.1. 

Por conveniencia probamos el inverso para una region R en el piano. Suponga que / C F • dr 
es independiente de la trayectoria en R y que (x 0 , y 0 ) y (x, y) son puntos arbitrarios en la region 
R. Sea la funcion y ) definida como 

f (x, y) 

y) = \ F • Jr, 

MMh yo) 

donde C es una trayectoria arbitraria en R de (x 0 , yo) a (X y) y F = Pi + Qy Vea la FIGURA 15.3.4a). 
Despues de esto se elige un punto (x 1? y),x x ¥= x , de manera que el segmento de recta de (x 1? y) 
a (x, y) este en R. Vea la figura 15.3.4&). Luego por la independencia de la trayectoria podemos 
escribir 


En este caso, 


Mx, y) 


f (Xu y) 

f(x,y) 

F dr + 


•W yo) 

•'(* 1 , y) 


d<f> 

dx 


d ( (x ’ y) 

0 + t - P dx + Q dy 
dx ] 

J (xi, y ) 


puesto que la primera integral no depende de x. Sin embargo, sobre el segmento de recta entre (x b y) 

r (x, y ) r (x, y) 

Y (X yX y es constante de manera que dy = 0. Por consiguiente, P dx + Q dy = P dx. 

MXi, y) Mx u y) 

Por la forma de la derivada del teorema fundamental del calculo (teorema 5.5.2) tenemos entonces 


d(p 

dx 


(x, y) 

j- I P(x, y ) dx = P(x, V). 

mxi, y) 
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De igual modo es posible demostrar que d<f)/dy = Q(x , y). En consecuencia, de 

d(b d(b 

^ = te 1 + *•> = n + 

concluimos que F es conservativo. ■ 

■ Integrates alrededor de trayectorias cerradas Recuerde de la seccion 15.1 que una trayec¬ 
toria, o curva, C se dice que es cerrada cuando su punto inicial A es el mismo que el punto ter¬ 
minal B. Si C es una curva parametrica definida por la funcion vectorial r(f), a < t < b, enton- 
ces C es cerrada cuando A = B, esto es, r (a) = r (b). El siguiente teorema es una consecuencia 
inmediata del teorema 15.3.1. 


Teorema 15.3.3 Conceptos equivalentes 

En una region conexa abierta R , J c F • dr es independiente de la trayectoria si y solo si 
J c F • dr = 0 para toda trayectoria cerrada C en R. 


DEMOSTRACION Primero demostramos que si / C F • dr es independiente de la trayectoria, 
entonces J c F • dr = 0 para toda trayectoria cerrada C en R. Para ver esto vamos a suponer que 
Ay B son cualesquiera dos puntos sobre C y que C = C x U C 2 , donde C\ es una trayectoria de A 
a B y C 2 es una trayectoria de B a A. Yea la FIGURA 15.3.5a). En ese caso, 


F • dr = F • dr + F • dr = F • dr - 


F-Jr, 


(4) 


-c 2 


J Ci J C 2 

donde — C 2 es ahora una trayectoria de A a B. Debido a la independencia de la trayectoria, 
J Cl F • dr = F • dr. De tal modo, (4) implica que J c F • dr = 0. 

A continuacion, si probamos el inverso de que si f c F • dr = 0 para toda trayectoria cerra¬ 
da C en R , entonces J c F • dr es independiente de la trayectoria. Dejemos que C x y C 2 represen- 
ten cualesquiera dos trayectorias de A a B y por ello C = Q U (—C 2 ) es una trayectoria cerra¬ 
da. Yea la figura 15.3.5Z?). Se sigue de J c F • dr = 0 o 


0 = F • dr = F • dr + F • dr = F • dr - F • dr 

Jc Jci ~c 2 J C\ Jc 2 

que f Ci F • dr = f a F • dr. Por consiguiente, f c F • dr es independiente de la trayectoria. 


Suponga que F es un campo vectorial conservativo defmido sobre una region conexa abier¬ 
ta y C es una trayectoria cerrada que yace por completo en la region. Cuando los resultados de 
los teoremas anteriores se juntan concluimos que 

F conservativo independencia de la trayectoria 4=> F • Jr = 0. (5) 

Jc 

El simbolo en (5) se lee “equivalente a” o “si y solo si”. 

■ Prueba para un campo conservativo Las implicaciones en (5) muestran que si la integral de 
linea f c F • dr no es independiente de la trayectoria, entonces el campo vectorial no es conser¬ 
vativo. Sin embargo, hay una forma mas sencilla de determinar si F es conservativo. El siguien¬ 
te teorema es una prueba para un campo vectorial conservativo que recurre a las derivadas par- 
ciales de las funciones componentes de F = Pi + Q\. 


Teorema 15.3.4 Prueba para un campo conservativo 


Suponga que F(x, y) = P(x, y )i + Q(x, y)j es un campo vectorial conservativo en una region 
abierta R y que P y Q son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas en R. Entonces 


W = dQ 

dy dx 


(6) 


para todo (.x, y) en R. Inversamente, si se cumple la igualdad (6) para todo (.x, y) en una region 
R simplemente conexa, entonces F = Pi + Qj es conservativo en R. 



a)C=C 1 UC 2 ^)C=C 1 U(-C 2 ) 

FIGURA 15.3.5 Trayectorias en la 
prueba del teorema 15.3.3 
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El inciso b ) del siguiente ejem- 
plo utiliza la integration par- 
cial. Se recomienda un repaso 
de la section 14.2. 


DEMOSTRACION PARCIAL Probamos la primera mitad del teorema. Suponemos que las fun- 
ciones componentes del campo vectorial conservativo F = Pi + Qj son continuas y tienen pri- 
meras derivadas parciales continuas en una region abierta R. Puesto que F es conservativo, exis- 
te una funcion potencial <p tal que 


F = Pi+ Q} = V<fi = 


d<£. 

dx 1 


deb 

+ v 


Asi, P = dcp/dx y Q = dcp/dy. En este caso 

dP _ d (df\ _ d 2 <f> dQ d (df\ 

dy dy\dx) dydx ^ dx dx\dyj dxdy' 


Del teorema 13.3.1, las derivadas parciales mixtas de segundo orden son iguales y por ello 
dP/dy = 3Q/dx como se queria demostrar. ■ 


EJEMPLO 3 


Empleo del teorema 15.3.4 


El campo vectorial conservativo F(x, y) = yi + xj en el ejemplo 2 es continuo y tiene funciones 
componentes cuyas primeras derivadas parciales son continuas en toda la region abierta R con- 
sistente en todo el piano xy. Con las identificaciones P = yyQ = xse deduce de (6) del teorema 
15.3.4, 


dP_ = = dQ 

dy dx ' 


EJEMPLO 4 


Empleo del teorema 15.3.4 


Determine si el campo vectorial F(x, y) = (.x 2 — 2y 3 )i + (x + 5y)j es conservativo. 
Solucion Con P = x 2 — 2y 3 y Q = x + 5y, encontramos 


dP_ 

dy 


—6y 2 


y 



Como dP/dy ¥= dQ/dx para todos los puntos en el piano, se sigue del teorema 15.3.4 que F no 
es conservativo. ■ 


EJEMPLO 5 


Empleo del teorema 15.3.4 


Determine si el campo vectorial F(x, y) = —ye — xe es conservativo. 


Solucion Con P = —ye ^ y Q = —xe xy , encontramos 


dP 

dy 


xye 


~xy _ „~xy _ 


dQ 
dx ’ 


Las componentes de F son continuas y tienen derivadas parciales continuas. De tal modo, (6) se 
cumple en todo el piano xy, que es una region simplemente conexa. Del inverso del teorema 
15.3.4 concluimos que F es conservativo. ■ 


Tenemos una pregunta mas importante que responder en esta seccion: 

• Si F es un campo vectorial conservativo, /,como se encuentra una funcion potencial (p 
para F? (7) 

En el siguiente ejemplo damos la respuesta a la pregunta planteada en (7). 


EJEMPLO 6 


Integral que es independiente de la trayectoria 


a ) Demuestre que f c F • dr, donde F(x, y) = (y 2 — 6xy + 6)i + (2xy 
independiente de la trayectoria C entre (—1, 0) y (3, 4). 

Encuentre una funcion potencial <p para F. 


3x 2 - 2y)j, es 


*) 

c) Evalue 


(3,4) 


F-Jr. 


'(- 1 , 0 ) 
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Solucion 


a) A1 identificar P = y 2 — 6xy + 6 y Q = 2xy — 3x 2 — 2y se obtiene 

dP . - dQ 

— = 2y - 6x = —. 
dy J dx 

El campo vectorial F es conservativo porque (6) se cumple en todo el piano xy y como 
consecuencia la integral f c F • dr es independiente de la trayectoria entre cualesquiera 
dos puntos A y B en el piano. 

b) Debido a que F es conservativo, hay una funcion potencial cj) tal que 


dcf) 

- = y — 6xy + 6 


d<f> 

— = 2 xy — 3x~ — 2 y. 
dy 


y 1^7 = Zxy ~ 3x" ~ Zy. (8) 

El empleo de integracion parcial respecto a la primera expresion en (8) produce 


0 = 


(y - 6xy + 6 ) dx = xy - 3x y + 6x + g(y), 


(9) 


donde g(y) es la “constante” de integracion. A continuacion tomamos la derivada par¬ 
cial de (9) con respecto a y y la igualamos con la segunda expresion en (8): 

^ = 2xy - 3x 2 + g'(y ) = 2 xy - 3x 2 - 2y. 


De la ultima igualdad encontramos g'(y) = — 2y. A1 integrar de nuevo se obtiene 
g(y) = —y 2 + C, donde C es una constante. De tal manera, 

cj) = xy 2 — 3 x 2 y + 6x — y 2 + C. (10) 


c ) Ahora podemos usar el teorema 15.3.2 y la funcion potencial (10) (sin la constante): 


F- dr = 


(3,4) 


F • dr = (xy - 3x y + 6x - y ) 


(- 1 , 0 ) 


(3,4) 

J (-1,0) 


= (48 - 108 + 18 - 16) - (-6) = -52. 


Nota: Puesto que se mostro que la integral en el ejemplo 6 es independiente de la trayectoria en 
el inciso a ), podemos evaluarla sin determinar una funcion potencial. Tenemos la posibilidad de 
integrar a lo largo de cualquier curva conveniente conectando los puntos dados. En particular, la 
recta y = x + 1 es una curva de este tipo. A1 usar x como parametro se produce en ese caso 


F • dr 

Jc 


(y 2 — 6xy + 6) dx + (2xy - 3x 2 - 2y) dy 


[(x + l) 2 - 6x(x + 1) + 6] dx + [2x(x + 1) - 3x 2 - 2(x + 1)] dx 


(-6x 2 — 4x + 5) dx = -52. 


■ Campos vectoriales conservatives tridimensionales Para un campo vectorial conservativo 
tridimensional 


F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z) j + R(x, y, z) k 

y una curva espacial suave por partes r(r) = x(^)i + y(0j + z(t)k, a < t < b, la forma basica de 
(2) es la misma: 

F- dr = V0- dr 

= <f>(B ) - <}>(A) = 4>(x(b), y(b), z(b )) - 4>(x(a), y(a), z(a)). (11) 

Si C es una curva en el espacio tridimensional, una integral de lrnea J c F • dr es independiente 
de la trayectoria siempre que el campo vectorial tridimensional 

FC, y, z ) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k 
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sea conservativo. El analogo tridimensional del teorema 15.3.4 resulta similar. Si F es conserva¬ 
tive y P, Q y R son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas en alguna region 
abierta del espacio tridimensional, entonces 

ap = dQ W = dR dQ = dR (U) 

dy dx ’ dz dx ’ dz dy' 

Inversamente, si (12) se cumple en toda una region apropiada del espacio tridimensional, enton¬ 
ces F es conservativo. 


EJEMPLO 7 


Integral que es independiente de la trayectoria 


a ) Demuestre que la integral de linea 


(y + yz) dx + (x + 3z 3 + xz) dy + ( 9yz 2 + xy - 1) dz 

'c 


b) 


es independiente de la trayectoria entre (1, 1, 1) y (2, 1,4). 

f( 2,1,4) 

Evalue F • dr. 

h. l1) 


Solucion 

a) Con las identificaciones 

F(x, y, z) = (y + yz) i + (x + 3z 3 + xz)j + 
P = y + yz, Q = x + 3z 2 + xz y 
vemos que las igualdades 

dP , , ^2 ap dtf 

^7 =1+ ^ = ^7’ ^7 = > , = ^7’ y 


(9yz 2 + xy - l)k, 

R = 9yz 2 + xy - 1, 


f = 9r 


, ^ 
+ x = — 
ay 


(2,1,4) 



representativa C del ejemplo 7 


se cumplen en todo el espacio tridimensional. De (12) concluimos que F es conservati¬ 
vo y, por tanto, la integral es independiente de la trayectoria. 
b) La trayectoria C que se muestra en la FIGURA 15.3.6 representa cualquier trayectoria con 
puntos inicial y terminal (1, 1, 1) y (2, 1,4). Para evaluar la integral ilustramos de nuevo 
como encontrar una funcion potencial 0(x, y, z) para F utilizando integracion parcial. 

En primer lugar sabemos que 


d4> 

dx 


= P, 



y 



Integrando la primera de estas tres ecuaciones con respecto a x se obtiene 


4> = xy + xyz + g(y, z). 


La derivada de esta ultima expresion con respecto a y debe ser entonces igual a Q: 

d(j) dg ~ 

= x + xz + — = x + 3z 3 + xz. 
dy dy 


Por consiguiente, 



En consecuencia, 


implica g = 3 yz 3 + h(z). 
4> = xy + xyz + 3yz 3 + h(z). 


La derivada parcial de esta ultima expresion con respecto a z debe ser ahora igual a la 
funcion R : 


d(j) 

dz 


= xy + 9yz 2 + h’(z) = 9 yz 2 + xy - 1. 


De esto obtenemos h\z) = — 1 y h(z) = ~z + K. Descartando K , es posible escribir 

<fi = xy + xyz + 3yz 3 - z. (13) 
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Por ultimo, de (2) y la funcion potencial (13) obtenemos 

f( 2,1,4) 

(y + yz) dx + (x + 3z 3 + xz) dy + (9 yz 2 + xy - 1) dz 

kh h i) 


{xy + xyz + 3yz 3 ~ z) 


(2,1,4) 


= 198 - 4 = 194. 


-I (l.i.i) 

■ Conservacion de la energia En un campo de fuerza conservativo F, el trabajo realizado por 
la fuerza sobre una particula que se mueve de la posicion A a la posicion B es el mismo para 
todas las trayectorias entre estos puntos. Ademas, el trabajo realizado por la fuerza a lo largo de 
una trayectoria cerrada es cero. Vea el problema 31 en los ejercicios 15.3. Por esta razon, un 
campo de fuerzas de este tipo se dice que es conservativo. En un campo conservativo F se cum- 
ple la ley de conservacion de la energia mecanica : para una particula que se mueve a lo largo de 
una trayectoria en un campo conservativo, 


energia cinetica + energia potencial = constante. 


Vea el problema 37 en los ejercicios 15.3. 


fc NOTAS DESDE EL AULA 

Una fuerza de friccion tal como la resistencia del aire es no conservativa. Las fuerzas no 
conservativas son disipativas en cuanto a que su accion reduce la energia cinetica sin un 
aumento correspondiente en la energia potencial. Enunciado de otra manera, si el trabajo 
realizado f c F • dr depende de la trayectoria, entonces F es no conservativo. 


Ejercicios 15.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-10, demuestre que la integral dada es 
independiente de la trayectoria. Evalue de dos maneras: 

a) encuentre una funcion potencial (/>, y 

b) integre a lo largo de cualquier trayectoria conveniente 
entre los puntos. 


1. 

3. 

4. 


(2.2) r (2,4) 

x 2 dx + y 2 dy 2. 2xy dx + x 2 dy 

( 0 , 0 ) 1 ( 1 , 1 ) 

(3.2) 

(x + 2 y) dx + (2x — y) dy 

( 1 , 0 ) 

(V2, 0) 

cos x cos y dx + (1 — sen x sen y) dy 

( 0 , 0 ) 


5. 


6 . 


7. 


8 . 


"(4,4) —ydx + x dy 

---en cualquier trayectoria que no cruce 

( 4 > 0 ^ el eje x 

" (3,4) x dx + y dy 

— . en cualquier trayectoria que no pase por 

l(i, o) Vx 2 + y 2 e i origen 

r(3,6) 

F • Jr, F = (2y 2 x - 3)i + (2yx 2 + 4)j 

1 ( 1 , 2 ) 
f( 0, 0) 

F • Jr, F = (5x + 4y)i + (4x - 8y 3 )j 

i(-i,D 


9. 


10 . 


[( 2 , 8 ) 

F • Jr, F = (y 3 + 3x 2 y)i + (x 3 + 3y 2 x + l)j 

V 0) 

"( 1 , 0 ) 

F • Jr, F = (2x — y sen xy — 5y 4 )i — (20xy 3 + x sen xy)j 


J(-2, 0 ) 


En los problemas 11-18, determine si el campo vectorial dado 
es un campo conservativo. Si es asi, encuentre la funcion 
potencial <fi para F. 

11. F(x,y) = (4x 3 y 3 + 3)i + (3x 4 y 2 + l)j 

12. F(x, y) = 2xy 3 i + 3y 2 (x 2 + l)j 

13. F(x, y) = y 2 cos xy 2 i — 2xy senxy 2 j 

14. F(x, y) = (x 2 + y 2 + l)“ 2 (xi + yj) 

15. F(x, y) = (x 3 + y)i + (x + y 3 )j 

16. F(x, y) = 2e 2y i + xe 2y j 

17. F(x, y, z) = 2xi + (3y 2 - z)j ~ yk 

18. F(x, y, z) = 2xyi + (x 2 - ze~ y )j + ( e~ y - l)k. 


En los problemas 19 y 20, encuentre el trabajo realizado por 
la fuerza F(x, y) = (2x + e~ y )i + (4y — xe ~ y )j a lo largo 
de la curva indicada. 




del problema 19 


FIGURA 15.3.8 Curva 
del problema 20 


En los problemas 21-26, muestre que la integral dada es inde¬ 
pendiente de la trayectoria. Evalue. 

r (2, 4, 8) 

21. yz dx + xzdy + xydz 

hu i, i) 
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r (i.i.i) 

22. 2 xdx + 3y 2 dy + 4z 3 dz 

V 0 , 0 ) 

f(2, 77/2, 1) 

23. (2x sen y + e 3z ) dx + x 2 cos y dy + (3xe 3z + 5) dz 

J(l, 0 , 0 ) 

f(3,4.1) 1 

24. (2x + 1) dx + 3y 2 dy H— dz 

•'(l, 2, 1) z 

r (2, 2, In 3) 

25. F dr; F = e 2z i + 3y 2 j + 2xc 2z k 

J(l, 1, In 3) 
f(0, 0, 0) 

26. F • dr; F = 2 xzi + 2yzj + (x 2 + y 2 )k 

J(-2, 3, 1) 

En los problemas 27 y 28, evalue / C F • dr. 

27. F(x, y, z) = (y — yz sen v)i + (x + z cos x)j + y cos xk; 
r(0 = 2ri + (1 4- cos 0 2 j + 4 sen 3 rk, 0 < t < 7t/2 

28. F(jc, y, z) = (2 - e*)i + (2y - l)j + (2 - x^)k; 
r(r) = ri 4- fj 4- / 3 k, (—1, 1, -1) a (2, 4, 8) 

= Aplicaciones 

29. La ley del cuadrado inverso de atraccion gravitacional entre 
dos masas m x y m 2 esta dada por F = — Gm 1 m 2 r/|r| 3 , 
donde r = xi 4- yj + zk. Demuestre que F es conserva¬ 
tive. Encuentre una funcion potencial para F. 

30. Determine el trabajo realizado por la fuerza F(v, y, z) = 
8xy 3 zi + 12x 2 y 2 zj + 4x 2 y 3 k que actua a lo largo de la 
helice r (t) = 2 cos ti + 2 sen t\ + tk de (2, 0, 0) a 
(1, V3, 7t/3). De (2,0,0) a (0, 2, 7t/2). [ Sugerencia : 
Demuestre que F es conservativo.] 

31. Si F es un campo de fuerza conservativo, demuestre que 
el trabajo realizado a lo largo de cualquier trayectoria 
cerrada simple es cero. 

32. Una particula en el piano es atraida al origen con una 
fuerza F = |r| n r, donde n es un entero positivo y 
r = xi + yj es el vector de posicion de la particula. 
Demuestre que F es conservativo. Encuentre el trabajo 
realizado al mover la particula entre (x 1? y x ) y (x 2 , y?). 


= Piense en ello 


En los problemas 33 y 34, demuestre que el campo vectorial 
dado F es conservativo. Evalue la integral de linea J c F • dr 
sin determinar la funcion potencial para F. 

33. F(x, y) = 2x cos yi + x 2 sen yj; C es r(0 = 2 t ~ l \ + 
sen(7r/0j, 1 < t < 2 

34. F(x, y, z) — sen yi + v cos yj + z 2 k; 

C es r {t) = V^i + t 4 j + te^^k, 0 < t < 1 

35. Suponga que C x y C 2 son dos trayectorias en una region 
abierta simplemente conexa que tiene los mismos puntos 
inicial y terminal. Si / Ci F • dr = \ y f a F • dr = 
/,que dice esto acerca del campo vectorial F? 

36. Considere el campo vectorial 


F = 


y _ 

+ / 


i + 


2 i 2*i’ 

x + y 


a) Muestre que — = —, pero demuestre que F es no 

conservativo. [Sugerencia: Evalue / C F-Jr, donde 
r(t) = cos ti + sen rj, 0 < t < 27t.] 

Z?) Explique por que esto no viola el teorema 15.3.4. 

37. Suponga que F es un campo de fuerza conservativo con 
funcion potencial <$>. En fisica la funcion p = —<$> se 
denomina energia potencial. Puesto que F = — Vp, la 
segunda ley de Newton se convierte en 


mr" = —Vp o m— + Vp = 0. 

t . , d\ dr , _ dr „ 

Integrando + v p • = 0 con respecto a r, 

deduzca la ley de conservacion de la energia mecanica: 
\mv 2 +p = constante. [Sugerencia: Vea el problema 30 en 
los ejercicios 15.2.] 

38. Suponga que C es una curva suave entre los puntos A (en 
t = a) y B (en t = b) y que p es la energia potencial, defi- 
nida en el problema 37. Si F es un campo de fuerza con¬ 
servativo y K = \mv 2 es la energia cinetica, demuestre 
que p(B) + K(B) = p(A) + K(A). 


15.4 Teorema de Green 

■ Introduce ion En esta seccion examinamos uno de los teoremas mas importantes del calculo 
integral vectorial. Veremos que este teorema relaciona una integral de linea alrededor de una 
curva cerrada simple suave por partes con una integral doble sobre la region acotada por la 
curva. Le recomendamos que repase la terminologia de la pagina 802 de la seccion 15.1 y 
la pagina 818 de la seccion 15.3. 

■ Integrates de linea sobre curvas cerradas simples Suponga que C es una curva cerrada sim¬ 
ple suave por partes que forma la frontera de una region simplemente conexa R. Decimos que la 
orientacion positiva alrededor de C es la direccion en la que un punto sobre la curva debe mover- 
se, o la direccion en la que una persona debe caminar, para completar un solo recorrido de C man- 
teniendo la region R a la izquierda. Vea la FIGURA 15.4.1a). Como se ilustra en las figuras 15.4. lb) y 
15.4.1c), las orientaciones positiva y negativa corresponden a recorridos de C en sentido contra- 
rio al de las manecillas del reloj y en el sentido de las manecillas del reloj , respectivamente. 
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a) Orientation positiva b ) Orientation positiva c ) Orientacion negativa 

FIGURA 15.4.1 Orientaciones de curvas cerradas simples 

El siguiente teorema recibe el nombre de teorema de Green. 


Teorema 15.4.1 Teorema de Green 

Suponga que C es una curva cerrada simple suave por partes con una orientacion positiva que 
limita una region simplemente conexa R. Si P, Q , dP/dy y dQ/dx son continuas sobre R , en- 
tonces 


P(x, y ) dx + Q(x, y) dy = 

'c 




( 1 ) 


DEMOSTRACION PARCIAL Debemos probar (1) solo para una region R que es simultaneamen- 
te de tipo I y de tipo II: 

R- 8i(x) ^ y ^ g 2 (x), a<x<b 
R: hi(y) < x < h 2 (y), c < y < d. 

Empleando la FIGURA 15.4.2a), tenemos 


dP [ b ( g2<x> dP , , 


= -[ [P(x, g 2 (x)) - 

Ja 

P(x,gi(x))] dx 

f b 

fa 

= P(x, g,(x)) dx + 

P(x,g 2 (x))dx 

1 

J b 

= P(x, y) dx. 

Jc 



( 2 ) 


De manera similar, de la figura 15.4.2/?), 


dQ 

dx 


dA = 


'd fh 2 (y ) 


c J h 1 (y ) 

'd 


dQ 

dx 


dxdy 


= [Q(h 2 (y),y) - Q(hi(y),y)] dy 


= QVh(y), y)dy + Q(h x (y), y) dy 


Q(x, y) dy. 

La suma de los resultados en (2) y (3) produce (1). 


( 3 ) 


Si bien la prueba anterior no es valida para regiones mas complicadas, el teorema se aplica 
a esas regiones, tal como la que se ilustra en la FIGURA 15.4.3. La demostracion consiste en descom- 
poner R en un numero finito de subregiones para las cuales (1) puede aplicarse y despues se 
suman los resultados. 


y = g 2 ( x ) 



a) R como una region tipo I 



b) R como una region tipo II 
FIGURA 15.4.2 Region R 
utilizada en la prueba del 
teorema 15.4.1 



FIGURA 15.4.3 Region R descom- 
puesta en cuatro subregiones 
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FIGURA 15.4.4 Trayectoria C y 
region R del ejemplo 1 


el area es 



(x-l) 2 + tv-5) 2 = 4 


-1-1-1-1-r>- jc 

FIGURA 15.4.5 Trayectoria C y 
region R del ejemplo 2 


C 2 :x 2 + y 2 = 1 



FIGURA 15.4.6 Trayectoria C y 
region R del ejemplo 3 


La integracion en la direccion positiva sobre una curva cerrada simple C a menudo se deno- 
ta por medio de 

° P(x, y ) dx + Q(x, y)dy o 4 P (x, y) dx + Q(x, y) dy. (4) 

>c Jc 

El pequeno circulo sobrepuesto sobre el signo integral en el primer termino en (4) subraya el 
hecho de que la integracion es a lo largo de una curva cerrada; la flecha en el circulo en el segun- 
do termino en (4) refuerza la nocion de que la integracion es a lo largo de una curva cerrada C 
con orientacion positiva. Aunque f c , (ficY $c significan lo mismo en esta seccion, usaremos el 
segundo signo integral por el resto de la discusion de manera que usted adquiera cierta familia- 
ridad con esta notacion alterna. 


EJEMPLO 1 


Empleo del teorema de Green 


Evalue § c {x 2 — y 2 ) dx + (2 y — x) dy , donde C consiste en la frontera de la region en el primer 
cuadrante que esta acotada por las graficas de y = x 2 y y = x 2 . 

Solucion Si P(x, y) = x 2 — y 2 y Q(x, y) = 2y — x, entonces dP/dy = — 2y y dQ/dx = — 1. 

De (1) y la FIGURA 15.4.4 tenemos 


J> (.x 2 - y 2 ) dx + (2 y - x) dy 


(-1 + 2 y)dA 


(—1 + 2 y) dydx 


(~y + y 2 ) 


dx 


f (—v 6 + v 4 + v 3 — x 2 ) dx 
Jo 


11 

420' 


Observamos que la integral de linea del ejemplo 1 podria haberse evaluado de manera direc¬ 
ta utilizando la variable v como un parametro. Sin embargo, cuando usted trabaje en el siguien- 
te ejemplo, considere el problema de evaluar de la manera usual la integral de linea dada. 


EJEMPLO 2 


Empleo del teorema de Green 


Evalue cp c (x 5 + 3y) dx + (2x - e y 3 ) dy , donde C es el circulo (x - l) 2 + (y - 5) 2 = 4. 


Solucion A1 identificar P(x, y) = x 5 + 3y y Q(x, y) = 2x — e y \ tenemos dP/dy = 3 y 
dQ/dx = 2. Por consiguiente, (1) produce 


O (x 5 + 3 y) dx + (2x - e y ) dy 
Jc 


jj(2 -3 )dA = fJij dA. 

R R 


En este caso la integral doble ff R dA produce el area de la region R acotada por el circulo de 
radio 2 que se muestra en la FIGURA 15.4.5. Puesto que el area del circulo es 7r2 2 = 47r, se deduce 
que 


(v 5 + 3y) dx + (2x — e y ) dy = —4 tt. 


EJEMPLO 3 


Trabajo 


Determine el trabajo realizado por el campo de fuerza F = (— 16y + sen x 2 )i + ( 4e y + 3v 2 )j que 
actua a lo largo de una curva cerrada simple C que se muestra en la FIGURA 15.4.6. 

Solucion De (6) de la seccion 15.2, el trabajo realizado por F esta dado por 


W = cpF • dr = <b (— 16y + senx 2 ) dx + ( 4e y + 3x z ) dy 
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y por ello, de acuerdo con el teorema de Green, 

W= (6x + 16) dA. 


En vista de la region R , la ultima integral se maneja mejor en coordenadas polares. En coorde- 
nadas polares R se define mediante 0 < r < 1, 7r/4 < 0 < 37 t/ 4, por lo que tenemos 


W = 


377/4 r 1 


(6rcos0 + 16 )r dr d6 


77/4 Jo 
377/4 


1 1 


(2r 3 cos0 + 8r ) 


77/4 

377/4 

77/4 


de 


(2 cos 6 + 8) d6 = 47 t. 


EJEMPLO 4 


Teorema de Green no aplicable 


Sea C la curva poligonal cerrada consistente en los cuatro segmentos de recta C x , C 2 , C 3 y C 4 
que se muestran en la FIGURA 15.4.7. El teorema de Green no es aplicable a la integral de linea 


-y 


c* 2 + / 


dx + 


^~ 2 dy 

x + y 


ya que P, Q , dP/dy y dQ/dx no son continuas en el origen. ■ 

■ Teorema de Green para regiones multiplemente conexas El teorema de Green tambien 
puede extenderse a una region R con hoy os, esto es, una region que no es simplemente conexa. 
Recuerde de la seccion 15.3 que una region con hoyos se dice que es multiplemente conexa. En 
la FIGURA 15.4.8a) hemos mostrado una region R acotada por una curva C que consiste en dos cur- 
vas cerradas simples C x y C 2 ; esto es C = C x U C 2 . La curva C esta orientada positivamente, ya 
que si recorremos C x en direccion contraria a la de las manecillas del reloj y a C 2 en la direccion 
de las manecillas, la region R siempre esta a la izquierda. Si despues de esto introducimos cor- 
tes cruzados horizontales como se ilustra en la figura 15.4.8Z?), la region R se divide en dos subre- 
giones R x y R 2 . A1 aplicar el teorema de Green a R x y R 2 , se obtiene 

R R\ R2 


= 4 P dx + Q dy + 

Jc a 


P dx + Qdy 


(5) 


= J P dx + Q dy. 

El ultimo resultado sigue del hecho de que las integrales de linea sobre los cortes cruzados (tra- 
yectorias con orientaciones opuestas) se cancelaran entre si. Yea (11) de la seccion 15.1. 


EJEMPLO 5 


Aplicacion de (5) 


Evalue 


-y 


dx + 




j c x 2 + y 2 

que se presenta en la FIGURA 15.4.9. 

Solucion Como 


dy , donde C = C x U C 2 es la frontera de la region sombreada R 

X + y 


P(x, y) = 

-y 

Q(x,y) -- 

x 2 + y 2 ’ 

dP _ 

y 2 — x 2 

dQ = 

dy 

(x 2 + y 2 ) 2 

’ dx 


x 


x 2 + y 2 ’ 


y 2 — x 2 
(.x 2 + y 2 ) : 


n Cyy = 2 



C{.y=~ 2 


FIGURA 15.4.7 Trayectoria C y 
region R del ejemplo 4 



b) 

FIGURA 15.4.8 Region R con un 
hoyo 


y 

- < - 

R 



1 —► 


FIGURA 15.4.9 Trayectoria C y 
region R del ejemplo 5 
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FIGURA 15.4.10 La integral de 
tinea sobre C x es la misma que 
sobre C 2 


y 

-<- 

R 



-- > - 

FIGURA 15.4.11 Las curvas cerra- 
das C y C del ejemplo 6 


son continuas sobre la region R acotada por C, se deduce de (5) que 


x 2 + f 


dx + 


x 2 + y 2 


dy = 


2 2 
y — x 

„ 2\2 


2 2 
Y ~ X 

, 2\2 


l(x z + y 2 ) 2 (x z + y 2 ) 2 J 


JA = 0. 


Como consecuencia de la discusion anterior al ejemplo 5, podemos establecer un resultado 
para integrales de lfnea que nos permite, en ciertas circunstancias, sustituir una trayectoria cerra- 
da complicada por una trayectoria que es mas simple. Suponga, como se muestra en la FIGURA 
15.4.10, que Ci y C 2 son dos trayectorias cerradas simples suaves por partes que no se intersecan y 
que tienen la misma orientacion positiva o contraria a la de las manecillas del reloj. Suponga ade- 
mas que P y Q tienen primeras derivadas parciales continuas tales que 

dP_ = dQ L 
dy dx 

en la region R acotada entre C 1 y C 2 . Entonces de (5) y (11) de la seccion 15.1 se tiene 


o 


o P dx + Q dy + (P P dx + Q dy = 0 

Jq J-c 2 


P dx + Qdy = o P dx + Q dy. 
Jc, Jc 2 


( 6 ) 


EJEMPLO 6 


Repaso del ejemplo 4 


Evalue la integral de linea del ejemplo 4. 

Solucion Un metodo para evaluar la integral de lfnea es escribir 


T - J + J + + , 

c J c x J c 2 J c 3 J C A 

y despues evaluar las cuatro integrales sobre los segmentos de recta C b C 2 , C 3 y C 4 que se mues- 
tran en la figura 15.4.7. De modo alterno, si advertimos que el cfrculo C\ x 2 + y 2 = 1 que se 
muestra en la FIGURA 15.4.11 yace por completo dentro de C, entonces del ejemplo 5 es claro que 
P = —yj(x 2 + y 2 ) y Q — xj(x 2 + y 2 ) tienen primeras derivadas parciales continuas en la region 
R acotada entre C y C. Ademas, 


dP 


y 


dy (.X 2 + y 2 ) 2 

en R. Por consiguiente, se deduce de (6) que 


dQ 

dx 


-y 


c * 2 + y 2 


dx + 


x 2 + y 2 


dy = o 


-y 


c x 2 + y 2 


dx + 


t xri*y. 

x + y 


Utilizando la parametrizacion v = cos t,y = sen t , 0 

f 277 


c v 2 + y 2 


dx + 


x 2 + y 2 


dy 


< 277 para C obtenemos 
[— senr(— sent) + cos £(cos t)] dt 


'o 


277 


= (sen 2 / 1 + cos 2 0 dt 

Jo 

f 277 

dt = 277. 

J o 


(7)1 


Es interesante advertir que el resultado en (7): 

-y 


c v 2 + y 2 


dx H— -- dy = 277 

x 2 + y 2 
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es verdadero para toda curva cerrada simple suave por partes C con el origen en su interior. Solo 
necesitamos elegir C como x 2 + y 2 = a 2 , donde a es lo suficientemente pequena para que el 
circulo este por completo dentro de C. 

■ Posdata: Un poco de historia George Green (1793-1841) nacio en Knottingham, Inglaterra, 
hijo de padres trabajadores. El joven George abandono la escuela despues de solo cuatro cursos 
y a la edad de 9 anos empezo a trabajar en la panaderia de su padre. Despues de que su padre 
murio en 1829, Green empleo el dinero que obtuvo de la venta de la panaderia para seguir estu- 
dios en matematicas y ciencias. De manera fundamentalmente autodidacta, Green produjo varios 
articulos antes de entrar a la Universidad de Cambridge a la edad de 40 anos. Con recursos pro- 
pios publico Un ensayo acerca de la aplicacion del analisis matematico en las teorias de la elec- 
tricidad y el magnetismo en 1828, en el cual introdujo su famoso teorema de Green. A la edad 
de 45 anos obtuvo su licenciatura y permanecio en Cambridge, donde se convirtio en miembro 
del profesorado en Gonville and Caius College. El trabajo seminal de Green en matematicas, 
electricidad y magnetismo fue practicamente ignorado despues de su muerte en 1841, aunque a 
la larga atrajo la atencion de la comunidad cientifica y matematica gracias a los esfuerzos de 
William Thomson (Lord Kelvin) en 1845. 


Ejercicios 15.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, verifique el teorema de Green evaluan- 

do ambas integrales. 

1. § c {x — y) dx + xy dy = ff R (y + 1) dA, donde C es el 
triangulo con vertices (0, 0), (1, 0), (1, 3) 

2. § c 3x 2 y dx + (x 2 — 5y) dy = ff R ( 2x — 3x 2 ) dA , donde C 
es el rectangulo con vertices (—1, 0), (—1, 1), (1, 0), (1, 1) 

3. $c — y 2 dx + x 2 dy = // r (2x + 2 y) dA , donde C es el 
circulo x = 3 cos t,y = 3 sen t, 0 < t < 277 

4. § c — 2 y 2 dx + 4xy dy = // R 8y dA, donde C es la frontera 
de la region en el primer cuadrante determinada por las 
graficas de y = 0, y = Vx, y = — x + 2 

En los problemas 5-14, emplee el teorema de Green para eva- 

luar la integral de linea dada. 

5. § c 2y dx + 5x dy, donde C es el circulo (x — l) 2 + 
Cy + 3) 2 = 25 

6. $ c (x + y 2 ) dx + (2x 2 — y) dy, donde C es la frontera de 
la region determinada por las graficas de y = x 2 , y = 4 

7. $ c (x 4 — 2y 3 ) dx + (2x 3 — y 4 ) dy, donde C es el circulo 
x 2 + y 2 = 4 

8. (£ c (x — 3 y) dx + (4x + y) dy, donde C es el rectangulo 
con vertices (-2, 0), (3, 0), (3, 2), (—2, 2) 

9. cfL2xy dx + 3xy 2 dy, donde C es el triangulo con vertices 
(1,2), (2, 2), (2, 4) 

10. §ce 2x sen 2y dx + e 2x cos 2y dy, donde C es la elipse 
9(x - l) 2 + 4(y - 3) 2 = 36 

11. <j) c xy dx + x 2 dy, donde C es la frontera de la region deter¬ 
minada por las graficas de x = 0, x 2 + y 2 = 1, x > 0 

2 _i 

12. § c e x dx + 2 tan x dy, donde C es el triangulo con ver¬ 
tices (0, 0), (0, 1), (—1, 1) 

13. $ c |y 3 dx + (xy + xy 2 ) dy, donde C es la frontera de la 
region en el primer cuadrante determinado por las grafi¬ 
cas de y = 0, x = y 2 , x = 1 — y 2 


14. jtcxy 2 dx A 3 cos y dy, donde C es la frontera de la region 
en el primer cuadrante determinada por las graficas de 

2 3 

y = x, y = x 


En los problemas 15 y 16, evalue la integral dada sobre cual- 
quier curva cerrada simple suave por partes C. 


15. 


o ay dx + bx dy 
~c 


16. 


J> P(x) dx + <2(y) dy 


En los problemas 17 y 18, sea R la region acotada por una 
curva cerrada simple suave por partes C. Demuestre el resul- 
tado que se indica. 


17. 


o xdy 
Jc 



dx = area de R 


J c 


18. 



—y dx + x dy = area de R 


En los problemas 19 y 20, emplee los resultados de los pro¬ 
blemas 17 y 18 para determinar el area de la region acotada 
por la curva cerrada que se indica. 

19. La hipocicloide x = a cos 3 t, y = a sen 3 t, a > 0, 
0 < t < 277 


20. La elipse x = a cos t,y = b sen t, a > 0, b > 0, 
0 < f < 277 


21. a) Demuestre que 

-ydx-\~xdy = x x y 2 - x 2 y b 

'c 

donde C es el segmento de recta del punto (x 1? y x ) a 

fe yi)- 

b) Use el inciso a) y el problema 18 para demostrar que 
el area A del poligono con vertices (x b y x ), (x 2 , y 2 ), 
. . . , (x n , y n ), marcado en direccion contraria a la de 
las manecillas del reloj, es 

A = |(x!y 2 - x 2 y x ) + |(x 2 y 3 - x 3 y 2 ) 

+ • • ' + \(x n -\y n - x n y n - 1) + h - Xiy n ). 
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22. Emplee el inciso b ) del problema 21 para encontrar el area 
del cuadrilatero con vertices (—1, 3), (1, 1), (4, 2) y (3, 5). 

En los problemas 23 y 24, evalue la integral de linea dada 
donde C = C\ U C 2 es la frontera de la region sombreada R. 

23. j> (4x 2 - y 3 ) dx + (x 3 + y 2 ) dy 



FIGURA 15.4.12 Curva C del 
problema 23 



FIGURA 15.4.13 Curva C del 
problema 24 


En los problemas 25 y 26, proceda como en el ejemplo 6 para 
evaluar la integral de linea dada. 


25. 


—y 3 dx + xy 1 dy 


,2x2 


(X 2 + /) 


, donde C es la elipse x 2 + 4y 2 = 4 


26. 


dx + 


x + 1 


' c (x + l) 2 + 4y 2 (x + l) 2 + 4y 2 
el circulo x 2 + y 2 = 16 


dy , donde C es 


En los problemas 27 y 28, emplee el teorema de Green para 
evaluar la integral doble dada por medio de una integral de 
linea. [ Sugerencia : Encuentre funciones apropiadas P y Q.\ 

2 

27. ff R x dA, donde R es la region acotada por la elipse 

x 2 /9 + y 2 /4 = 1 


28- JJ,[1 — 2 (y — 1)] dA, donde R es la region en el pri¬ 
mer cuadrante acotada por el circulo x 2 + (y — 1) 2 =1 
y x = 0 

En los problemas 29 y 30, emplee el teorema de Green para 
el trabajo realizado por la fuerza F dada alrededor de la curva 
cerrada en la FIGURA 15.4.14. 

29. F = (x - y)i + (x + y)j 30. F = -xy 2 i + x 2 yj 



FIGURA 15.4.14 Curva C 
de los problemas 29 y 30 


= Aplicaciones 

31. Sea R una region acotada por una curva cerrada simple 
suave por partes C. Demuestre que las coordenadas del 
centroide de la region estan dadas por 


x 


2A 


o x 2 dy, 
Jc 


y 


2A 


o y 2 dx. 

'c 


32. Determine el trabajo realizado por la fuerza F = — yi + xj 
que actua a lo largo de la cardioide r= 1 + cos 6. 


= Piense en ello 


33. Sean P y Q continuas y con primeras derivadas parciales 
continuas en una region simplemente conexa del piano 
xy. Si f^Pdx + Q dy es independiente de la trayectoria, 
demuestre que § c P dx + Q dy = 0 sobre cada curva 
cerrada simple suave por partes C en la region. 

34. Si/es una funcion de dos variables que satisface la ecua- 
cion diferencial de Laplace 


dx 2 dy 2 


= 0 


en una region simplemente conexa R, demuestre que 
fcfydx — f x dy es independiente de la trayectoria en R. 


15.5 Superficies parametricas y areas 

■ Introduce ion Hemos visto que las curvas bidimensionales pueden definirse por medio de 
una funcion y = /(x), una ecuacion g{x, y) = 0, o parametricamente por medio de un conjunto 
de ecuaciones x = x{t), y = y{t), a < t < b. Una curva C descrita por una funcion continua 
y = f{x) puede parametrizarse dejando x = t de manera que las ecuaciones parametricas son 
x = t,y = fit). Se requieren dos variables para parametrizar una superficie S en el espacio tridi- 
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mensional definida por una funcion de dos variables z = g(x, y). Si x = u y y = v, entonces las 
ecuaciones parametricas para S son x = u,y = v, z = g(u , v). 

■ Superficies parametricas En general, un conjunto de tres funciones de dos variables, 

v = x(u, v), y = y(u , v), z = z(u , v) (1) 

se llaman ecuaciones parametricas. Las variables u y v reciben el nombre de parametros y el 
conjunto de puntos (jc, y, z) en el espacio tridimensional definido por ( 1 ) recibe el nombre de 
superficie parametrica S. El par ordenado (m, v) proviene de una region R en el piano uv 11a- 
mado dominio del parametro. El dominio del parametro es la contraparte bidimensional del 
intervalo del parametro unidimensional correspondiente a una curva parametrica C. Una super¬ 
ficie S tambien puede describirse mediante una funcion de valores vectoriales de dos variables 

r( m, v) = x(u , v)i + y{u , u)j + z(u , u)k. ( 2 ) 

Para (m 0 , v 0 ) dado en R, el vector r (u 0 , v 0 ) es el vector de posicion de un punto P sobre la super¬ 
ficie S. En otras palabras, cuando (u, v) varia sobre la region R , se traza la superficie S a partir 
del movimiento de la punta de r (u, v). Vea la FIGURA 15.5.1. 

Las parametrizaciones de superficies son muy importantes en las graficas de computadoras. 
Muchas de las figuras tridimensionales complicadas generadas en los capitulos 12, 13 y 14 se 
obtuvieron utilizando un SAC y una representacion parametrica de la superficie. Por ejemplo, la 
superficie similar a una concha de mar que se ilustra en la FIGURA 15.5.2a) se genero utilizando 
Mathematica y las ecuaciones parametricas 

x = 2(1 - e M/577 )cos u cos 2 (u/2), 
y = 2( —1 + £ M / 577 )sen u cos 2 (u/2), 
z— 1 — e u Z 377 — sen v + e u ^ 57T sen u, 

sobre el dominio del parametro R en el piano uv definido por las desigualdades 0 < u < 877 , 
0 < v < 277. En la seccion 12.1 vimos que la funcion vectorial de una sola variable 

r( m) = cos u\ + sen u\ + uk 

describe una curva en el espacio tridimensional conocida como una helice circular que se enro- 
11a a lo largo del eje z. Una variacion de esta ecuacion utilizando dos variables: 

r(u, v) = (3 + sen v) cos ui + (3 + senujsenwj + (m + cos u)k, 

describe lo que podria denominarse una superficie tubular helicoidal. Vea la figura 15.5.2Z?). 



a) b ) 

FIGURA 15.5.2 Superficies parametricas 


EJEMPLO 1 


Superficie parametrica 


Encuentre ecuaciones parametricas para el cono de un manto z — Vx 2 + y 2 


Solucion Si dejam os x = u y y = u, la superficie parametrica esta dada por las ecuaciones 
x = u,y = v, z = A/ u 2 + u 2 . A lternativamente, el cono se describe mediante la funcion vectorial 
r (m, v) = ui + ui + VV + v 2 k. ■ 



FIGURA 15.5.1 Vector de 
posicion de un punto sobre la 
superficie S 
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EJEMPLO 2 


a) La FIGURA 15.5.3a) muestra la parte del cono de un manto x = u,y = v, z = \/u 2 + v 2 del 
ejemplo 1 correspondiente a los valores del parametro —1 1,-1 1. Los 

lados truncados de la figura se deben al hecho de que la superficie interseca la caja que 
se exhibe en la figura. Por ejemplo, la curva de interseccion (traza) de la superficie y el 
piano vertical u = 1 (x — 1) corresponden a una rama de la hiperbola definida por 
z = \/l + v 2 = \/l + y 2 . Los puntos mas altos del cono ocurren en las cuatro esqui- 
nas superiores de la caja; cada uno de los pares de parametros (1, 1), (1, —1), (—1, 1) y 
(-1, -1) producen z = V2. 


z 



a) 

FIGURA 15.5.3 Superficies parametricas del ejemplo 2 


b ) Empleando coordenadas polares, la parametrizacion 


Verifique esto demostrando que 
v 2 + y 2 = z 2 



", 

1 






-1 


R 

1 


-l 


a) piano uv 



FIGURA 15.5.4 El dominio del 
parametro a) es una region rectan¬ 
gular; el dominio del parametro b ) 
es una tira infinita 


x ~ r cos 9 , y — r sen 9 , z — r (3) 

tambien define un cono. La grafica de (3) en la figura 15.5.3 b) para — 1 < r < 1, 
0 < 9 < 27 t, es un cono de doble manto truncado por los pianos horizontales 
r = —l(z= —1) y r = 1 (z = 1). Cambiando los valores del parametro a 0 < r < 1, 
0 < 9 < 27r, las ecuaciones parametricas (3) producen el manto superior del cono que 
se muestra en la figura 15.5.3c). ■ 

El dominio R del parametro definido por las desigualdades del inciso a) del ejemplo 2 es 
una region rectangular en el piano uv. Vea la FIGURA 15.5.4a). Advertimos de paso que un dominio 
R del parametro no necesariamente es una region rectangular. Si el dominio R del parametro del 
inciso b) del ejemplo 2 se define mediante — oo < r < oo, () < $ < 27r, generamos el cono 
completo de doble manto. Este conjunto de desigualdades simultaneas define una tira horizon¬ 
tal infinita en el piano = r9. Vea la figura 15.5.4/?). 


EJEMPLO 3 


Superficie parametrica 


Encuentre las ecuaciones parametricas del cilindro circular y 2 + z 2 = 1 para 3 < v < 8. 


Solucion Si usamos y = cos vy z = sen v , entonces es claro que y 2 + z 2 = cos 2 v + sen 2 v = 1. 
Para obtener la superficie lateral completa del cilindro usamos los valores 0 < v < 277. Luego 
dejamos x = u, donde 3 < u < 8. De tal modo, las ecuaciones parametricas para esta superficie 
son 


x = u, y = cos v, z = sen v, 3 < u < 8, 0 ^ u < 2 tt. 

La grafica de estas ecuaciones sobre la region rectangular R definida por las desigualdades 
3 < u < 8, 0 < v < 277 se presenta en la FIGURA 15.5.5. ■ 
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Resulta practicamente imposible identificar incluso superficies bien conocidas cuando se 
dan en forma parametrica o vectorial. Sin embargo, en algunos casos una superficie puede iden- 
tificarse al eliminar los parametros. 


EJEMPLO 4 


Eliminacion de parametros 


Identifique la superficie con la funcion vectorial r (u, v) = (2u — v)i + (u + v + l)j + uk. 
Solucion Las ecuaciones parametricas de la superficie son 

x = 2 u — v, y = u + v + 1, z = u. 

La suma de x y y produce x + y = 3u + 1. Puesto que z = u, reconocemos x + y = 3z + lo 
v + y — 3z = 1 como la ecuacion de un piano. ■ 


0 



FIGURA 15.5.5 Cilindro del 
ejemplo 3 


En el ejemplo 4, el piano completo se obtiene dejando que ( u , v) varfe sobre el dominio del 
parametro consistente en el piano uv completo, esto es, para — oo < ^ < oo, — oo < v < oo. 


EJEMPLO 5 


Eliminacion de parametros 


Las ecuaciones 


x = a sen 0 cos 9 , y = a sen 0 sen 9 , z = a cos 0 (4) 

son las ecuaciones parametricas de una esfera de radio a > 0. Para ver esto elevamos al cuadra- 
do las ecuaciones en (4) y sumamos: 

x 2 + y 2 + z 2 = a 2 sen 2 0cos 2 9 + a 2 sen 2 0 sen 2 9 + a 2 cos 2 0 
= a 2 sen 2 0(cos 2 9 + sen 2 0) + a 2 cos 2 <fi 
= a 2 sen 2 <fi + a 2 cos 2 <p 
= a 2 ( sen 2 + cos 2 0) = a 2 . 

La grafica de (4) para 0<(/><7r, 2tt , se muestra en la FIGURA 15.5.6. ■ 



FIGURA 15.5.6 Esfera del 
ejemplo 5 


Los parametros cf) y 6 en (4) son los angulos polar y azimutal utilizados en coordenadas esfe- 
ricas. Se le sugiere repasar las formulas en (3) de la seccion 14.8 que convierte las coordenadas 
esfericas de un punto a coordenadas rectangulares. 

■ Bastidor de una superficie Las curvas negras que son evidentes en cada una de las superfi¬ 
cies generadas por computadora de las figuras 15.5.2, 15.5.3, 15.5.5 y 15.5.6 se llaman bastidor 
de una superficie S. Un bastidor de una superficie se obtiene manteniendo constante uno de los 
parametros en (1) o (2) mientras se deja variar el otro parametro. Por ejemplo, si v = v 0 = cons¬ 
tante, entonces 

r (m, v 0 ) = x(u 9 v 0 )i + y(u, u 0 )j + z(u , u 0 )k (5) 

es una funcion de valores vectoriales de una sola variable. En consecuencia, (5) es una ecuacion 
de una curva tridimensional C 1 que yace sobre la superficie S trazada por r (u, v). De manera 
similar, si u = u 0 = constante, entonces 

r(w 0 , v) = x(uq, v)i + y(u 0 , u)j + z(u 0 , v)k (6) 

es una ecuacion vectorial de la curva C 2 sobre la superficie S. En otras palabras, Qy C 2 son bas- 
tidores de S. Para un valor <fi 0 elegido de 0 < 0 < 77, y un valor 9 0 de 0 < 6 < 27r, los bastido- 
res sobre la esfera de la figura 15.5.6 estan definidas por 

r(0 o , 6) = a sen </> 0 cos Oi + a sen <fi 0 sen 0j + a cos 0 O k (7) 

y r(0, 0 0 ) = a sen (/> cos 9 0 i + a sen 0 sen 9 0 j + a cos 0 k. (8) 

Las ecuaciones vectoriales en (7) y (8) son, respectivamente, un circulo y un semicirculo. Para 
0o = constante el circulo r(0 o , 9), 0 < 9 < 277, yace sobre la esfera paralela al piano xy y es 
equivalente a un circulo de latitud fija sobre un globo terraqueo. Para 9 0 = constante el semi¬ 
circulo definido por r(0, 0 0 ), 0 < 0 < 7r, pasa tanto por el polo norte (cuando 0 = 0 obtene- 
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mos (0, 0, a)) y por el polo sur (cuando </> = it obtenemos (0, 0, —a)) de la esfera y recibe el 
nombre de meridiano. En un globo, un meridiano corresponde a una longitud fija. 

■ Plano tangente a una superficie parametrica Para los valores de parametro constantes 
u = u (h v = u 0 , el vector 

f(m 0 , u 0 ) = x(uq, u 0 )i + y(w 0 , u 0 )j + z(u 0 , u 0 )k = x 0 i + y 0 j + z 0 k 

define un punto (x 0 , y 0 , Zo) sobre una superficie S. Ademas, las funciones vectoriales de una sola 
variable 


r( m, u 0 ) = x(u, u 0 )i + y(u, u 0 )j + z(w, u 0 )k 
r(u 0 , u) = x(u 0 , u)i + y(u 0 , u)j + z(u 0 , u)k 


definen los bastidores de superficie C x y C 2 que yacen sobre S. Como el vector r (m 0 , u 0 ) esta defi- 
nido por ambas funciones vectoriales, C x y C 2 se intersecan en (v 0 , y 0 , z 0 ). Las derivadas parcia- 
les de (2) con respecto a u y v se definen con los vectores que se obtienen al tomar las derivadas 
parciales de las funciones componentes: 


Estas derivadas parciales tam- 
bien se denotan por medio de 
r M y r v . 


dr Ay. + + 

du du 1 du^ du 

dr _ dy. dy . dz 

dv dv l dv^ dv 



parametrica 


De tal modo, si dr/du ¥= 0 en (m 0 , v 0 ), representa una tangente vectorial al bastidor de superfi¬ 
cie Ci (v = constante = v 0 ) mientras que dr/du A 0 en (m 0 , v 0 ) es un vector que es tangente al 
bastidor de superficie C 2 (u = constante = u 0 ). De (2) de la seccion 11.4, el producto cruz 
dr/ du X dr/ dv se define mediante 


i 

j 

k 

dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

du 


(9) 


La condicion de que el vector dr/ du X dr/ dv no es 0 en (m 0 , v 0 ) asegura la existencia de un piano 
tangente en el punto (x 0 , yo> Zo)- De hecho, el piano tangente en r( m 0 , y 0 ) o (v 0 , y 0 , zo) se define 
como el piano determinado por dr/ du y dr/ dv. Puesto que el producto cruz es perpendicular a 
ambos vectores dr/du y dr/du, el vector (9) es normal al piano tangente a la superficie S en 
(x 0 , Zo). Vea la FIGURA 15.5.7. 


■ Superficie suave Suponga que S es una superficie parametrica cuya ecuacion vectorial r (u, u) 
tiene primeras derivadas parciales continuas sobre una region R del piano uv. Se dice que la 
superficie S es suave en r (m 0 , u 0 ) si los vectores tangentes dr/du y dr/du en las direcciones u y u 
satisfacen dr/du X dr/du ¥= 0 en (m 0 , u 0 ). Se afirma que la superficie S es suave sobre R si 
dr/ du X dr/du ^ 0 para todos los puntos (m, u) en 7?. En terminos generates, una superficie 
suave no tiene esquinas, puntos afilados o interrupciones. Una superficie S suave por partes es 
una que puede escribirse como S = S { U S 2 U • • • U S n , donde las superficies S x , S 2 ,. . ., S n son 
suaves. 


EJEMPLO 6 


Plano tangente a una superficie parametrica 


Encuentre una ecuacion del piano tangente a la superficie parametrica definida por x = u 2 + u, 
y = u, z = u + u 2 en el punto correspondiente a u = 3, u = 0. 


Solucion En u = 3, u = 0, el punto sobre la superficie es (9, 0, 3). Si la superficie se define 
por medio de la funcion vectorial r (u, u) = ( u 2 + u)i + uj + (u + u 2 )k, entonces 


dr 

du 


2ui + k, 


dr 

du 


i + j + 2uk 


y 


dr dr _ 
du dv 


1 j k 

2 u 0 1 

1 1 2u 


i + (1 — 4uu)j + 2uk. 
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A1 evaluar el vector anterior en u = 3, v = 0, se obtiene la normal — i + j + 6k a la superficie 
en (9, 0, 3). Una ecuacion del piano tangente en ese punto es 

(—l)(x — 9) + (y — 0) + 6(z — 3) = 0 o z = \x-\y + §. 

La grafica de la superficie y el piano tangente se presentan en la FIGURA 15.5.8. ■ 

■ Construccion de una integral A continuacion bosquejamos los pasos que llevan a una defi- 
nicion de integral del area de una superficie parametrica. Puesto que la discusion es similar a 
la que llevo a la definicion 14.6.1, se recomienda un repaso de ese material. Suponga que la fun- 
cion vectorial r(w, v) = x(u , v)i + y(w, u)j + z(w, v)k traza una superficie S cuando (w, v) varia 
sobre un dominio R del parametro en el piano uv. Para simplificar la discusion supondremos que 
R es una region rectangular 



FIGURA 15.5.8 Superficie 
parametrica y piano tangente 
en el ejemplo 6 


R = {(w, v) \ a<u<b,c<v<d] 


como se ilustra en la FIGURA 15.5.9a). Usamos una particion regular, esto es, dividimos R en n rec- 
tangulos cada uno con el mismo ancho Aw y la misma altura Au y dejamos que R k denote la 
subregion rectangular &-esima. Si ( u h v k ) son las coordenadas de la esquina izquierda inferior 
de R h y las otras esquinas pueden expresarse como (u k + Aw, v k ), (u k + Aw, v k + An), 
(u h v k + Au) por lo que el area de R k es A A = Aw Au. Las imagenes de los puntos en R k deter- 
minan un parche S k sobre la superficie S , donde el punto rojo en la figura 15.5.9Z?) es el punto 
que corresponde a r(w^, v k ). Ahora dos de los bordes de S k pueden aproximarse por medio de los 
vectores 


, , . , r(u k + Am, v k ) - r(u h v k ) dr . 

r(u k + Aw, v k ) — r (u h v k ) = -r-Aw ~ — Aw 

Aw ou 

, , . . , . r(u h v k + Av) - r(u h v k ) dr . 

r(u h v k + Av) - r(u h v k ) = -^- Av = — Av. 


Como se advierte en la figura 15.5.9c), estos vectores forman en realidad dos de los bordes de 
un paralelogramo T k que yace en el piano tangente en r(w^, 14). El area A T k del paralelogramo 
T k aproxima el area A S k de S k . 


A 7Y = 


dr . dr . 

— Aw X — Au 

= 

dr dr 

^ x , 

II 

£ 

<1 

s 

<1 

dr dr 

^ X , 

dw dv 


dw dv 

dw dv 


AA - A S h 



a)R k b)S k c)T k 

FIGURA 15.5.9 Dominio R del parametro a ); superficie correspondiente S en b) y c ) 


La suma de Riemann 


dr dr 

dw dv 


A A 


produce una aproximacion del area A (.s') de la porcion de la superficie S que corresponde a los 
puntos en R. Es valido entonces que el area exacta sea 


n 

A(S ) = lim 2 

ra->°° 7,-1 


AA. 


dr dr 

dw dv 


( 10 ) 
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Aquf los sfmbolos u y v 
desempenan la parte de r y 8 
en el inciso b ) del ejemplo 2. 


Definicion 15.5.1 Area de una superficie 

Sea S una superficie parametrica suave definida por la ecuacion vectorial 

r (u, v) = x(u , v)i + y(u , u)j + z(u , u)k. 

Si cada punto sobre S corresponde a exactamente un punto ( u , v) en el dominio R del parame- 
tro en el piano uv , entonces el area de S es 


A{S) = 



R 


dr dr 

du dv 


dA. 


(ID 


Como vimos en la introduccion a esta seccion, una superficie descrita por una funcion expli- 
cita z — g(x , y) puede parametrizarse mediante las ecuaciones x = u,y = v, z = g(u, v). Para 
esta parametrizacion, (11) de inmediato se reduce a 


A(S) = 


Vl + [g u (u, u)] 2 + [g v (u, v)] 2 du dv 


que es (2) de la seccion 14.6 con u y v desempenando la parte de v y y. 


EJEMPLO 7 


Area de una superficie parametrica 


► Encuentre el area del cono r = (u cos v)i + (u sen u)j + uk , donde 0 < w < 1, 0 < v < 2tt. 

Solucion La superficie es una porcion superior del cono que se muestra en la figura 15.5.3c). 
Primero calculamos 

dr . , . , . 

du 

dr 

— — ~u sen vi + u cos v] 
dv 


y despues formamos el producto cruz 


dr dr 

du dv 


i j k 

cos v sen v 1 

— u sen v u cos v 0 


—u cos vi — u sen uj + uk. 


( 12 ) 


La magnitud del vector en (12) es 


dr dr 

du dv 


= Vw 2 cos 2 v + u 2 sen 2 v + u 2 = \flu. 


De tal modo, de (11) el area es 

ACS) = 


dr x dr 
du dv 


R 


dA = J J V2 u du dv 

R 


= V2 \ u du dv 
Jo Jo 

r 2tt - 


= V2| 


dv 


o 


1 

= X-V2 dv 

z Jo 

= \Z2tt. 
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JJfl NOTAS DESDE ELAULA 

Es conveniente una observacion acerca de la definicion 15.5.1. En el ejemplo 7 aplicamos 
(11) para determinar el area de la superficie del cono definido por la funcion vectorial r = 
( u cos u)i + ( u sen u)j + uk , aun cuando esta superficie S no es suave sobre la region R en el 
piano uv definida por 0 < u < 1, 0 < u < 277. El hecho de que S no es suave debe tener sen- 
tido puesto que uno no esperaria que exista un piano tangente en el punto afilado en r(0, 0) o 
(0, 0, 0). Tambien podemos ver esto de (12), ya que u = 0, v = 0, dr/du X dr/dv = 0, y por 
ello, por definicion, la superficie no es suave en r(0, 0). El punto es el siguiente: podemos usar 
(11) a pesar de que la superficie S no es suave en un numero finito de puntos localizados en 
la frontera de la region R. 


Ejercicios 15.5 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, encuentre ecuaciones parametricas 
para la superficie dada. 

1. El piano 4x + 3y - z = 2 

2. El piano 2x + y = 1 

3. El hiperboloide — x 2 + y 2 — z 2 = 1 para y < — 1 

4. El paraboloide z = 5 — x 2 — y 2 

En los problemas 5 y 6, encuentre una funcion de valores vec- 
toriales r (u, v) para la superficie dada. 

5 . El cilindro parabolico z = 1 ~ y 2 para — 2 < x < 2, 

-8 1 

6. El cilindro eliptico x 2 /4 + y 2 /9 = 1 

En los problemas 7-10, identifique la superficie dada elimi- 
nando los parametros. 

1.x — cos u,y = sen u, z — v 

8. x = u, y = v, z = u 2 + v 2 

9. r( m, v) = sen u\ + sen u cos uj + sen u sen uk 

10. r(0, 6) = 2 sen <fi cos Oi + 3 sen <fi sen 0} + 4 cos 0k 

En los problemas 11-14, use la grafica para obtener el domi- 
nio del parametro R correspondiente a la porcion de la super¬ 
ficie dada. Para los problemas 11 y 12 vea el ejemplo 13; para 
los problemas 13 y 14 vea el ejemplo 5. 



FIGURA 15.5.10 Grafica del problema 11 



FIGURA 15.5.11 Grafica del problema 12 

13. 



X 1 


FI G U RA 15.5.12 Grafica del problema 13 



FIGURA 15.5.13 Grafica del problema 14 


En los problemas 15-22, encuentre una ecuacion del piano 
tangente en el punto sobre la superficie que corresponde a los 
valores del parametro dado. 

15. x = 10 sen u,y = 10 cos u, z = u; u — tt/6 , v = 2 

16 . x = u cos v,y = u senu, z — u 2 + u 2 ; u = 1, v = 0 

17. r(u, u) = ( u 2 + u)i + (u + u)j + ( u 2 — u 2 )k; u — 1, u = 2 

18. r (u, v) = 4ui + 3 u 2 cos uj + 3 u 2 senuk; u— — 1, v = 7t/3 

19. r(u, u) = u\ + uj + uv k; u — 3, u = 3 

20. r(u, u) = u sen ui + u cos uj + uk; u = 1, v = tt/4 
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21. r (u, u) = (u + u)i + (u — u) j + uv k; u = —2, v = 1 

22. r(u, u) = uv i + (u + e M )j + (u + e v )k; u = 0, u = In 3 

En los problemas 23 y 24, encuentre una ecuacion del piano 
tangente a la superficie en el punto dado. 

23. x ~ u — v, y = 2u + 3u, z = u 2 + u 2 ; (1, 7, 5) 

24. r (u, v) = v 2 i + (u — u)j + u 2 k; (1, 3, 16) 

En los problemas 25-30, encuentre el area de la superficie 
dada. Si le resulta instructivo, emplee un SAC para graficar la 
superficie. 

25. La porcion del piano r = (2 u — v)i + (u + v + l)j + uk 
para 0 < w < 2, — 1 < u < 1 

26. La porcion del piano x + y + z = 1 dentro del cilindro 

x 2 + y 2 = 1 

27. La porcion de r(u , u) = ui + uj + (w 2 + u 2 )k para 

0 < z < 4 

28. La porcion de r(r, 0) = r cos 0i + r sen 0j + rk para 

() < r < 2, 0 < 0 < 277 

29. La superficie x = r cos 6,y = r sen 0, z = 0, 0 < r < 2, 

0 < 0 < 2tt 

30. Laesferax = a sen 0 cos 6,y = a sen cj) sen 0,z = a cos <fi 
para O<0<77, O<0<277 

En los problemas 31-34, emplee el problema 30 como una 
ayuda en la determinacion de las ecuaciones parametricas 
para la porcion indicada de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. En 
cada caso encuentre el area de esa porcion de la esfera. 

31. La porcion de la esfera debajo del piano z = 1 

32. La porcion de la esfera debajo del piano z = 1 pero sobre 
el piano z = 0 

33. La porcion de la esfera sobre el piano z — V2 

34. La porcion de la esfera fuera del cilindro x 2 + y 2 = 2 

35. Considere el cono dado en (3) del ejemplo 2, para 
() < r < 1,0 — 0 — 277. 

a ) Dibuje o grafique, utilizando un SAC, los bastidores 
de superficie correspondientes a r = \ y r = 1. 
Dibuje las curvas en rojo. 

b) Dibuje o grafique, empleando un SAC, los bastidores de 
superficie correspondientes a 0 = 77/2 y 0 = 377/2. 
Dibuje las curvas en color azul. 

c ) Superponga los cuatro bastidores de superficie de los 
incisos a) y b) sobre el mismo eje de coordenadas. 

36. Considere la esfera dada en (4) del ejemplo 5, para 
a = 2 , 0 < c/) < 77 , 0 < 0 < 277 . 

a) Dibuje o grafique, utilizando un SAC, los bastidores de 
superficie correspondientes a <fi = 7r/3 y <fi = 27r/3. 
Dibuje las curvas en rojo. 

b) Dibuje o grafique, utilizando un SAC, los bastidores 
de superficie correspondientes a0 = 7r/4y0 = 577/4. 
Dibuje las curvas en azul. 

c) Superponga los cuatro bastidores de superficie en los 
incisos a) y b) sobre los mismos ejes de coordenadas. 

= Problemas con calculadora/SAC 

En los problemas 37-42, asocie la superficie dada en la figu- 
ra con la grafica de una funcion de valores vectoriales r (u, v) 


en a)-f). Emplee un SAC y experimente con diferentes domi- 
nios del parametro y perspectivas. 

a) r (u, v) = sen u\ + sen uj + sen (u + v)k 

b) r(u , v) = sen 3 u cos 3 vi + sen 3 u sen 3 uj + cos 3 uk 

c ) r (u, v) = (u + 2 cos v)i + 2 sen uj + uk 

d) r(u , v) = ui + uj + u 2 v 4 k 

e) r(u , v) = ui + u 2 cos uj + u 2 sen uk 

/) r(u , v) = e u cos ui + e u sen uj + uk 


37. 


FIGURA 15.5.14 Grafica del 
problema 37 



38. 


z 


FIGURA 15.5.15 Grafica del 
problema 38 


39 


FIGURA 15.5.16 Grafica del 
problema 39 


40. 



FIGURA 15.5.17 Grafica del 
problema 40 




41. 


42. 


z 



FIGURA 15.5.18 Grafica del 
problema 41 



FIGURA 15.5.19 Grafica del 
problema 42 
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43. Emplee un SAC para graficar el toro dado por 

r(0, 0) = (R — sen 0)cos Oi + (R — sen 0) sen 0j 4- cos 0k 

para 7? = 5yO<0< 277, 0 < 6 < 277. Experimente 
con diferentes orientaciones y perspectivas. 

44. Demuestre que para una constante R > 1 el area de la 
superficie del toro del problema 43 correspondiente al 
dominio del parametro dado es A(S ) = 4tt 2 R. 

= Piense en ello 

45. Encuentre una parametrizacion diferente del piano del 
problema 1 de la que se da en la seccion de respuestas. 

46. Determine el area del problema 11 sin integracion. 

47. Si una curva definida por y = fix), a < x < b, se gira en 
torno al eje x, entonces las ecuaciones parametricas de la 
superficie de revolucion S son 

x = u,y =f(u ) cos v, z = f(u) sen v, a < u < b, 0 < v < 2tt. 

Si /' es continua y fix) > 0 para toda x en el intervalo 
[a, b], entonces emplee (11) para demostrar que el area 
de S es 

f b 

MS) = f(x)V 1 + U'(x)] 2 dx. 

J a 

Yea (3) de la seccion 6.6. 


48. a ) Emplee el problema 47 para encontrar ecuaciones 

parametricas de la superficie generada al rotar la gra- 
fica de f{x) = sen x, ~2i t ^ x ^ 2i r, alrededor del 
eje x. 

b ) Emplee un SAC para dibujar la grafica de la superfi¬ 
cie parametrica del inciso a). 

c ) Emplee un SAC y la formula del problema 47 para 
encontrar el area de la superficie de revolucion del 
inciso a) determinando primero el area de la superfi¬ 
cie correspondiente al dominio del parametro 

() < U < 77, 0 — U < 277. 

49. Suponga que r 0 = x 0 i + y 0 j + z 0 k es e l vector de posi- 
cion del punto (x 0 , y 0 > Zo) y que Vi y v 2 son vectores cons- 
tantes pero no paralelos. Discuta: ^cual es la superficie 
con ecuacion vectorial r(s, t) = r 0 + s\ x + tv 2 , donde ^ 
y t son parametros? 

50 . Vuelva a leer el ejemplo 5 de esta seccion. Encuentre des¬ 
pues ecuaciones parametricas de una esfera de radio 5 
con centro (2, 3, 4). 


15.6 Integrales de superficie 


■ Introduce ion El ultimo tipo de integral que consideraremos en este libro se denomina inte¬ 
gral de superficie e implica una funcion/de tres variables definida sobre una superficie S. 

■ Integrales de superficie Los pasos preliminares para la definicion de esta integral son simi- 
lares a combinaciones de los pasos que llevaron a la integral de linea, con respecto a la longitud 
de arco, y los pasos que condujeron a la integral doble. Sea w = f(x, y, z) una funcion definida 
en una region del espacio tridimensional que contiene una superficie S , la cual es la grafica de 
una funcion z — g(x, y). Sea R la proyeccion de la superficie sobre el piano xy una region ya sea 
de tipo I o de tipo II. 

• Divida la superficie S en n parches S k con areas AS*, que corresponda a una particion P 
de R en n rectangulos R k con areas A A k . 

• Sea ||P|| la norma de la particion o la longitud de la diagonal mas larga de R k . 

• Elija un punto muestra (x% y*, z*) sobre cada parche S k como se ilustra en la FIGURA 15.6.1 . 

• Forme la suma 

n 

^f(x%ytzt)AS k . 

k= 1 


(4’yt’4) 



FIGURA 15.6.1 Punto muestra 
sobre el elemento &-esimo S k de 
superficie 


Definicion 15.6.1 Integral de superficie 

Sea / una funcion de tres variables x, y y z definida en una region del espacio que contiene a 
una superficie S. Entonces la integral de superficie de/sobre S es 

jj/fe y, z) dS = Km 2 f(x% y% zf) A S k . (1) 
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■ Metodo de evaluacion Recuerde de (3) de la seccion 14.6 que si z — g(x, y) es la ecuacion 
de una superficie S , entonces la diferencial del area de superficie es 

dS = Vl + [&(x,y)] 2 + [g y (x, y)] 2 dA. 

De tal modo, si/, g , g x y g y son continuas en una region del espacio tridimensional que contiene 
a S , podemos evaluar (1) por medio de una integral doble: 


f(x,y, z) dS 
J. 


f(x, y, g(x, y))V 1 + y)] 2 + [,s? v (x, y)] 2 dA. 


( 2 ) 


S R 

Advierta que cuando/(x, y, z) = 1, (1) se reduce a la formula para el area de la superficie (2) de 
la seccion 14.6: 


j 

s 


n 

dS = lfm S A S k = A(S). 


■ Proyeccion de Sen otros pianos Si y = g(x, z) es la ecuacion de una superficie S que se pro- 
yecta sobre la region R del piano xz, entonces la integral de superficie de/sobre S esta dada por 


jj/(, y, z) ^ 

S 


fix, g(x, z), -) Vl + |-) | 2 + | g-ix, Z)\ 2 dA. 
J - 

R 


(3) 


De manera similar, si x = g(y, z) es la ecuacion de una superficie S que se proyecta sobre el 
piano yz 9 entonces el analogo de (3) es 

fix, y, z)dS= f \figiy, Z), y, z)Vl + [g,(y,z)] 2 + [^(y,z)] 2 dA. (4) 

J J J J 

S R 


■ Masa de una superficie Suponga que p(x, y, z) representa la densidad de una superficie S en 
el punto (x, y, z), o la masa por unidad de area de superficie. Entonces la masa m de la superfi¬ 
cie es 

m = jjp( x ’ 3% z) dS- ( 5 ) 

5 




FIGURA 15.6.2 Superficie del 
ejemplo 1 


EJEMPLO 1 


Masa de una superficie 


Determine la masa de la superficie del paraboloide z = 1 + x 2 + y 2 en el primer octante para 
1 < z ^ 5 si la densidad en el punto P sobre la superficie es directamente proporcional a la dis- 
tancia desde el piano xy. 


Solucion La superficie en cuestion y su proyeccion sobre el piano xy se muestran en la 
FIGURA 15.6.2. Ahora bien, puesto que p(x, y, z) — fe, g(x, y) = 1 + x 2 + y 2 , g x = 2x, g y = 2 y, 
las formulas (5) y (2) producen 


m 


= jjkzdS = Jfcjj (1 +x 2 + y 2 )V 1 + Ax 1 + 4p dA. 


S R 

Cambiando a coordenadas polares, obtenemos 

m = k J" J* (1 + r 2 )\/1 + 4r 2 rdrdO 
J o Jo 

■/2 f 2 

[r(l + 4r 2 ) x / 2 + r 3 (l + 4r 2 )^ 2 ]drd6 integracion por partes 


= k 

= k 


'o J o 

77/2 


Jo 


-L(l + 4r 2)3/2 + V r 2 (1 + 4r 2 )3 /2 _ _1_ (1 + 4r 2 )5 /2 


de 


- ^ - i5o (17)5 ' 2 - i 


- 30.16*. 
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EJEMPLO 2 


Region Re n el piano xz 


Evalue JJ s xz 2 dS , donde S es la porcion del cilindro y = 2x 2 + 1 en el primer octante acotado 
por x = 0, x = 2, z = 4yz = 8. 


Solucion Usaremos (3) con g(x , z) = 2x 2 + 1 y R es la region rectangular en el piano xz que 
se muestra en la FIGURA 15.6.3. Puesto que g x (x, z) = 4x y g z (x, z) = 0, se deduce que 



s 


2 r 8 

xz 2 \/l + 16x 2 dz dx 

'o h 

|j zW 1 + 16x 2 


448 


28 


x(l + 16x 2 ) 1/2 <£c = y(l + 16 x 2 ) 3/2 


y[65 3/2 - 1] « 1 627.3. 


2 

0 



FIGURA 15.6.3 Superficie del 
ejemplo 2 


■ Superficies parametricas Si S' se define parametricamente mediante la funcion vectorial 

r (u, v) = x(u , v)i + y(w, u)j + z(u , u)k, 

donde (u, v) es el dominio Z) del parametro del piano wu y/(x, y, z) es continua sobre S , tenemos 
el siguiente resultado. 


Teorema 15.6.1 Integral de superficie 

Sea S una superficie parametrica suave definida por la ecuacion vectorial 
r (u, v) = x(u , v)i + y(u , u)j + z(u , u)k, 

donde (u, v) varia sobre la region 7? del parametro en el piano wu, y sea /(x, y, z) continua sobre 
S. Entonces 


/(x, y, z) dS = 


f(x(u, V ), y(u , u), z(u , u)) 


dr dr 

dw du 


JA. 


( 6 ) 


La formula (6) puede considerarse como una integral de superficie analoga a la integral de 
linea y{t ), z(0)l r X0| dt, (14) de la seccion 15.1. 


EJEMPLO 3 


Superficie parametrica 


Evalue la integral de superficie f f s Vl + x 2 + y 2 dS, donde S es la superficie definida por la fun¬ 
cion vectorial r(u , v) = u cos v\ + u sen uj + uk, donde 0 < u < 2, 0 < u < 477. 


Solucion La grafica de r(u, u) que se muestra en la FIGURA 15.6.4 recibe el nombre de helicoi- 
de circular. La frontera de un helicoide circular es una helice circular. Vea las Notas desde el 
aula en la seccion 10.2. 

A1 sustituir x = u cos v y y = u sen v en el integrando y simplificando, obtenemos: 

A/1 + x 2 + y 2 = \/l + u 2 cos 2 v + u 2 sen 2 v = \/l + u 2 . 


Luego, 


dr ^ dr _ 
du dv 


cos v 
—u sen v 


j 

sen v 
u cos v 


k 

0 

1 


= sen vi — cos uj + uk 


dr ^ dr 
du dv 


= A/sen 2 v + cos 2 u 


= Vl + M 2 . 


-2 



FIGURA 15.6.4 Helicoide del 
ejemplo 3 
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s 


a) Superficie de dos lados 



b ) Superficie de un lado 

FIGURA 15.6.5 Superficie orien- 
tada a)\ superficie no orientada b ) 


La integral dada se convierte en 


|Vl + x 2 + / dS = jj(Vl + ~uf dA 


477 r 2 


(1 + u 2 ) du dv 


'0 ^0 

56 
3 


'o 

7 T. 


■ Superficies orientadas En el ejemplo 4 evaluaremos una integral de superficie de un campo 
vectorial. Para hacerlo necesitamos examinar el concepto de una superficie orientada. En ter- 
minos generales, una superficie orientada S , tal como se ilustra en la FIGURA 15.6.5a), tiene dos 
lados que pueden pintarse con colores diferentes. La cinta de Mobius, que recibe ese nombre en 
honor al matematico aleman August Mobius (1790-1868) y que se muestra en la figura 15.6.5 b), 
no es una superficie orientada y tiene un solo lado. Para construir una cinta de Mobius corte una 
larga tira de papel, de medio giro a un extremo y luego una ambos extremos con cinta. Una per¬ 
sona que empieza a dibujar la superficie de una cinta de Mobius en un punto pintara la superfi¬ 
cie completa y regresara al punto de partida. 

Especificamente, afirmamos que una superficie suave S es una superficie orientada si exis- 
te una funcion normal unitaria continua n definida en cada punto (x, y, z) sobre la superficie. El 
campo vectorial n(x, y, z) recibe el nombre de orientacion de S. Sin embargo, puesto que una 
normal unitaria a la superficie S en (x, y, z) puede ser ya sea n(x, y, z) o — n(x, y, z), una superfi¬ 
cie orientada tiene dos orientaciones. Vea la FIGURA 15.6.6a), b) y c). La cinta de Mobius que se 
muestra de nuevo en la figura 15.6.6J) no es una superficie orientada porque si una normal uni¬ 
taria n empieza en P sobre la superficie y se mueve una vez alrededor de la cinta sobre la curva 
C, termina en el lado opuesto de la cinta en P y por ello apunta en la direccion opuesta. Una 
superficie S definida por z = g(x, y) tiene una orientacion hacia arriba (figura 15.6.6 b) cuan- 
do las normales unitarias estan dirigidas hacia arriba, esto es, tiene componentes k positivas, y 
tiene una orientacion hacia abajo (figura 15.6.6c) cuando las normales unitarias estan dirigidas 
hacia abajo, esto es, tienen componentes k negativas. 



FIGURA 15.6.6 Orientacion hacia arriba en b); orientacion hacia abajo en c ); ninguna orientacion en d ) 


Si una superficie suave S esta definida implfcitamente por h(x , y, z) = 0, entonces recuerde 
que la normal unitaria a la superficie es 

Vh 

n iv*r 

donde Vh = (dh/dx) i + (dh/dy) j + (dh/dz) k es el gradiente de h. Si S esta definida por una 
funcion explicita z — g(x, y), entonces podemos usar h(x , y, z) = z — g(x, y) = 0 o h(x , y, z) = 
g(x, y) — z = 0 dependiendo de la orientacion de S. 

Como veremos en el siguiente ejemplo, las dos orientaciones de una superficie cerrada 
orientada son hacia fuera y hacia dentro. Una superficie cerrada se define como la frontera 
de un solido finito tal como la superficie de una esfera. 
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EJEMPLO 4 


Region /?en el piano xz 


Considere la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 de radio a > 0. Si definimos h(x , y, z) = x + y + 


z 2 ~ a 2 , entonces 


Vh = 2xi + 2yj + 2zk y \Vh\ = sj\x 2 + 4y 2 + 4z 2 = 2a. 
Asi, las dos orientaciones de las superficies son 

x. , y. , z. 

n = — l H—| H—k y n, 

a a a 


n 


3\ 




k. 


x. 

a a" a 

El campo vectorial n define una orientacion hacia fuera, en tanto que = — n define una orien¬ 
tacion hacia dentro. Yea la FIGURA 15.6.7. ■ 


I Integrales de campos vectoriales Si 

F(x, y, z) = P(x, y, z) i + Q(x, y, z)j + R(x , y, z) k 

es el campo de velocidades de un fluido, entonces, como se indica en la FIGURA 15.6.8 b), el volu- 
men del fluido que fluye a traves de un elemento de area superficial AS por unidad de tiempo se 
aproxima por medio de 

(altura) - (area de la base) = (comp^AS = (F • n)A S, 

donde n es una normal unitaria a la superficie. El volumen total del fluido que pasa a traves de 
S por unidad de tiempo de recibe el nombre de flujo de F a traves de S y esta dado por 


flujo 


(F • n) dS. 


(7) 


5 

En el caso de una superficie cerrada S , si n es la normal exterior (interior), entonces (7) produce 
el volumen del fluido que fluye hacia fuera (hacia dentro) a traves de S por unidad de tiempo. 




>- comp n F 


b) 


FIGURA 15.6.8 Fluido que fluye a traves de una superficie 


EJEMPLO 5 


Flujo 


Considere que F(x, y, z) = z} + zk representa el flujo de un liquido. Determine el flujo de F a 
traves de la superficie S dada por la parte del piano z — 6 — 3x — 2y en el primer octante orien- 
tado hacia arriba. 

Solucion El campo vectorial y la superficie se ilustran en la FIGURA 15.6.9. Definiendo el piano por 
h(x , y, z) = 3x + 2y + z ~ 6 = 0, vemos que la normal unitaria con componente k positiva es 

= Jh_ = 3 . 2 . 1 

n \Vh\ VI4 1 Vl4 J VI4 


Como F • n = 3z/ Vl4 , tenemos 

flujo = I I (F • n) dS 


Vu. 


3 zdS. 



X 


b) 

FIGURA 15.6.7 Orientacion hacia 
fuera en a); orientacion hacia 
dentro en b) en el ejemplo 4 



FIGURA 15.6.9 Superficie del 
ejemplo 5 
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A1 emplear la proyeccion R de la superficie sobre el piano xy que se muestra en la figura, la ulti¬ 
ma integral puede escribirse 

flujo = ^=Jj3(6 - - 2y)(VUdA) 

R 

r2 r3-3x/2 

= 3 (6 — 3jc — 2 y)dydx = 18. ■ 

Jo Jo 

Dependiendo de la naturaleza del campo vectorial, la integral en (7) puede representar otros 
tipos de flujo. Por ejemplo, (7) tambien podria proporcionar el flujo electrico, flujo magnetico, 
flujo de calor, etcetera. 



FIGURA 15.6.10 Superficie S 
definida por partes 


NOTAS DESDE EL AULA 

. 


Si la superficie S es suave por partes, expresamos una integral de superficie sobre S como la 
suma de las integrates de superficie sobre las diversas secciones de la superficie. Si S esta dada 
por S = Si U • • • U S n9 donde las superficies se intersecan solo en sus fronteras, entonces 


fix, y, z) ds = jj/(x, y, z) dS + ■ ■ ■ + j j/(x, y, z) dS. 

S\ S n 

Por ejemplo, suponga que S es la superficie cerrada suave por partes y orientada que esta aco- 
tada por el paraboloide z — x 2 + y 2 (Si) y el piano z — 1 (S 2 ). Entonces, el flujo de un campo 
vectorial F hacia fuera de la superficie S es 


F n dS= F n dS + F • n dS. 


s s 2 

donde consideramos S i orientada hacia abajo y S 2 orientada hacia arriba. Vea la FIGURA 15.6.10 
y el problema 21 en los ejercicios 15.6. 


Ejercicios 15.6 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, evalue /J 5 /(x, y, z) dS. 

1. /(x, y, z) = x; S es la porcion del cilindro z = 2 — x 2 en 
el primer octante acotado por x = 0, y = 0, y = 4, z = 0 

2. /(x, y, z) — xy(9 — 4z); la misma superficie S que en el 
problema 1 

3 . /(x, y, z) = xz 3 ; S es el cono de un solo manto z = 
Vr + / dentro del cilindro x 2 + y 2 = 1 

4. /(x, y, z) = x + y + z\ S es el cono de un solo manto z = 
Vr + / entre z— 1 y z = 4 

5 . /(x, y, z) = (x 2 + y 2 )z; S es la porcion de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 36 en el primer octante 

6. /(x, y, z) — z 2 ; S es la porcion del piano z = x + 1 dentro 
del cilindro y = 1 — x 2 , 0 < y < 1 

7. /(x, y, z) = xy; S es la porcion del paraboloide 

2z = 4 — x 2 — y 2 dentro de 0 < x < l,0<y< 1 

8. /(x, y, z) = 2z; S es la porcion del paraboloide 

2z = 1 + x 2 + y 2 en el primer octante acotado por 
x = 0, y = V3x, z = 1 

9. /(x, y, z) = 24 Vyz; S es la porcion del cilindro y = x 2 en 
el primer octante acotado por y = 0, y = 4, z = 0, z = 3 


10. /(x, y, z) = (1 + 4y 2 + 4z 2 ) 1/2 ; 5 es la porcion del para¬ 
boloide de x = 4 — y 2 — z 2 en el primer octante fuera 
del cilindro y 2 + z 2 = 1 


2 

En los problemas 11 y 12, evalue ff (3z + 4yz) dS , donde S 
es la porcion del piano x + 2y + 3z = 6 en el primer octan¬ 
te. Use la proyeccion de S sobre el piano de coordenadas indi- 
cado en la figura dada. 



FIGURA 15.6.11 Superficie 
del problema 11 



FIGURA 15.6.12 Superficie 
del problema 12 


En los problemas 13 y 14, encuentre la masa de la superficie 
dada con la funcion de densidad que se indica. 

13. S es la porcion del piano x + y + z= lenel primer 
octante; la densidad en un punto P es directamente pro- 
porcional al cuadrado de la distancia desde el piano yz. 

14. S es el hemisferio z — V4 — x 2 — y 2 ; p(x, y, z) — |xy| 
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En los problemas 15-20, sea F un campo vectorial. Encuentre 

el flujo de F a traves de la superficie dada. Suponga que la 

superficie S se orienta hacia arriba. 

15. F = xi + 2zj + yk; S la porcion del cilindro y 2 + z 2 = 4 
en el primer octante acotado por x = 0, x = 3,y = 0, 

z = 0 

16. F = zk; S es la parte del paraboloide z = 5 — x 2 — y 2 
dentro del cilindro x 2 + y 2 = 4 

17. F = xi + yj + zk; la misma superficie S que en el pro- 
blema 16 

18. F = ~x 3 yi + yz 3 j + xy 3 k; S es la porcion del piano 
z = x + 3 en el primer octante dentro del cilindro 

x 2 +y 2 = 2x 

19. F = \x 2 \ + \y 2 j + zk; S es la porcion del paraboloide 
z = 4 — x 2 — y 2 para 0 < z ^ 4 

20. F = e y i + e x j + 18yk; S es la porcion del piano 
x + y + z = 6enel primer octante 

21. Encuentre el flujo de F = y 2 i + x 2 j + 5zk fuera de la 
superficie cerrada S dada en la figura 15.6.10. 

22. Encuentre el flujo de F = — yi + xj + 6z 2 k fuera de la 
superficie cerrada S acotada por los paraboloides 
z = 4 ^ x 2 P y 2 y z = x 2 + y 2 . 

= Aplicaciones 

23. Considere que T(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 representa la 
temperatura y deje que el flujo de calor este dado por el 
campo vectorial F = — V T. Determine el flujo de calor 
fuera de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . \Sugerencia : El 
area de la superficie de una esfera de radio a es 47ra 2 .] 

24. Determine el flujo F = xi + yj + zk fuera del cubo uni- 
tario definido por 0 < x < 1,0 < y < U) < z < 1. 
Vea la FIGURA 15.6.13. Recurra al hecho de que el flujo fuera 
del cubo es la suma de los flujos fuera de los lados. 



FIGURA 15.6.13 Cubo del problema 24 


25. La ley de Coulomb establece que el campo electrico E 
debido a una carga puntual q en el origen esta dado por 
E = kq r/|r| 3 , donde k es una constante y r = xi + 
yj + zk. Determine el flujo fuera de una esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

26. Si cr(x , y, z) es la densidad de carga en un campo elec- 

trostatico, entonces la carga total sobre la superficie S es 
Q = z) dS. Encuentre la carga total sobre esa 

parte del hemisferio z = Vl6 — x 2 — y 2 que esta dentro 
del cilindro x 2 + y 2 = 9sila densidad de carga en un 
punto P sobre la superficie es directamente proporcional 
a la distancia desde el piano xy. 

27. Las coordenadas del centroide de una superficie se defi- 
nen por medio de 



A(S) ,y A(S) ,Z A(S ) 


donde A(S) es el area de la superficie. Encuentre el cen¬ 
troide de esa porcion del piano 2x + 3y + z = 6 en el 
primer octante. 

28. Emplee la informacion del problema 27 para determinar 
el centroide del hemisferio z = Va 2 — x 2 — y 2 . 

29. El momento de inercia de una superficie S con densidad 
p(x, y, z) en un punto (x, y, z) alrededor del eje z esta 
dado por 

I- = jj(* 2 + y 2 ) p(x, y, z) dS. 

S 

Considere la superficie conica z = 4 — Vx 2 + y 2 , 
0 < z ^ 4, con densidad constante k. 

a) Emplee el problema 27 para determinar el centroide 
de la superficie. 

b) Encuentre el momento de inercia de la superficie alre¬ 
dedor del eje z. 


= Piense en ello 


30. Sea z = fix, y) la ecuacion de una superficie S y F el 
campo vectorial F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + 
R(x, y, z)k. Demuestre que 


(F-n) dS = 


-P(x, y, ~ Qix, y, z)^ + R(x, y, z) 


dA. 


15.7 Rotacional y divergencia 


■ Introduccion Hemos visto que si un campo vectorial de fuerza F es conservativo, entonces 
puede escribirse como el gradiente de una funcion potencial 4>: 

dcp d(p d(p 

F = = -^-i + -r^-j + -f-k. 

dx dy dz 

El operador diferencial vectorial, u operador nabla, 














846 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial 


que se usa en el gradiente tambien puede combinarse con un campo vectorial 

F(x, y, z ) = P(x, y, z) i + Q(x, y, z) j + (x, y, z)k (2) 

de dos modos diferentes: en un caso produciendo otro campo vectorial y en el otro dando lugar 
a una funcion escalar. 

Nota: Supondremos en la siguiente discusion que P, Q y R tienen derivadas parciales continuas 
por toda una region apropiada del espacio tridimensional. 

■ Rotacional Empezamos combinando el operador diferencial (1) con el campo vectorial (2) 
para producir otro campo vectorial llamado el rotacional de F. 


Definicion 15.7.1 Rotacional de un campo vectorial 


El rotacional de un campo vectorial F = Pi + Q\ + Rk es el campo vectorial 


rot F = 







(3) 


No es necesario memorizar los complicados componentes en el campo vectorial de (3). 
Como un procedimiento practico, (3) puede interpretarse como un producto cruz. Interpretamos 
(1) como un vector con componentes d/dx, d/dy y d/dz, y entonces el rotacional F puede escri- 
birse como el producto cruz de V y el vector F: 


rot F = V X F 


i j k 

_d_ _d_ d_ 

dx dy dz 

P Q R 


(4) 


Rotacional de un campo vectorial 


EJEMPLO 1 


Si F = (x 2 y 3 - z 4 )i + 4x 5 y 2 zj - y 4 z 6 k, encuentre el rotacional F. 

Solucion De (4), 


rot F = V X F = 


l 

_d_ 

dx 


J 

_d_ 

dy 

. 5 ,, 2 _ 


k 

_a_ 

dz 

x y - f 4xVz - yV 
yty { ~ y ' f) ■ 

| (4 ^ - 


d , 4 6 \ 

-(-v z 6 ) - y 


= (-4 fz - 4jrv )i - 4rj + (2ftv v 2 - 3xY)k. 



Si / es una funcion escalar con segundas derivadas parciales continuas, entonces es facil 
demostrar que 

rot(grad /) = V X V/ = 0. (5) 

Vea el problema 23 de los ejercicios 15.7. Puesto que un campo vectorial conservativo F es un 
campo gradiente, esto es, existe una funcion potencial tal que F = V 0, se deduce de (5) que 
si F es conservativo, entonces rot F = 0. 


Un campo vectorial no conservativo 


EJEMPLO 2 


Considere el campo vectorial F = yi + zj + xk. De (4), 


rot F = 


_a_ 

dx 

y 


j 

d_ 

dy 

z 


k 

_a_ 

dz 

X 


= -i - j - k. 


Debido a que rot F ^ 0 podemos concluir que F es no conservativo. 
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Bajo la suposicion de que las funciones componentes P, Q y R de un campo vectorial F son 
continuas y tienen derivadas parciales continuas por toda una region abierta D del espacio tridi¬ 
mensional, tambien podemos concluir que si rot F = 0, entonces F es conservative). Resumimos 
estas observaciones en el siguiente teorema. 


Teorema 15.7.1 Conceptos equivalentes 

Suponga que F = Pi + Qj + Rk es un campo vectorial donde P, Q y R son continuas y tie¬ 
nen primeras derivadas parciales continuas en alguna region abierta del espacio tridimensional. 
El campo vectorial F es conservativo si y solo si rot F = 0. 


Advierta que cuando rot F = 0, entonces las tres componentes del vector deben ser 0. De (3) 
vemos que esto quiere decir que 

dR = dQ W = dR dQ = W 

dy dz ’ dz dx 9 dx dy ’ 

Ahora repase (12) de la seccion 15.3. 


■ Divergencia Hay otra combinacion de derivadas parciales de las funciones componentes de 
un campo vectorial que ocurren con frecuencia en ciencia e ingenierfa. Antes de enunciar la 
siguiente definicion, considere lo siguiente. 

Si F(x, y, z) = P(x 9 y, z) i + Q(x , y, z) j + R(x , y, z)k representa el campo de velocidades de 
un fluido, entonces como vimos en la figura 15.6.8 b) el volumen del fluido que fluye a traves 
de un elemento de area superficial A S por unidad de tiempo, esto es, el flujo del campo vecto¬ 
rial F a traves del area A S, es aproximadamente 

(altura) • (area de la base) = (comp n F)A5' = (F • n)AS, (6) 

donde n es un vector normal unitario a la superficie. Considere ahora el paralelepipedo rectan¬ 
gular que se ilustra en la FIGURA 15.7.1. Para calcular el flujo total de F a traves de sus seis lados 
en la direccion hacia fuera, calculamos primero el flujo total hacia el exterior de dos caras para- 
lelas. El area de la cara F x es AxAz, y la normal unitaria hacia fuera es — j, y por ello por (6) el 
flujo de F a traves de F x es 

F • (-j)AxAz = -Q(x, y, z)AxAz. 

El flujo hacia fuera de la cara F 2 , cuya normal hacia fuera es j, esta dado por 

(F • j) AxAz = Q(x, y + Ay, z)AxAz. 


En consecuencia, el flujo total hacia fuera de estas caras paralelas es 

Q(x, y + Ay, z)AxAz + (~Q(x, y, z)AxAz) = [ Q(x , y + Ay, z) - Q(x, y, z)] AvAz. (7) 


Multiplicando (7) por Ay/ Ay y utilizando la definicion de una derivada parcial, entonces para 
Ay cercana a 0, 


[ Q(x , y + Ay, z) - Q(x, y, z)] 

Ay 


AvAyAz ~ 


AvAyAz. 

dy 


Argumentando exactamente de la misma manera, vemos que las contribuciones al flujo total 
hacia fuera del paralelepipedo desde las dos caras paralelas al piano yz, y desde las dos caras 
paralelas al piano xy, originan 


dP AAA dR AAA 

—AxAyAz y —AxAyAz. 


Al sumar estos resultados, vemos que el flujo total de F hacia fuera del paralelepipedo es apro¬ 
ximadamente 



dQ dR\ A A A 

— + fe 


Dividiendo la ultima expresion entre AxAyAz, obtenemos el flujo hacia fuera de F por unidad 
de volumen: 


dP_ dQ dR 
dx dy dz ’ 


z 



x 


■-A z 
-F 0 


A”\ 

A / (*Az) ^ 


FIGURA 15.7.1 Flujo que pasa a 
traves de un paralelepipedo 
rectangular 
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Esta combinacion de derivadas parciales es una funcion escalar y recibe el nombre especial de 

divergencia de F. 


Definicion 15.7.2 Divergencia 


La divergencia de un campo vectorial F = Pi + Qj + Rk es la funcion escalar 


. _ dP dR 

div F = — + — + — . 

dx dy dz 


( 8 ) 


La funcion escalar div F dada en (8) tambien puede escribirse en terminos del operador delta 
(1) como un producto punto: 

div F = V • F = ~~P(pc, y, z ) + y> - v ’ z )- ( 9 ) 


EJEMPLO 3 


Divergencia de un campo vectorial 


Si F = xz 2 i + 2xy 2 zj ~ 5yzk, encuentre div F. 


Solucion De (9), 


div F = V • F = £(.xz 2 ) + ~^(2xy 2 z) + ^(-5 yz) 

= z 2 + 4xyz 5 y. ■ 

La siguiente identidad relaciona las nociones de divergencia y rotacional. Si F es un campo 
vectorial que tiene segundas derivadas parciales continuas, entonces 

div(rot F) = V • (V X F) = 0. (10) 

Yea el problema 24 de los ejercicios 15.7. 



FIGURA 15.7.2 Dispositivo de 
paleta para detectar la rotation 
de un fluido 


■ Interpretaciones fisicas La palabra rotacional fue introducida por el matematico y fisico 
escoces James Clerk Maxwell (1831-1879) en sus estudios de campos electromagneticos. Sin 
embargo, el rotacional se entiende con facilidad en conexion con el flujo de fluidos. Si un dispo¬ 
sitivo de palas, como el que se muestra en la FIGURA 15.7.2, se inserta en un fluido que fluye, enton¬ 
ces el rotacional del campo de velocidades F es una medida de la tendencia del fluido a girar el 
dispositivo en torno a su eje vertical w. Si rot F = 0, entonces el flujo del fluido se dice que sera 
irrotacional, lo cual significa que no tiene vortices o remolinos que podrian causar el giro de la 
pala. En la FIGURA 15.7.3 el eje w de la pala apunta directamente hacia fuera de la pagina. 

. . . . 

. .^ . ^7) -"D 




b ) Div F (P) < 0; P un sumidero 
FIGURA 15.7.4 El punto P es una 
fuente en a); un sumidero en b ) 


* K* K-* K* - 

... .Izzzzi "7) d "~d 

. . . . 

a) Flujo irrotacional b) Flujo rotacional 

FIGURA 15.7.3 Flujo de fluido irrotacional y rotacional 

En la discusion que condujo a la definicion 15.7.2, vimos que la divergencia de un campo 
de velocidades F cerca de un punto P(x , y, z) es el flujo por unidad de volumen. Si div F (P) > 0, 
se dice que P es una fuente para F, ya que hay un flujo neto hacia fuera del fluido cerca de P, 
si div F (P) < 0, se afirma entonces que P es un sumidero para F, puesto que hay un flujo neto 
hacia dentro del fluido cerca de P\ si div F (P) = 0, no hay fuentes o sumideros cerca de P. Vea 
la FIGURA 15.7.4. 

La divergencia de un campo vectorial tiene otra interpretacion en el concepto del flujo de 
fluidos. Una medida de la tasa de cambio de la densidad del fluido en un punto es simplemente 
div F. En otras palabras, div F es una medida de la compresibilidad del fluido. Si V • F = 0, se 
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dice que el fluido es incompresible. En la teoria electromagnetica, si V • F = 0, se afirma que 
el campo vectorial F es solenoidal. 

Tomando el producto punto de V consigo mismo obtenemos un importante operador dife- 
rencial escalar de segundo orden: 


V 2 


= V • V = — + 
dx 2 


a 2 d 2 

dy 2 dz 2 


(ID 


Cuando (11) se aplica a una funcion escalar f(x, y, z) el resultado se denomina laplaciano tridi¬ 
mensional, 


V 2 / = 


dx 2 dy 2 



( 12 ) 


y aparece en matematicas aplicadas en muchas ecuaciones diferenciales parciales. Una de las 
ecuaciones diferenciales parciales mas famosas, 


dx 2 dy 2 dz 2 


(13) 


recibe el nombre de ecuacion de Laplace en tres dimensiones. La ecuacion de Laplace a menu- 
do se abrevia como V 2 / = 0. Yea los problemas 49-54 de los ejercicios 13.3. 


■ Posdata: Un poco de historia Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) fue un nota¬ 
ble matematico, fisico y astronomo fiances. Su trabajo mas famoso, la Mecanique Celeste 
(Mecanica celestial ), de cinco volumenes, resume y extiende el trabajo de algunos de sus famo- 
sos predecesores, tal como Isaac Newton. En realidad, algunos de sus entu- 
siastas contemporaneos llamaron a Laplace el “Newton de Lrancia”. Nacido 
en una pobre familia granjera, Laplace adulto tuvo exito en combinar la cien- 
cia y las matematicas con la politica. Napoleon lo nombro ministro del inte¬ 
rior, aunque despues lo destituyo debido a que el “buscaba los detalles en 
todo y llevo a la administracion el espiritu de lo infinitamente pequeno”, es 
decir, el calculo infinitesimal. Incluso Napoleon lo nombro posteriormente 
senador. Despues de la abdicacion de Napoleon y de la restauracion de la 
monarquia borbona en 1814, Luis XVIII otorgo a Laplace el titulo nobiliario 
Laplace de marques en 1817. 



Ejercicios 15.7 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, determine el rotacional y la divergen¬ 
cia del campo vectorial dado. 

1. F(x, y, z) = xzi + yzj + xyk 

2. F(v, y, z) = 10yd + 2x 2 zj + 6v 3 k 

3. F(x, y, z) = 4xyi + (2x 2 + 2yz)j + (3 z 2 + y 2 )k 

4. F(jc, y, z) = (x — y) 3 i + e~ yz j + xye 2y k 

5. F(x, y, z) = 3x 2 yi + 2xz 3 j + y 4 k 

6. F(x, y, z) = 5y 3 i + Qx 3 y 2 - xy) j - (x 3 yz ~ xz) k 

7. F(x, y, z) = xe~ z i + 4yz 2 j + 3ye~ z k 

8. F(v, y, z) = yz In x\ + (2x - 3yz)j + xyVk 

9. F(x, y, z) = xye x i - x 3 yze z j + xy 2 e y k 

10. F(jc, y, z) = x 2 senyzi + z cos xz 3 j + ye 5xy k 


En los problemas 11-18, considere que a es un vector cons- 
tante y r = xi + yj + zk. Verifique la identidad dada. 

11. div r = 3 12. rot r = 0 

13. (a X V) X r = -2a 14. V X (a X r) = 2a 

15. V • (a X r) = 0 16. a X (V X r) = 0 

17. V X [(r • r)a] = 2(r X a) 18. V • [(r • r)a] = 2(r • a) 

En los problemas 19-26, verifique la identidad dada. Suponga 
continuidad de todas las derivadas parciales. 

19. V • (F + G) = V • F + V • G 

20. V X (F + G) = V X F + V X G 

21. V ■ (/F) = /(V • F) + F • V/ 

22. V X (/F) = /(V X F) + (V/) X F 
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23. rot(grad/) = 0 

24. div(rot F) = 0 

25. div(F X G) = G • rot F - F • rot G 

26. rot(rot F + grad/) = rot(rot F) 

27. Determine rot(rot F) para el campo vectorial F(x, y, z) = 
xyi + 4yz 2 j + 2xzk. 

28. Suponga que V 2 es el operador diferencial definido en 
(11). Suponiendo continuidad de todas las derivadas par- 
ciales, demuestre que 

rot(rot F) = -V 2 F + grad(div F), 

donde V 2 F = V 2 (Pi + Qj + Rk) = V 2 Pi + V 2 gj + V 2 Rk. 

29. Emplee la identidad en el problema 28 para obtener el 
resultado del problema 27. 

30. Demuestre que V • (/V/) = /V 2 / + |V/| 2 , donde V 2 / 
es el laplaciano definido en (12). [ Sugerencia : Vea el pro¬ 
blema 21.] 


Cualquier funcion/con segundas derivadas parciales continuas 
que satisface la ecuacion de Laplace se dice que es una funcion 
armonica. En los problemas 31 y 32, muestre que una funcion 
/ dada es armonica comprobando que/satisface (13). 

31. fix, y, z) = 3x 2 + 5y 2 + 4xy - 9xz ~ 8r 


32. fix, y, z) = , = 

Vix - a ) 2 + iy- b ) 2 + iz 
A, a, by c constantes 


cf 


La ecuacion de Laplace en dos dimensiones es 


, y _»2 + iZ_ a 

dx 2 dy 2 


(14) 


En los problemas 33 y 34, demuestre que la funcion/dada es 
armonica comprobando que/satisface (14). 

33. fix, y) = arctan( — -- 

34. fix, y) = x 4 - 6x 2 y 2 + y 4 



FIGURA 15.7.5 Cuerpo 
rotante del problema 38 


39. Sea r = xi + yj + zk el vector de posicion de masa m x 
y deje que la masa m 2 este ubicada en el origen. Si la 
fuerza de atraccion gravitacional es 

Gm | nt 2 

F =-V^r, 


verifique que rot F = 0 y div F = 0, r ^ 0. 

40. El campo vectorial de velocidades para el flujo bidimensio- 
nal de un fluido ideal alrededor de un cilindro esta dado por 


F (x,y)=A 


1 - 


(x 2 + y 2 ) 2 


2xy 


(x 2 + y 2 ) 2 


para alguna constante A positiva. Vea la FIGURA 15.7.6. 

a) Demuestre que cuando el punto (x, y) esta alejado del 
origen, F(x, y) ~ Ai. 

b ) Demuestre que F es irrotacional. 

c) Demuestre que F es incompresible. 



FIGURA 15.7.6 Campo de 
velocidades del problema 40 


En los problemas 35 y 36, suponga que/y g tienen segundas 
derivadas parciales continuas. Demuestre que el campo vecto¬ 
rial dado es solenoidal. [ Sugerencia : Vea el problema 25.] 

35. F = V/X Vg 36. F = V/X (/Vg) 

37. Si F = y 3 i + x 3 j + z 3 k, encuentre el flujo de V X F a 
traves de la porcion del elipsoide x 2 + y 2 + 4z 2 = 4 en el 
primer octante que esta acotado por y = 0, y = x, z = 0. 
Suponga que la superficie se orienta hacia arriba. 

= Aplicaciones 

38. Suponga que un cuerpo gira con una velocidad angular 
constante (o alrededor de un eje. Si r es el vector de posi¬ 
cion de un punto P sobre el cuerpo medido desde el ori¬ 
gen, entonces el vector de velocidad lineal v de rotacion 
es v = 0) X r. Vea la FIGURA 15.7.5. Si r = xi + yj + zk y 
0 ) = coii + co 2 i + &> 3 k, demuestre que o) = \ rot v. 


41. Si E = E(x, y, z, t) y H = H(x, y, z, t) representan los 
campos electrico y magnetico en el espacio vacio, enton¬ 
ces las ecuaciones de Maxwell son 

div E = 0, rot E = —- 

C dt 

div H = 0, rot H = —, 

C dt 


donde c es la velocidad de la luz. Utilice la identidad en 
el problema 28 para demostrar que E y H satisfacen 


v 2 e = 4 


l s 2 e 


dt 2 


v 2 h = 


1 d 2 H 

C 2 dt 2 


= Piense en ello 

42. Considere el campo vectorial F = x 2 yzi — xy 2 zj + iz + 
5x)k. Explique por que F no es el rotacional de otro 
campo vectorial G. 
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15.8 Teorema de Stokes 


■ Introduce ion Es posible escribir el teorema de Green de la seccion 15.4 en dos formas vec- 
toriales diferentes. En esta y en la siguiente seccion generalizaremos estas formas a tres dimen- 
siones. 


■ Forma vectorial del teorema de Green Si F(x, y) = P{x, y)i + Q(x , y)j es un campo vecto¬ 
rial bidimensional, entonces 


rot F = V X F = 


i j k 

d_ d_ d_ 

dx dy dz 

p Q o 


ax dy y 


De (6) y (7) de la seccion 15.2, el teorema de Green 


cp P(x , y) dx + Q{x , y) dy 
c 


dQ _ dP 
dx dy 


dA 


se escribe en notacion vectorial como 


F • dr = cp (F • T) ds = (rot F) • k dA 


( 1 ) 


Esto es, la integral de linea de la componente tangencial de F es la integral doble de la compo- 
nente normal del rot F. 


■ Teorema de Green en el espacio tridimensional La forma vectorial del teorema de Green 
dada en (1) relaciona una integral de linea alrededor de una curva C cerrada simple suave por 
partes que forma la frontera de una region del piano R con una integral doble sobre R. El teore¬ 
ma de Green en espacio tridimensional relaciona una integral de linea alrededor de una curva C 
en el espacio tridimensional cerrada simple suave por partes que forma la frontera de una super¬ 
ficie S con una integral de superficie sobre S. Suponga que z — fix , y) es una funcion continua 
cuya grafica es una superficie orientada suave por partes sobre una region R en el piano xy. 
Considere que C forma la frontera de S y que la proyeccion de C sobre el piano xy forma la fron¬ 
tera de R. La direccion positiva de C se induce mediante la orientacion de la superficie S ; la 
direccion positiva de C corresponde a la direccion que una persona tendria que caminar sobre C 
para tener su cabeza apuntando en la direccion de la orientacion de la superficie mientras man- 
tiene la superficie a la izquierda. Vea la FIGURA 15.8.1 . Mas precisamente, la orientacion positiva de 
C concuerda con la regia de la mano derecha: si el pulgar de la mano derecha apunta en la direc¬ 
cion de la orientacion de la superficie, entonces de manera aproximada los dedos de la mano 
derecha se enrollan alrededor de la superficie en la direccion positiva. Por ultimo, sea T un vec¬ 
tor tangente unitario a C que apunta en la direccion positiva. La forma tridimensional del teore¬ 
ma de Green, la cual se presenta a continuation, recibe el nombre de teorema de Stokes. 


n 



Teorema 15.8.1 Teorema de Stokes 


Sea S una superficie orientada suave por partes acotada por una curva C cerrada simple suave 
por partes. Sea 

F(x, y, z) = P(x, y, z) i + Q(x, y, z) j + R(x, y, z) k 

un campo vectorial para el cual P, Q, y R son continuas y tienen primeras derivadas parciales 
continuas en una region abierta del espacio tridimensional que contiene a S. Si C se recorre en 
la direccion positiva, entonces 


oF • dr 

Jc 


o(F • T )ds 
Jc 


(rot F) • n dS , 


donde n es una normal unitaria a S' en la direccion de la orientacion de S. 


( 2 ) 
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DEMOSTRACION PARCIAL Suponga que la superficie S se orienta hacia arriba y esta definida 
por una funcion z — g(x, y) que tiene segundas derivadas parciales continuas. De la definicion 
15.7.1 tenemos 


n = 


|Vg| 




Por consiguiente, 

(rot F) • n dS = 


t _ f dR dQ\ f dP dR\. , {dQ dP\ 

Ademas, si escribimos h(x, y, z) = z ~ g(x , y ) = 0, entonces 

_dg. _ dg_. . 

Vg dx * dy^ 


s 


dR_dQ\dg 

dy dz ) dx 


OP dR\ dg (dQ dP 


dz dx ) dy 


dx 


dy ) _ 


dA. (3) 


Nuestro objetivo ahora es demostrar que la integral de linea $ C F • Jr se reduce a (3). 

Si es la proyeccion de C sobre el piano xy y tiene las ecuaciones parametricas x = x{t ), 
y = y(t ), a < t < b, entonces ecuaciones parametricas para C son x = x{t ), y = y{t ), z — g{x{t ), 
y(0), a < t < b. De tal manera, 


oF • Jr 

Jc 


•'a L 


P^ + Q^ + R^ 
dt dt dt 


dt 


P dx, n ^y, J^_dx dgdy 
dt J dt \ dx dt dy dt 


dt <— regia de la cadena 


f ^ p + Rd i)‘ lx+ { 0 + R t) dy 


+ *f) - Ty( P + R t 


dA. 


- teorema de Green 


( 4 ) 


Ahora, por las reglas de la cadena y del producto, 


i( Q+Rd i)=i 


dg 

Q(x, y, g(x, v>) + R(x, y, g(x, y)) — 

dy 


= dQ dQ_ dg^ _c^g_ dR dR dg dg 

dx dz dx dxdy dx dy dz dy dx’ 


( 5 ) 


Similarmente, 

_d_ f dg \ = dP_ + dP_dg_ + d 2 g + dRdg_ + dRdg_dg_ 

dy\ dxJ dy dz dy dydx dy dx dz dx dy' 


Restando (6) de (5) y utilizando el hecho de que d 2 g/dxdy = d 2 g/dydx , vemos que, despues de 
rearreglar, (4) se convierte en 


)}[ \dy dzjdx 


(dP _ dR\dg + (dO 
\dz dx J dy \ dx 



dA. 


La ultima expresion es la misma que el lado derecho de (3), que era lo que se queria demostrar. ■ 


EJEMPLO 1 


Verificacion del teorema de Stokes 


Sea S la parte del cilindro z = 1 ~ x 2 para 0 < x < 1, — 2 < y < 2. Verifique el teorema de 
Stokes para el campo vectorial F = xyi + yzj + xzk. Suponga que S se orienta hacia arriba. 


Solucion La superficie S , la curva C (la cual esta compuesta por la union de C 1? C 2 , C 3 y C 4 ), 
y la region R se ilustran en la FIGURA 15.8.2 en la pagina 853. 
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La integral de superficie: Para F = xyi + yz, j + xzk encontramos 

i j k 

rot F = t*- ’t- = -yi - zj ~ xk. 

dx dy dz 

xy yz xz 


En este caso, si h{x, y, z) = z + x 2 — 1 =0 define el cilindro, la normal es 


n — 


Vh 2xi 4- k 


Por tanto, 


(rot F • n) dS = 


l V/! l V4x 2 + l’ 
-2xy — x 


VZx 2 + 1 


dS. 


s s 

Para evaluar la ultima integral de superficie usamos (2) de la seccion 15.6: 

— 2xy — x 

vV +1 


dS = (~2xy — x) dA 


(—2 xy — x) dy dx 


'o J -2 
i 


—xy — xy 

J 0 L 

= f (—4x) dx = —2. 

j 0 


dx 



y 



X 


b) 

FIGURA 15.8.2 Superficie del 
ejemplo 1 


(7) 


La integral de linea: La integral de linea es 

> F • dr = cp xy dx + yzdy + xz dz . 

C Jc 

Como C es suave por partes, escribimos § c = f Ci + f Cz + /c 3 + /c 4 - 
Sobre Cp x = 1, z — 0, dx = 0, dz = 0, y por ello 

y(0) + y(0) Jy + 0 = 0. 

i 

Sobre C 2 : y = 2, z = 1 — x 2 , dy = 0, dz = — 2x Jx, por lo que 

f 2x dx + 2(1 - x 2 )0 + x(l - x 2 )(-2x dx) = I* (2x - 2x 2 + 2x 4 ) dx 
Jc 2 h 

Sobre C 3 : x = 0, z — 1, dx = 0, dz = 0, de modo que 

0 + ydy + 0= f y dy = 0. 

'3 —2 

Sobre C 4 : y = —2, z— 1 — x 2 , dy = 0, dz = — 2x dx, por lo que 


—2xdx — 2(1 - x 2 )0 + x(l - x 2 )(-2x Jx) = (—2x - 2x 2 + 2x 4 ) dx = 


En consecuencia, 


11 19 

> xy dx + yz dy + xz dz = 0 - — + 0 - — = -2 


11 

15' 


19 

15' 


lo cual concuerda con (7). 
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FIGURA 15.8.3 Curva C del 
ejemplo 2 



EJEMPLO 2 


Empleo del teorema de Stokes 


Evalue § c z dx + x dy + y dz , donde C es la traza del cilindro x 2 + y 2 = 1 en el piano y + z = 2. 
Oriente C en el sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observe desde arriba. 
Yea la FIGURA 15.8.3. 


Solucion Si F = zi + xj + yk, entonces 


rot F = 


_d_ 

dx 

z 


J 

_d_ 

dy 

x 


k 

_a_ 

dz 

y 


= i + j + k 


La orientacion dada de C corresponde a una orientacion hacia arriba de la superficie S. De tal 
manera, si h(x, y, z) = y + z ~ 2 = 0 define el piano, entonces la normal es 

VA 


|VA| 


-u + -U 

V2 V2 


En consecuencia, de (2), 


oF • dr = 

c 


a+j + k M V5 j+ V5 k 


= V2 Ls = V2 V2 JA = 277 


dS 


S R 

Advierta que si F es el gradiente de una funcion escalar, entonces, en vista de (5) de la sec- 
cion 15.7, (2) implica que la circulacion $ C F • dr es cero. Inversamente, es posible demostrar 
que si la circulacion es cero para toda curva cerrada simple, entonces F es el gradiente de una 
funcion escalar. En otras palabras, F es irrotacional si y solo si F = V</>, donde cj) es el potencial 
para F. Equivalentemente, esto produce la prueba para un campo vectorial conservativo dado en 
el teorema 15.7.1, es decir, F es un campo vectorial conservativo si y solo si rot F = 0. 

■ Interpretacion ffsica del rotacional En la seccion 15.2 vimos que si F es un campo de velo- 
cidades de un fluido, entonces la circulacion (£ C F • dr de F alrededor de C es una medida de la 
cantidad por medio de la cual el fluido tiende a girar la curva C circulando alrededor de ella. La 
circulacion de F se relaciona estrechamente a rot F. Para ver esto, suponga que P 0 (x 0 , y 0 > Zo) es 
cualquier punto en el fluido y C r es un pequeno circulo de radio r centrado en P 0 . Vea la FIGURA 
15.8.4. Entonces por el teorema de Stokes, 


F- dr = 


(rot F) • n dS. 


( 8 ) 


Ahora, en todos los puntos P(x, y, z) dentro del circulo pequeno C r , si tomamos rot F (P) ~ rot 
F(P 0 ), entonces (8) produce la aproximacion 


OF-dr 

C r 


(rot F(P 0 )) • n(P 0 ) dS 


= (rot F(P, 0 )) • n(P 0 ) dS 

J - 

S r 

= (rot F(P 0 )) • n(P 0 ) A n 

donde A r es el area irr 2 de la superficie circular S r . Cuando dejamos r - 
rot F (P) ~ rot F(P 0 ) se vuelve mejor y por ello (9) produce 


(rot F(P 0 )) ■ n(P 0 ) = Km J- 

r—> 0 A r 


F-Jr. 


(9) 

►0, la aproximacion 

( 10 ) 


De tal modo, vemos que la componente normal de rot F es el valor limite del cociente entre la 
circulacion de F y el area de la superficie circular. Para un valor pequeno pero fijo de r, tenemos 


-<P F • dr. 

r C r 


(rot F(P 0 ))' n(P„) - j 


(ID 
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Entonces, en terminos generales, rot F es la circulacion de F por unidad de area. Si rot F(P 0 ) 
A 0, entonces el lado izquierdo de (11) es un maximo cuando el circulo C r se situa de manera 
que n(P 0 ) apunte en la misma direccion que rot F(P 0 ). En este caso, la circulacion en el lado 
derecho de (11) tambien es un maximo. De tal modo, una rueda de paletas insertada en el flui- 
do en P 0 rotara mas rapido cuando su eje apunte en la direccion de rot F(P 0 ). Vea la FIGURA 15.8.5. 
Advierta, tambien, que la paleta no rotara si su eje es perpendicular a rot F(P 0 ). 



FIGURA 15.8.5 Rueda de paletas 
giratorias en un fluido 



■ Posdata: Un poco de historia George G. Stokes (1819-1903) fue 
un fisico matematico irlandes. A1 igual que George Green, Stokes 
fue catedratico en la Universidad de Cambridge. En 1854, Stokes plan¬ 
ted su teorema como un problema en el examen de un concurso para 
estudiantes de Cambridge. No se sabe si alguien resolvio el problema. 


(J> c NOTAS DESDE EL AULA 

El valor de la integral de superficie (2) esta determinado exclusivamente por la integral alre- 
dedor de su frontera C. Esto basicamente significa que la forma de la superficie S es irrele- 
vante. Suponiendo que las hipotesis del teorema 15.8.1 se satisfacen, entonces para dos super¬ 
ficies diferentes Si y S 2 con la misma orientacion y con la misma frontera C, tenemos 

j>F • dr = J J(rot F) • n dS = J J(rot F) • n dS. 

Si s 2 

Yea la FIGURA 15.8.6 y los problemas 17 y 18 de los ejercicios 15.8. 



a) 

C 



b) 


FIGURA 15.8.6 Dos superficies 
con la misma frontera C 


Ejercicios 15.8 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-4, verifique el teorema de Stokes para el 
campo vectorial dado. Suponga que la superficie S se orienta 
hacia arriba. 

1. F = 5yi — 5rj + 3 k; S' es la porcion del piano z — 1 
dentro del cilindro x 2 + y 2 = 4 

2. F = 2zi — 3xj + 4yk; S es la porcion del paraboloide 
z— 16 — x 2 — y 2 para z > 0 

3. F = zi + x] + yk; S es la porcion del piano 2x + y + 
2z = 6 en el primer octante. 

4. F = xi + yj + zk; S es la porcion de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 para z > 0 

En los problemas 5-12, emplee el teorema de Stokes para eva- 
luar (f c F • dr. Suponga que C esta orientada en sentido contra- 
rio al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. 

5. F = (2z + x)i + (y — z)j + (x + y)k; C es el trian- 
gulo con vertices (1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 

6. F = z 2 y cos xyi + z 2 x(l + cos xy)j + 2z sen xyk; C es la 
frontera del piano z = 1 — y que se ilustra en la FIGURA 
15.8.7. 



FIGURA 15.8.7 Curva del problema 6 

7. F = xyi + 2yzj + vzk; C es la frontera dada en el pro¬ 
blema 6. 

8. F = (x + 2z)i + (3x + y)j + (2y - z)k; C es la curva 
de interseccion del piano x + 2y + z = 4 con los pia¬ 
nos de coordenadas. 

9. F = y 3 i — v 3 j + z 3 k; C es la traza del cilindro v 2 + 
y 2 = 1 en el piano x + y + z = 1 [ Sugerencia : Emplee 
coordenadas polares.] 

10. F = x 2 y\ + (x + y 2 )j + vy 2 zk; C es la frontera de la 
superficie que se muestra en la FIGURA 15.8.8 
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FIGURA 15.8.8 Curva del problema 10 

11 . F = xi + x 3 y 2 j + zk; C es la frontera del semielipsoide 
z = V4 — 4x 2 — y 2 en el piano z = 0 

12. F = zi + xj + yk; C es la curva de interseccion del 
cono z — A/x 2 + y 2 y la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 que se 
muestran en la FIGURA 15.8.9 



FIGURA 15.8.9 Curva del problema 12 


En los problemas 13-16, emplee el teorema de Stokes para 
evaluar / f 5 (rot F) • n dS. Suponga que la superficie S esta 
orientada hacia arriba. 

13. F = 6yzi + 5xj + yze x \; S es la porcion del parabo- 
loide z — \x 2 + y 2 para 0 < z < 4 

14. F = yi + (y — x)j + z 2 k; S es la porcion de la esfera 
x 2 + y 2 + (z ~ 4) 2 = 25 para z > 0 

15. F = 3x 2 i + 8x 3 yj + 3x 2 yk; S es la porcion del piano 
z = x que yace dentro del cilindro rectangular definido 
por los pianos x = 0, y = 0, x = 2, y = 2 

16. F = 2xy 2 zi + 2x 2 yzj + (x 2 y 2 - 6x)k; S es la porcion 
del piano z = y que yace dentro del cilindro x 2 + y 2 = 1 

17. Emplee el teorema de Stokes para evaluar 

o zV dx + xy 2 dy + tan ~ l y dz, 

'c 

donde C es el circulo x 2 + y 2 = 9 encontrando una 
superficie S con C como su frontera y tal que la orienta- 
cion de C sea en direccion contraria al de las manecillas 
del reloj cuando se observe desde arriba. 

18. Considere la integral de superficie /Js(rot F) • n dS , 
donde F = xyzk y S es la porcion del paraboloide 
z = 1 — x 2 — y 2 para z ^ 0 orientado hacia arriba. 

a) Evalue la integral de superficie mediante el metodo de 
la seccion 15.6; esto es, no emplee el teorema de Stokes. 

b) Evalue la integral de superficie encontrando una 
superficie mas simple que este orientada hacia arriba 
y que tenga la misma frontera que el paraboloide. 

c ) Utilice el teorema de Stokes para verificar sus resulta- 
dos del inciso b). 


15.9 Teorema de la divergencia 

■ Introduce ion Como se menciono en la introduccion de la seccion 15.8, en esta seccion vamos 
a examinar otra generalizacion del teorema de Green. Podria valer la pena repasar la primera 
forma vectorial del problema de Green en (1) de la seccion 15.8. Esta generalizacion tridimensio¬ 
nal se basa en una segunda interpretacion vectorial del teorema que se presenta a continuacion. 

■ Forma vectorial del problema de Green Sea F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j un campo vecto¬ 
rial bidimensional y considere a T = (dx/ds) i + ( dy/ds )j como una tangente unitaria a una 
curva plana cerrada simple C. En (1) de la seccion 15.8 vimos que $ C (F • T) ds puede evaluar- 
se mediante una integral doble que implique a rot F. 

Similarmente, si n = (dy/ds) i — (dx/ds) j es una normal unitaria a C (verifique T • n), 
entonces $ C (F • n) ds puede expresarse en terminos de una integral doble que implique a div F. 
Del teorema de Green, 


I J 



dP f dQX 


* r 

dP dQ 

(p (F • n) ds = c 
Jc 

> P dy - Qdx = 
c J 


_dx \ dy) 

dA = 

* 

— + — 
dx dy 


Esto es, 


o (F • n) ds 
Jc 


divF dA. 


( 1 ) 


■ Teorema de Green en espacio tridimensional El resultado en (1) es un caso especial del teo¬ 
rema de la divergencia o de Gauss. El siguiente teorema generaliza (1) en espacio tridimensional. 
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Teorema 15.9.1 Teorema de la divergencia 

Suponga que D es una region acotada en el espacio tridimensional con una frontera suave por 
partes S que esta orientada hacia arriba. Sea 

F(x, y, z) = P(x , y, z )i + Q(x, y, z )j + R(x , y, z )k 


un campo vectorial para el cual P, Q y R son continuas y tienen primeras derivadas parciales 
continuas en una region tridimensional que contiene a D. Entonces 


(F • n) dS = j J J (div F) dV, 

S D 

donde n es una normal unitaria hacia fuera para S. 


( 2 ) 


DEMOSTRACION PARCIAL Probaremos (2) para la region especial D que se ilustra en la FIGU- 
RA 15.9.1 cuya superficie S consiste en tres partes 

(fondo) Si. z = gi(x, y), (x, y ) en R 
(parte superior) S 2 : z = g 2 (x , y), (. x , y) en R 

(lado) S 3 : g x (x, y) < z < g 2 (x, y), (x, y) sobre C, 

donde R es la proyeccion de D sobre el piano xy y C es la frontera de R. Puesto que 
dP dQ dR 

divF = ^ ^ y F n = P(i n) + g(j n) + R(k n) 

ox oy oz 

es posible escribir 


(F • n) dS = P(i • n) dS + g(j • n) dS + P(k • n) dS 


dP 


divF dV = dV + ^ JV. 


dx 

D D D 

Para probar (2) solo necesitamos establecer que 


dQ 


dy 


dR 


dz 


dP 


R(i ■ n)dS = Ml ^dV, 


Q(j-n)dS= Ml ^dV, 


(3) 

(4) 


fl(k-n) dS = | | || ^dV. 


(5) 


S D 

En realidad, solo probamos (5) debido a que las demostraciones de (3) y (4) se deducen de una 
manera similar. Ahora, 


If *v = 

D ' R 

A continuacion escribimos 


gi(x, y ) 


gi(x, y ) 


dR j 
— dz 
dz 


dA = [P(x, y, g 2 (x, y)) ~ R(x, y, g x (x, y))] dA. (6) 


R(k • n) dS = P(k • n) dS + 


P(k-n) dS + P(k-n) dS. 


s s x s 2 s 3 

Sobre Si: Puesto que la normal hacia fuera apunta hacia abajo, describimos la superficie como 
h(x 9 y, z) = g\(x, y) - z = 0. De tal modo, 


Vh 

|VA| 


dgi. , d 8i. . 

u 1 + V 


dgiY , fdgi 


1 + 1 ~dt) + V dy 


por lo que k • n = 


-1 


dg iY , (d gl 


1 + 1 tt) + V ay 


n 



FIGURA 15.9.1 Superficie 
utilizada en la prueba del teorema 
15.9.1 
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De la definicion de dS tenemos entonces 


n 



FIGURA 15.9.2 Region sin lado 
vertical 



R(k • n) dS 
J. 


- \R(x,y, 


S x R 

Sobre S 2 : La normal hacia fuera apunta hacia arriba 
esta vez como h(x, y, z) = z ~ gifa y) = 0- Por tanto, 


gl (x,y))dA. (7) 

de modo que describimos la superficie 


Vh 

= W\ 


dgl. _ 

dx 1 


d §2 . 

V + k 



Del ultimo resultado encontramos 


por lo que k • n 



R (k • n) dS = R(x , y, g 2 (x, y)) dA. 


( 8 ) 


Sobre S 3 : Como este lado es vertical, k es perpendicular a n. Consecuentemente, k • n = 0 y 

tf(k • n) dS = 0. (9) 


Finalmente, sumando (7), (8) y (9) obtenemos 

[R(x, y, g 2 (x, y)) ~ R(x , y, gl (x 9 y))] dA, 


que es lo mismo que (6). 


Aunque demostramos (2) para una region especial D que tiene un lado vertical, notamos que 
este tipo de region no se requiere en el teorema 15.9.1. Una region D sin lado vertical se ilustra 
en la FIGURA 15.9.2; una region acotada por una esfera o un elipsoide no tiene tampoco un lado ver¬ 
tical. El teorema de la divergencia tambien se cumple para una region D acotada entre dos super¬ 
ficies cerradas tal como las esferas concentricas S a y S b que se muestran en la FIGURA 15.9.3; la 
superficie frontera S de D es la union de S a y S b . En este caso, / J S (F • n) dS = fff D div F dV se 
convierte en 


(F • n) dS + (F • n) dS = 


div F dV, 


S b S a D 

donde n apunta hacia fuera de D. En otras palabras, n apunta alejandose del origen sobre S b , pero 
n apunta hacia el origen sobre S a . 


EJEMPLO 1 


Verificacion del teorema de la divergencia 


Sea D una region cerrada acotada por el hemisferio x l + y + (z — 1) — 9,1 


4, y el piano 


z = 1. Verifique el teorema de la divergencia para el campo vectorial F = xi + yj + (z — l)k. 
Solucion La region cerrada se muestra en la FIGURA 15.9.4. 


S l :x 2 + y 2 + (z~ l) 2 =9 
1 < z<4 




D 


yf-jL 


S 2 :z= 1 


/ 

FIGURA 15.9.4 Superficie del ejemplo 1 


x 2 + / = 9 
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La integral triple: PuestoqueF = xi + yj + (z — l)k, vemos que divF = 3. En consecuencia, 



div F dV = 


III* "-’III"- 3 

D D 



5477. 


( 10 ) 


En el ultimo calculo, aprovechamos el hecho de que JJJ D dV produce el volumen del hemisferio. 

La integral de superficie: Escribimos ff s = ff s + ff s , donde es el hemisferio y S 2 es el 
piano z — 1. Si Si es una superficie de nivel de h(x, y, z) = x 2 + y 2 + (z ~ l) 2 , entonces una 
normal unitaria que apunta hacia arriba es 


V/z = xi + yj + (z - l)k = x. + y_ . + z ~ l b 

iv*r v^ + ^ + fe-D 2-31 3J 3 ' 


Ahora, 


F ' n_ y + y + 


V , (.- - 1) J 1, 2 , , 


= ^(x z + y 2 + (z 


y por ello con la ayuda de coordenadas polares obtenemos 



3, 


Si R J 

= 9 [ [ (9 - rf'lhdrdO = 54 t 7 . 

Jo Jo 

Sobre S 2 , tomamos n = —k de modo que F • n = — z + 1. Pero, como z — 1, ffs 2 (~z + 1) ^ 
= 0. Por consiguiente, vemos que 


concuerda con (10). 


(F • n) dS = 5477 + 0 = 5477 


EJEMPLO 2 


Empleo del teorema de la divergencia 


Evalue f f s (F ■ n) dS, donde S es el cubo unitario definido por 0 < v < 1, 0 < y < 1, 0 < z < 1 
y F = xyi + y 2 zj + z 3 k. 


Solucion Vea la figura 15.6.13 y el problema 24 de los ejercicios 15.6. En lugar de evaluar seis 
integrates de superficie, aplicamos el teorema de la divergencia. Puesto que 
div F = V • F = y + 2yz + 3z 2 , tenemos de (2), 


(F • n) dS = (y + 2yz + 3 z z ) dV 


(y + 2yz + 3z 2 ) dx dy dz 


f 0 ->0 Jo 
i r l 


(y + 2yz + 3z 2 ) dy dz 


f o *>0 
i 


p 2 + y 2 z + 3yz 2 


dz 


± + z + 3 Adz = (\z + \z - 1 + z 3 


= 2 . 


■ Interpretation fisica de la divergencia En la seccion 15.7 vimos que podrfamos expresar la 
componente normal del rotacional de un campo vectorial F en un punto como un limite que inclu- 
yera la circulacion de F. En vista de (2) es posible interpretar la divergencia de F en un punto como 
un limite que incluye el flujo de F. Recuerde de (7) de la seccion 15.6 que el flujo de un campo de 
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FIGURA 15.9.5 Pequena esfera 
centrada en P 0 


velocidades F de un fluido es la razon de cambio del flujo de fluido, esto es, el volumen de fluido 
que fluye a traves de una superficie por unidad de tiempo. En la seccion 15.7 vimos que la divergen¬ 
ce de F es el flujo por unidad de volumen. Para reforzar esta ultima idea, vamos a suponer que 
P()(x (h y 0 , zo) es cualquier punto en el fluido y S r es una pequena esfera de radio r centrada en P 0 . 
Yea la FIGURA 15.9.5. Si D r es la esfera S r y su interior, entonces el teorema de la divergencia produce 


J J(F • n) dS 

s r 


div F dV. 


(ID 


Si tomamos la aproximacion div F (P) ~ div F(P 0 ) en cualquier punto P(x, y, z) dentro de la 
pequena esfera, entonces (11) produce 


(F • n )dS 


div F(P 0 ) dV 


= divF(Po) dV 


= div F(P 0 ) V r , 


( 12 ) 


donde V r es el volumen f^r 3 de la region esferica D r . Dejando que r —> 0, vemos de (12) que la 
divergencia de F es el valor limite del cociente del flujo de F y el volumen de la region esferica: 


divF(Po) = lim — 

r^° V r 


(F • n) dS. 


(13) 


En consecuencia, la divergencia de F es el flujo por unidad de volumen. 

El teorema de la divergencia es extremadamente util en la derivacion de algunas de las famo- 
sas ecuaciones en electricidad y magnetismo, asi como en hidrodinamica. En la discusion que 
sigue consideraremos un ejemplo del estudio de fluidos. 


■ Ecuacion de continuidad A1 final de la seccion 15.7 mencionamos que una interpretacion de 
div F es una medida de la razon de cambio de la densidad de un fluido en un punto. Para ver por 
que esto es asi, supondremos que F es un campo de velocidades de un fluido y que p(x, y, z, t) 
es la densidad de un fluido en el punto P(x, y, z) en el tiempo t. Sea D la region cerrada consis- 
tente en una esfera S y su interior. Sabemos de la seccion 14.7 que la masa total m de un fluido 
en D esta dada por 


m = 


p(x, y, z, t) dV. 


D 

La razon a la cual la masa aumenta en D esta dada por 


dm 

dt 


d_ 

dt. 


p(x, y, z, t) dV = 



D D 

Ahora de la figura 15.6.8Z?) vemos que el volumen del fluido que fluye 
mento de area de superficie A S por unidad de tiempo se aproxima mediante 


(14) 

a traves de un ele- 


(F • n) AS. 


La masa del fluido que fluye a traves de un elemento de area de superficie A S por unidad de 
tiempo es entonces 


(pF • n) AS. 


Si suponemos que el cambio en la masa en D se debe solo al flujo que entra y sale de D , enton¬ 
ces el volumen del fluido que fluye hacia fuera de D por unidad de tiempo esta dado por (7) de 
la seccion 15.6, f f (F • n) dS, en tanto que la masa del fluido que fluye hacia fuera de D por uni¬ 
dad es J/^(pF • n) dS. En consecuencia, una expresion alterna para la razon a la cual la masa 
aumenta en D es 


- (pF.n)JS. 


5 


(15) 
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Por el teorema de la divergencia, (15) es lo mismo que 

div (pF) dV. (16) 

D 

Igualando (14) y (16) se produce 

jjj^ dV = - jjjdiv(pF) dV o + div(pF)^j dV = 0. 

D D D 

Puesto que este ultimo resultado se cumple para toda esfera, obtenemos la ecuacion de conti- 
nuidad para el fluido que fluye: 

Y t + div (pF) = °- ( 17 > 

En la pagina 849 establecimos que si div F = V • F = 0, entonces un fluido es incompresible. 
Este hecho se sigue de inmediato de (17). Si un fluido es incompresible (como el agua), enton¬ 
ces p es constante, por lo que, en consecuencia, V • (pF) = p(V • F). Pero ademas, dp/dt = 0, 
y por ello (17) implica V • F = 0. 

■ Posdata: Un poco de historia Johann Karl Friedrich Gauss (1777-1855) fue el primero de 
una nueva variedad de matematicos precisos y exigentes (los “rigurosos”). Hemos visto en bosque- 
jos biograficos anteriores que Augustin Louis Cauchy y Karl Wilhelm Weierstrass fueron dos mate¬ 
maticos que siguieron sus pasos. Karl Friedrich Gauss, el unico hijo de un pobre jardinero, fue un 
nino prodigio en matematicas. Aun no contaba con tres anos cuando corrigio el 
calculo de la nomina de su padre. Siendo adulto, Gauss a menudo remarco que 
el podrfa calcular o “contar” antes de hablar. Como estudiante universitario 
Gauss se atormentaba entre dos amores: la filologia y las matematicas. Aunque 
dominaba con facilidad otras lenguas, fue inspirado por algunos logros matema¬ 
ticos originales como adolescente y estimulado por el matematico Wolfgang 
Bolyai, por lo que la eleccion entre las lenguas y las matematicas no fue tan difi- 
cil. A la edad de 20 anos, Gauss se consolido en una carrera de matematicas. A 
la edad de 22, habia completado un libro sobre teorfa de numeros, Disquisitio- 
nes Arithmeticae. Publicado en 1801, este texto se reconocio como una pieza 
maestra e incluso en la actualidad sigue siendo un clasico en este campo. La 
disertacion doctoral de Gauss de 1799 tambien es un documento memorable. 
Empleando la teoria de funciones de una variable compleja, fue el primero en demostrar el llama- 
do teorema fundamental del algebra: toda ecuacion polinomial tiene al menos una raiz. 

Si bien Gauss fue en verdad reconocido y respetado como un matematico sobresaliente 
durante su vida, el gran alcance de su genio no se reconocio hasta la publicacion de su diario 
cientifico en 1898, 44 anos despues de su muerte. A pesar del disgusto de muchos matematicos 
del siglo xix, el diario revelo que Gauss habia previsto, a veces por decadas, muchos de sus des- 
cubrimientos o, quiza mas precisamente, redescubrimientos. Fue del todo ajeno a la fama; sus 
investigaciones matematicas muchas veces las llevo a cabo, como un nino que juega en la play a, 
simplemente por el placer y la autosatisfaccion y no por la instruccion que podrian haber obte- 
nido otros mediante la publicacion. 

De cualquier lista de “los mas grandes matematicos que han vivido”, sin duda Karl Friedrich 
Gauss debe estar cerca de la cima. Por su profundo impacto en muchas ramas de las matemati¬ 
cas, a Gauss se le refiere a menudo como “el principe de las matematicas”. 



Gauss 



NOTAS DESDE EL AULA 

. 

^Por que algunos objetos flotan en el agua y otros se hunden? La respuesta proviene del prin- 
cipio de Arquunedes, el cual senala: cuando un objeto se sumerge en un fluido, el fluido ejer- 
ce una fuerza hacia arriba sobre el, llamada fuerza de flotacion, con una magnitud que es 
igual al peso del fluido desplazado. De tal manera, un corcho tiene una flotacion o flotamien- 
to positivo puesto que el peso del corcho es menor que la magnitud de la fuerza de flotacion. 
Un submarino alcanzara flotacion negativa y se sumergira llenando sus tanques de lastre con 
agua, haciendo que de esa manera su peso sea mayor que la magnitud de la fuerza de flota¬ 
cion ejercida sobre el. Vea la FIGURA 15.9.6. Se le pide que demuestre ese famoso teorema utili- 
zando el teorema de la divergencia en el problema 22 de los ejercicios 15.9. 



FIGURA 15.9.6 Un submarino se 
sumerge cuando la magnitud de la 
fuerza de flotacion es menor que 
la magnitud de su peso 
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Ejercicios 15.9 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, verifique el teorema de la divergencia 
para el campo vectorial dado. 

1. F = xyi + yzj + xzk; D la region acotada por el cubo 
unitario definido por 0 < x < 1,0 < y < 1, 0 < z < 1 

2. F = 6xyi + 4yzj + xe~ y k ; D la region acotada por los 
tres pianos de coordenadas y el piano x + y + z = 1 

En los problemas 3-14, emplee el teorema de la divergencia 
para determinar el flujo hacia fuera / J S (F • n) dS del campo 
vectorial dado F. 

3. F = x 3 i + y 3 j + z 3 k; D la region acotada por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 

4. F = 4xi + yj + 4zk; D la region acotada por la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 4 

5. F = y 2 i + xz 3 j + (z ~ l) 2 k; D la region acotada por el 
cilindro x 2 + y 2 = 16 y los pianos z = 1, z — 5 

6. F = x 2 i + 2yzj + 4z 3 k; D la region acotada por el 
paralelepipedo definido por 0 < x < 1, () < y — 2, 0 < z 
<3 

7. F = y 3 i + x 3 j + z 3 k; D la region acotada en el interior 
por z = V4 - x 2 - y 2 , x 2 + y 2 = 3, z = 0 

8. F = (x 2 + sen y)i + z. j + xy 3 k; D la region acotada por 
y = x 2 , z — 9 — y, z — 0 

9. F = (xi + yj + zk)/(x 2 + y 2 + z 2 ); D la region acota¬ 
da por las esferas concentricas x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , 

x 2 + y 2 + z 2 = b 2 , b > a 

10. F = 2yzi + x 3 j + xy 2 k; D la region acotada por el 
elipsoide x 2 /a 2 + y 2 /b 2 + z 2 /c 2 = 1 

11. F = 2xzi + 5y 2 j — z 2 k; D la region acotada por z = y, 
Z = 4 — y, z = 2 — |x 2 , x = 0, z — 0. Yea la FIGURA 15.9.7. 



FIGURA 15.9.7 Region D del problema 11 

12. F = 15x 2 yi + x 2 zj + y 4 k; D la region acotada por 
x + y = 2, z = x + y, z = 3,x = 0, y = 0 

13. F = 3x 2 y 2 i + yj — 6xy 2 zk; D la region acotada por el 
paraboloide z = x 2 + y 2 y el piano z = 2y 

14. F = xy 2 i + x 2 yj + 6(sen x)k; D la region acotada por el 
cono z = Vx 2 + y 2 y los pianos z — 2, z — 4 

En los problemas 15 y 16, suponga que S forma la frontera de 

una region cerrada y acotada D. 

15. Si a es un vector constante, demuestre que ff s ( a • n) 
dS = 0. 

16. Si F = Pi + Qj + Rk y P, Q y R tiene segundas deriva- 
das parciales continuas, demuestre que /Is (rot F • n) 
dS = 0. 


= Aplicaciones 

17. El campo electrico en un punto P(x, y, z) debido a una carga 
puntual q localizada en el origen esta dado por el campo 
inverso al cuadrado E = gr/|r| 3 , donder = xi + yj + zk. 

a) Suponga que S es una superficie cerrada, S a es una 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que yace por completo den- 
tro de S, y D es la region acotada entre S y S a . Vea la 
FIGURA 15.9.8. Demuestre que el flujo hacia fuera de E 
para la region D es cero. 

b) Utilice el resultado del inciso a) para probar la ley de 
Gauss: 

JJ(E • n) dS = 4tj -q. 

s 

Esto es, el flujo hacia fuera del campo electrico E a 
traves de cualquier superficie cerrada (para el cual se 
aplica el teorema de la divergencia) que contiene al 
origen es 4irq. 



FIGURA 15.9.8 Superficies del problema 17 


18. Suponga que hay una distribucion continua de carga a 
traves de una region cerrada y acotada D encerrada por 
una superficie S. Entonces, la extension natural de la ley 
de Gauss esta dada por 


(E • n) dS = 4iip dV, 


S D 

donde p(x, y, z) es la densidad de carga o carga por uni- 
dad de volumen. 


a) Proceda como en la derivacion de la ecuacion de con- 
tinuidad (17) para demostrar que div E = 47rg. 

b) Dado que E es un campo vectorial irrotacional, demues¬ 
tre que la funcion potencial para E satisface la ecua¬ 
cion de Poissons V 2 0 = 47rp, donde V 2 0 = V • V</>. 


= Piense en ello 

En los problemas 19 y 20, suponga que/y g son funciones 
escalares con segundas derivadas parciales continuas. Emplee 
el teorema de la divergencia para establecer las identidades 
de Green. Suponga que S forma la frontera de una region 
cerrada y acotada D. 

19. Jj(/Vg) • ndS = jjj(/V 2 g + V/- Vg)dV 

S D 

20. Jj(/Vg - gV/) • n dS = jjj(/V 2 g - gV 2 /) dV 


s 


D 
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21. Si/es una funcion escalar con primeras derivadas parcia- 
les continuas y S forma la frontera de una region cerrada 
y acotada D , entonces demuestre que 


fndS 



VfdV. 


S D 

[Sugerencia: Emplee (2) sobre /a, donde a es un vector 
constante, y el problema 21 de los ejercicios 15.7.] 


22. La fuerza de flotacion sobre un objeto flotante es B = 
dS , donde p es la presion de fluido. La presion 
p se relaciona con la densidad del fluido p(x, y, z) 
mediante la ley de la hidrostatica: Vp = p(x, y, z) g, 


donde g es la aceleracion constante debida a la gravedad. 
Si el peso del objeto es W = mg, utilice el resultado del 
problema 21 para probar el principio de Arquimedes, 
B + W = 0. Yea la FIGURA 15.9.9. 



FIGURA 15.9.9 Objeto flotante del problema 22 


Revision del capitulo 15 

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47. 

A. Verdadero/falso_ 

En los problemas 1-12, conteste verdadero (V) o falso (L). Donde sea apropiado, suponga la con- 

tinuidad de P, Q y de sus primeras derivadas parciales. 

1. La integral / C (X 2 + y 2 ) dx + 2xy dy , donde C esta dada por y = x 3 de (0, 0) a (1, 1) tiene 

el mismo valor sobre la curva y = x 6 de (0, 0) a (1, 1)._ 

2. El valor de la integral f c 2xy dx — v 2 dy entre dos puntos Ay B depende de la trayectoria C. 

3. Si Ci y C 2 son dos curvas suaves tales que f C P dx + Qdy = f c P dx + Q dy , entonces 

f c Pdx + Qdy es independiente de la trayectoria._ 

4. Si el trabajo / C F • dr depende de la curva C entonces F es no conservativo._ 

5. Suponiendo continuidad de todas las derivadas parciales y dP/dx = dQ/dy , entonces 

J C P dx + Qdy es independiente de la trayectoria._ 

6. En un campo de fuerza conservativo F, el trabajo realizado por F alrededor de una curva 

cerrada simple es cero._ 

7. Suponiendo continuidad de todas las derivadas parciales, V X V/=0._ 

8. La integral de superficie de la componente normal del rotacional de un campo vectorial con¬ 
servativo F sobre una superficie S es igual a cero._ 

9. El trabajo realizado por una fuerza F a lo largo de una curva C se debe por completo a la 

componente tangencial de F._ 

10. Para un campo vectorial bidimensional F en el piano z = 0, el teorema de Stokes es lo 

mismo que el teorema de Green._ 

11. SiF es un campo de fuerza conservativo, entonces la suma de las energias potencial y cine- 

tica de un objeto es constante._ 

12. Si / C F • dr es independiente de la trayectoria C en una region apropiada R , entonces 

F = Pi + 2j es el gradiente de alguna funcion <fi. _ 

B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-10, llene los espacios en bianco. 

1. Si <fi = — . 1 es una funcion potencial para un campo de fuerza conservativo F, enton- 

Vx 2 + y 2 

ces F =_. 

2. Si F = f{x )i + g(y)j + h(z) k, entonces rot F =_. 

En los problemas 3-6, F = x 2 y i + xy 2 j + 2xyzk. 

3. V ■ F =_ 4. V X F = _ 

5. V • (V X F) =_ 6. V(V • F) =_ 
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7. Si C es la elipse 2(x — 10) 2 + 9(y + 13) 2 = 3, entonces <p c (y - le x3 ) dx + (x + In Vy ) dy 


8. Si F es el campo de velocidades de un fluido para el cual rot F = 0, entonces F se dice que 

es_. 

9. Una ecuacion de un piano tangente a la superficie r (u, v) = ui + uj + 2 \/uv k en u = 1, 

u = 4 es_. 

10. Un bastidor sobre la superficie r (u, v) = (4 u + u)i + (u + 2u)j + (u + v)k correspon- 
diente a u = 2 tiene las ecuaciones parametricas_. 


C. Ejercicios 


1. Evalue ——- ds, donde C esta dada por x = cos 2 1, y = sen 2t, z = 2t, tt < t < 2 tt . 

) c x 2 + y 2 

2. Evalue / c (xy + 4x) donde C esta dada por 2x + y = 2 de (1, 0) a (0, 2). 

3. Evalue / c 3v 2 y 2 Jv + (2x 3 y — 3y 2 ) dy, donde C esta dada por y = 5x 4 + lx 2 — 14v de 

(0, 0) a (1,-2). 

4. Evalue § c {x 2 + y 2 ) Jv + (.x 2 - y 2 ) dy, donde C es el circulo x 2 + y 2 = 9. 

5. Evalue f c y sen ttz dx + x 2 e y dy + 3vyz Jz, donde C esta dada por x = t,y = t 2 , z = t 3 de 

(0, 0, 0) a (1, 1, 1). 

6. Si F = 4yi + 6vj y C esta dada por x 2 + y 2 = 1, evalue cp c F • dr de dos maneras diferentes. 

7. Encuentre el trabajo realizado por la fuerza ¥ = x sen yi + y sen vj actuando a lo largo de 
los segmentos de recta de (0, 0) a (tt/2, 0) y de (tt/2, 0) a (tt/2, tt). 


8 . 


2 

Encuentre el trabajo realizado por F = —--ri H—- 

x 2 + y 2 x 2 

sobre la trayectoria que se muestra en la FIGURA 15.R.1. 


1 

+ / 


j de (- 


|) a (l, V3) actuando 


y ; 

' ( 1 .V 3 ) 

f 

(- 1 , 1 ) 

. { 

— 1 - 

(ID 

- 


FIGURA 15.R.1 Curva C del problema 8 


En los problemas 9 y 10, demuestre que la integral dada es independiente de la trayectoria. Evalue. 

r (1,1,77) 

9. 2xy dx + (x 2 + 2 yz) dy + (y 2 + 4) dz 

•1(1, 1,0) 

[( 3 , 2 , 0 ) 

10. (2x + 2 ze 2x ) dx + (2 y — 1 ) dy + e 2x dz 

V 0 , 1 ) 

11. Evalue (p c —4y dx + 8v dy, donde C = C x U C 2 es la frontera de la region R que se muestra 
en la FIGURA 15.R.2. 



C 2 : (x-5) 2 + y 2 =l 

FIGURA 15.R.2 Curva C del problema 11 
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12. Sea C una curva cerrada simple suave por partes. Demuestre que 

f y — 1 1 - x _ f —2i t, si (1, 1) esta dentro de C 

J c (x _ 1} 2 + (y - 1)2 + (jc _ 1} 2 + (y _ 1)2 J;y _ \0, si (1, 1) esta fuera de C. 

13. Evalue ff s (z/xy) dS , donde S' es la porcion del cilindro z = x 2 e n el primer octante que esta 
acotada por y = 1, y = 3, z = 1, z = 4. 

14. Si F = i + 2j + 3k, determine el flujo de F a traves del cuadrado definido por 0 < x < 1, 
0 < y < 1, z = 2. 

15. Sea la superlicie S la porcion del cilindro y = 2 — e~ x cuya proyeccion sobre el piano vz es 
una region rectangular R definida por 0<x<3,0<z<2. Vea la FIGURA l5.R.3a). 
Encuentre el flujo de F = 4i + (2 — y) j + 9k a traves de la superficie si S esta orientada 
alejandose del piano xz. 

16. Vuelva a trabajar el problema 15 utilizando la region R en el piano yz que corresponde a 
0 < x < 3, 0 < z ^ 2. Vea la figura 15.R.3&). 




a) b ) 

FIGURA 15.R.3 Superficies de los problemas 15 y 16 

17. Si F = cV(l/r), donde c es constante y r = |r|, r = xi + yj + zk, encuentre el flujo de F 
a traves de la esfera v 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

18. Explique por que el teorema de la divergencia no es aplicable en el problema 17. 

19. Encuentre el flujo de F = cV(l/r), donde c es constante y r = |r|, r = xi + yj + zk, a tra¬ 
ves de cualquier superficie S que forma la frontera de una region acotada cerrada del espa- 
cio que no contiene al origen. 

20. Si F = 6xi + 7zj + 8yk, use el teorema de Stokes para evaluar ffs(rot F • n) dS, donde S 
es la porcion del paraboloide z = 9 — x 2 — y 2 dentro del cilindro x 2 + y 2 = 4. 

21. Emplee el teorema de Stokes para evaluar § c ~2y dx + 3x dy + 10z dz, donde C es el circu- 
lo (x - l) 2 + (y - 3) 2 = 25, z = 3. 

22. Determine el trabajo (£ C F • dr realizado por la fuerza F = x 2 \ + y 2 j + z 2 k alrededor de la 
curva C que es formada por la interseccion del piano z = 2 — y y la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 
4 z. 

23. Si F = xi + yj + zk, use el teorema de la divergencia para evaluar JJ (F • n) dS, donde S 
es la superficie de la region acotada por x 2 + y 2 = 1, z = 0, z = 1. 

24. Repita el problema 23 para F = |v 3 i + |y 3 j + |z 3 k. 

25. Si F = (x 2 — e y tan -1 z)i + (x + y) 2 j — (2yz + x 10 )k, use el teorema de la divergencia para eva¬ 
luar JJ (F • n) dS , donde S es la superficie de la region en el primer octante acotado por 

z = 1 - x 2 , z = 0, z = 2 — y, y = 0. 

26. Suponga que F = xi + yj + (z 2 + l)k y S es la superficie de la region acotada por 
x 2 + y 2 = a 2 , z = 0, z = c. Evalue JJ 5 (F • n) dS sin la ayuda del teorema de la divergencia. 
{Sugerencia: El area de la superficie lateral del cilindro es 2iTac.] 

En los problemas 27-30, elimine los parametros en el conjunto de ecuaciones parametricas y 

obtenga una ecuacion en jc, y, y z. Identifique la superficie. 

27. x = u cosh v, y = u senh v , z = u 2 28. x — u cos v, y = u sen v, z = u 2 

29. r( m, v) = cos ui + cos 2 uj + uk. 30. r( m, v) = cos u cosh vi + sen u cosh uj + senh vk 














Capitulo 16 


Ecuaciones diferenciales 
de orden superior 



En este capitulo En el capitulo 8 presentamos dos tipos importantes de ecuaciones diferen¬ 
ciales de primer orden: separables y lineales. Tambien analizamos como las ecuaciones 
diferenciales de primer orden podrian servir de modelos matematicos para diversos fenomenos 
fisicos como el crecimiento poblacional, el decaimiento radiactivo y el enfriamiento de un cuer- 
po. Ahora, al retomar la discusion, aunque breve, enfocaremos nuestra atencion en una impor- 
tante clase de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Veremos que un modelo matematico 
para los desplazamientos de una masa en una cuerda vibratoria es, salvo por la terminologia, lo 
mismo que un modelo para la corriente en un circuito en serie que contiene un inductor, un 
resistor y un capacitor. 

16.1 Ecuaciones exactas de primer orden 

16.2 Ecuaciones lineales homogeneas 

16.3 Ecuaciones lineales no homogeneas 

16.4 Modelos matematicos 

16.5 Soluciones en series de potencias 
Revision del capitulo 16 
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16.1 Ecuaciones exactas de primer orden 

■ Introduccion La nocion de una ecuacion diferencial de primer orden la introdujimos en el 
capitulo 8. Uno de los problemas basicos en el estudio de ecuaciones diferenciales es: ^como 
resolverlas? En las secciones 8.1 y 8.2 resolvimos ecuaciones diferenciales separables y lineales 
de primer orden. Luego de un breve repaso de estos dos tipos de ecuaciones, examinamos otra 
ecuacion diferencial de primer orden llamada ecuacion exacta. Puesto que el metodo de solu¬ 
cion para una ecuacion diferencial exacta utiliza la diferencial de una funcion de dos variables, 
se recomienda un repaso de la seccion 13.4. 


■ Ecuaciones diferenciales separables Recuerde que la ecuacion diferencial de primer orden 
y' = F(x , y) es separable si la funcion F(x, y ) tiene la forma F(x, y) = g(x)/(y). De tal modo, 
y' = xy/(x 2 + 1) es separable, porque podemos escribir 


F(x,y) = 


*y 

x 2 + 1 


x 2 + 1 


•y- 


De igual manera, y' = xye x2+r es separable porque es posible escribirla como y f = xe x2 • ye yl . 
Para resolver una ecuacion diferencial separable, reescribimos la ecuacion dy/dx = g(x)f(y) en 
forma diferencial 


dy_ 

Ay) 


= g(x) dx, 


y luego integramos ambos lados de la ecuacion. 


■ Ecuaciones diferenciales lineales Una ecuacion diferencial de primer orden lineal es aque- 
11a que puede ponerse en la forma estandar y' + P(x)y = /(x). Para resolver esta ecuacion mul- 
tiplicamos ambos lados por el factor integrante e^ p{x) dx . Esto produce 

e fP(x)dxy + e JP(x) dx P(x) y = e SP(x)dXf^ 


o 


d 

dx 


[ e f p(x) dx y] 


= e fp(x)dx f(x). 


( 1 ) 


A1 integrar ambos lados, tenemos 

e SP(x)dx y = j e fPU) dx f(x) dx asf que y = e -Mx)dxj e JP(x) dxf( x) dx 

Este es uno de los casos raros en que hay una formula para la solucion de miembros de una gran 
clase de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, usted no debe memorizar esta formula. Mas 
bien, debe encontrar el factor integrante y despues utilizar la ecuacion en (1) para resolver la 
ecuacion diferencial. 


Ademas de 13.4, se le sugiere 
repasar las secciones 14.2, 

15.2 y 15.3. 

Considere ahora la ecuacion diferencial simple 

y dx + xdy = 0. (3) 

Esta ecuacion es tanto separable como lineal, pero puede resol verse de una manera alterna 
al darse cuenta de que el lado izquierdo es la diferencial de f(x, y) = xy ; esto es, 
y dx F xdy = d(xy). La ecuacion diferencial en (3) se convierte entonces en d(xy) = 0, e inte- 
grando ambos lados de inmediato se produce la solucion xy = C. En general, queremos ser capa- 
ces de reconocer cuando una forma diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy es la diferencial total de 
una funcion/(x, y). 


■ Una definicion Dirigimos ahora nuestra atencion a una clase de ecuaciones diferenciales de 
primer orden que se llaman exactas. Si bien la discusion siguiente es suficiente, las principales 
tecnicas para reconocer y resolver una ecuacion exacta ya se han cubierto en la seccion 15.3. 
La diferencial (tambien llamada diferencial total) de una funcion/(x, y) es 

df df 

df = — dx + — dy. (2) 
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Definicion 16.1.1 Ecuacion diferencial exacta 

La ecuacion diferencial M(x, y ) dx + N(x, y) dy = 0 es exacta en una region rectangular R del 
piano xy si existe una funcion/(x, y) tal que 

df = M(x, y) dx + N(x, y) dy. 


De (2) vemos que una ecuacion diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 es exacta si es la 
misma que 


df df 

— dx + —dy = 0 
dx dy 


para alguna funcion /; esto es, si M(x, y) 


K 

dx 


y N(x, y ) 


V 

dy 


para alguna funcion /. 


EJEMPLO 1 


Diferencial exacta 


La ecuacion diferencial x 2 y 3 dx + x 3 y 2 dy = 0 es exacta porque, cuando/(x, y) = \x 3 y 3 , tene- 
mos df = x 2 y 3 dx + x 3 y 2 dy. ■ 


En el ejemplo 1, note que M = x 2 y 3 , N = x 3 y 2 , por lo que 


dM 

dy 


= 3 x 2 y 2 = 


dN 
dx ’ 


El siguiente teorema muestra que esto no es una coincidencia. 


Teorema 16.1.1 Criterio para una ecuacion diferencial exacta 

Considere que M(x, y) y N(x, y) son continuas y que tienen derivadas parciales continuas en 
una region rectangular R del piano xy. Entonces una condicion necesaria y suficiente para que 

Af(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 (4) 

sea una ecuacion diferencial exacta es 

dM = dN 
dy dx 


Demostracion de necesidad Necesitamos mostrar que si (4) es exacta, entonces dM/dy = dN/dx. 
Por la definicion de una ecuacion diferencial exacta, existe una funcion/tal que 

df df 

M(x,y) = - y N0c,y) = -. 


Por tanto, ya que las primeras parciales deMyiV son continuas, 

dy dy\dx) dydx dxdy dx\dy) dx’ 


La parte de suficiencia del teorema 16.1.1 consiste en mostrar que existe una funcion/para 
la cual df/dx = M(x, y) y df/dy = N(x, y) siempre que se cumpla (5). La construccion de/en 
realidad refleja el procedimiento basico para resolver ecuaciones diferenciales exactas. 


EJEMPLO 2 


Solucion de una ecuacion diferencial exacta 


Resuelva 2xy dx + (x 2 — 1) dy = 0. 


4| Advierta la similitud entre las 
nociones de ecuaciones diferen¬ 
ciales exactas y campos vecto- 
riales conservativos, discutidos 
en la seccion 15.3. 


Solucion Primero mostramos que la ecuacion es exacta. Identificando M(x, y) = 2xy y 
N(x, y) = x 2 — 1, tenemos 


dM „ dN 

^ = 2x = Tx- 












870 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior 


lo que verifica que la ecuacion diferencial es exacta. En consecuencia, existe una funcion/(x, y) 
tal que 


M(x, y ) = 


K 

dx 


y 


N(x, y) = 


K 

dy' 


El procedimiento utilizado aqui ^ 
para determinar la funcion/es 
el mismo que se uso en la 
determinacion de la funcion 
potencial <fi de un campo 
vectorial conservativo. Vea el 
ejemplo 6 en la seccion 15.3. 


Empezando con la suposicion de que df/dx = M(x, y), tenemos 

2xy dx. 

Empleando integracion parcial, como se discutio en la seccion 14.2, obtenemos /(x, y ) = 
x 2 y + g(y). A1 usar esta forma para/, se encuentra que 


dx 


— 2xy 


asi que 


fix, y) = 


= x 2 + g'(y) = N(x,y) = x 2 - 1, 

dy 

por lo que g'(y) = -1 y g(y) = -y. 

En consecuencia, f(x, y) = x 2 y — y, y una familia de soluciones es f(x, y) = C o 

x 2 y - y = C. m 


Un problema de valor inicial 


EJEMPLO 3 


Resuelva y( 1 — x 2 )y' = xy 2 — cos x sen x sujeta a la condicion inicial y(0) = 2. 

Solucion A1 escribir la ecuacion diferencial en la forma 

(cos x senx — xy 2 ) dx + y( 1 — x 2 ) dy = 0, 

identificamos M = cos x sen x — xy 2 y N = y(l — x 2 ). La ecuacion es exacta porque 

dM „ dN 
lb = ~ 2xy = to- 


Ahora, empezando con df /dy = N(x, y), tenemos 

df 


dy 


y( 1 - x z ) 


- aqui use integracion parcial 


fix, y) = h 2 (l ~ x z ) + h(x) 


df 

dx 


—xy 2 + h'(x) = cos x sen x — xy 2 . 


La ultima ecuacion indica que h\x) = cos x sen x, por lo que integramos para encontrar 

f f 1 9 

h(x) = J cos x sen x dx = — (cos x)(—sen x dx) = --cos x. 

De tal modo, la solucion de la ecuacion diferencial es 


\y 2 ( 1 - x 2 ) - | cos 2 x = Ci o y 2 (l - x 2 ) - cos 2 x = C, 

donde hemos sustituido 2C X con C. La condicion inicial y = 2 cuando x = 0 exige que 
4(1) — cos 2 (0) = C y C = 3. Una solucion del problema es entonces 

y 2 (l - x 2 ) — cos 2 x = 3. ■ 

Desde luego, no toda ecuacion diferencial de primer orden en la forma Af(x, y) dx 
+ A(x, y) dy = 0 es una ecuacion exacta. Por ejemplo, 


xy dx + (2x 2 + 3y 2 - 20) dy = 0 
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no es exacta. Con las identificaciones M = xy y N = 2x 2 + 3 y 2 — 20 vemos que dM/dy = x y 
dN/dx = 4x. Se sigue del teorema 16.1.1 que la ecuacion diferencial no es exacta debido a que 
dM/dy ¥= dN/dx. Yea el problema 29 de los ejercicios 16.1. 


dy 

— NOTAS DESDE EL AULA 

dx . 

En el ejemplo 2 encontramos la funcion /(x, y) integrando primero M(x, y) con respecto a 
x. En el ejemplo 3 empezamos integrando N(x, y) con respecto a y. Cuando encuentre una 
solucion de una ecuacion diferencial exacta, tiene la libertad de empezar de cualquier mane- 
ra; al final habra poca diferencia. Por ejemplo, en el ejemplo 3, usted quiza pudo pensar que 
al empezar con N = y(l — x 2 ) evitarfa la necesidad de integrar cos x sen x. Sin embargo, 
resulta que esta funcion se vuelve parte de h'(x), y al final es necesario integrarla. 


Ejercicios 16.1 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48. 


= Fundamentos 


En los problemas 1-20, determine si la ecuacion diferencial 
dada es exacta. Si lo es, resuelvala. 

1. (2x + 4) dx + (3y — 1) dy = 0 

2. (2x + y) dx — (x + 6 y) dy = 0 

3. (5x + Ay) dx + (Ax — 8y 3 ) dy — 0 

4. (sen y — y sen x) dx + (cos x + x cos y — y) dy = 0 

5. (2xy 2 — 3) dx + (2 x 2 y + 4) dy = 0 

6 . ( 2y — — + cos 3x ) -j- + — 4x 3 + 3y sen 3x = 0 

V x J dx x 2 

7. (x 2 — y 2 ) dx + (x 2 — 2 xy) dy = 0 


8 . 


9. 

10 . 

11 . 

12 . 


13. 


14. 

15. 

16. 
17. 


18. 


19. 


^1 + In x + ^ dx = (1 - In x) dy 

(x — y 3 + y 2 sen x) dx = (3xy 2 + 2y cos x) dy 
(x 3 + y 3 ) dx + 3xy 2 dy = 0 


(y In y — e xy ) dx + 4- xln yJ dy = 

(3x 2 y + e y ) dx + (x 3 + xe y — 2y) dy = 

dy 7 

x—r — 2xe x — y + 6x 
dx 


, 3 \ dy 3 

1-E x I ——E y —-1 

y Jdx x 


0 

0 



_ 1 \ dx 

1 + 9x 2 ) dy 
2x)y' — 2y = 0 


+ x 3 y 2 = 0 


(tan x — sen x sen y) dx + cos x cos y dy = 0 

(2y sen x cos x — y + 2 y 2 e xyl ) dx = (x — sen 2 x — 
Axye xy ) dy 

(At 3 y - 15 1 2 — y) dt + (t 4 + 3y 2 - t) dy = 0 


20 . 






dy = 0 


En los problemas 21-24, resuelva el problema de valores ini- 
ciales dado. 

21. (x + y) 2 dx + (2xy + x 2 — 1) dy = 0, y(l) = 1 

22. (e x + y) dx + (2 + x + ye y ) dy = 0, y(0) = 1 

23. (4y + 2t ~ 5) dt + (6y + At ~ 1) dy = 0, y(—1) = 2 

24. (y 2 cos x — 3x 2 y — 2x) dx + (2y sen x — x 3 + In y) 

dy = 0, y(0) = e 

En los problemas 25 y 26, encuentre el valor de la constante 
k de manera que la ecuacion diferencial dada sea exacta. 

25. (y 3 + kxy 4 — 2x) dx + (3xy 2 + 20x 2 y 3 ) dy — 0 

26. (6xy 3 + cos y) dx + (2 kx 2 y 2 — x sen y) dy = 0 


= Piense en ello 


En los problemas 27 y 28, analice como las funciones M(x, y) 
y N(x, y) pueden encontrarse de manera que cada ecuacion 
diferencial sea exacta. Ponga en practica sus ideas. 


27. M(x, y) dx + ( xe xy + 2xy + — ] dy = 0 


28. 




dx + N(x, y) dy = 0 


29. Si la ecuacion M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 no es exacta, 
en ocasiones es posible encontrar una funcion /x(x, y) de 
manera que /x(x, y)M(x, y) dx + fx(x, y)N(x , y) dy = 0 sea 
exacta. La funcion /x(x, y) recibe el nombre de factor inte- 
grante. Encuentre un factor integrante para 

xy dx + (2x 2 + 3y 2 - 20) dy = 0 


y luego resuelva la ecuacion diferencial. 

30. Verdadero o falso: Toda ecuacion diferencial separable 
de primer orden dy/dx = g(x)h(y) es exacta. Explique su 
respuesta. 
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16.2 Ecuaciones lineales homogeneas 

■ Introduce ion Una ecuacion diferencial lineal de orden zz-esimo 

d n y d n ~ l y dy 

an ^~dx" + an ~ l ^~dx^ + " ' + a ^~dx + a °^ y = g ^ 

se dice que es no homogenea si g(v) ^ 0 para alguna v. Si g(v) = 0 para toda v, entonces se 
dice que la ecuacion diferencial es homogenea. En esta y en la siguiente seccion estaremos inte- 
resados unicamente en determinar las soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segun- 
do orden con coeficientes constantes reales: 

ay” + by* + cy = g(x). 

Empezamos considerando la ecuacion homogenea 

ay” 4 - by' 4 - cy = 0. (1) 


Teorema 16.2.1 Principio de superposicion 

Sean y x y y 2 soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogenea de segundo orden (1). 
Entonces la combinacion lineal 

y = CiV|(-r) + C 2 y 2 (x), 

donde C x y C 2 son constantes arbitrarias, tambien es una solucion de la ecuacion. 


DEM0STRACI0N Sustituimos la combinacion lineal 

y = C x y x (x) 4- C 2 y 2 (x) 

en la ecuacion diferencial (1), sustituimos los terminos y usamos el hecho de que y x y y 2 son solu¬ 
ciones de la ecuacion diferencial. Esto produce 

a(C x y” + C 2 y 2 ) + b(C x y[ + C 2 y 2 ) + c(C x y x + C 2 y 2 ) 

= C x (ay” + by[ + cy x ) + C 2 (ay 2 + Z?y 2 + cy 2 ) 

\ __ ^ ^ 

cero cero 

= C x • 0 + C 2 • 0 = 0. ■ 

Los resultados siguientes son consecuencias inmediatas del principio de superposicion. 

• Un multiplo constante y = C x y x (x) de una solucion y x (x ) de una ecuacion diferencial li¬ 
neal homogenea es tambien una solucion. 

• Una ecuacion diferencial lineal homogenea siempre posee la solucion trivial y = 0. 

■ Funciones linealmente independientes Analogo al hecho de que cualquier vector en el espa- 
cio bidimensional puede expresarse como una combinacion lineal unica de los vectores lineal¬ 
mente independientes i y j, cualquier solucion de una ecuacion diferencial lineal homogenea de 
segundo orden puede expresarse como una combinacion lineal unica de dos soluciones lineal¬ 
mente independientes de la ecuacion diferencial. 


Definicion 16.2.1 Independence lineal de funciones 

Dos funciones, > ? i(v) y y 2 (x), son linealmente independientes si ninguna es un multiplo cons¬ 
tante de la otra. 


■ Solucion general Las soluciones linealmente independientes de una ecuacion diferencial, y x y 
y 2 , son los bloques constitutivos de todas las soluciones de la ecuacion. Llamamos a la familia de 
soluciones de dos parametros y = C x y x {x) + C 2 y 2 (x) la solucion general de la ecuacion diferencial. 
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Teorema 16.2.2 Solution general 

Sean y x y y 2 soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial lineal homogenea 
de segundo orden (1). Entonces toda solucion de (1) puede obtenerse de la solucion general 

y = C|>'i(x) + C 2 y 2 (x). (2) 


EJEMPLO 1 


Funciones linealmente independientes 


Aunque y x = 0 y y 2 = e 2x son ambas soluciones de la ecuacion diferencial y” + 2y' — 8y = 0, 
y y 2 no es un multiplo constante de y h y x y y 2 no son linealmente independientes pues y x es un 
multiplo constante de y 2 ; a saber, y x = 0 • y 2 . ■ 


■ Ecuacion auxiliar El hecho sorprendente acerca de la ecuacion diferencial en (1) es que 
todas las soluciones son funciones exponenciales o se construyen a partir de funciones exponen- 
ciales. Si intentamos una solucion de la forma y = e mx , entonces y’ = me mx y y" = m 2 e mx , por lo 
que (1) se convierte en 

am 2 e mx + bme mx + = 0 o e mx (arn 2 + + c) = 0. 

Como e mx ^ 0 para toda x, es claro que la unica manera de que esta funcion exponencial pueda 
satisfacer la ecuacion diferencial consiste en elegir m de manera que sea una raiz de la ecuacion 
cuadratica 

am 2 + bm + c = 0. 

Esta ultima ecuacion recibe el nombre de ecuacion auxiliar o ecuacion caracteristica de la 
ecuacion diferencial (1). Consideraremos tres casos: las soluciones correspondientes a raices rea¬ 
les distintas, raices reales iguales y raices complejas conjugadas. 


CASO I: Raices reales distintas 

En la suposicion de que la ecuacion auxiliar de (1) tiene dos raices reales diferentes m x y m 2 , 
encontramos dos soluciones 

yi = e m ' x y y 2 = e m2X . 

Puesto que ni y 1 ni y 2 es un multiplo constante de la otra, las dos soluciones son linealmente 
independientes. Se sigue que la solucion general de la ecuacion diferencial es 

y = + C 2 e m2X . (3) 


EJEMPLO 2 


Raices reales distintas de la ecuacion auxiliar 


Resuelva 2y" - 5/ — 3y = 0. 

Solucion A1 resolver la ecuacion auxiliar 

2 m 2 - 5m - 3 = 0 o (2m + 1 )(m - 3) = 0, 
obtenemos m x = — \ y m 2 = 3. Por consiguiente, por (3) la solucion general es 

y = C x e~ xl2 + C 2 e 3x . 


CASO II: Raices reales iguales 

Cuando m x = m 2 , obtenemos necesariamente solo una solucion exponencial y x = e miX . Sin 
embargo, basta con una sustitucion directa en (1) para mostrar que y = u(x)e miX es tambien una 
solucion siempre que u(x) = x. Vea el problema 37 en los ejercicios 16.2. Entonces y x = e miX y 
y 2 = xe miX son soluciones linealmente independientes, y la solucion general es 

y = C x e m ' x + C 2 xe m ' x . 


(4) 
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Puede obtenerse una derivacion 
formal de la formula de Euler de 
la serie de Maclaurin 
e x — E£L 0 .*"/«! al sustituir 
x = iO , utilizando 
i 2 = — 1, i 3 = — y sepa- 

rando despues la serie en las 
partes real e imaginaria. Con la 
recomendacion asi establecida, 
podemos adoptar cos 9 + i sen 6 
como la definition de e ld . 


EJEMPLO 3 


Raices reales iguales de la ecuacion auxiliar 


Resuelvay" - 10/ + 25 y = 0. 


Solucion De la ecuacion auxiliar m 2 — 10 m + 25 = (m — 5) 2 = 0, vemosquera! = m 2 = 5. 
De tal modo, por (4) la solucion general es 

y = C x e 5x + C 2 xe 5x . ■ 


■ Numeros complejos El ultimo caso tiene que ver con numeros complejos. Recuerde del alge¬ 
bra que un numero de la forma z — ol + i/3, donde ay (3 son numeros reales e i 2 = — 1 (alguna 
vez escrito i = V—1), se denomina numero complejo. El numero complejo z = a — i/3 recibe 
el nombre de conjugado de z. Ahora, de la formula cuadratica, las raices de am 2 + bm + c = 0 
pueden escribirse 


mi 


-b + 


\/b 2 — 4 ac 


2 a 


m 2 


—b — \/b 2 — Aac 


2 a 


Cuando b 2 — 4ac < 0, las raices m x y m 2 son complejos conjugados. 


CASO III: Raices complejas conjugadas 

Si m x y m 2 son complejos, entonces es posible escribir 

m x = a + i(3 y m 2 = a — i/3, 

donde a y (3 > 0 son numeros reales e i 2 = — 1. Formalmente no hay diferencia entre este caso 
y el caso I, y en consecuencia la solucion general de la ecuacion diferencial es 

y = c x e (a+ifB)x + c 2 e (a ~ il3)x . (5) 

Sin embargo, en la practica preferirfamos trabajar con funciones reales en vez de funciones que 
impliquen al numero complejo i. Para hacer esto podemos reescribir (5) en una forma mas prac¬ 
tica utilizando la formula de Euler, 

e ld = cos 6 + i sen 6 , 

donde 6 es cualquier numero real. De este resultado podemos escribir 

e lf3x = cos (3x + i sen (3x y e~ ll3x = cos (3x — i sen f3x , 
donde hemos usado cos(— (3x) = cos (3x y sen(— (3x) = —sen (3x. De tal modo, (5) se convierte en 

y = e ax (c x e if5x + c 2 e~ ipx ) 

= e^lcf cos (3x + i sen f3x) + c 2 (cos f3x — i sen (3x)] 

= e ax [(c x + c 2 )cos (3x + (c x i — c 2 i)sen [3x]. 

Puesto que se muestra facilmente que e cos f3x y e ax sen f3x son soluciones linealmente inde- 
pendientes de la ecuacion diferencial dada, simplemente renombramos c x + c 2 como C x y 
c x i — c 2 i como C 2 . Entonces usamos el principio de superposicion para escribir la solucion gene¬ 
ral: 


y = C x e ax cos (3x + C 2 e ax sen (3x 
= e ax (C x cos (3x + C 2 sen (3x). 


Cuando a < 0, llamamos a e ax factor de amortiguacion debido a que las graficas de las 
curvas de solucion —> 0 cuando v —> oo. 


EJEMPLO 4 


Raices complejas de la ecuacion auxiliar 


Resuelva /' + y' + y = 0. 


Solucion De la formula cuadratica encontramos que la ecuacion auxiliar m 2 + m + 1 = 0 
tiene las raices complejas 


1 , V3. 1 V3. 

mi =-- + —i y m 2 =-~- —i. 
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A1 identificar a 


-h 13 = 2 V3, vemos de (6) que la solucion general de la ecuacion es 
- x /2( ^ V3 V3 

y = e 1 [ Ci cos—x + C 2 sen—x 


EJEMPLO 5 


Una ecuacion diferencial especial 


La ecuacion diferencial 


y" + cn * 2 y = 0 

se encuentra con frecuencia en matematicas aplicadas. Vea la seccion 16.4. La ecuacion auxiliar 
es m 2 + go 2 = 0, con raices m, = coi y m 2 = ~coi. Se sigue de (6) con a = 0 que la solucion 
general es 

y = Ci cos cox + C 2 sen cox. 


La FIGURA 16.2.1 muestra la grafica de la solucion cuando C\ — — 2, C 2 = 3 y co = 1. Si usted 
experimenta con valores diferentes de C 1? C 2 y co, vera que siempre y cuando C x y C 2 no sean 
ambas 0, la solucion es oscilante con una amplitud y frecuencia bien definidas. Puede mostrar- 
se que esto es cierto para cualquier eleccion de C x y C 2 (excepto C x = C 2 = 0) empleando tri- 
gonometria. ■ 


■ Problema de valores iniciales El problema 

Resuelva : ay” + by' + cy = g(x) 

Sujeto a: y(x 0 ) = y 0 , y'(-^o) = yi, 

donde y 0 y yi son constantes arbitrarias, recibe el nombre de problema de valores iniciales 
(PVI). Los valores y 0 y yi se denominan condiciones iniciales. Una solucion del problema es 
una funcion cuya grafica pasa por (x 0 , y 0 ) 4 ue pendiente de la tangente a la curva en ese 
punto es y x . El siguiente ejemplo ilustra un problema de valores iniciales para una ecuacion 
homogenea. 


Un problema de valores iniciales 


EJEMPLO 6 


Resuelva y” - 4y' + 13y = Osujetaay(O) = — l,y'(0) = 2. 
Solucion Las raices de la ecuacion auxiliar 

m 2 — 4m + 13 = 0 


son mi = 2 + 3/ y m 2 = 2 f 3/, por lo que la solucion general es 

y = e 2x (Ci cos 3x + C 2 sen 3x). 

La condicion y(0) = — 1 implica que 

-1 = e°(Ci cos 0 + C 2 senO) = C h 

de la cual podemos escribir 

y = e 2x (—cos 3x + C 2 sen 3x). 

Diferenciando esta ultima expresion y utilizando la segunda condicion inicial se obtiene 

y' = e 2x {3 sen 3x + 3C 2 cos 3x) + 2e lx (—cos 3x + C 2 sen 3x) 

2 = 3C 2 — 2, 

por lo que C 2 = f. En consecuencia, 

y = e 2x (—cos 3x + | sen 3x). ■ 


■ Problema de valores en la frontera Las condiciones iniciales para una ecuacion diferencial de 
segundo orden se caracterizan por el hecho de que especifican valores de la funcion solucion y 
de su primera derivada en un solo punto. En contraste, en un problema de valores en la frontera 



-4- 

FIGURA 16.2.1 Grafica de una 
solucion en el ejemplo 5 
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(PVF) hay dos condiciones, denominadas condiciones en la frontera, que especifican los valores de 
una solucion o de su primera derivada en lospuntos extremos de un intervalo [a, b]. Por ejemplo, 


d 2 y dy 

Ul ~d^ + ai dx + a ° = 8 ^’ ^(«) = y°. 


y'(b) = >’, 


es un problema de valores en la frontera. Una solucion de este problema es una funcion, defini- 
da sobre [a, b], cuya grafica pasa por el punto ( a , y 0 ) y tiene pendiente y x cuando x = b. 

El siguiente ejemplo muestra que un problema de valores en la frontera, a diferencia de un pro¬ 
blema de valores iniciales, puede tener varias soluciones, una solucion unica o ninguna solucion. 


EJEMPLO 7 


Un problema de valores en la frontera puede tener muchas, una o ninguna solucion 


Del ejemplo 5 sabemos que la solucion general de la ecuacion diferencial y" + 16y = 0 es 


y = Ci cos 4x + C 2 sen 4x. 


(7) 



FIGURA 16.2.2 Cinco soluciones 
del problema de valores en la 
frontera del inciso a) del 
ejemplo 7 


a ) Suponga que ahora deseamos determinar una solucion de la ecuacion que ademas satis- 
face las condiciones a la frontera y(0) = 0, y(jr/2) = 0. Observe que la primera condi- 
cion 0 = Ci cos 0 + C 2 sen 0 implica C x = 0, por lo que y = C 2 sen 4x. Pero cuando v = 
7 t/2, 0 = C 2 sen 277 se satisface para cualquier eleccion de C 2 puesto que sen 277 = 0. 
En consecuencia, el problema de valores en la frontera 

y" + 16y = 0, ><0) = 0, y(v/2) = 0 (8) 

tiene una infinidad de soluciones. La FIGURA 16.2.2 muestra cinco diferentes miembros de la 
familia de un parametro y = C 2 sen 4x que pasa por los puntos (0, 0) y (it/2, 0). 

b ) Si el problema de valores en la frontera en (8) se cambia por 

y” + 16y = 0, y(0) = 0, y(ir/S) = 0, (9) 

entonces y(0) = 0 aun requiere que C x = 0 en la solucion (7). Pero al aplicar 

y(7r/8) = 0 a y = C 2 sen 4x se exige que 0 = C 2 sen(7r/2) = C 2 • 1. Por consiguiente, 
y = 0 es una solucion de este nuevo problema de valores en la frontera. De hecho, puede 
demostrarse que y = 0 es la unica solucion de (9). 

c) Por ultimo, si cambiamos el problema a 

y” + 16y = 0, y(0) = 0, y(ir/2) = 1, (10) 

encontramos de nuevo que C x = 0 de y(0) = 0, pero que la aplicacion de y(ir/2) = 1 a 
y~C 2 sen 4x conduce a la contradiccion 1 = C 2 sen 277 = C 2 • 0 = 0. Por consiguiente, 
el problema de valores en la frontera (10) no tiene solucion. ■ 


d 2 y 

—j NOTAS DESDE EL AULA 

dx L . 

i) Muchos de los conceptos de esta seccion pueden extenderse a ecuaciones diferenciales linea- 
les de tercer o mayor orden con coeficientes constantes. Por ejemplo, la ecuacion auxiliar de 

y’" ~ 4y" + 5/ - 2y = 0 

es m 3 — 4m 2 + 5m — 2 = (m — 1 ) 2 (m — 2) = 0 y y x = e x ,y 2 = xe x , y 3 = e 2x son solucio¬ 
nes de la ecuacion diferencial. La nocion de independencia lineal requiere una definicion 
mas complicada que la que utilizamos para dos funciones. Vea un texto sobre ecuaciones 
diferenciales. 

ii) Las funciones hiperbolicas desempenan un papel importante en el estudio de ecuaciones 
diferenciales. Recuerde que estas funciones se presentaron en la seccion 3.10 y que tie- 
nen propiedades que son similares a las de las funciones trigonometricas. Por ejemplo, 
las segundas derivadas del seno hiperbolico y del coseno hiperbolico son 

d 2 d 2 

—r(senhx) = senhx y —r(coshv) = cosh x. 

dx dx 








16.2 Ecuaciones lineales homogeneas 877 


Se deduce entonces que yi = cosh xy y 2 = senh x son soluciones de la ecuacion diferencial 
y" — y = 0. Puesto que estas funciones son linealmente independientes, la solucion gene¬ 
ral de la ecuacion diferencial es y = C x cosh x + C 2 senh x. Se advierte facilmente que otra 
forma de la solucion general es y = C x e x + C 2 e~ x . Estas dos en apariencia muy diferentes 
soluciones se relacionan por medio de las definiciones de las dos funciones hiperbolicas: 

e x + e~ x e x - e~ x 

cosh x =--- y senh x =---. 


Ambas formas de la solucion general de y" — y = 0 se usan eventualmente en el anali- 
sis de las ecuaciones diferenciales parciales. 


Ejercicios 16.2 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48. 


Como el nombre lo sugiere, una 
ecuacion diferencial parcial 
implica derivadas parciales de 
una funcion desconocida de 
varias variables. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-20, determine 
ecuacion diferencial dada. 


1 

II 

o 

2. 

1 

It 

ii 

o 

4. 

5. y” + 9y = 0 

6. 

7. y" - 3/ + 2y = 0 

8. 

d 2 y dy 


9. —4 + 8-7- + 16y = 0 
dx 2 dx 

10. 

+ 

1 

L/l 

II 

O 

12. 

13. 12/ - 5/ - 2y = 0 

14. 

15. y" - Ay' + 5y = 0 

16. 

17. 3y" + 2y' + y = 0 

18. 

19. 9y" + 6y' + y = 0 

20. 


la solucion general de la 


2y" + 5y' = 0 
y" ~ 8y = 0 
4 y n + y = 0 
y" ~ y f ~ 6y = 0 
d 2 y i dy 
dx 


^-10^ + 25 y = 0 


y" + 4y' - y = 0 
8 y n + 2y f - y = 0 
2y" - 3y' + 4y = 0 
2y" + 2y’ + y = 0 
15y" - 16/ - 7y = 0 


En los problemas 21-30, resuelva el problema de valores ini- 
ciales dado. 

21 . y" + 16y = 0, y(0) = 2, /(0) = -2 

22. y" - y = 0, y(0) = y'(0) = 1 

23. y" + 6y' + 5y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 3 

24. y" - 8y' + 17y = 0, y(0) = 4, y'(0) = -1 

25. 2y" - 2y f + y = 0, y(0) = -l,/(0) = 0 

26. y" - 2y' + y = 0, y(0) - 5, /(0) = 10 

27. y" + y’ + 2y = 0, y(0) = y'(0) = 0 

28. 4y" - 4y' -3y = 0,y(0) = l,/(0) = 5 

29. y" - 3y f + 2 y = 0,y(l) = 0,/(l) = 1 

30. y" + y = 0, y(w/3) = 0 ,y'(jr/2>) = 2 

31. Las raices de una ecuacion auxihar son m x = 4y m 2 — — 5. 
^Cual es la ecuacion diferencial correspondiente? 

32. Las raices de una ecuacion auxiliar son nti = 3 + i y 
m 2 = 3 — i. ^Cual es la ecuacion diferencial correspon¬ 
diente? 


En los problemas 33-40, resuelva el problema de valores en la 
frontera dado o demuestre que no existe solucion. 

33. /' + y = 0, y(0) = 0, y(ir) = 0 

34. /' + y = 0, y(0) = 0, y(ir) = 1 

35. /' + y = 0, y'(0) = 0, y'(ir/2) = 2 


36. y" - y = 0, y(0) = l,y(l) = -1 

37. y» - 2y' + 2 y = 0, y(0) = 1 ,/tt) = -1 

38. y" - 2/ + 2y = 0, y(0) = 1 ,/tt/2) = 1 

39. y" - 4y f + 4y = 0, y(0) = 0, y( 1) = 1 

40. y" - 4y' + 4y = 0, y'(0) = l,y(l) = 2 

= Piense en ello 

En los problemas 41 y 42, encuentre la solucion general de la 
ecuacion diferencial de tercer orden dada si se sabe que y x es 
una solucion. 

41. /" - 9y" + 25/ - 17y = 0; y x = e x 

42. y’" + 6/' + / - 34y = 0; y x = ^“ 4x cos x 

En los problemas 43 y 44, emplee la solucion supuesta 
y = e mx para encontrar la ecuacion auxiliar, raices y solucion 
general de la ecuacion diferencial de tercer orden indicada. 

43. /" - 4 y” - 5/ = 0 

44. /" + 3y" - 4/ - \2y = 0 

45. Considere el problema de valores en la frontera 

y” + Ay = 0, y(0) = 0,y(l) = 0. 

Considerando los tres casos A = —a 2 <0, A = 0 y A = u 2 
> 0, encuentre todos los valores reales de A para los cua- 
les el problema posee soluciones distintas de cero. 

= Proyectos 

46. Pozo a traves de la Tierra Suponga que se perfora un 
pozo a traves de la Tierra de manera que este pasa por el 
centro de la misma. Se deja caer un cuerpo con masa m 
dentro del pozo. Considere que la distancia desde el cen¬ 
tro de la Tierra a la masa en el tiempo t se denota por 
medio de r. Yea la FIGURA 16.2.3. 



FIGURA 16.2.3 Pozo a traves de 
la Tierra del problema 46 
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a) Deje que M denote la masa de la Tierra y M r la masa 
de la porcion de la Tierra dentro de una esfera de radio 
r. La fuerza gravitacional sobre m es F = —kM r m/r 2 , 
donde el signo menos indica que la fuerza es de atrac- 
cion. Use este hecho para mostrar que 

F=-k^r. 

R 3 

[Sugerencia: Suponga que la Tierra es homogenea, 
esto es, que tiene una densidad constante p. Emplee 
masa = densidad X volumen.] 


b ) Utilice la segunda ley de Newton F = ma y el resul- 
tado del inciso a ) para deducir la ecuacion diferencial 


d 2 r , 2 n 

+ co z r = 0, 

dr 


donde co 2 = kM/R? = g/R. 

c) Resuelva la ecuacion diferencial del inciso b) si la 
masa m se suelta desde el reposo en la superficie de 
la Tierra. Interprete su respuesta utilizando R = 
3 960 mi. 


16.3 Ecuaciones lineales no homogeneas 

■ Introduce ion Para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogenea 

ay” + by' + cy = g(x), (1) 

debemos ser capaces de hacer dos cosas: 

i) encontrar la solucion general y c (x) de la ecuacion diferencial homogenea asociada 

ay” + by' + cy = 0, 

ii) encontrar cualquier solucion particular y p de la ecuacion no homogenea (1). 

Como veremos, la solucion general de (1) es entonces y(x ) = y c (x) + y p (x). En la seccion anterior 
analizamos como encontrar y c (x)\ en esta seccion examinaremos dos metodos para determinar y p (x). 

■ Soluciones particulars Cualquier funcion y p sin parametros arbitrarios que satisfagan (1) 
se dice que es una solucion particular de la ecuacion. 


EJEMPLO 1 


Una solucion particular 


Vemos que y p = x — x es una solucion particular de 

y" — y' + 6y = 6x 3 - 3x 2 + 1 

calculando primero y' p = 3x 2 — 1 y y p = 6x. Despues, al sustituir la ecuacion diferencial, tene- 
mos para todos los numeros reales x 

y'p — y' p F 6 y p = 6x — (3x 2 — 1) + 6(x 3 - x) 

= 6x 3 - 3x 2 +1. ■ 


La solucion general El teorema siguiente nos dice como construir la solucion general de (1). 


Teorema 16.3.1 Solucion general 

Sea y p una solucion particular de la ecuacion diferencial no homogenea (1) y 

y c (x) = C x y x (x) + C 2 y 2 (x) 

la solucion general de la ecuacion homogenea asociada. 

Entonces la solucion general de la ecuacion no homogenea es 

y(x) = y c (x) + y p (x) = C x y x (x) + C 2 y 2 {x) + y p (x). (2) 


La demostracion de que (2) es una solucion de (1) se deja como ejercicio. Vea el problema 38 en 
los ejercicios 16.3. 

■ Funcion complementaria En el teorema 16.3.1 la solucion de una ecuacion diferencial 
homogenea asociada, y c (x) = C x y x (x) + C 2 y 2 {x), se denomina funcion complementaria de la 






16.3 Ecuaciones lineales no homogeneas 879 


ecuacion (1). En otras palabras, la solucion general de una ecuacion diferencial lineal no homo¬ 
genea es 

y = funcion complementaria + cualquier solucion particular. 


■ Coeficientes indeterminados Cuando g(x) consiste en 


i) una constante k , 

ii) un polinomio en x, 

Hi) una funcion exponencial e ax , 
iv) sen fix, cos (3x , 


o sumas y productos finitos de estas funciones, es posible encontrar una solucion particular de 
(1) mediante el metodo de coeficientes indeterminados. La idea que subyace en este metodo 
es una conjetura, en realidad una adivinanza informada, acerca de la forma de y p motivada por 
los distintos tipos de funciones que forman g(x) y sus derivadas g'{x ), g"{x ), . . . , g (m \x). 

En esta seccion consideramos el caso especial en el que n funciones distintas f n {x) que apa- 
recen en g(x), y sus derivadas, no se presentan; esto es, no se duplican, en la funcion comple¬ 
mentaria y c . Bajo estas circunstancias, puede encontrarse una solucion particular y p que tenga la 
forma 


<4 Vea un texto de ecuaciones 
diferenciales para una discu- 
sion mas completa del meto¬ 
do de coeficientes indetermi¬ 
nados. 


y ~ Ai/iW + A 2 f 2 (x) + • • • + A n f n (x). (3) 

Para determinar los coeficientes especificos A h donde k = 1, . . ., n, sustituimos la expresion en 
(3) en la ecuacion diferencial no homogenea (1). Esto producira n ecuaciones algebraicas linea¬ 
les en n incognitas A 1? A 2 ,. . ., A n . 

Los siguientes dos ejemplos ilustran el metodo basico. 


EJEMPLO 2 


Solucion general utilizando coeficientes indeterminados 


d 2 y dy 0 

Resuelva—- + 3— + 2y = Ax 1 . 
dx 2 dx 

Solucion La funcion complementaria es 

= C ie ~ x + C 2 e~ 2x . 

Ahora, ya que 

g(x) = 4r, g'(x) = 8x y g"(x) = 8-1, 

t t t 

fl(x) f 2 (x) f 3 (x) 

buscamos una solucion particular que tenga la forma basica 

y p = Ax 2 + Bx + C - 1 . 


Diferenciando (5) y al sustituir en la ecuacion diferencial original (4), obtenemos 

y'p A 3 y'p + 2 y p = 2 A + 3(2 Ax + B) 4- 2 (Ax 2 + Bx + C) 

= 2 Ax 2 + (6A + 2 B)x + (2A + 3B + 2Q 
= 4x 2 + Ox + 0. 


(4) 


(5) 


Puesto que la ultima igualdad se supone que es una identidad, los coeficientes de potencias simi- 
lares de v deben ser iguales: 


2A =4 

6A + 2B = 0 
2A + 3B + 2C = 0. 

Al resolver este sistema de ecuaciones se encuentra que A = 2, B = — 6 y C = 7. De tal modo, 
y p = 2x 2 — 6x + 7 y por (2) la solucion general de la ecuacion diferencial no homogenea es 

y = y c + y p = C x e~ x + C 2 e~ 2x + 2x 2 - 6x + 7. ■ 
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EJEMPLO 3 


Solucion general utilizando coeficientes indeterminados 


Resuelva y" + 2/ + 2 y = —I0xe x + 5 sen x. 


Solucion Las raices de la ecuacion auxiliar m 2 + 2m + 2 = 0 son m x = — 1 + i y m 2 = 
—1 — i, por lo que 


y c = e X (C X cos x + C 2 sen x). 


En este caso, 

g(x) = —I0xe x + 5 senx y g'{x) = -10xe* - lOe* + 5 cos x. 

t t t t 

fl(x) f 2 (x) Mx) f A (x) 

Las derivadas de orden superior no generan ninguna nueva funcion y esto sugiere que es posible 
encontrar una solucion de la forma 

y p = Axe x + Be x + C sen x + D cos x. 

A1 sustituir y p en la ecuacion diferencial y simplificando, tenemos 

y p + 2y^, + 2 y p = 5Axe x + (4A + 5 B)e x + (C - 2D) sen x + (2C + D) cos x 
= — \0xe x + 5 senx. 

El sistema de ecuaciones correspondientes es 

5A = -10 
4A + 5B =0 
C - 2D = 5 
2C + D = 0, 

por lo que A = —2, 5 = |, C=lyD = — 2. De tal modo, una solucion particular es 

y p = —2xe x + \e x + senx — 2 cos x, 

y la solucion general resulta 

y = e~ x (C x cos x + C 2 senx) — 2xe x + \e x + senx — 2 cos x. ■ 


■ Variacion de parametros Como se menciono en el inicio de esta discusion, el metodo de 
coeficientes indeterminados se limita al caso en el que g(x) es una suma o producto finito 
de constantes, polinomios, exponenciales e 0 *, senos y cosenos. En general, el metodo de coefi¬ 
cientes indeterminados no producira una solucion particular de (1) para funciones tales como 

g(x) = g(x) = In x, g(x) = tan x y g(x) = sen -1 x. 

El metodo que consideraremos a continuacion, denominado variacion de parametros, produci¬ 
ra una solucion particular y p siempre que pueda resolverse la ecuacion homogenea asociada. 

Empezamos nuestra discusion de este metodo poniendo la ecuacion diferencial no homoge¬ 
nea en (1) en la forma estandar 

y" + Py' + Qy=m 

dividiendo ambos lados de la ecuacion por el primer coeficiente a. Despues, dejamos que y x y y 2 sean 
soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial homogenea asociada (2); asi que 

y" + Py[ + Qyi = 0 y y 2 + Py 2 + Qy 2 = 0. 

Despues de esto preguntamos: ^es posible encontrar dos funciones u { y u 2 de manera que 

y p = Ui(x)yi(x) + u 2 {x)y 2 {x) (6) 

sea una solucion particular de (1)? Advierta que nuestra suposicion para y p tiene la misma forma 
que y c = C x yi + C 2 y 2 , aunque hemos sustituido C x y C 2 por los “parametros de la variable” u x y 
u 2 . Debido a que estamos buscando dos funciones desconocidas u x y u 2 , la razon nos indica que 
necesitamos dos ecuaciones. 
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A1 emplear la regia del producto para diferenciar (6) dos veces, obtenemos 
y'p = Ml y[ + y x u[ + u 2 y 2 + y 2 u 2 

y'p = u x y" + y[u[ + y x u" + u\y\ + u 2 y 2 + y 2 u 2 + y 2 u 2 + u 2 y 2 . 

A1 sustituir (6) y las derivadas anteriores en la forma estandar de la ecuacion diferencial y agru- 
par terminos, se obtiene 

y’p + Py'p + Qy P = u dy" + Py[ + Qyd + u 2 [y 2 + Py 2 + Qy 2 ] 

^ ^^ 
cero cero 

+y x u x + u[y[ + y 2 u 2 + u 2 y 2 + P[y x u[ + y 2 u 2 ] + y[u[ + y 2 u 2 
= + ^[>’2«2] + Plyiu'i + y 2 u' 2 ] + y[u[ + y' 2 u2 

= + y^'A + + yiu 2 ] + yWi + yWi =/(*)• (7) 


En este punto hacemos la suposicion de que u x y son funciones para las cuales y x u[ + y 2 u 2 = 0. 
Esta suposicion no sale de la nada sino de los primeros dos terminos en (7), puesto que 
y x u[ + y 2 u 2 = 0, entonces (7) se reduce a y[u[ + y 2 u 2 = fix). Ahora tenemos nuestras dos ecua¬ 
ciones deseadas, aunque dos ecuaciones para determinar las derivadas u[y u 2 . Por la regia de 
Cramer, la solucion del sistema 

y x u[ + y 2 u 2 = 0 
y[u[ + y 2 u 2 = f(x) 


puede expresarse en terminos de determinantes de 2 X 2: 



0 

y 2 



y\ 

0 

ll' - 

fix) 

y 2 


T/' — 

y[ 

fix) 

U i — 

y\ 

y 2 

y 

U 2 — 

>’i 

y 2 


y'i 

y 2 



yi 

y 2 


El determinante 


Ji 

/i 


J2 

J2 


recibe el nombre de wronkskiano y suele denotarse mediante W. 


EJEMPLO 4 


Solucion general utilizando variacion de parametros 


Resuelva Ay" + 36y = esc 3x. 


Solucion Para usar (6) y (8) es necesario escribir primero la ecuacion diferencial en forma 
estandar. Para ese fin empezamos dividiendo la ecuacion dada por el coeficiente de y": 

y" +9 y = \csc 3x. 

Puesto que las raices de la ecuacion auxiliar m 2 + 9 = 0 son m x = 3i y m 2 = —3i, la funcion 
complementaria es 


y c = C x cos 3x + C 2 sen 3x. 


Identificando y x = cos 3x y y 2 = sen 3x, vemos que el wronkskiano es 


De (8) encontramos 


W = 


cos 3x 
— 3 sen 3x 


sen 3x 
3 cos 3x 


= 3. 


u\ — 


|csc 3x 


sen 3x 
3 cos 3x 


(sen 3x)(|csc 3x) 


W 


12 


y 


u 2 


cos 3x 
- 3 sen 3x 


0 

\ esc 3x 


(cos 3 v)( 4 csc 3x) \ CO s 3x 


W 


12 sen 3x 
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Integrando u[y u' 2 se produce 

U\ = ~j2 x Y u 2 = ^ln|sen3x|. 


Por tanto, 


y p = —J 2 X cos 3x + ^(sen 3x)ln|sen 3x|, 


y la solucion general es 

y = y c + y p = C x cos 3x + C 2 sen 3x — yyx cos 3x + ^(sen 3x)ln |sen 3x\. ■ 

■ Constantes de integracion A1 calcular las integrales indefinidas de u[ y u ' 2 , no es necesario 
introducir ninguna constante. Para ver lo anterior, suponga que a x y a 2 son constantes introduci- 
das en la integracion de u[ y u 2 . Entonces la solucion general y = y c + y p se convierte en 



y = C\y\ + C &2 + (wi + a x )y x + {u 2 + a 2 )y 2 
= (Ci + a x )y x + (C 2 + a 2 )y 2 4- u x y x + u 2 y 2 
= c x y x + c 2 y 2 + u x y x + u 2 y 2 , 


donde c x = C x + a x y c 2 = C 2 + a 2 son constantes. 


Ejercicios 16.3 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-10, resuelva la ecuacion diferencial dada 
por coeficientes indeterminados. 

1. y" - 9y = 54 2. 2y" - ly' +5 y= -29 

3. y n + 4y f + 4y = 2x + 6 4. y" - 2y f + y = x 3 + 4x 

5. y" + 25y = 6 sen* 6. y" - 4y = le Ax 

7. y" - 2y' - 3y = 4e 2x + 2x 3 8. y" + y' + y = jcV + 3 

9. y" - 8y' + 25y = e 3x - 6 cos 2x 
10. y" - 5y' + 4y = 2 senh 3 jc 


En los problemas 11 y 12, resuelva la ecuacion diferencial 
dada por coeficientes indeterminados sujetos a las condicio- 
nes iniciales y(0) = 1 y y'(0) = 0. 

11. y" - 64y = 16 12. y" + 5y' - 6y = 10^ 2x 

En los problemas 13-32, resuelva la ecuacion diferencial dada 


por variacion de parametros. 

13. y" + y = sec x 
15. y" + y = senv 
17. y" + y = cos 2 x 
19. y" — y = cosh x 
21 . y” -4y = e 2x /x 

23. y" + 3y' + 2y = 1/(1 + 

24. y" - 3y' + 2y = e 3x /(l + 

25. y" + 3y' + 2y = sen C 

26. y" —2y’ + y = e x arctan y 

27. y" - 2y' + y = e x /(l + r 


14. y" + y = tan x 
16. y" + y = sec x tan x 
18. y" + y = sec 2 x 
20. y" — y = senh 2x 
22. y" - 9y = 9xe~ 3x 
’ x ) 
e x ) 


28. y" - 2y' +2 y = e x sec x 

29. y" + 2y' + y = In x 

30. y" + 10y' + 25y = e~ l0x /x 2 

31. 4y" - 4y' + y = + jc 

32. 4y" - 4y' + y = e*/ 2 Vl - x 2 

En los problemas 33 y 34, resuelva la ecuacion diferencial 

dada por variacion de parametros sujetos a las condiciones 

iniciales y(0) = 1 y y'(0) = 0. 

33. y" - y = xe* 34. 2y" + y' - y = x + 1 

35. Dado que y x = x y y 2 = x In x son soluciones linealmente 
independientes de x 2 y" — xy' + y = 0, emplee variacion 
de parametros para resolver x 2 y" — xy' + y = 4xlnxpara 
x > 0. 

36. Dado que y x = x 2 y y 2 = x 3 son soluciones linealmente 
independientes de x 2 y" — 4xy’ + 6y = 0, use variacion 
de parametros para resolver x 2 y" — 4xy' + 6y = 1/x 
parax > 0. 

= Aplicaciones 

37. Puesto que el fosfato es a menudo un nutriente limitante 
para el crecimiento de algas en lagos, en el manejo de la 
calidad del agua es importante ser capaces de predecir 
la entrada de fosfato en lagos. Una fuente es el sedimen- 
to en el lecho del lago. Un modelo matematico que des¬ 
cribe la concentracion del fosfato en el sedimento del 
lecho de un lago es la ecuacion diferencial 

d 2 C = C(x) ~ C(oo) 
dx 2 A 2 
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donde C(x ) es la concentracion de fosfato a una profun- 
didad x desde la superficie del sedimento, C(oo) es la 
concentracion de equilibrio a profundidad “infinita”, esto 
es, C(oo) = lim x _ >0 oC(x), y A > 0 es un parametro de 
“norma de espesor” de la porosidad del sedimento, el 
coeficiente de difusion del ion fosfato y una tasa de 
absorcion constante. Resuelva esta ecuacion diferencial 
sujeta a la condicion inicial C(0) = 0. 

= Piense en ello 

38. Si y c y y p son la funcion complementaria y la solucion 
particular, respectivamente, de la ecuacion diferencial no 


homogenea (1), demuestre que y = y c + y p es una solu¬ 
cion de (1). 

39. a) Demuestre que la solucion particular de la forma 

y p = Ae x no puede encontrarse para la ecuacion dife¬ 
rencial y” + 2 y' -3 y= 10e x . 

b) Encuentre una solucion particular de la ecuacion dife¬ 
rencial en el inciso a) de la forma y p = Axe x . 

c ) Encuentre la solucion general de la ecuacion diferen¬ 
cial del inciso a). 

40. Utilice coeficientes indeterminados y las ideas del pro- 
blema 39 para encontrar la solucion general de 

y”my = e~ x - e x . 


16.4 Modelos matematicos 

■ Introduce ion Una importante rama de las matematicas implica el estudio de sistemas dina- 
micos , sistemas en general que cambian o evolucionan con el tiempo. Mas precisamente, un sis- 
tema dinamico consiste en un conjunto de variables dependientes del tiempo, denominadas 
variables de estado , junto con una regia que nos permite determinar el estado del sistema (que 
puede ser un estado pasado, presente o futuro) en terminos de un estado prescrito en algun tiem¬ 
po t 0 . 

En esta seccion nos concentramos primero en un modelo matematico de uno de tales siste¬ 
mas dinamicos —un sistema de masa/resorte— cuyo estado (posicion x y velocidad dx/dt de 
la masa) en cualquier tiempo futuro t > 0 depende de las condiciones iniciales x(0) = x 0 y 
jc'( 0) = Xj. Las condiciones iniciales representan el estado de la masa en el tiempo t = 0. 
Introducimos despues un sistema analogo que puede usarse para modelar circuitos electricos. 

■ Ley de Hooke Suponga, como en la FIGURA 16.4.1/?), una masa mi unida a un resorte flexible 
suspendido de un soporte rigido. Cuando m x se sustituye por una masa diferente m 2 , la cantidad 
de alargamiento o elongacion del resorte sera desde luego diferente. 


soporte rigido 



a) b ) c) 

FIGURA 16.4.1 Un sistema masa-resorte 

Por la ley de Hooke, el resorte mismo ejerce una fuerza restauradora F opuesta a la direccion de 
elongacion y proporcional a la cantidad de elongacion x Enunciado de manera simple, F = ks , 
donde k es una constante de proporcionalidad. Aunque masas con diferentes pesos alargaran un 
resorte en diferentes cantidades, el resorte se caracteriza esencialmente por medio del numero k. 
Por ejemplo, si una masa que pesa 10 lb alarga un resorte \ pie, entonces 

10 = k • \ implica k = 20 lb/pie. 

Consecuentemente, una masa que pese 8 lb alarga al mismo resorte s = |j = § pie. 
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■ Segunda ley de Newton Luego de que una masa m se una a un resorte, alargara el resorte en 
una cantidad s y alcanzara una posicion de equilibrio en la cual su peso W esta equilibrado por 
la fuerza restauradora ks. Recuerde que el peso esta definido por W = mg, donde la masa m se 
mide en slugs, kilogramos o gramos, y g = 32 pies/s 2 , 9.8 m/s 2 , o 980 cm/s 2 , respectivamente. 
Como se indica en la FIGURA 16.4.2/?), la condicion de equilibrio es mg = ks o mg — ks = 0. 



FIGURA 16.4.2 Un sistema masa-resorte en equilibrio y en movimiento 



FIGURA 16.4.3 Desplazamientos 
negativo y positivo 


Si la masa se desplaza despues en una cantidad x desde su posicion de equilibrio y se suelta, la 
fuerza neta F en este caso dinamico esta dada por la segunda ley de movimiento de Newton, 
F = ma, donde a es la aceleracion d 2 x/dt 2 . Suponiendo que no hay fuerzas retardadoras que 
actuan sobre el sistema y que la masa vibra sin influencia de otras fuerzas externas —movimien¬ 
to libre—, podemos igualar F con la fuerza resultante del peso y la fuerza restauradora: 


m —- — —k(s + x) 4- mg 
dt 2 


( 1 ) 


El signo negativo en (1) indica que la fuerza restauradora del resorte actua opuesta a la direccion 
de movimiento. Ademas, debemos adoptar la convencion de que los desplazamientos medidos 
debajo de la posicion de equilibrio son positivos. Yea la FIGURA 16.4.3. 


■ Movimiento subamortiguado libre A1 dividir (1) entre la masa m obtenemos la ecuacion 
diferencial de segundo orden 


d 2 x k 

—r H-x = 0 

dt 2 rn 


d 2 x , 2 a 

—- + cox = 0, 
dt 2 


( 2 ) 


donde co 2 = k/m. Se afirma que la ecuacion (2) describe el movimiento armonico simple, o 
movimiento subamortiguado libre. Hay dos condiciones iniciales evidentes asociadas con esta 
ecuacion diferencial: 


x(0) = % 


dx 

dt 


= v 0 . 


(3) 


que representan la cantidad de desplazamiento inicial y de velocidad inicial, respectivamente. 
Por ejemplo, si s 0 > 0, v 0 < 0, la masa empezaria desde un punto debajo de la posicion de 
equilibrio con una velocidad impartida hacia arriba. Si y 0 < 0, v 0 = 0, la masa se liberaria 
desde el reposo a partir de un punto |^ 0 | unidades arriba de la posicion de equilibrio, etcetera. 


■ La solucion y la ecuacion de movimiento Para resolver (2) notamos que las soluciones de la 
ecuacion auxiliar m 2 + co 2 = 0 son los numeros complejos 

m x = coi, m 2 = —coi. 

De tal modo, de (6) de la seccion 16.2 encontramos que la solucion general de la ecuacion es 

x(t) = C x cos cot + C 2 sen cot. (4) 

El periodo de vibraciones libres descritas por (4) es T = Itt/co y la frecuencia es 
f = l/T = co/2tt. Por ultimo, cuando se usan las condiciones iniciales (3) para determinar las 


















constantes C x y C 2 en (4), afirmamos que la solution particular resultante es la ecuacion de 
movimiento de la masa. 
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Un sistema que describe el movimiento armonico simple 


EJEMPLO 1 


Resuelva e interprete el problema de valores iniciales 

jc(0) = 10, jc'(O) = 0. 


d 2 x 

^4 + I6x = 0, 
dt 1 


Solution El problema es equivalente a j alar una masa en un resorte 10 unidades hacia abajo de 
la position equilibrio, sosteniendola hasta t = 0, y despues soltandola desde el reposo. La apli- 
cacion de las condiciones iniciales a la solution 

x(t) = Ci cos At + C 2 sen At 



da jc(0) = 10 = Q • 1 + C 2 • 0, 

de manera que C x = 10, y consecuentemente, 

x{t) = 10 cos At + C 2 sen At 
x'(t) = —40 sen At + 4C 2 cos At 
jc'(O) = 0 = 4C 2 • 1. 

La ultima ecuacion implica que C 2 = 0, por lo que la ecuacion de movimiento es x{t) = 
10 cos At. 

La solution muestra claramente que una vez que el sistema se pone en movimiento, se man- 
tiene en movimiento con la masa rebotando arriba y abajo 10 unidades con respecto a la posi¬ 
tion de equilibrio x = 0. Como se ilustra en la FIGURA 16.4.4/?), el periodo de oscilacion es 
27t/4 = 7t/2 s. ■ 



FIGURA 16.4.4 Movimiento 
armonico simple del sistema 
masa-resorte del ejemplo 1 


■ Movimiento amortiguado libre La discusion del movimiento armonico simple del ejemplo 1 
es un poco irreal. A menos que la masa este suspendida en un vatio perfecto, habra una fuerza de 
resistencia debida al medio circundante. Por ejemplo, como muestra la FIGURA 16.4.5, la masa m 
podrfa estar suspendida en un medio viscoso o conectada a un dispositivo de amortiguamiento 
hidraulico. En el estudio de la mecanica, las fuerzas de amortiguamiento que actuan sobre un 
cuerpo se consideran proporcionales a la potencial de la velocidad instantanea. En particular, 
supondremos que esta fuerza esta dada por un multiplo constante de dx/dt. De tal modo, si no se 
aplican otras fuerzas externas sobre el sistema, se deduce de la segunda ley de Newton que 


m 


d 2 x 
dt 2 


-kx 


, dx 
' dt' 


(5) 


donde /3 es una constante de amortiguamiento positiva y el signo negativo es una consecuencia del 
hecho de que la fuerza de amortiguamiento actua en una direction opuesta al movimiento. Cuando 
dividimos (5) por la masa m, la ecuacion diferencial del movimiento amortiguado libre es 


d 2 x , P dx , k 

—7 + — ~r H-X = 0 

dt 1 m dt m 


d 2 x dx 2 

—— + 2A——h co x — 0, 
dt 2 dt 


( 6 ) 


donde 2A = /3/m y co 2 = k/m. El simbolo 2A se usa solo por conveniencia algebraica, puesto 
que la ecuacion auxiliar es m 2 + 2Am + co 2 = 0 y las raices correspondientes son entonces 

m x = — A + VA 2 — a) 2 , m 2 = —A — VA 2 — co 2 . 


Cuando A 2 — co 2 ¥= 0 la solution de la ecuacion diferencial tiene la forma 


x(t) = + C 2 e~ V) ^ t \ (7) 

y vemos que cada solution contendra el factor de amortiguacion e~ Xt , A > 0. (Como se mues¬ 
tra abajo, este tambien es el caso cuando A 2 — co 2 = 0.) Asi, los desplazamientos de la masa lle- 
garan a ser despreciables conforme aumente el tiempo. A continuation se consideran los tres 
casos posibles determinados por el signo algebraico de A 2 — co 2 . 

CASO I: A 2 — co 2 > 0 Aqui las raices de la ecuacion auxiliar son reales y distintas y el sistema se 
dice que esta sobreamortiguado. Se demuestra facilmente que cuando A 2 — co 2 > 0, f3 2 > Akm , 



a) 



FIGURA 16.4.5 Un sistema 
masa-resorte con movimiento 
armonico amortiguado 
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b) 

FIGURA 16.4.6 Movimiento 
sobreamortiguado de un sistema 
masa-resorte 

X L 



b) 

FIGURA 16.4.7 Movimiento 
cnticamente amortiguado de 
un sistema masa-resorte 

XL 



FIGURA 16.4.8 Movimiento sub- 
amortiguado de una masa-resorte 


por lo que la constante de amortiguamiento /3 es grande cuando se compara con la constante k del 
resorte. La correspondiente ecuacion de movimiento esta dada por (7): 

x(t) = e- xt (c l e v ^- a?t + C 2 e~ V> ^ 2t ). 

Dos posibles graficas de x{t) se muestran en la FIGURA 16.4.6, ilustrando el hecho de que el movi¬ 
miento de la masa es no oscilatorio y rapidamente se mueve hacia la posicion de equilibrio. 

CASON: A 2 — go 2 = 0 Aqui rri\ = m 2 = — A y se dice que el sistema esta cnticamente amor¬ 
tiguado, puesto que cualquier reduccion ligera en la fuerza de amortiguamiento resultana en un 
movimiento oscilatorio. La solucion general de (6) es 

x(t) = C x e mit + C 2 te m < 

0 x(i) = e~ x \C x + C 2 t). (8) 

Algunas graficas del movimiento tipico se presentan en la FIGURA 16.4.7. Advierta que el movi¬ 
miento es bastante similar al de un sistema sobreamortiguado. Tambien es claro de (8) que la 
masa puede pasar por la posicion de equilibrio al menos una vez. 

CASO III: A 2 — (o 2 < 0 En este caso tenemos /3 2 < 4 km, por lo que la constante de amortigua¬ 
miento es pequena comparada con la constante k del resorte, y se dice que el sistema esta sub- 
amortiguado. Las raices m x y m 2 son en este caso numeros complejos: 

m x = —A + \4l> 2 — A 2 i, m 2 = — A — Vw 2 — A 2 i, 

por lo que la ecuacion de movimiento dada en (7) puede escribirse como 

x{t) = e~ Xt (C x cos Voj 2 - A 2 t + C 2 sen Vco 2 — A 2 ^). 

Como se indica en la FIGURA 16.4.8, el movimiento descrito por (9) es oscilatorio, aunque debido 
al coeficiente e~ Xt vemos que las amplitudes de vibracion —» 0 cuando t—> oo. 


EJEMPLO 2 


Un sistema con movimiento cnticamente amortiguado 


Una masa que pesa 8 libras estira un resorte 2 pies. Suponiendo que sobre el sistema actua una 
fuerza de amortiguamiento numericamente igual a dos veces la velocidad instantanea, determi¬ 
ne la ecuacion de movimiento si la masa se suelta desde la posicion de equilibrio con una velo¬ 
cidad hacia arriba de 3 pies/s. Determine el tipo de amortiguamiento exhibido por el sistema y 
grafique la ecuacion de movimiento. 


Solucion De la ley de Hooke tenemos 


y de m = W/g , 


8 = k • 2 asi que k = 4 lb/pie, 


m = - = ^slug. 


Puesto que la constante de amortiguamiento es (3 = 2, la ecuacion diferencial de movimiento es 


1 d 2 x . - dx 

— —r = ~4v - 2 — 
4 dt 2 dt 


4 + sf + 16, = 0. 

dt 2 dt 


En vista de que la masa se suelta desde la posicion de equilibrio con una velocidad hacia arriba 
de 3 pies/s, las condiciones iniciales son 


„0) = 0, f 


= -3. 


Como la ecuacion auxiliar de la ecuacion diferencial es 

m 2 + 8m + 16 = (m + 4) 2 = 0, 


tenemos m x = m 2 = — 4, y el sistema esta cnticamente amortiguado. La solucion general de la 
ecuacion diferencial es 


x(t) = C x e At + C 2 te 4t . 
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La condicion inicial v(0) = 0 implica de inmediato que C x = 0, en tanto que al usar x'(0) = — 3 
se obtiene C 2 = — 3. De tal modo, la ecuacion de movimiento es 

x(t) = —3 te~ 4t . 


Para graficar x{t) encontramos el tiempo en el cual x\t) = 0: 

x\t) = —3(—4 te~ 4t + e~ 4t ) = ~3e~ 4t (l ~ 4 1). 

Claramente, x'(t ) = 0 cuando t = \, y el desplazamiento correspondiente es 

x(\) = -le- 1 = -0.276 pie. 

Como se ilustra en la FIGURA 16.4.9, interpretamos que este valor significa que el peso alcanza una 
altura maxima de 0.276 pie sobre la posicion de equilibrio. ■ 


X 


-0.276 

altura maxima sobre 
la posicion de equilibrio 
FIGURA 16.4.9 Grafica de la 
ecuacion de movimiento del 
ejemplo 2 



EJEMPLO 3 


Un sistema con movimiento subamortiguado 


Una masa que pesa 16 lb se une a un resorte de 5 pies de largo. En equilibrio el resorte mide 8.2 
pies. Si la masa se empuja hacia arriba y se suelta desde el reposo en un punto a 2 pies por arri- 
ba de la posicion de equilibrio, encuentre los desplazamientos x(t) si se sabe ademas que el 
medio circundante ofrece una resistencia numericamente igual a la velocidad instantanea. 
Determine el tipo de amortiguamiento exhibido por el sistema. 


Solucion La elongacion del resorte despues de que se une el peso es 8.2 — 5 = 3.2 pies, por lo 
que se sigue de la ley de Hooke que 


Ademas, 


16 = k • (3.2) y k = 5 lb/pie. 

16 1 ! o i 

m = 32 = 2 s ug y P = l < 


por lo que la ecuacion diferencial esta dada por 


1 d 2 x _ dx 


o 


d 2 x dx 

dt 2 dt 


10jc = 0. 


Esta ultima ecuacion se resuelve sujeta a las condiciones iniciales 

= 0. 

t =o 

Prosiguiendo, encontramos que las raices de m 2 + 2m + 10 = 0 son = — 1 + 3i y m 2 = 
—1 — 3/, lo cual implica entonces que el sistema esta subamortiguado y 

x(t) = e~\Ci cos 3 1 + C 2 sen 3 1). 


*(°> = - 2 ’ f 


Ahora 


jc(0) = -2 = Q 

x(t) = e~\—2 cos 3 1 + C 2 sen 3 1) 

x\t) = e~\6 sen 3 1 + 3C 2 cos 3 1) — e~\—2 cos 3 1 + C 2 sen 3 1) 
jc'(O) = 0 = 3C 2 + 2, 

lo cual produce C 2 = ~ f. De tal modo, la ecuacion de movimiento es 

x(t) = e~\—2 cos 3 1 - f sen 3 1). ■ 


■ Movimiento forzado Suponga que ahora tomamos en consideracion una fuerza externa f(t) 
que actua sobre una masa vibrante en un resorte. Por ejemplo, f(t) podria representar una fuerza 
accionadora que produjera un movimiento vertical oscilatorio del soporte del resorte. Vea la FIGU¬ 
RA 16.4.10. La inclusion de/(0 en la formulacion de la segunda ley de Newton produce 





A 





FIGURA 16.4.10 Un sistema 
masa-resorte forzado 
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por lo que 


d 2 x Pdx k fit) 

— r H-rl-x = - 

dt 1 m dt m m 


o 


d 2 x , _ , dx , 2 i/ x 

— — + 2A—— \- (o x — Fit), 
dt 2 dt 


( 10 ) 


donde F(t) = f(t)/m y, como antes, 2A = /3/m y co 2 = k/m. Para resolver la ultima ecuacion no 
homogenea, podemos emplear el metodo de coeficientes indeterminados o el de variation de 
parametros. 

El siguiente ejemplo ilustra el movimiento forzado sin amortiguamiento. 


Un sistema con movimiento forzado 


EJEMPLO 4 


Resuelva el problema de valores iniciales 

d 2 x 


4- co 2 x = F 0 sen yt, F 0 = constante, 


dt 2 


*( 0 ) = 0 , § 


= 0. 


t=0 


Solution La funcion complementaria es x c (t) = C x cos cot + C 2 sen cot. Para obtener una solu¬ 
tion particular requerimos que y ± co y usamos el metodo de coeficientes indeterminados. 
Entonces, suponiendo x p = A cos yt + B sen yt, tenemos 

x' p = —Ay sen yt + By cos yt 
x” = —Ay 2 cos yt — By 2 sen yt 
x'p + co 2 x p = A(co 2 — y 2 ) cos yt + B(co 2 — y 2 ) sen yt 
= F 0 sen yt. 

Se sigue que A = 0 y B = — - 

co 2 — y 2 

F 0 

Por tanto, x p (t) = — -- sen yt. 

co — y 

Aplicando las condiciones iniciales dadas a la solucion general 


x(t) = Ci cos cot + C 2 sen cot H---- sen yt 

co — y 

se obtiene C x = 0 y C 2 = —yF^/coico 2 — y 2 ). De esta manera, la ecuacion de movimiento del 
sistema forzado es 


F 0 

x(t) = ---— ( y sen cot + co sen yt), y A co. (11) ■ 

co(co - y 2 ) 

■ Resonancia pura Aunque (11) no esta definida para y = co, es interesante observar que su 
valor limite cuando y^co puede obtenerse aplicando la regia de L’Hopital. Este proceso de 
limite es analogo a “sintonizar” la frecuencia de la fuerza accionadora y/lir a la frecuencia 
de las vibraciones libres ao/2i t. Por intuicion esperamos que, sobre una longitud de tiempo, sea- 
mos capaces de aumentar de manera sustancial las amplitudes de vibracion. Para y = co, defini- 
mos la solucion como 


x(t) = lim F () - 

y— 


—y sen cot + co sen yt 
co(co 2 — y 2 ) 


= Fnlim 


— [ — y sen cot + co sen yt] 

dy 


por la regia de L’Hopital 


dy 


[co 3 — coy 2 ] 


= F {) Inn 


— sen cot + cot cos yt 


— 2 coy 
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I^L 

2co z 


(sen cot 


cot cos cot) 


F 0 F 0 

= —- sen cot — -—t cos cot. 
2 co 2 


( 12 ) 


Como se sospecha, cuando t—> oo estos desplazamientos se vuelven grandes; de hecho, \x(t)\ —» oo. 
El fenomeno que acabamos de describir se conoce como resonancia pura. La grafica en la FIG LI¬ 
RA 16.4.11 presenta el movimiento caracteristico en este caso. 

Debe notarse que no hay necesidad real de usar un proceso de limite en (11) para obtener la 
solucion de y = co. De modo alterno, (12) se deduce al resolver el problema de valores iniciales 


d 2 * , 2 77 

—- + co x = L 0 sen cot , 
dt 2 

directamente por metodos convencionales. 


*(0)=0, f 


= 0 


t = 0 


■ Analog© de circuito en serie En conclusion, examinamos otro sistema fisico que puede 
modelarse mediante una ecuacion diferencial lineal de segundo orden similar a la ecuacion dife- 
rencial de un sistema masa-resorte forzado con amortiguamiento: 

m ^ + ^ + kx = m 



FIGURA 16.4.11 Resonancia pura 


C 

a) 


Inductor 

Inductancia L : henrys (h) 
cafda de voltaje: L F 


Si i(t) denota la corriente en el circuito electrico en serie LRC que se muestra en la FIGURA 
16.4.12a), entonces las caidas de voltaje en el inductor, resistor y capacitor son como se muestran 
en la figura 16.4. 12b). Por la segunda ley de Kirchhoff, la suma de estos voltajes es igual al vol¬ 
taje E(t) ejercido sobre el circuito; esto es, 

L Jt + Ri + c q = E(t) - (13) 

Puesto que la carga q{t) sobre el capacitor se relaciona con la corriente i(t) por i = dq/dt , (13) 
se convierte en la ecuacion diferencial lineal de segundo orden 

d 2 q dq 1 

L ^ + R i + c q = w 



Resistor 

Resistencia/?: ohms (O) 
cafda de voltaje: iR 


MV 


Capacitor 

Capacitancia C: farads (f) 
cafda de voltaje: —q 


Excepto por la interpretacion de los simbolos utilizados en (10) y (14), no hay diferencia entre 
las matematicas de los resortes vibrantes y los circuitos en serie simples. Incluso gran parte de 
la terminologia es la misma. Si E(t) = 0, se dice que las vibraciones electricas del circuito son 
libres. Puesto que la ecuacion auxiliar para (14) es Lm 2 + Rm + 1/C = 0, habra tres formas de 
solucion cuando R ± 0, dependiendo del valor del discriminante R 2 — 4L/C. Afirmamos que el 
circuito es 


b ) 

FIGURA 16.4.12 Un circuito 
electrico en serie LRC con cafdas 
de voltaje 


sobreamortiguado si R 2 — 4 L/C > 0, 

criticamente amortiguado si R 2 - 4L/C = 0, 

y sin amortiguamiento si R 2 — 4 L/C < 0. 


En cada uno de estos tres casos, la solucion general de (14) contiene el factor e~ Rt F L y por ello 
la carga q(t) —> 0 cuando t —> oo. En el caso sin amortiguamiento, cuando al menos la carga ini- 
cial o la corriente inicial no son cero, la carga en el capacitor oscila conforme decae. Esto es, el 
capacitor se carga y descarga cuando t—> oo. 


Recuerde que la corriente i es la 
derivada de la carga q, por lo 
que es lo mismo decir que una 
de las condiciones iniciales no 
es cero. 


EJEMPLO 5 


Un circuito en serie 


Determine la carga q(t) en el capacitor en un circuito en serie LRC cuando L = 0.25 henry (h), 
R = 10 ohms (12), C = 0.001 farad (f), E(t) = 200 sen 40 1 volts (V), q( 0) = 3 coulombs (C) e 
/(0) = 0 amperes (A). 


Solucion Puesto que 1/C = 1 000, la ecuacion (14) se vuelve 


o 


\q" + 10#' + 1 000# = 200 sen 40^ 
q" + 40#' + 4 000# - 800 sen 40 1. 
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El circuito no tiene amortiguamiento debido a que las raices de la ecuacion auxiliar son nume- 
ros complejos m x = — 20 + 60/ym 2 = — 20 — 60/. De tal modo, la funcion complementary de 
la ecuacion diferencial es q c (t) = e~ 20t (C] cos 60/ + c 2 sen 60/). Para determinar una solucion par¬ 
ticular q p empleamos coeficientes indeterminados y asumimos una solucion de la forma q p = 
A sen 40/ + B cos 40/. A1 sustituir esta expresion en la ecuacion diferencial encontramos A = ^ 
y B = — Asi, la carga en el capacitor es 

q{t) = e~ m {c x cos 60/ + c 2 sen 60/) + sen 40/ - ^ cos 40/. 

Aplicando las condiciones iniciales q(0) = 3 e /(0) = g'(0) = 0, obtenemos c x = % y c 2 = f§, 
de modo que 

q(t) = cos 60/ + §§ sen 60/) + ^ sen 40/ - ^ cos 40/. ■ 



Efecto de rompimiento por 
resonancia acustica 


d 2 x 
dt 2 


NOTAS DESDE EL AULA 


/) Las vibraciones acusticas pueden ser tan destructivas como las grandes vibraciones meca- 
nicas. En comerciales de television, cantantes de jazz han causado la destruction de una 
pequena copa de vino. Los sonidos de los organos y los flautines se sabe que agrietan 
vidrios de ventanas. 


Entonces el pueblo grito y los sacerdotes tocaron las trompetas; y sucedio que cuando el 
pueblo oyo el sonido de la trompeta el pueblo grito a gran voz y la muralla se vino 
abajo... (.Josue 6:20) 

^La potencia de la resonancia acustica provoco el derrumbe de la muralla de Jerico? Es 
la conjetura de algunos eruditos contemporaneos. 


//) El fenomeno de la resonancia no siempre es destructivo. Por ejemplo, es la resonancia de 
un circuito electrico lo que permite que un radio se sintonice en una estacion especifica. 


Ejercicios 16.4 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48. 


= Fundamentos 

En los problemas 1 y 2, enuncie en palabras una interpreta¬ 
tion fisica del problema de valores iniciales indicado. 

1. 52x" + 3x = 0; x(0) = —3,4(0) = -2 

2. ygx" + Ax = 0; 40) = 0.7,4(0) = 0 

3. Una masa que pesa 8 lb unida a un resorte presenta movi- 
miento armonico simple. Determine la ecuacion de mo- 
vimiento si la constante de resorte es 1 lb/pie y si la masa 
se suelta 6 pulg debajo de la posicion de equilibrio con 
una velocidad hacia abajo de § pies/s. 

4. Una masa que pesa 24 lb unida a un resorte presenta 
movimiento armonico simple. Cuando se pone en el 
resorte, la masa lo alarga 4 pulg. Determine la ecuacion 
de movimiento si la masa se suelta desde el reposo en un 
punto a 3 pulg encima de la posicion de equilibrio. 

5. Una fuerza de 400 N alarga 2 m un resorte. Una masa de 
50 kg unida al resorte presenta movimiento armonico 
simple. Determine la ecuacion de movimiento si la masa 
se suelta desde la posicion de equilibrio con una veloci¬ 
dad hacia arriba de 10 m/s. 

6 . Una masa que pesa 2 lb unida a un resorte exhibe movi¬ 
miento armonico simple. En / = 0 la masa se suelta desde 
un punto a 8 pulg debajo de la posicion de equilibrio con una 


velocidad hacia arriba de f pies/s. Si la constante del resorte 
es k = 4 lb/pie, encuentre la ecuacion de movimiento. 

En los problemas 7 y 8, enuncie en palabras una interpreta- 
cion fisica del problema de valores iniciales indicado. 

7. yg4' + 24 + x = 0; x(0) = 0, ^ = -1.5 

dt r= o 

8. Ifx" + x' + 2x = 0; x(0) = -2,4(0) = 1 

9. Una masa que pesa 4 libras unida a un resorte exhibe 
movimiento amortiguado libre. La constante de resorte es 
2 lb/pie y el medio ofrece una resistencia al movimiento 
de la masa numericamente igual a la velocidad instantanea. 
Si la masa se suelta desde 1 pie arriba de la posicion de 
equilibrio con una velocidad hacia abajo de 8 pies/s, deter¬ 
mine el tiempo en que la masa pasa por la posicion de 
equilibrio. Encuentre el tiempo en el cual la masa alcanza 
su desplazamiento maximo desde la posicion de equilibrio. 
^Cual es la posicion de la masa en ese instante? 

10. Una masa de 40 g alarga 10 cm un resorte. Un dispositi- 
vo de amortiguamiento imparte una resistencia al movi¬ 
miento numericamente igual a 560 veces la velocidad 
instantanea. Encuentre la ecuacion de movimiento libre 
si la masa se suelta desde la posicion de equilibrio con 
una velocidad hacia abajo de 2 cm/s. 
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11. Despues de que una masa con 10 lb de peso se une a un 
resorte de 5 pies, el resorte mide 7 pies. La masa se quita 
y se sustituye por otra masa que pesa 8 lb y despues el 
sistema completo se pone en un medio que ofrece una 
resistencia numericamente igual a la velocidad instanta- 
nea. Determine la ecuacion de movimiento si la masa se 
suelta \ pie debajo de la posicion de equilibrio con una 
velocidad hacia abajo de 1 pie/s. 

12. Una masa que pesa 24 lb alarga un resorte 4 pies. El movi¬ 
miento subsecuente ocurre en un medio que ofrece una 
resistencia numericamente igual a /3 (/3 > 0) veces la 
velocidad instantanea. Si la masa parte desde la posicion 
de equilibrio con una velocidad hacia arriba de 2 pies/s, 
demuestre que si /3 > 3 V2, la ecuacion de movimiento es 


x{t) = 


, 3 e“ W3 senh §V/3 2 - 18 1. 

V/3 2 - 18 3 


13. Una masa que pesa 10 lb esta unida a un resorte que lo alar¬ 
ga 2 pies. El sistema se pone despues en movimiento en un 
medio que ofrece una resistencia numericamente igual a 
P (P > 0) veces la velocidad instantanea. Determine los 
valores de (3 de manera que el movimiento sea 

a) sobreamortiguado, 

b) criticamente amortiguado y 

c ) sin amortiguamiento 

14. Cuando una masa de 1 slug se une a un resorte lo alarga 
2 pies y despues queda en reposo en la posicion de equi¬ 
librio. Empezando en t = 0, una fuerza externa igual a 
f{t) = 8 sen 4 1 se aplica al sistema. Encuentre la ecuacion 
de movimiento si el medio circundante presenta una fuer¬ 
za de amortiguamiento numericamente igual a ocho ve¬ 
ces la velocidad instantanea. 

15. Resuelva el problema 14 cuando fit) = e~ f sen At. Analice 
los desplazamientos para t—> oo. 

16. Resuelva e interprete el problema de valores iniciales: 


^ C - + 9x = 5 sen 3 1, v(0) = 2, 

dt 2 



= 0 . 


17. Determine la carga en el capacitor de un circuito en serie 
LRC en t = 0.01 s cuando L = 0.05 h, R = 212, C = 
0.01 f, Eit) = 0 V, g(0) = 5 C e z(0) = 0 A. Determine 
la primera vez en la cual la carga en el capacitor es igual 
a 0. 

18. Encuentre la carga en el capacitor de un circuito en serie 
LRC cuando L = \ h, R = 2011, C = ^ f, E(t) = 0 V, 
g(0) = 4 C e i( 0) = 0 A. /La carga en el capacitor algu- 
na vez es igual a cero? 


En los problemas 19 y 20, encuentre la carga en el capacitor 
y la corriente del circuito en serie LRC dado. Determine la 
carga maxima en el capacitor. 

19. L = f h, R = 10 Cl, C = 35 f, E(t) = 300 V, ^(0) = 0 C, 
m = 0 A 

20. L = 1 h, R = 10017, C = 0.0004 f, E(t) = 30 V, q(0) = 
0 C, i(0) = 2 A 


= Proyectos 


21. Pulsos Cuando la frecuencia de una fuerza periodica 
impartida es exactamente la misma que la frecuencia de 
una vibracion sin amortiguamiento libre, entonces un sis¬ 
tema de masa-resorte se encuentra en el estado de reso- 
nancia pura. En este estado, los desplazamientos de la masa 
crecen sin limite cuando t—> oo. Pero cuando la frecuen¬ 
cia y/27 t de una funcion impulsora periodica es cercana 
a la frecuencia co/2tt de vibraciones libres, la masa expe- 
rimenta oscilaciones complicadas pero no acotadas que 
se conocen como pulsos. 

a) Para examinar este fenomeno, emplee coeficientes 
indeterminados para demostrar que la solucion del 
problema de valores iniciales 

d 2 x 

—- + orx = F 0 cos yt , v(0) = 0, v'(0) = 0 

dt 2 


es 


x(t) = 



(cos yt 


cos cot), y i= a). 


b) Suponga que co = 2 y F 0 = Utilice un medio de gra- 
ficacion para, en ejes de coordenadas independientes, 
graficar curvas de solucion que correspondan ay = 1, 
y = 1.5, y = 1.75 y y = 1.9. Emplee 0 < t < 60 y 
— 3 < v < 3. 


c) Utilice una identidad trigonometrica para demostrar 
que la solucion en el inciso a) puede escribirse como 
el producto 

2F 0 1 1 

xit) — -- sen ~iy (Ah sen-(y + a))t , y =£ oj. 

y — co ^ ^ 

d) Si s = |(y — co ), demuestre que cuando s es pequena, 
la solucion en el inciso c) es aproximadamente 


xit) = -— sen st sen yt. 

2sy 

e) Utilice una herramienta de graficacion para representar 
la funcion en el inciso d) con co = 2, F 0 = y 
y = 1.75. Grafique despues ±(F 0 /2sy) sen st en el 
mismo conjunto de ejes de coordenadas. Las graficas de 
±iF 0 /2sy) sen st reciben el nombre de envolvente de la 
grafica de xit). Compare la grafica de xit) que se obtu- 
vo de esa manera con la tercera grafica del inciso b). 


16.5 Soluciones en series de potencias 

■ Introduce ion Algunas ecuaciones diferenciales lineales homogeneas de segundo orden con 
coeficientes variables pueden resolverse utilizando series de potencias. El procedimiento consis- 
te en suponer una solucion de la forma 

oo 

y = C 0 + C X X + c 2 x 2 + c 3 x 3 + • • • = 2 

n = 0 
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diferenciando 


y' = Ci + 2 c 2 x + 3c 3 x 2 + • • • = ^nc n x n \ ( 1 ) 

n= 1 
oo 

y" = 2 c 2 + 6c 3 X + • • • = 2 n ( n — l)c w JC” _2 , (2) 

n = 2 

y sustituyendo los resultados en la ecuacion diferencial con la expectativa de determinar una 
relacion de recurrencia que producira los coeficientes c n . Para hacer lo anterior es importante que 
usted se vuelva experto en la simplificacion de la suma de dos o mas series de potencias, cada 
serie expresada en notacion sigma, a una expresion con una sola 2. Como ilustra el siguiente 
ejemplo, la combinacion de dos o mas sumatorias como una sola sumatoria a menudo requiere 
una reindizacion, esto es, un corrimiento en el mdice de la sumatoria. Para sumar dos series 
escritas en notacion sigma es necesario que 

• ambos indices de la sumatoria inicien con el mismo numero y 

• las potencias de x en cada serie esten en “fase”, esto es, si una serie empieza con, diga- 
mos, x como la primera potencia, entonces deseamos que la otra serie empiece con la 
misma potencia. 


EJEMPLO 1 


Solucion en series de potencia de una ecuacion diferencial 


Encuentre una solucion en serie de potencias de y" — 2xy = 0. 

Solucion A1 sustituir y = 2^=0 c n x n en la ecuacion diferencial y utilizar (2) tenemos 


y 


" - 2xy = 2 n (n - 1 )c n x n 2 - 2x^c n x n 


n = 2 


n = 0 


= 2 n (n — 1 )c n x n 2 — 2 2c n x n+l = 0. 


En cada serie sustituimos ahora k por el exponente en x. En la primera serie usamos 
k = n — 2, y en la segunda serie, k = n + 1. De tal modo, 

k = n — 2 k = n + 1 

oo oo oo oo 

- 1 )c n x n ~ 2 - 2 2c„x" +1 = + 2)(fc + 1 )c k+2 x k - ^j2c k - x x k . 

n = 2 n = 0 ^ = 0 k =1 

t t 

cuando n = 2, k = 0 cuando n = 0,k = 1 

Puesto que ambas series empiezan con k = 1, escribimos el primer termino de la primera serie 
fuera de la notacion de sigma y despues combinamos las dos series: 

oo oo 

y" - 2xy = 2 c 2 + ^(k + 2)(k + \)c k+2 x k - ^2c k - x x k 

k= 1 k= 1 

OO 

= 2c 2 + 2 [(* + 2)(Jfc + 1 )c k+2 - 2c k -i]x k = 0. 

k= 1 

Los coeficientes correspondien ^ Puesto que la ultima igualdad es una identidad, el coeficiente de cada potencia de x debe ser cero. 

tes de series de potencias igua- Esto es 
les son ellos mismos iguales. 

2c 2 = 0 y (k + 2)(k + l)c k+2 ~ 2c k -i = 0. (3) 

Como (k + l)(k + 2) A 0 para todos los valores de k , podemos resolver (3) para c^ +2 en termi- 
nos de c k - X \ 


_ 2c k -\ 

Ck+2 _ (k + 2){k + 1)’ 


k = 1,2,3,. 


(4) 


Ahora 2c 2 = 0 indica evidentemente que c 2 = 0. Pero la expresion en (4), denominada relacion 
de recurrencia, determina las restantes c k de manera tal que podemos elegir cierto subconjunto 
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de estos coeficientes que sean distintos de cero. Dejando que k tome los enteros sucesivos indi- 
cados, (4) genera coeficientes consecutivos de la solucion supuesta uno a la vez: 


c 3 = 

c 4 = 

c 5 = 

^6 

C 1 = 
C 8 = 

c 9 = 

c \0 = 

c \\ = 


= 0 


2c 0 

3- 2 
2c i 

4- 3 
2c 2 

5- 4 

2 c 3 = 2 2 

6- 5 6 • 5 • 3 • 2 

2c 4 2 2 

7- 6 7•6•4•3 

2 c 5 

—- = 0 

8- 7 

2c 6 = 2 3 

9- 8 9•8•6•5•3•2 

2cq 2 3 


- c 2 — 0 


c 5 — 0 

Co 

Cl 


10-9 10 - 9 - 7 - 6 - 4 • 3 

2C; 


= 0, 


-C 8 = 0 


11 • 10 

y asi sucesivamente. Debe ser claro que tanto c 0 como c x son arbitrarios. En este caso, 
y = c 0 + c x x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + c 4 x 4 + c 5 x 5 + c 6 x 6 + c 7 x 7 + c 8 x 8 

+ CgX 9 + C\ qX 10 + C\\X 11 + • • • 

2 2 


2 2 

— Cq + CpT + 0 + ——-c 0 .x 3 + —— ~c x x 4 + 0 + 


7 • 6 • 4 • 3 

2 3 


3-2 

C\x! + 0 + 


9 • 8 • 6 • 5 • 3 • 2 


c 0 x 


6 • 5 • 3 • 2 

.9 


C 0 * 


C\X 19 + 0 + 


Co 


10-9-7-6-4-3 

i + + 


3-2 


x 6 + 


+ c x 


X + TA* 4 + 


6 • 5 • 3 • 2 

2 2 


9 • 8 • 6 • 5 • 3 • 2 
2 3 


x 9 + 


4-3 

c 0 yi(x) + c x y 2 (x). 


7 • 6 • 4 • 3 


x 7 + 


10 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3 


x 10 + 


Una serie de potencias representara una solucion de la ecuacion diferencial en algun inter- 
valo de convergencia. Puesto que el patron de coeficientes en el ejemplo 1 es claro, podemos 
escribir la solucion en terminos de notacion de sumatoria. Utilizando las propiedades del facto¬ 
rial tenemos 


2*[1 - 4-7 
y\(x ) = l + 2- 

k= 1 

^ 2 *[ 2 - 5-8 

y 2 (x) = x + 2 j - 

k = 1 


( 3 k ~ 2 )] 


Ok)\ 


(3k - 1)] 


,3 k 


,3k+ I 


(3k + 1)! 


( 5 ) 

( 6 ) 


La prueba del cociente puede utilizarse en las formas (5) y (6) para demostrar que cada serie con¬ 
verge sobre el intervalo (—oo, oo). 


EJEMPLO 2 


Solucion en series de potencias de una ecuacion diferencial 


Encuentre la solucion en serie de potencias de (x 2 + l)y" + xy' — y = 0. 
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Solucion La suposicion y = 2^=0 c n x n conduce a 

oo oo oo 

(x 2 + 1 )^n(n - 1 )c n x n ~ 2 + x^nc n x n ~ l — 2 c„x n 


n = 2 


n= 1 


« = 0 


= 2 — l)^ft^ n + 2 n ( n ~ l) C n xH 2 + 2 ftC n X n — 2 C ft X ” 

ft = 2 ft = 2 ft = 1 ft = 0 


k = n 


k = n - 2 


k = n 


k = n 


= ^jk(k — 1 )c k x k + 2 + 2)(& + l)Cfc+ 2 x* + ^ kc k x k — ^c k x k 

k =2 fc = 0 fc=l fc = 0 

= 2 • lc 2 + 3 • 2c 3 x + C\X — c 0 — C\X 

oo 

+ 2 - 1 )c* + (fc + 2)(fe + 1)^+2 + kc k - c k ]x k 

k = 2 

= 2c 2 — c 0 + 6c 3 x 

oo 

+ 2 [(* + 1)(* - 1)C* + (At + 2)(ifc + 1 )c k+2 ]x k = 0. 

k = 2 

Por tanto, debemos tener 

2c 2 — c 0 = 0 
c 3 = 0 

( k + 1 ){k — 1 )cj i + (/r + 2)(/r + l)c^ +2 — 0. 

Las ecuaciones anteriores producen c 2 = \c 0 , c 3 = 0, asi como la relacion de recurrencia 

k - 1 


c k + 2 


-c^, k = 2, 3, 4, .... 


k + 2 

Dejando que k tome los valores 2, 3, 4, . . . la ultima formula produce 


1 


c 4 - 4 c 2 - 2 . 4 


C 5 = --C'3 = 0 


1 1 

c 0 - „ 2~. C 0 


2 2 ! 


^6 


~6 Q 2-4-6 


c 0 


1 -3 
2 3 3! 


c 0 


C 7 — J c 5 — 0 


Cs 8 ° 6 " 2 • 4 • 6 • 8 


3-5 _ 1-3-5 

c 0 - „ 4 , c 0 


C 9 g C 7 — 0 


C10 


i C 8 


3-5-7 


1(T 5 2 • 4 • 6 • 8 • 10 °° 2 5 5! 

y asi sucesivamente. De tal modo, 

y = c 0 + c x x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + c 4 x 4 + c 5 x 5 + c 6 x 6 + c 7 x 7 + c 8 x 8 + 
= c x x + c 0 


2 4! 


1-3-5-7 


■ C 2 — 2 C ° 


- c 3 = 0 


- c 5 = 0 


- c 7 — 0 


-c 0 , 


1 v 2 


1 + O r 9 

2 2 2 2! 


1 4 , 1 • 3 6 1 • 3 • 5 8 , 1 • 3 • 5 • 7 10 , 

x H—-— x -9- x H---jc + 


2 3! 


2 4! 


2 5! 


= c 0 y x (x) + c x y 2 (x). 

Dos soluciones de la ecuacion diferencial son 

00 

>’,« = 1 +xx 2 + 2(-l) n 

Z n = 2 

y yi(x) = x. 


1 • 3 • 5 • • • (2« — 3) . 
2”n! 
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Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48. 


= Fundamentos 

En los problemas 1-18, encuentre soluciones en series de 
potencias de la ecuacion diferencial dada. 


15. (x 2 + 2)y" + 3xy' ~ y = 0 16. (x 2 - 1 )y" + xy' ~ y = 0 
17. y" - (x + 1)/ - y = 0 18. y n - xy ' - (jc + 2)y = 0 

En los problemas 19 y 20, utilice el metodo de series de po¬ 
tencias para resolver la ecuacion diferencial dada sujeta a las 
condiciones iniciales que se indican. 


13. (x 2 - 1 )y" + 4xy' + 2y = 014. (x 2 + 1 )y” - 6y = 0 


1. y" + y = 0 
3. y" = y' 

5. y" = xy 


2. y" - y = 0 
4. 2y" + y’ = 0 
6. y" + x 2 y = 0 


7. y" - 2xy’ + y = 0 
9. y" + xV + xy = 0 
11 . (x - l)y" + y' = 0 


8. y" - xy' + 2y = 0 
10 . y" + 2xy' + 2y = 0 
12 . (x + 2)y" + xy' - y = 0 


19. (x - l)y" - xy' + y = 0; y(0) = -2, y'(0) = 6 

20. y" - 2xy' + 8y = 0; y(0) = 3, y'(0) = 0 


Revision del capitulo 16 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-49. 

A. Verdadero/falso_ 

En los problemas 1-8, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F). 

1. Si yi es una solucion de ay” + by ' + cy = 0, a , b, c constantes, entonces C\y\ tambien es 

una solucion para todo numero real C \._ 

2. Una solucion general de y" — y = 0 es y = C 1 cosh x + C x senh x._ 

3. yi = e x y y 2 = 0 son soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial 



4. La ecuacion diferencial y" — y' = 10 posee una solucion particular constante y p = A. 

5. La ecuacion diferencial y" — y' = 0 posee un numero infinito de soluciones constantes._ 

6. La ecuacion diferencial de primer orden 2xy dx = (x 2 — e~ y ) dy es exacta._ 

7. El movimiento sin amortiguamiento y no forzado de una masa en un resorte recibe el nom- 

bre de movimiento armonico simple._ 

8. La resonancia pura no puede ocurrir cuando hay amortiguamiento._ 

B. Llene los espacios en bianco_ 

En los problemas 1-5, llene los espacios en bianco. 

1. Una solucion del problema de valores iniciales y" + 9y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 0 es 

2. Una solucion del problema de valores en la frontera y" — y' = 0, y(0) = 1, y(l) = 0 es 

3. Si una masa que pesa 10 lb alarga 2.5 pies un resorte, entonces una masa que pese 32 lb alar- 

gara el mismo resorte_pies. 

4. Si la ecuacion auxiliar am 2 + bm + c = 0 para una ecuacion diferencial homogenea de 

segundo orden posee las soluciones = m 2 = — 7, entonces la solucion general de la 
ecuacion diferencial es_. 

5. Sin resolver, la forma de una solucion particular de y" + 6y' + 9y = 5x 2 — 3xe 2x es y p = 

C. Ejercicios_ 

En los problemas 1 y 2, determine si la ecuacion diferencial dada es exacta. Si lo es, resuelvala. 

1. 2x cos y 3 dx = (1 + 3x 2 y 2 sen y 3 ) dy 2. (3x 2 + 2y 3 ) dx + y 2 (6x + 1) dy = 0 
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En los problemas 3 y 4, resuelva el problema de valores iniciales dado. 

3. \xy-*dx + (3y~ 3 - x 2 y~ 5 ) dy = 0,y(l) = 1 

4. ( y 2 +y senx) dx + ^2xy — cos x — —- ^jdy = 0, y(0) = 1 

En los problemas 5-10, encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial dada. 

5. y" -2y'-2y = 0 6. y” - 8y = 0 7. y" - 3/ - lOy = 0 

8. 4y" + 20y' + 25y = 0 9. 9 y" + y = 0 10. 2y" - 5/ = 0 

En los problemas 11 y 12, resuelva el problema de valores iniciales. 

11. y" + 36y = 0, y{ir/2) = 24, /(tt/2) = Pl8 

12. y" + 4y' + 4y = 0, y( 0) = -2,/(0) = 0 

En los problemas 13 y 14, resuelva cada ecuacion diferencial por el metodo de coeficientes inde- 
terminados. 

13. y" - y’ - 12y = (x + 1 )e 2x 14. y" +4 y= 16x 2 


En los problemas 15 y 16, resuelva cada ecuacion diferencial por el metodo de variation de para- 
metros. 

15. y" - 2/ + 2 y = e x tan x 16. y" - y = 2ti/(ti + e~ x ) 

En los problemas 17 y 18, resuelva el problema de valores iniciales dado. 

17. y" + y = sec 3 x, y(0) = 1, y'(0) = \ 18. y" + 2y’ + 2y = 1, y(0) = 0, y'(0) = 1 



FIGURA 16.R.1 Resortes unidos 
del problema 24 


En los problemas 19 y 20, encuentre soluciones en series de potencias de la ecuacion diferencial 
dada. 


19. y” + xy = 0 


20. (x - 1 )y" + 3y = 0 


21. Un resorte con constante k = 2 esta suspendido en un liquido que ofrece una fuerza de 
amortiguamiento numericamente igual a cuatro veces la velocidad instantanea. Si una masa 
m se suspende del resorte, determine el valor de m para el cual el movimiento libre subse- 
cuente sea no oscilatorio. 


d^x dx 

22. Determine una solucion particular para —- + 2A-^ + co 2 x = A, donde A es una fuerza 
constante. ^ 


23. Una masa que pesa 4 lb se suspende de un resorte cuya constante es 3 lb/pie. El sistema 
completo se sumerge en un fluido que presenta una fuerza de amortiguamiento numerica¬ 
mente igual a la velocidad instantanea. Empezando en t = 0, una fuerza externa igual a 
f{t) = e~ l se ejerce sobre el sistema. Determine la ecuacion de movimiento si la masa se 
suelta desde el reposo en un punto 2 pies por debajo de la posicion de equilibrio. 

24. Una masa que pesa W lb estira \ pie un resorte y estira \ pie un resorte diferente. Si los dos 
resortes se unen en serie, la constante de resorte efectiva k del sistema esta dada por 
l/k = 1 fk x + 1 /k 2 . Despues la masa se une al doble resorte, como se muestra en la FIGURA 
16.R.1. Suponga que el movimiento es libre y que no esta presente una fuerza de amortigua¬ 
miento. 


a) Determine la ecuacion de movimiento si la masa se suelta en un punto a 1 pie debajo de 
la posicion de equilibrio con una velocidad hacia abajo de \ pie/s. 

b) Demuestre que la velocidad maxima de la masa es |V3 g + 1. 

25. El movimiento vertical de una masa unida a un resorte se describe mediante el problema de 
valores iniciales 


J_ d 2 x dx 
4 dt 2 dt 


+ x — 0, 


jc(0) = 4, jc'(O) = 2. 


Determine el maximo desplazamiento vertical. 




Apendice 


Demostraciones de teoremas seleccionados 


l Seccion 2.2 

Sea s > 0 dada. Para demostrar i) debemos encontrar 

8 > 0 de modo que 

\c — c\ < £ cuando 0 < \x — a\ <8. 

Puesto que \c — c\ = 0, lo anterior equivale a 

£ > 0 cuando 0 < \x — a\ <8. 

La ultima afirmacion siempre es verdadera para cualquier eleccion de 8 > 0. 


!.3/): Sea £ > 0 dada. Para demostrar i) debemos encontrar 

8 > 0 para que 

| f(x) + g(x) — L x — L 2 \ < £ cuando 0 < \x — a\ < 8. 


Puesto que lim/(x) = L x y limg(x) = L 2 , sabemos que existen los numeros 8 X > 0 y 8 2 > 0 para 
los cuales 



l/M 

-Al<f 

cuando 

0 < \x — a\ 

< «i, 

(1) 

y 

IsM 

CO | (N 

V 

i 

cuando 

0 < \x — a\ 

< s 2 . 

(2) 


Ahora, si se elige 8 como el numero mas pequeno en el conjunto de los numeros positivos 
{8i, S 2 }, entonces tanto (1) como (2) se mantienen, por lo que 

I fix) + g(x) - L, - L 2 \ = I f(x) - L, + g(x) - L 2 \ 

< | f(x) -L,\ + |g(x) - L 2 \ 



cuando 0 < \x — a\ < 8. 

EOREMA 2.2.3//): Por medio de la desigualdad del triangulo. 

\f(x)g(x) - LM = | f(x)g(x) - f(x)L 2 + f(x)L 2 - L,L 2 \ 

< \f(x)g(x) ~f(x)L 2 \ + | f(x)L 2 - LM 
= |/(x)||g(x)-L 2 | + \L 2 \\f(x) - L { \ 

< \f(x)\\g(x) - L 2 \ + (1 + |L 2 |)|/(x) - L x |. 

Puesto que 11m f(x) = L , y lfm g{x) = L 2 , se sabe que existen numeros S, > 0, S 2 > 0, d 3 > 0 
tales que |/(x) — L, < 1 o 


|/M| < 1 + N 

cuando 

0 < \x — a\ 

< 8 lt 

(4) 

fi/2 





1 ™ - i.l <, + 1^1 

cuando 

0 < \x — a\ 

< s 2 , 

(5) 

s/2 






cuando 

0 < \x — a\ 

< 8 3 . 

(6) 
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En consecuencia, si se selecciona 8 como el numero mas pequeno en el conjunto de numeros 
positivos {<5 l9 8 2 , 8 3 J, entonces de (3), (4), (5) y ( 6 ) se tiene, 


I f(x)g(x) - LM < (1 + |Li|) • f + (1 + \Li \)' 8/2 


1 + |L : | 


1 + \L 2 \ 


e e 

= — + — = £. 


MA 2.2.3///): Primero demostraremos que 


lim— 7 — = 7 -, E 2 A 0. 
g(x) E 2 


Considere 


1 


2 _ 

L 2 


|gM - e 2 | 


\L 2 \\g(x)\ • 

Puesto que Km g(x) = E 2 , entonces existe una 8 X > 0 tal que 


|g(x) - L 2 \ < ^ 
Para estos valores de x, la desigualdad 


cuando 


0 < \x — a\ < 8 X . 


\L 2 \ 

|E 2 | = \g(x) ~ (g(x) ~ L 2 ) I < \g(x)\ + |g« - L 2 1 < \g(x)\ + 


resulta en 
Por tanto, de (7), 


IsMl y 


1 

g(x) 


l 2 


< 




Istol M 


;\g(x) ~ L 2 1 


AKora para e > 0 existe una 5 2 > 0 tal que 


\g(x) - L 2 \ < 


N 2 


cuando 


0 < lx — a I < 5 2 . 


(7) 


( 8 ) 


A1 elegir 8 como el numero mas pequeno en el conjunto de los numeros positivos {8 h 8 2 }, se 
sigue de ( 8 ) que 

1 1 


< s 


cuando 


0 < |x — a\ < 8. 


g(x) L 2 

Se concluye la demostracion aplicando el teorema 2.2.3//): 

fix) 1 1 L x 

Km —— = Km— 7 — -/(x) = Km —77 • Km/(x) = —. 
x^a g(x) x^a g(x) x^a g(x) x^a L 2 


I Seccion 2.3 

Para demostrar el teorema primero tiene que encontrar- 

se una 8 > 0 tal que 

|/(g(x)) —/(E)| < s cuando 0 < |x — a\ <8. 

Para tal proposito, primero consideramos que/es continua en L, en otras palabras, = 

/(E). Lo anterior significa que para una s > 0 dada, existen una 8 { > 0 de tal modo que 

| f{u) -/(E)| < s cuando \u — L\ < 5^ 

Ahora si u = g(x), entonces lo anterior es 

\f(g(x)) — f(L )| < e cuando |g(x) - L\ < <5,. 

Tambien de la suposicion de que lim g(x) = E, sabemos que existe una 8 > 0 de manera que 

|g(x) — E| < cuando 0 < |x — a\ <8. 

Ahora combinamos los ultimos dos resultados. Esto es, siempre que 0 < |x — a\ < 8 , entonces 
|g(x) — E| < 8i, pero cuando |g(x) — E| < 8 h entonces necesariamente | f(g(x)) —/(E)| < s. 














■ Seccion 2.4 


1TEOREMA 2.4.1: Se asume que g(x) < f(x) < /z(v) para toda x en un inter- 
valo abierto que contiene al numero a (con la posible exception de a mismo) y donde lim g(x) 
= L y Km h{x) = L. Sea s > 0. Entonces existen los numeros 8 3 > 0 y 8 2 > 0 tal que 

x — 

|g(x) — L\ < s siempre que 0 < \x — a\ < 8 X y \h(x) — L\ < s cuando 0 < \x — a\ < 8 2 . 
Esto es, 

L — s < g(x) < L + s cuando 0 < \x — a\ < 8 r 

L — s < h(x ) < L + e cuando 0 < \x — a\ < 8 2 . 

Tambien es necesario que exista 8 3 > 0 tal que 

g(x) < f{x) < h(x) cuando 0 < \x — a\ < 8 3 . 

Si se considera 8 el numero mas pequeno en el conjunto de los numeros positivos {5 b 8 2 , 5 3 }, 
entonces para 0 < \x — a\ <8 se tiene 

L — s < g(x) < f(x) < h(x) < L + s 

o de manera equivalente | f(x) — L\ < s. Lo cual significa que limf(x) = L. 


I Seccion 9.10 

Sea x un numero fijo en el intervalo (a — r, a + r) y 
considere que la diferencia entre f(x) y el grado n-esimo del polinomio de Taylor de / en a se 
denota por medio de 

R n (x) = f(x) - P n (x). 


Para cualquier t en el intervalo [a, x] definimos 
/'(*) f"{t) 

F(t) = fix) - f(t) - J -jf(x -t)~ J ~^(x - t) 2 


/ w (0 

n! 


(x 


if 


Rn(x) 

(x - a) n+l(X 


tf +l 


Manteniendo x constante se diferencia F con respecto a t utilizando las reglas de producto y 
potencia: 


no = -no + 


no 

no - -yr(* - 0 
' nxo 

——^—(x - A " -1 - 
(// - l)! lV l> 


no, no, jn2 

- (x - 0 - I ( V - o 


1 ! 

ngf) 

nl 


(x ~ tf 


2 ! 


Rfxfn +1) 

+- nx( x ~ 


(x — a) n 


para toda t en el intervalo abierto (< a, x). Puesto que la ultima suma es telescopica, obtenemos 


no = -■ 


f n+L V) 


n\ 


(jc - t) n + 


R n (x)(n + 1) 


{x — a) n 


r(x - tf. 


( 10 ) 


Ahora es evidente de (9) que F es continua en [a, x] y que 

F(x) = f(x) - f(x) - 0 - 0 = 0 . 

Adicionalmente, F (a) = f(x) — P n (x ) — R n (x ) = 0. 

Por tanto, F{t) satisface la hipotesis del teorema de Rolle (teorema 4.4.1) en [a, x] y por ello exis- 
te un numero c entre ay x para el cual F\c) = 0. De (10) se obtiene 

f n+1 \c ) +1 

W = nri)! (x - a) 




















Repaso de algebra 


Enteros 

{...,-4,-3,-2,-1,0, 1,2, 3,4,...} 

Enteros positivos (numeros naturales) 

{1,2, 3, 4, 5,...} 

Enteros no negativos (numeros enteros) 

{0, 1,2, 3,4,5,...} 

Numeros racionales 

Un numero racional es un numero en la forma p/q, donde p 
y q ¥= 0 son enteros. 

Numeros irracionales 

Un numero irracional es un numero que no puede escribirse 
en la forma p/q , donde p y q ¥= 0 son enteros. 

Numeros reales 

El conjunto R de numeros reales es la union de los conjun- 
tos de numeros racionales e irracionales. 


Expansiones binomiales 

(« a + b ) 2 = a 2 + lab + b 2 

(a + bf = a 3 + 3 a 2 b + lab 2 + b 3 

(a + b) 4 = a 4 + 4 a 3 b + 6 a 2 b 2 + 4 ab 3 + b 4 

(a + Z ?) 5 = a 5 + 5a 4 /? + 10a 3 /? 2 + 10 a 2 b 3 + 5aZ ? 4 + b 5 


Triangulo de Pascal 

Los coeficientes en la expansion de (< a + b) n siguen el 
patron: 

1 

1 1 
1 2 1 
13 3 1 

1 4 6 4 1 



Cada numero en el interior de este arreglo es la suma de los 
dos numeros directamente arriba del mismo: 


Leyes de exponentes 

n m 

m n — m+n _ _ __ m—n 

(A' Li Li • Li 

a 

0 a m ) n = a m \ (ab) n = a n b n 

( a X ° n 0 ! . n 

\b) = b“’ a = 1,a * ° 

Exponente negative 

a~ n = - 4 , n > 0 


Radical 

a 1 /” = i/a, n > 0 un entero 


Exponentes racionales y radicales 

a m/n = ^nj/n = ^1 /njn 
a m/n = = 

= ^/a^b 

Ja _ 'Va_ 

\b 


Formula cuadratica 

Las raices de una ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 
a 7 * 0 , son 


x = 


—b ± Vb 2 - 4 ac 

la 


0, 


1 4 6 4 1 

wwww 

1 5 10 10 5 


El ultimo renglon son los coeficientes en la expansion de 
(a + b) 5 . 


Formulas de factorizacion 

a 2 — b 2 = (a — b)(a + b) 

a 3 — b 3 = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 

a 3 + b 3 = (a + b)(a 2 - ab + b 2 ) 

a 4 — b 4 = (a — b)(a + b)(a 2 + b 2 ) 


Definicion del valor absoluto 

a si a es no negativo (< a > 0 ) 

—a si a es negativo ( a < 0 ) 


\a 


Propiedades de desigualdades 

Si a > b y b > c, entonces a > c. 

Si a < b, entonces a + c < b + c. 

Si a < b, entonces ac < be para c > 0. 
Si a < b, entonces ac > be para c < 0. 


s 
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FORMULAS MATEMATICAS 


Formulas de geometria 


Area A, circunferencia C, volumen V , area superficial S 

rectAngulo paralelogramo 


w 

l 

A = Iw, C = 21 + 2w 


b 

A = bh 


triAngulo rectAngulo 


triAngulo 




circulo 


ANILLO CIRCULAR 



ELIPSE 


ELIPSOIDE 



TRAPEZOIDE 


a 



b 

A = ^ ( a + b)h 


triAngulo equilAtero 



SECTOR CIRCULAR 



A = ^r 2 e, s = rd 


ESFERA 



V=^irr 3 , S = 4irr 2 
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Formulas matematicas FM-3 


CILINDRO RECTO 



V = Bh, B, area de la base 


CONO 



V = ^ Bh , B, area de la base 


CILINDRO CIRCULAR RECTO 



PARALELEPIPEDO 

RECTANGULAR 



V = 7 rr 2 h, S = 2irrh (lado lateral) 


V=lwh, S = 2(hl + lw + hw) 


CONO CIRCULAR RECTO FRUSTO DE UN CONO 



s 


s 
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FORMULAS MATEMATICAS 


Graficas y funciones 


Para encontrar intersecciones 

intersecciones y: Sea x = 0 en la ecuacion y resolvemos 
para y 

intersecciones x: Sea y = 0 en la ecuacion y resolvemos 
para x 

Funciones de polinomios 

fix) = a n x n + a n -ix n ~ l + ••• + CL\X + a 0 , 
donde n es un entero no negativo. 

Funcion lineal 

fix) = ax + b, a 0 

La grafica de una funcion lineal es una recta. 

Formas de ecuaciones de rectas: 

Punto pendiente: y — x 0 = mix — x 0 ), 

Pendiente ordenada al origen: y = mx + b, 

donde m es la pendiente. 

Funcion cuadratica 

fix) = ax 2 + bx + c, a 0 
La grafica de una funcion cuadratica es una parabola. 

Vertice (h, k) de una parabola 

Complete el cuadrado en x para fix) = ax 2 + bx + c para 
obtener fix) = aix — h ) 2 + k. De manera alterna, calcule 
las coordenadas 



Funciones par e impar 

Par: /(—x) = fix); simetria de la grafica: el eje y 
Impar:/(—x) = —fix); simetria de la grafica: el origen 


Transformaciones rigidas 

La grafica de y = fix) para c > 0: 
y = fix) + c, desplazada hacia arriba c unidades 

y = fix) — c , desplazada hacia abajo c unidades 

y = fix + c), desplazada hacia la izquierda c unidades 
y = fix — c), desplazada hacia la derecha c unidades 
y = /(—x), reflexion sobre el eje y 

y = —fix), reflexion sobre el eje x 

Funcion racional 

p(x) a n x n + ••• + a x x + a 0 

q(x) b m x m + ••• + b x x + Z? 0 ’ 

donde pix) y qix) son funciones polinomiales. 

Asintotas 

Si las funciones polinomiales pix) y qix) no tienen ningun 
factor en comun, entonces la grafica de la funcion racional 

pix) _ a n x n + • • • + ape + a 0 

~ qix) ~ b m x m + • • • + b x x + b 0 

tiene una 

Asmtota vertical: 

x = a cuando qia) = 0 , 

Asmtota horizontal: 

y = aj b m cuando n = my y = 0 cuando n < m, 
Asmtota oblicua: 

y = ax + b cuando n = m + 1 . 

La grafica no tiene una asmtota horizontal cuando n > m. 
Una asmtota oblicua se encuentra mediante una division. 

Funcion potencia 

fix) = x\ 

donde n es cualquier numero real. 
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Revision de trigonometria 


Definicion de seno y coseno de acuerdo 
con el circulo unitario 



y = sen 6 
x = cos 6 


Otras funciones trigonometricas 

„ y sen 6 „ x 

tan 0 — - = -cot 0 = — 

x cos 6 y 

n 1 1 * 1 

sec 6 = — = -esc 0 = — 

x cos 0 y 

Formulas de conversion 


1 grado = radianes 

loU 

1 radian = grados 

77 


cos 6 
sen 6 

1 

sen# 


Valores de seno y coseno para angulos especiales 



(-1.T> 


(- 1 , 0 ) 




(-1 Jh 
v 2 ’ 2 J 


(I _V3_) 
2 ^ 


Limites para las funciones seno y coseno 

— 1 < sen x < 1 y — 1 < cos x < 1 

Periodicidad de las funciones trigonometricas 

sen (x + 27 t) = sen x, cos (x + 27 t) = cos x 
sec(x + 277 ) = secx, csc(x + 277) = esc x 
tan(x + 77) = tanx, cot(x + 77) = cot x 


s 


Definicion de seno y coseno de acuerdo 
con el triangulo recto 



Otras funciones trigonometricas 

opu ady 

tan 6 = —, cot 6 = - 

ady opu 

a hip a hip 

sec 6 = esc 6 = - 

ady opu 


Signos de seno y coseno 



Identidades de cofuncion 


77 

senl — — x | = cos x 


<!-*) 


cos —— x = senx 


tan ( f~xl = cot x 


Identidades pitagoricas 

sen 2 x + cos 2 x = 1 
1 + tan 2 x = sec 2 x 
1 + cot 2 x = csc 2 x 


Identidades par/impar 

Par 

cos(— x) = COS X 
sec(—x) = secx 


Impar 

sen(—x) = —senx 
csc(—x) = —esc x 
tan(—x) = —tanx 
cot(—x) = — cotx 


s 
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FORMULAS MATEMATICAS 


FM-6 Formulas matematicas 


Formulas de suma 

sen (x\ + x 2 ) = sen x x cos x 2 + cos x 1 sen x 2 
cos (xi + x 2 ) = cos Xi cos x 2 — sen x x sen x 2 
tan X\ + tan x 2 
tan ( Xl + 1 - tan x x tan x 2 

Formulas de diferencia 

sen {x x — x 2 ) = sen x x cos x 2 — cos x 1 sen x 2 

cos (xi — x 2 ) = cos Xi cos x 2 + sen x x sen x 2 

tan Xi — tan x 2 

tan(xi — x 2 ) = -—;- 

1 + tan x x tan x 2 

Formulas del angulo doble 

sen 2x = 2 sen x cos x 
cos 2x = cos 2 x — sen 2 x 

Formulas alternas del angulo doble para coseno 

cos 2x = l — 2 sen 2 x 
cos 2x = 2 cos 2 x — 1 

Formulas del medio angulo como se usa en calculo 

sen 2 x = |(1 — cos 2x) 
cos 2 x = |(1 + cos 2x) 

Leyes de los senos 

sen a _ senfi _ sen y 
a b c 

Leyes de los cosenos 

a 2 = b 2 + c 2 — 2be cos a 
b 2 = a 2 + c 2 — 2ac cos (3 
c 2 = a 2 + b 2 — 2ab cos y 



Funciones trigonometricas inversas 

y = sen -1 x si y solo si x = sen y, —77/2 < y < 7 t /2 

y = cos -1 x si y solo si x = cos y, 0 < y < 77 

y = tan -1 x si y solo si x = tan y, —77/2 < y < 77/2 

Ciclos para seno r coseno y tangente 





tangente 


a 

















Funciones exponencial y logaritmica 


El numero e 

e = 2.718281828459... 

Definiciones del numero e 

e = limfl + —T 

x->oo\ xJ 

e = lfm(l + h) 1/h 
0 

Funcion exponencial 

fix) = b\ b > 0,b ± 1 

Funcion exponencial natural 

fix) = e x 

Funcion logaritmica 

fix) = log b x, x > 0 

donde y = lo g b x es equivalente a x = b y 


Funcion logaritmica natural 

fix) = lo g e x = Inx , x > 0 
donde y = Inx es equivalente a x = e y 

Leyes de logaritmos 

\og b MN = 1 og b M + \og b N 

1 oghjf = lo g b M - lo g b N 
1 og b M c = c\og b M 


Propiedades de logaritmos 

1 og b b = 1, log b l = 0 
lo g b b x = x , b logbX = x 


Cambio de la base b a la base e 


\og b x = 


Inx 
h \b 


Funciones hiperbolicas 

e x - e~ x e x + e~ x 

senh x =---, cosh x =--- 

t senhx . cosh x 

tanh x =-:—, coth x =-.— 

cosh x senh x 

sech x = —\—, csch x = —\— 
cosh x senh x 

Funciones hiperbolicas inversas como logaritmos 

senh -1 x = ln(x + Vx 2 + l) 
cosh _1 x = ln(x + Vx— l), x > 1 

tanh _1 x = |x| < 1 

coth -1 x = M > 1 

sech -1 A' = ln( l ^ 0 < x < 1 

i-i -I /" 1 | V^l + x 2 \ 

csch x = In —I- 7 —;- , x ^ 0 

Vx |x| J 

Identidades par/impar 

Par Impar 

cosh(—x) = coshx senh(—x) = — senhx 

Identidades adicionales 

cosh 2 x — senh 2 x = 1 
1 — tanh 2 x = sech 2 x 
coth 2 x — 1 = csch 2 x 

senh(x! ± x 2 ) = senh x x cosh x 2 ± cosh x x senh x 2 

cosh(x! ± x 2 ) = coshx! coshx 2 ± senhx! senhx 2 

senh 2x = 2 senh x cosh x 

cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x 

senh 2 x = \i~ 1 + cosh 2x) 

cosh 2 x = \i\ + cosh 2x) 


s 
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FORMULAS MATEMATICAS 


Diferenciacion 


Reglas 


1. Constante: — c = 0 
dx 


2. Multiple* constante: — c/(x) = c f '( x ) 

3. Suma: J^[/(x) ± g(x)] = /'(x) ± g'(x) 

4. Producto: ^f(x)g(x) = f(x)g'(x) + g(x)f'(x) 


5. Cociente: 


J/(x) g(x)f(x) - f(x)g'(x) 


dx g(x) 


U(x )] 2 


6. Cadena: ^;/(g(x)) = /'(g(x))g'(x) 

7. Potencia: -j-x" = nx ” _1 

dx 

8 . Potencia: jt[g(x)]" = n[^(x)]"“V(x) 

Funciones 

Trigonometricas: 

J 

9. —senx = cos x 
dx 

+ + d o 

11 . —tanx = sec x 
dx 

13. -f-sec x = sec x tan x 14. -^csc x = —esc x cot x 


10 . — cos x = — senx 
dx 


. _ U 9 

12 . — cotx = — esc x 
dx 


dx 


Trigonometricas inversas: 

1i? d 1 

15. ^-sen x = — , 
dx Vl - 3 


d 

dx ' 


i/: ^ -l 

16. —cos x = — 
dx 


17. ^-tan : x = ——- 
dx l + x 2 

19. ^-sec _1 x =- / 

dx |x|Vx 2 - 1 


18. ^-cot : x =- —- 

dx 1 + x 2 

20 . ^ 7 -csc -1 x =- ) 

dx |x|Vx 2 -l 


Hiperbolicas: 
d 


21 . — senhx = cosh x 
dx 

23. ^tanhx = sech 2 x 
dx 


22 . — cosh x = senh x 
dx 

24. coth x = — csch 2 x 
dx 


25. —sech x = —sech x tanh x 
dx 


26. —csch x = —csch x coth x 
dx 


Hiperbolicas inversas: 

27. ^senlr'x = , 1 

dx Vx 2 + 1 

29. ^-tanh _1 x =-— 

dx 1 - * 


28. ^ cosir *x = , 1 

dx Vx 2 - 1 

30. f coth -1 x = —-—- 
dx 1 - r 2 


31. —sech 1 x =- 

dx xVl - x 2 

32. ^-csch _1 x =- } 

dx |x|Vx 2 + 1 


VT ^ 2 


Exponenciales: 

33. ^-e x = e x 
dx 

Logaritmicas: 

35. ^rlnlxl = — 
dx 1 1 x 


34. = b\\nb) 


36. -y-logi x = / 

ax x(ln b) 
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Formulas de integracion 


Formas basicas 

u dv = uv — 
1 


1 . 

2 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


u n du = 


n -V 1 


u dw 

u n +i + ft =£ _1 


Formas que implican Va 2 + a 2 

21. |* A/ $ 2 + w 2 dw = —A /# 2 4- w 2 + — ln|w 4- A/ a 2 + z/ 2 1 + C 

22. | u 2 \/a 2 + w 2 dw = ^(a 2 + 2 u 2 )\/a 2 4- w 2 


^ = ln|w| + C 4. | d" dw = e u + C 

du = ~~ a u + C 6 . | sen u du = —cos w + C 

In a 


——ln|z/ + \/a 2 4- u 2 1 4- C 

o 


cos udu = sen w + C 8 . | sec 2 m dw = tan m + C 
esc 2 u du = —cot u 4- C 
sec w tan u du — sec u + C 

esc w cot u du = —esc w + C 

tan udu = —ln|cos u\ 4- C 

cot udu — ln|sen m| 4- C 

sec udu = ln|sec u + tan u\ -VC 

esc udu = ln|csc u — cot u\ -VC 
du 

Va 2 — w 2 


— sen 1 — + C 
a 


du 1 _iw 

= -tan —VC 
a 


o 2 -V u 2 a 
du 


1 


mVm 2 - a 2 a 

du 1 T 

= —In 


sec 


a 2 — u 2 2 a 

du 1 T 

= —In 


u -V a 


u 2 — a 2 2 a 


u — a 
u — a 


u -V a 


4- C 

+ C 

+ c 


23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 


\/a 2 - l - ” 2 


dw — a/< 2 2 + u 2 — a In 


$ 4- A/ a 2 4- i/ 2 


+ C 


Va 2 4- w 2 j _ Va 2 + w 2 , t , , A 2, i ^ 

- du — - \-\n\u + v a 4- u \ 4- C 


dw 


A/<2 2 + W 2 


— In | w + A/a 2 -V u 2 1 4- C 


zr da a 


*-— —A/ a 2 4- a 2 ——ln|a + \/ a 2 -V u 2 \ 4- C 

Va 2 + u 2 2 2 


du 1 , 

, = —In 

Va 2 + " 2 a 


a V a -v u 
du 


Vj- 


4- u ~V a 


+ C 


A/tf 2 + W 2 


a 2 V a 2 4- a 2 
du 


2 

a a 


(a 2 4- a 2 ) 3/2 a 2 \/ a 2 4- a 2 

Formas que implican Va 2 - u 2 


4- C 

+ c 


30. A/a 2 — a 2 da — ^A/a 2 — a 2 + ^-sen ! — + C 

J 2 2 a 

31. | u 2 \/a 2 — u 2 du — ^(2u 2 — a 2 )\/a 2 — u 2 


, a _ x u 

H—— sen —VC 
8 a 


32. 

33. 

34. 

35. 


A /a 2 — u 2 


du = A /a 2 — u 2 — aln 


a -V A /a 2 — u 2 


[ Va 2 - u 2 j 1 A n 2 
--- du = —A/ a — a 

J u 2 u 


u 

u 


+ C 


sen 1 —VC 
a 


u 2 du u/ o 9 , a 2 _i u , _ 

— , = -~va ~ u + — sen —VC 

Va 2 - u 1 2 2 a 


du 


i\/a 2 — u 2 


= --In 
a 


a -V A /a 2 — u 2 


+ C 
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FORMULAS MATEMATICAS 


FM-10 Formulas matematicas 


36. 

37. 

38. 


da 


u 2 \/a 2 — u 2 


= —Va 2 - u 2 + C 


a 2 u 


(a 2 — u 2 ) 3 ^ 2 da = —^r(2u 2 — 5a 2 ) A/a 2 — u 2 

o 

3a 4 

+ -^sen —hC 
8 a 


da 


(a 2 - u 2 ) 3/2 aWa 2 - u 2 

Formas que implican Vn 2 - a 2 

39. f \/u 2 — a 2 du = ^r\/u 2 — a 2 


C 


— ^-ln| u + A/a 2 — a 2 1 + C 


40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 


u 2 \/u 2 — a 2 du = ^(2a 2 — a 2 )\/u 2 — a 2 

o 


—In | u + A/a 2 — a 2 1 + C 

o 


A/a 2 


A/a 2 - a 2 


— du = \/u 2 — a 2 — 
Vu 2 - a 2 


a cos 1 — + C 


da = 


+ In | + ”\/ u 2 — a 2 1 + C 


da 


\/u 2 — a 2 


ln|a + A/a 2 — a 2 | + C 


u 2 du 


Vu ^^ 2 2 


u \ r 2 2 

= — V W — <2 


H—— In | w 4- A / u 2 — o 2 1 + C 


da 


A /u 2 — a 2 


u 2 \/u 2 — a 2 
du 


2 

a u 


(u 2 — a 2 ) 3 / 2 a 2 \/u 2 — a 2 

Formas que implican a+ bu 
47, 


+ C 

+ C 


48. 

49. 

50. 

51. 

52. 


~~~~ = + bu — alnla + Z?a|) + C 

a + bu b 2 1 1 

a 2 da 1 r , , 7 x2 , / , r x 

—:—-— = —-\ (a + bu) — 4a(a + bu) 
d + bu 2b 3 

+ 2a 2 ln|a + bu\] + C 
u 


du 


= -In 


d ~\~ bu 


u(d + bu) d 

du 1 , b 7 

— 0 -=-F —In 

a 2 (a + bu) au d 2 


+ C 
d + bu 


+ C 


i du 


1 


(a + bu) 2 b 2 (d + bu) b 2 


H—- In |a + bu | 4- C 


du 


1 


- Ain 


a(a + bu) 2 a(a + few) a 2 


d -\- bu 


53. 

54. 

55. 

56. 

57. 


a 2 da 1 ( , , a' 

= — d-\- bu — 


id 4- Z?a ) 2 Z ? 3 


d + bu 


— 2 aln|a + Z?a|^ 


+ C 


nVn + bu du =--(3 bu — 2a)(a + bu V 2 4- C 

15 b 2 

u du _ _2^ u _ 2 a )\/ a + bu 4 - C 


A/a 4- bu 3 b 2 

u 2 du _ 2 

Va + Z?a 15Z? 3 

da _ 1 
a Va 4- Z?a Va 

2 


(8a 2 + 3 b 2 u 2 — 4aZ?a) Va 4- Z?a 4- C 


In 


Va 4- bu — Va 


A/a 4- bu 4- A fd 
x Id + bu 


+ C, si a > 0 


r tan 


' —a 


—a 


58. 

59. 

60. 


Va + / 7 a 
a 

Va + Z?a 
a 2 


da = 2Va + Z?a 4- 


+ C, si a < 0 


da 


a 2 Va + Z?a da = 


7 Va + bu , Z? 

da =-F — 

a 2 

2u n (ci + bu) 3 / 2 


u\/d + Z?a 
du 

u\/d + bu 


b(2n + 3) 
2nd 


,,n — 1 


Va + Z?a da 


61. 

62. 


Z?(2a + 3) J 

u n du 2a n Va + Z?a 2aa | a n_1 da 


Va + Z?a ^(2a + 1) Z?(2n + 1)J Va + Z?a 

da Va + Z?a 


a n Va + Z?a a(a - l)a n 1 
Z?(2a - 3) 


da 


2a(a - 1) J u n ~Wd+bu 


Formas trigonometricas 


63. 

64. 

65. 

66 . 

67. 

68 . 

69. 

70. 

71. 


2 1 1 

sen a da = —a — vsen 2a + C 

2 4 

2 1 1 

cos a da = —a + vsen 2a + C 

2 4 

tan 2 a da = tan a — a + C 

cot 2 a da = —cot a — a + C 

sen 3 a da = — ^-(2 + sen 2 a) cos a + C 


cos 3 a da = —(2 + cos 2 a) sen a + C 
tan 3 a da = ^tan 2 a + ln|cos a| + C 
cot 2 a da = —^-cot 2 a — ln|sena| + C 


1 


1 , 


sec 3 a da = —sec a tan a + — ln|sec a + tan u\ + C 
















































































































































Formulas matematicas FM-11 


72. 

73. 

74. 

75. 

76. 

77. 

78. 

79. 

80. 

81. 

82. 

83. 

84. 

85. 

86 . 


1 


1 , 


esc u du = ——esc u cot u + — lnlcsc u — cot ft I + C 


sen" u du = ——sen" 1 u cos u + —-- | sen" 2 u du 

n n 


cos u du = — cos ft sen ft H- 

ft ft 


COS" 2 ft Jft 


ft — 1 


ft — 1 


sen" 1 ft cos m+1 ft 


ft + /ft 


ft — 1 
ft + /ft 


sen" ft cos m ft dft 


ft + /ft 

/ft 1 I n m ~2 i 

sen ft cos ft ftft 


87. 

88 . 

89 . 


dft 


1 — sen ftft 
du 


ft + /ft 

1 /V ftw\ 

— — tan! — H—— I + C 
a \ 4 2 J 


= ——tanf- 7 - - + c 


1 4- sen ftft ft \4 2 

udu 

1 — senftft 


ft (7T au\ 
-tan — + — 
ft \4 2 J 


2 

H—rln 

ft 


77 ftft 

sen, 4 -y 


Formas trigonometricas inversas 

90. sen -1 u du = u sen -1 u + Vl — ft 2 + C 


91. cos 1 udu = ft cos 1 ft — A/1 — ft 2 + C 


92. tan 1 ft du = ft tan 1 ft — ln(l + ft 2 ) + C 


tan" udu = - 7 tan" u — | tan" u du 

ft — 1 

cot" udu = -^-cot " -1 ft — | cot " -2 ft du 

ft — 1 

sec" u du = —rtan u sec " -2 u + -- 7 I sec " -2 u du 


93. | ft sen -1 u du = 

94. | ft cos -1 udu = 

95. I ft tan -1 u du = 


2 ft 2 - 1 _! 

sen ft + 


esc" u du = -^-cot ft esc" 2 ft + —- 7 esc" 2 ft Jft 

ft — 1 ft — 1 J 

sen (a — b)u sen (ft + b)u 
sen ftft sen //ft dft = ——-—-——:——-F C 

2(ft — b) 2 (ft + /?) 

sen (ft — b)u sen (ft + b)u 
cos ftft cos //ft dft = ——- 7 — H-——-— 7 — + C 

2 (ft — //) 2(ft + //) 

cos (ft — b)u cos (ft +//)ft 
sen ftft cos //ft dft =- 77 -—-—— 7-77 -F C 

2(ft — //) 2(ft + //) 

ft sen u du = sen ft — u cos ft + C 

ft cos u du = cos ft + ft sen ft + C 
ft" sen ft du = —ft"cos ft + n |*ft " -1 cos ft du 
ft" cos ft Jft = ft" sen ft — ft | ft " -1 sen ft dft 
sen" ft cos m u du = — 

+ 


4 

sen 

2 ft 2 — 

1 

4 

cos 

ft 2 + 1 

tan 1 


ftA/l — ft 2 


zA/i — ft 2 


96. ft" sen 1 udu = 


1 


// + 1 


ft 

2 


ft" +1 sen ! ft 


ft " +1 <ift 

VT^?J 


, ft ^ —1 


97. ft" cos 1 u du = 


1 


ft + 1 
+ 


ft" + 1 COS 1 ft 


ft" +1 Jft 

VT^?J 


, ft —1 


98. ft" tan 1 udu = 


1 


ft + 1 

ft" +1 Jft 
1 + ft 2 


ft " +1 tan 1 ft 


, ft ^ — 1 


Formas exponenciales y logaritmicas 

99. fte fl " Jft = — 7 (ftft - IK" + C 

J ft 2 


100. | mV"* dft = -U n e au - - | ft" - V" du 

ft ft 


C 

c 


101. £ fl "sen //ft Jft = —--“(ft sen bu — b cos bu) + C 


ft 2 + b 2 


102 . cos //ft dft = 


ft 2 + Zz 2 

103. | In ft dft = ft In u — u + C 
1 


(ft cos //ft + b sen bu) + C 


104. 


ft In ft 


du = ln|ln ft| + C 


105. J ft" In ft dft = 

106. u m In" ft dft = 


+ C 


(// + 1 ) 
ft m+1 In" ft 

/ft + 1 
ft 


[(ft + l)ln ft — 1] + C 


/ft + 1 


ft " 7 In" 1 ft Jft, /ft ^ — 1 
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FM-12 Formulas matematicas 


107. 

108. 

109. 


\n(u 2 + a 2 ) du = uln(u 2 + a 2 ) — 2u + 2a tan ^ + C 121. | u\/2au — u 2 du = 


2w 2 — au — 3a 2 


\n\u 2 — a 2 \ du = u\n\u 2 — a 2 \ — 2u + a In 
du 


u + a 


u — a 


+ C 


, a _i a — u 
+ — cos 1 - 


\Zlau — u 2 
+ C 


= — — —ln\a 4- + C 


a + a a 

Formas hiperbolicas 

senh u du = cosh u 4- C 


110 . 

111 . 

112 . 

113. 

114. 

115. 

116. 

117. 

118. 

119. 


cosh udu = senh u 4- C 
tanh w dz/ = In (cosh u) 4- C 
coth u du = ln|senh w| 4- C 
sech udu = tan -1 (senh u) 4- C 
csch udu = ln|tanh^ u\ 4- C 
sech 2 udu = tanh m + C 
csch 2 u du = —coth u 4- C 
sech m tanh u du = — sech u 4- C 

csch m coth udu = —csch w 4- C 


Formas que implican V2an - u 2 


\Zlau — u 2 du = M — \Zlau — u 2 


, a a — 

+ -COS 




+ C 


122 . 

123. 

124. 

125. 

126. 


A/ — u 2 , A fl o , -\( a ~ u \ 

- du = \/ 2au — u + a cos - 

u \ a / 

Vz 


au — u 2 i 2V2 au — u 2 _Ja — u 

— dw =-cos 1 - 


ZT 

dz/ 


\/2au — u 2 


= cos 


lf fl - 

V a 


zz 

— u 


+ C 

+ C 


+ C 


udu A A 2 

-- = — v2au — " 


u + a cos 


A/ 2azz — zz 2 

zz 2 dzz (zz + 3<2) a/ ^- 

_ v 2i 




+ C 


V2 au — u 2 


au — u 


3 a 2 

+ ^ c °s 


i( a — u 
a 


4- C 


127. 


dzz 


\/2au — u 2 


u\/2ua — u 2 

Algunas integrales definidas 


128. 


t/2 


77/2 


au 


4- C 


129. 


t/2 


sen x dx = cos x dx 

'0 

77 1 • 3 • 5 • • • (2n - 1) 
2 2 • 4 • 6 • • • 2 n 

77/2 

0 2 « + l . 


, n = 1,2,3,... 


sen x dx = cos Zn + l xdx 

'0 

2-4-6-2n 
1 • 3 • 5 • • • (2n 4- 1) 


, n = 1,2,3,... 


120 . 

























































Respuestas de la autoevaluacion 


Autoevaluacion, pagina xvii 

1 . falso 
3. falso 

5. 12 

3x 3 + 8 x 


31. d(P h P 2 ) + d(P 2 ,P 3 ) = d(P h P 3 ) 


2 . verdadero 
4. verdadero 
6 . -243 


Vx 2 + 4 
9. a) 0,7 
c) 1 

10. a) (5x + 1 )(2x - 3) 
c) (x - 3)(V + 3x + 9) 

11 . falso 
13. verdadero 

15. —a + 5 

16. a), 6), d ), £>), #), /*), 0, 0 

17. /)*/); //) c), Hi) a); iv) b) 

18. a) -2 < x < 2, b) \x\ < 2 


8 . 2(x + if + \ 


b) -l + VS, - l - VS 

t/) 1 

b) x 1 (x + 3)(jc - 5) 
d) (jc - 2)(jc + 2)(^ + 4) 
12 . falso 
14. 6 ; - 6 


32. c) 
34. -27 


36. (-9, 0); (0, 6 ) 


38. y = 2x - 14 


40. y = -gv 


42. i ) ^); ii ) e ); iii ) h); iv) a ); v) b)\ vi )/); 
vii) d); viii) c) 

43. falso 44. falso 

45. 47t/3 46. 15 


33. falso 
35. 8 

37. y = — 5x + 3 


39. y = ——x + 3 

41. x - V3y + 4V3 -7 = 0 


47. 0.23 


48. cos t = 


2V2 


_ 3. 

5 ’ 
5 


_ 4 . 


_ 3 . 


_ 4 . 


_ 5 . 


19- < ],,,[ > 

-1 3 

20. (- 00 , -2)U(f, 00 ) 

50. b = 10 tan 6,c= 10 sec 6 

51. k = 10 In 5 


52. 4 = 64 1/3 

53. log^ 125 

21 . (- 00 , —5] U[ 3 , 00 ) 

22. (- 00 , —2)U [0,1] 

54. aproximadamente 2.3347 

55. 1 000 

23. cuarto 

25. -12; 9 

26. a) (1, -5) b) (—1, 5) 

27. (-2, 0), (0, -4), (0, 4) 

29. v = 6 0 x = —4 

24. (5, -7) 

c)(—1,-5) 

28. segundo y cuarto 

30. x 2 + y 2 = 25 

56. verdadero 
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RESPUESTAS DE LOS PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS, CAPITULO 1 


Respuestas de los problemas 
impares seleccionados 


Ejercicios 1.1, pagina 8 

1. 24; 2; 8; 35, 

5. 

7. 


3. 0 ; 1; 2; V6 


-y « 


I v? 


23. 36/ - 36x + 15 

27. f(x) = 2/ - x, g(x) = x 1 

31. (—8,1), (—3, —4) 


—lx 1 + 3x; —8a 2 + 6a; —2a 4 + 3a 2 ; — 50/ — 15x; 

—8a 2 — 2a + 1; —2X 2 — 4xh — 2 h 2 + 3x + 3h 

9. -2,2 11. [ 5 , 00 ) 

13. (- 00 , 1) 15. {x\x * 0,x * 3} 

17. {x\x * 5} 19. (- 00 , 00 ) 

21. [-5,5] 23. (- 00 , 0] U [ 5 , 00 ) 

25. (-2,3] 27. no una funcion 

29. funcion 

31. dominio: [-4,4]; rango: [0,5] 

33. dominio: [1,9]; rango: [1,6] 

35. (8, 0), (0, -4) 37. (|, 0), (f, 0), (0, 15) 

39. (-1, 0), (2, 0), (0, 0) 41. (0, -\) 

43. (-2, 0), (2, 0), (0, 3) 

45. 0; -3.4; 0.3; 2; 3.8; 2.9; (0,2) 

47. 3.6; 2; 3.3; 4.1; 2; -4.1; (-3.2,0), (2.3,0), (3.8,0) 
49. f x (x) = ^mT5,/ 2 (i) = -Vr + 5; [-5, oo) 

51. a) 2; 6; 120; 5 040 c) 5; 42 

d) ( n + 1 )(n + 2 )(n + 3) 




Ejercicios 1.2, pagina 18 

1. -2x + 13; 6x - 3; -8X 2 - 4x 4- 40: 

„ X 2 + X + \ X 2 - X - 1 1 


2x + 5 
—4x + 8 


-, x ¥= 2 



x(x + 1) ’ x(x + 1) 

5. 2X 2 + 5x — 7; — x + 1; 

x + 3 

——r, x ^ 1, x ^ -4 
x + 4 

7. el intervalo [ 1, 2] 

11. 3x + 16; 3x + 4 

^ _ 3x + 3 3 

15 * x ’ 3 + x 

19. [-V5, V5] 


, x i= 0, x i= — 1 


1 x 2 

X + 1 ’ X + 1 

t 4 + 5x 3 — x 2 — 17x + 12; 

9. el intervalo [1, 2) 

13. x 6 + 2x 5 + x 4 ; x 6 + x 4 

17. (-oo, -1] U [l,oo) 

21 . 128/; 

4x 9 



e) 


25. — 2x + 
29. (-2,3), 
33. (-6,2), 


(3, -2) 
(-1,-3) 


f) 



\ 




b) 


i X i 


d) 
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h) 



Ejercicios 1.3, pagina 28 


i 2 4 

h y = 3 x+ 3 


3. y = 2 


5. y = —x + 3 


7. y (-4, 0), (0, 3); 


9. 


o), (0, -3); 



H-1-1- 1^1 


15. y = ~4x + 11 
19. y = x + 3 
21. a) (0,0), (-5,0) 

c) H-f); •* = - 


13. y = —3x — 2 
17. /(X) = + y 



«) [~T. °°) 


/) [“§. °°) 


43. y = (x - l) 3 + 5 



45. y = ~(x + 7) 4 
49. 10,8,-1,2,0 


-1 1234 

53. y = 2 - 3U(x - 2) + U(x - 3) 



23. a) (-1,0), (3,0), (0,3) 
c) (1, 4); x = 1 


b) y = -lx - l) 2 + 4 


e) (-oo,4] 

25. a) (1, 0), (2, 0), (0, 2) 
c) (I,-?); x = l 



f) C-oo,i]; [i,oo) 

b) y = (x-lf-\ 


e ) [-i°o) 
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RES-4 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


27. la grafica se desplazo de manera horizontal 10 unidades a la 
derecha 

29. la grafica se comprime de manera vertical, luego hay una 
reflexion sobre el eje x, despues un desplazamiento horizontal 
de 4 unidades hacia la izquierda y finalmente un desplaza¬ 
miento vertical de 9 unidades hacia arriba 
31. la grafica se desplazo de manera horizontal 6 unidades a la 
izquierda, despues hay un desplazamiento vertical de 4 unida¬ 
des hacia abajo 





45. e) 47. b) 

49. asmtotas: x = — §, y = 2; intersecciones: (f, 0), (0, —3); 



51. asmtotas: x = l,y = 0; intersecciones: (0, 1); 



53. asmtotas: x = — l,x = l,y = 0; intersecciones: (0,0); 



55. asmtotas: x = 0, y = —1; intersecciones: (-1, 0), (1, 0); 



57. asmtotas: x = 0, y = x; intersecciones: (-3, 0), (3, 0); 



59. asmtotas: x = — 2, y = x — 2; intersecciones: (0, 0); 



61. asmtotas: x = l,y = x — 1; 

intersecciones: (-1,0), (3,0), (0,3); 



63. —1 esta dentro del rango de/, pero 2 no esta en el rango de/ 
9 

65. 7> = -T c + 32 

67. 1 680; 35.3 anos aproximadamente 














































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-5 


69. t = 0 y t = 6; 


29. amplitud: 4; periodo: 77; corrimiento de fase: 3 77/ 4; 



Ejercicios 1.4, pagina 35 




31. amplitud: 3; periodo: 477; corrimiento de fase: 277/3; 



33. amplitud: 4; periodo: 6; corrimiento de fase: 1; 




35. 

37. 

39. 

41. 

43. 

45. 


y = 5 sen ( 77X — — 

( 77 / 2 , 0); ( 77/2 + 2^77, 0), donde zz es un entero 

(zz, 0), donde zz es un entero 

((2zz + 1 ) 77 , 0), donde n es un entero 

( 77/4 + 7277, 0), donde zz es un entero 

periodo: 1; intersecciones x: (zz, 0), donde zz es un entero; 
asmtotas: x = ^(2zz + 1), donde n es un entero; 


13. amplitud: 1; periodo:377; 15. y = — 3 sen* 



17. y = 1 — 3 cos x 


19. y = 3 sen 2x 
23. y = — sen ttx 
25. amplitud:!; periodo: 277; corrimiento de fase: 77/6; 



^ 1 

21 . y = 2 C0S 7rx 


47. 


periodo: y; intersecciones x: (\(2n + 1)77, 0), donde n es un 
entero; asmtotas: x = mr/2, donde n es un entero; 



27. amplitud:!; periodo: 277; corrimiento de fase: 77/4; 
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RES-6 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


49. periodo: 2tt; intersecciones x: (tt/2 + 2utt , 0), donde n es 
un entero; asmtotas: x = 3tt/2 + 2utt , donde «es un entero; 



51. periodo: 1; intersecciones x: (J + n, 0), donde n es un ente¬ 
ro; asmtotas: x = n, donde n es un entero; 



53. periodo: 2; asmtotas: x = n, donde n es un entero; 



55. periodo: 2tt/3; asmtotas: x = utt/3, donde n es un entero; 




59. a) 978.0309 cm/s 2 b ) 983.21642 cm/s 2 

c ) 980.61796 cm/s 2 


Ejercicios 1.5, pagina 46 


1. porque/(0) = 1 y/(5) = 1 
5. uno a uno 


9. r\x) = 


x - 1 


3. no es uno a uno 
7. uno a uno 

2 — x 


ii. r\x) = 


i 


15. dominio: [0, oo); rango: [—2, oo) 

17. dominio: (— oo, 0) U (0, oo); rango: (— oo, —3) U (-3, oo) 
19. (20, 2) 21. x = 12 




27. f{x) = (5 - 2xf,x > §; f~\x) = \{5-V~x) 

29. f{x ) = x 2 + 2x + 4,x 2: —1; f~‘(x) = — 1 + Vx — 3 


33. 3tt/4 
37. 377/4 

«■! 

45. 4V2/9 

49. Vi - x 2 


35 . tt / 4 
39. - 77/3 

43. 2 

47. V3(2 + VW)/9 
51. Vl + x 2 


57. cos t = V5/5, tan t = —2, cot t = —sec t = V5, 

CSC t = — V5/2 

63. a) 77/4 ft) 0.942 radian « 53.97° 


Ejercicios 1.6, pagina 53 

1. (0, 1); >> = 0; 




9. f(x) = e 

13. x < 2 


3. (0, -!);>> = 0; 



11. x > 4 











































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-7 



25. 4 = log 10 10 000 
29. (V3) 8 = 81 

33. e 



39. (0, oo); (1, 0); x = 0; 



27. 2 7 = 128 
31. fix) = log 7 x 

35. 36 


41. (—l,oo); (0,0); x= —1; 43. el intervalo (-3, 3) 


-1 


45. (-1,0), (1,0); x = 0; 


47. In (x 2 - 2) 



49. 0 

51. 10 In x + ^lnCx 2 + 5) - lln^x 3 + 2) 

53. 5 In)* 3 - 3) + 8 ln(x 4 + 3X 2 + 1) - |ln x - 9 ln(7x + 5) 


55. log 6 51 


In 51 
In 6 


« 2.1944 


57. 


—5 + 


In 9 
In 2 


- 1.8301 


59. 1 + ^ - c « 2.7782 61. 3 

-1 + In 5 


63. a) Pit) = P 0 e° 34661 

65. a) 82 
c) 2 000 


b) 5.66P 0 c ) 8.64 h 


b ) 8.53 di'as 
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1 . Six) = X + Y’ (°. °°) 

3. S(x) = 3X 2 - 4x + 2; [0,1] 

5. A(x) = lOOx - x 2 ; [0, 100] 

7. A(x) = 2x- ^x 2 - [0, 4] 

9. d(x) = V / 2x 2 + 8; (-oo, oo) 
11. P(A) = 4VA; (0, oo) 

13. d(C) = C/77; ( 0 , 00) 

15. A(h) = ^h 2 ; (0, 00 ) 

17. A(x) = Mrx 2 ; (0, 00 ) 

477 


19. C(x) = 8x + 


21. S(w) = 3w 2 + 


3 200 

X 

1 200 


( 0 , 00) 
( 0 , 00) 


23. d(t) = 20 V137 2 + 87 + 4; (0, 00 ) 

= / 120/j2 > 0 < < 5. 

25. H«) 11 200/j - 3 000, 5 < h < 8 ’ 

27. h(d) = 3OOtan0; (0,77/2) 

29. L(0) = 3csc0 + 4sec0; (0, 77 / 2 ) 

31. 0(x) = tan“‘(l/x) - tan“‘(l/2x); (0, 00 ) 


[ 0 , 8 ] 
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A. 1. falso 

3. verdadero 

5. falso 

7. verdadero 

9. falso 

11. verdadero 

13. verdadero 

15. verdadero 

17. verdadero 

19. verdadero 

B. 1. [ —2, 0) U (0, 00) 

3. (-8,6) 

5. (1,0); (0,0), (5,0) 

7- (0, -1) 

9. 6 

11. 0 

13. (3,5) 

— ' ::: 

17 - 1 

19. y = In x 

C. 1. a) 3 b) 0 c) -2 

rf) 0 <?) 2.5 

/) 2 g) 1 h) 0 

0 3 j) 4 

3. 1 y 8 estan en el mismo rango; 5 no esta en el rango 

5. -3x 2 + 4x — 3 xh — h 2 + 2h 

- 1 

7. /) 

9. d) 

11. h) 

13. c) 


3 1-/2 - 3 

15. b) 

17. --- 

h 

19. a)ab b) b/a c) l/b 


21. f{x) = 5e^ ln 5 > = 5e~°- 26S2x 

23. /(x) = 5 + (^ 

25. b) 

27. d) 


S 
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RES-8 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


29. c) 

31. a) V= 6 P b) V = | w 3 c) V = |/i 3 

33. V(0) = 360 + 75cot0 

35. A(<f>) = 100 cos <f> + 50 sen 2<£ 37. V(jc) = 2 V3(l - x 2 ) 

Ejercicios 2.1, pagina 72 


1. 8 

3. no existe 

5. 2 

7. no existe 

9. 0 

11. 3 

13. 0 


15. a) 1 b ) -1 c) 2 

d ) no existe 

17. a) 2 6) -1 c) -1 

tf) -1 

19. correcto 

21. lim Vl — x = 

23. lim [x\ = 0 

x— »0 +L J 

25. correcto 

27. lfm_V9 ~ x 2 = 0 

x —>-3 


29. a) -1 b) 0 c) -3 

d) -2 e) 0 /) 

35. no existe 

37 - 4 

39. -2 

41. -3 

43. 0 

4,1 

47 4 

49. 5 

Ejercicios 2.2, pagina 80 


1. 15 

3. -12 

5. 4 

7. 4 

’•-f 

11. 14 

13- f 

15. -1 

17. V7 

19. no existe 

21. -10 

23. 3 

25. 60 

27. 14 

29. } 

3L 

33. 3 

35. no existe 

37. 2 

*? 

41. -2 

43. a 2 — 2a6 + b 2 

45. 16 

47. -1/jc 2 

49 -i 

5 ,i 

53. 32 

5,1 

57. no existe 

59. 8a 


Ejercicios 2.3, pagina 86 

1. ninguno 3. 3 y 6 

5. rair/2,« = 0, ±1, ±2, ... 7. 2 


9. ninguno 

ii. 

e~ 2 

13. a) continua 

b ) 

continua 

15. a) continua 

b) 

continua 

17. a) no continua 

b) 

no continua 

19. a) continua 

b) 

no continua 

21. a) no continua 

b) 

no continua 

23. a) no continua 

b) 

continua 

25. m = 4 

27. 

m = 1; n = 3 

29. discontinua en n/ 2, donde n es un entero; 




1- 

i 

i i i 

l 

l l l > 

1 




31. defina/(9) = 6 

33 ^ 

35. 0 

37. 1 

39. 1 

41. —77/6 

43. (-3,oo) 

45. c = 4 

47. c = 0, c = ± V2 

55. -1.22,-0.64,1.34 

57. 2.21 

59. 0.78 

Ejercicios 2.4, pagina 93 



3. 0 

5. 1 

7. 4 

9. 0 

11. 36 

13 4 

15. no existe 

17. 3 

»•§ 

21. 0 

23. -4 

25. 4 

2 ,.i 

29. 5 


33. 8 

35. V2 

37 ^ 

* 5/ * 2 

43. 3 

Ejercicios 2.5, pagina 102 


1. — oo 

3. 00 

5. oo 

7. 00 

9 - 1 

11. 5 

13 - 4 








Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-9 


17. 


1 


V2 

21. 1 


25. -4; 4 
29. —1; 1 

33. AV: ninguna; AH: y = 0; 


19. 0 

23. — 77/6 

__ 2 2 
27.-•- 

V3’ V3 

31. -1; 1 


y 



35. AY: x = —l; AH: ninguna; 



37. AV: x = 0, x = 2; AH: y = 0; 



39. AV:x = 1; AH: y = 1; 


I 1 1 1 


41. AV: ninguna; AH: y = — 1, y = 1; 


y 



43. a) 2 b ) -00 c) 0 </) 2 

45. a) -00 &) -1 c) 00 d) 0 

51. 3 
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1 . elija 5 = e 
5. elija 5 = s 
9. elija 5 = 2s 
13. elija 5 = e/8 


3. elija 8 = s 

7. elija 8 = s/3 

11 . elija 5 = 8 

15. elija 8 = Ve 


17. elija 8 = s 2 /5 
21. elija5 = min{l,8/7} 
25. elija 8 = \fas 
33. elija N= -30/e 


19. elija 8 = s/2 
23. elija 5 = Ve 
31. elija V = 7/(4e) 



s 


5. 


3V3 - 6 



7. m tan = 6; v = 6x — 15 


9. m tan = -1; y = -x - 1 
11. m tan = -23; y = —23x + 32 


13. m tan = 


1 


y = 


1 


1 


15. m tan = 2; j = 2x + 1 

1 1 , t 

17. m tan = -; y = -x + 1 


19. m tan = 


V3 


y 


V3 

2 


V377 
12 

21. no una recta tangente 23. y = x 

25. m tan = —2x + 6; (3, 10) 


2 ; ( 0 , - 2 ) 


27. m tan = 3x 2 - 3; 

29. 58 mi/h 

33. -14 

35. a) -4.9 m/s 

37. «) 448 pies; 
b) 144 pies/s 
f) -256 pies/s 


(- 1 , 2 ), ( 1 ,- 2 ) 

31. 3.8 h 

b) 5 s c) -49 m/s 

960 pies; 1 008 pies; 960 pies 
d) 16 s e) — 32? + 256 

g) 1 024 pies 


Revision del capitulo 2, pagina 118 


A. 1. verdadero 
5. falso 

9. falso 
13. verdadero 
17. falso 
21 . falso 

B. 1. 4 
5. 0 


3. falso 
7. verdadero 
11 . falso 
15. verdadero 
19. verdadero 

7. 00 
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RES-10 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


9. 1 

13. -oo 
17. 10 
21. 9 

C. 5. a),e),f),h) 
9. b),c),d),e),f) 

11 . 



11. 3" 

15. -2 

19. continua 

7. c),h) 

continua en todas partes 


13. (-oo,-1), (-1,0), (0,1), (l,oo) 
15. (-0O.-V5), (V5,oo) 

«■'* 

21 . y = 8x- 6 


19. y = 4x + 24 


1,3 
23. y = ^ + 2 


Ejercicios 3.1, pagina 128 

1 . 0 


3. -3 


5. 

6x 

7. 

— 2x + 4 

9. 

2x + 2 

11. 

3X 2 + 1 

13. 

-3X 2 + 30x - 1 

15. 

—2/(* + l) 2 

17. 

5/(x + 4) 2 

19. 

-l/(2* 3/2 ) 

21. 

y = —x — 4 

23. 

(N 

1 

II 

25. 

(-4, -6) 

27. 

(1,-2), (-1,2) 

29. 


31. 

-3X 2 ; (2, -4), 

33. 

/+(2) = 2pero/:(2) = -1 

35. 

20a 

37. 

3 a 2 — 8 a 

39. 

4/(3 - a) 2 

41. 

y = \x + 3; /(—3) = 


f(~ 3) = ^ 

43. 


45. 



1 -- 


1- 


-li 


-A-l-l 


47. 


1 - 


-1 

1 




49. e) 


51. b ) 

Ejercicios 3.2, pagina 136 

1 . 0 

5. 14* - 4 
9. x 4 — 12x 3 + 18x 
13. 6x 5 + 40x 3 + 5Ox 
17. 192w 2 

21. y = 6x + 3 

25. (4,-11) 


53. a) 


3. 9x 8 

7. 2*“ 1/2 + 4x“ 5/3 
11 . 20x 4 - 20x 3 - 1 8.r 
15. 16 + 4/Vx 

19. -1/ r 2 - 2/ r 3 - 3/r 4 - 4/r 5 
23. y = -^x + 5 
27. (3, -25), (-1,7) 


29. y = \x 


33. -2 
37. 60/x 4 

41. (-4, oo), (-oo, -4) 
45. (l,oo), (-oo, 1) 

51- (i -ft) 

55. 5 = 477^ 


31. x = 4 
35. 32 

39. 1 440x 2 + 120x 
43. (-4,48) 

49. (2, 8) 

53. y = —lx 

57. —15 N 


3. 8jc“ 7/3 - 4;t“ 5/6 + 12 1/2 
7. -17/(5 - 2 xf 
11. (2 X 5 +X 2 - 40x - 12)/x 4 


Ejercicios 3.3, pagina 142 

1. 5* 4 — 9X 2 + 4x — 28 
5. — 20x/(r 2 + l) 2 
9. 12x - 12 

13. (x 2 + 2x)/(2x 2 + x + l) 2 15. 18X 2 + 22x + 6 

17. (6X 2 + 8x - 3)/(3x + 2) 2 

19. (2X 3 + 8X 2 - 6x - 8)/(x + 3) 2 

21. y = -4x + 1 23. y = 7x - 1 

25. (0,24), (V5,-1),(-V5,-1) 

27. (0,0),fl,i),(l,i) 29. (3,|),(-5,i) 


31. (-4, 0), (-6, 2) 

35. -28 


33. k = -21 
37 n 

j/. 3 


«-T 

2x/'(x) + 2/(x))/x 3 


39. -30 

43. (x 2 /"(x) 

45. /'(x) > 0 en (-oo, 0) U (0, 1); /'(x) < 0 en (1, 2) U (2, oo) 
47. f(x) > 0 en (-oo, §); f(x) < 0 en (|, oo) 

RT 


49. —16 km \ m 2 


51. — 


(V- 


2a 

z ?) 2 y 3 


Ejercicios 3.4, pagina 147 

1. 2x + sen x 3. 7 cos x - sec 2 x 

5. x cos x + sen x 7. (x 3 — 2) sec 2 x + 3X 2 tan x 

9. x 2 sec x tan x + 2x sec x + sec 2 x 
11. 0 13. cos x 

—x esc 2 x — esc 2 x — cot x ^ ^2x 2 sec 2 x + 4x tan x + 2x 


(x + l) 2 


(1+2 tan x)' 


1 


19 - i . 

1 + COS X 

21. x 4 sen x sec 2 x + x 4 sen x + 4x 3 sen x tan x 
,, V3 1 V3tt 2 2 tt 

23 . > = — x + 2 + — 25 -y = r + v^~9 


27. 77/6, 577/6 


29. 77/2 


V 3 877 


31. y — lx ---— 33. y = x — 2tt 

35. 2(cos 2 x — sen 2 x) = 2 cos 2x 37. 2 cos x - x sen x 

—x 2 sen x — 2x cos x + 2 sen x 

39 . 3 

x 

41. esc x cot 2 x + csc 3 x 

45. — cuando el angulo de elevacion aumenta, la longitud 5 de 
la sombra decrece 
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53. no diferenciable en 0, ±tt, ±2tt, ... 

14(0.2 cos 6 — sen 6) 

55. b) --- f- c ) 0.1974 radian 

(0.2 sen 6 + cos 6) 2 

d) 13.7281 aproximadamente 

e ) el esfuerzo mmimo requerido para j alar el trineo es alrede- 
dor de 13.73 lb cuando 6 es aproximadamente 0.1974 
radian u 11.31°. 

Ejercicios 3.5, pagina 155 

1. —150(—3x) 29 3. 200 (2X 2 + x) 199 (4x + 1) 

5. -4(x 3 - 2X 2 + 7) _5 (3x 2 - 2x) 

7. -2(3* - 1) 3 (—2x + 9) 4 (27x - 59) 

cos V2x .. 2x 


9. 


V2x 


11 . 


Va 2 - 1(a 2 + 1) 3/2 


13. 10(1 + 6x(^ - 4 ) 2 )(a + (a 2 - 4) 3 ) 9 
5a 14 + 9a 13 + 13a 12 


15. 


17. 77 COS(77X + 1) 


3X 2 < 


(x 2 + x + l) 5 

19. 15 sen 2 5x cos 5x 21. — 3x 5 senx 3 

23. 10(2 + x sen 3x) 9 (3x cos 3x 4- sen 3x) 

25. — x~ 2 sec 2 (l/x) 

27. —3 sen 2x sen 3x + 2 cos 2x cos 3x 

29. 5(sec 4x + tan 2x) 4 (4 sec 4x tan 4x + 2 sec 2 2x) 

31. 2 cos 2x cos (sen 2x) 

33. — (2x + 5) _1 / 2 cos V2x + 5 sen(senV2x + 5) 

35. 24x scn 2 (4x 2 - 1)cos(4x2 - 1) 

37. 360x2(1 + x 3 ) 3 (l + (1 + x 3 ) 4 ) 4 (l + (1 + (1 + x 3 ) 4 ) 5 ) 5 

39. -54 41. -7 

43. y = -8x - 3 


45. y = 6x - 1 - 


12 


47 . y = ^ + - 

4 77(2V2 + 3V6) 


X ~\ 


49. -77 3 COS 77X 


51. -125x cos 5x — 75 sen 5x 


53. (V3/3, 3 V3/16), (—V3/3, —3 V3/16); no 

55 - Ti 

57. SiO < d < 77, entonces 6 — tt/ 4 o 6 = 377/4. 
59. dr/dt = 5 /( 877 ) pulg/min 

Ejercicios 3.6, pagina 160 


1. 4a y/ + 2 Ay 4 
dx 

3. 

5. 

1 

7. 

2y -2 

9. 

2x 

11. 

3 — sen j 

x 2 - 4 x(x2 + y 2 ) 5 

13. 

15. 

y 2 + 4y(x 2 + j 2 ) 5 

17. 

1 - X 

19. 

y + 4 

cos (a + y) — y 

21. 

23. 

x — cos(x + y) 
cos 26 

25. 

27. 

r 

29. 

1 2 
“3 y “3 

31. 


3. — 2y sen y 
2x - y 2 


2 dy 

dx 


2xy 

4x - 3x 2 y 2 
2x 3 y — 2 y 

2x 4 / + 3/° - 6x 9 j 

6xy 9 - 3x 10 
3 


2 y(x + 2) 2 


22 

3 


xx 1 1 , 77 

33. y = ^ - 2 + X 

37. (-V5, 2V5), (V5, -2V5) 


43. 

47. 

51. 


_ f V4 - x 2 , -2 < x < 0 

55. j | - a/ 4 - x 2 , 0 < x < 2 

57 = 

dt y dt 


35. (1, 2), (—1, -2) 


(8,4) 

41. 

(N 

1 


y 5 


-25 

45. 

— sen j 



(1 - cos y) 3 


-2 

49. 

2x — 1 

2x - 1 

(y ~ *) 3 

2VX 2 - X 

2 VX 2 - X 

-2a - 3 

„4 

53. 

1 

II 

- 2 


59. a) j = -x + 3 

4(252 - x 2 ) 

65. 6) 


(a 2 + 252) 2 + 16X 2 
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b ) (V2, ^ 4 ) 

c) a = 6V7 ~ 15.87 pies 


1. f\x) > 0 para toda x muestra que/es creciente en (—oo, oo). 
Se sigue del teorema 3.7.3 que/es uno a uno 

3. /(0) = 0,/(l) = 0 implica que/no es uno a uno 


s -1 

9. (5,3); y = ^x+f 


13. 


17. 


21 . 


Vl - (5x - l ) 2 
1 tan _1 Vx 


1 + x Vx 

_— 2x_ 

(1 + x 4 )(tan _1 x 2 ) 2 


7. (f-'Yix) = 1/(x - 2) 2 

"■ <*• * ■ s* + n 

15. 

4 + x 2 

2(cos _1 2x + sen -1 2x) 

19. 


23. 


Vl — 4x 2 (cos 1 2x) 2 
2 - x 


25. 3( x 2 - 9 tan ) f 2x — 


27. 


27 


t 2 + 1 


9 + x 2 

29, 


31. 


2x sec 2 (sen 1 x 2 ) 

Vl - x 4 


33. 


Vl - x 2 


—4 sen 4x 
| sen 4x| 

2x(l + /) 

1 — 2y — 2y 3 


35. sen 1 a: + cos 1 a = constante 37. V3/3 

41. (577-/6, 4), (777-/6, 6) 


2 + 77 1 

39. >' = —^ - j 
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„Vx 


1. -e~ x 

3. 

2Va 

5. 5^(2 In 5) 

7. 

x 2 e 4x (3 + 4a) 

—e~ 2x (2x + 1) 

9. 

2 

X 

11. 

-f(l + e~ s r 1/2 e 

_ g-*/2 

13 

(e^ 2 + e~ x/2 f 

15. 

8e Sx 

17. 3e 3 *" 3 

19. 

—x~ 2 ^e x ' P + — e*/ 3 

3 3 
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RES-12 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


21. sec 2 e x — e x tan e x 23, 

25. 2xt?e e * 

29. (In 3, 3) 

31. x = tt/A + mr, n = 0, ± 1, 2, ... 


e* VIV \2x 2 + 1) 


27. y = 4x + 4 


37. 

43. 

47. 



33. 4e jr (2x 3 + 3x) 

* x+ y 

41. 


45. 


i - 

-y 2 + y<? h 
2y 3 + x(? ly 



49. b) P = 0, P = 2 c) 
61. /'(0) = 0 


Ejercicios 3.9, pagina 177 
. 10 


4X 3 + 6x 
x 4 + 3a 2 + 1 

1 — In x 


x 2 

13. tanx 
1 + In x 


17 


x In x 


2 2 1 

21 . - + 

t t 2 + 2 

25. >’ = x — 1 

29. -8 

1 


33. 


Vx^l 


2xy 2 - x 
2x -x 2 y - y 3 
x 3 + x^ 2 - 2 y 

51. x(x - i y 


39. 

45. 


1 + 


53. 


55. 


x x — 1 
V(2x + 1>(3 jc + 2 ) 


4x + 3 

(x 3 - l) 5 (x 4 + 3^ 3 ) 4 


49. r 


+ ln(jc - 1) 


1 + 3/2 


2 — 2 In |x| 
x 2 

y ~ 

2xj 2 + a: 
sen x 


+ (cos x) In x 


2x + 1 3x + 2 4x + 3 


(lx + 5) 9 


15X 2 16x 3 + 36X 2 

c 3 - 1 x 4 + 3x 3 


63 

7x + 5 


35. 4e 2x cos e 2x — 4^ 4x sen e 2x 57. _y = 3x - 2 


43. 


59. (e~ l , e~ e ): 


1 + xe X}; sen 


b ) f(x) = 




x > 0 
x < 0 


d) no 



65. b) un intervalo es ( 77 , 277 ) 67. 4 — 4 In 4 ~ —1.55 
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1. cosh x = V5/2, tanh x = — V5/5, coth x = — V5, 
sech x — 2 V5/5, csch x = —2 


3. 10 senh lOx 


5. ^x x / 2 sech 2 Vx 



d) 1 = 0 


3.4 

2x 


7. 3x + 6x In x 
1 


7. — 6(3x - l)sech(3x - l) 2 tanh(3x — l) 2 
9. —3 senh 3x csch 2 (cosh 3x) 

11. 3 senh 2x senh 3x + 2 cosh 2x cosh 3x 

13. 2X 2 senh x 2 + cosh x 2 15. 3 senh 2 x cosh x 

17. |(x — coshx) _1 / 3 (l - senhx) 19. 4 tanh 4x 


21 . 

25. 


e x + 1 


23. e senh f cosh t 


(1 + cosh x) 2 
cos t + cos t senh 2t — 2 sen t cosh 2 1 


11 . 

15. 

19. 

23. 


x(x + 1) 

-1 

x(ln x) 2 
1 


(1 + senh 2 1) 2 

27. y = 3x 

29. (0, -2), (-2, 2 cosh 2-4 senh 2), (2, 2 cosh 2-4 senh 2) 


4xVlnVx 
1 + 1 


31. -2 sech 2 x tanh x 
—2x 


37. 


x+1 x + 2 x + 3 41. 


1 - (1 - x 2 ) 2 
3x 3 


27. 4 

31. ( e , e _1 ) 
35. sec x 


V* 6 + 1 


+ senh x 3 


35. , 

V 9x 2 + 1 

39. sec x 

1 


45. 


-1 


xVl - x 2 sech 1 x 
49. (b) v ter = Vmg/k 


43. - 
47. 


x 2 A/1 — x 2 
3 


sech 1 x 
x 2 


Vcosh 1 6xV / 36x 2 - 1 


c ) 56 m/s 
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Revision del capitulo 3, pagina 186 

A. 1. falso 

3. falso 

5. verdadero 

7. verdadero 

9. verdadero 

11. verdadero 

13. falso 

15. verdadero 

17. falso 

19. verdadero 

B. 1.0 


s 5 

5 - y = ~4 X ~ 

3 7 . _3 

2 

9. 23 



11. — 16F'(sen 4x)sen 4x 4- 16F"(sen 4x)cos 2 x 
13. a = 6; b = -9 15. (1,5) 

17. --— 19. catenaria 

x(ln 10) 

C. 1. 0.08x _a9 

3. 10(r + V? + 1) 9 (1 + t(t 2 + 1 )“ 1/2 ) 

5. x 2 (.x 4 + 16 ) 1 / 4 (jc 3 + 8)“ 2/3 + x\x 4 + 16 )“ 3/ V + 8) 1/3 

^ 16x sen 4x + 4 sen 4x + 4 cos 4x 

(4x + l) 2 

9. 10x 3 sen 5x cos 5x + 3X 2 sen 2 5x 
-3 


11 


15. 


l^lVx 2 - 9 
-4X 2 


13, 


1 


Vi - x 2 

19. lx 6 + 7 x (ln 7) + le lx 

23. . 1 _ . 

V(sen _1 x) 2 + iVl - x 2 


(cot 1 x) 2 (l + x 2 ) 
17. -xe~ x 


21 . - + - 

x 4x — 1 


25. e x 


cosh 1 x 


x 2 


- W -1 


+ x cosh 1 x + 1 


27. 3xV 3 coshe x3 
120 
t 6 

4 _ 3 

x + 5 2 — x 


29. 


405 


31. 

35. 


10 

x + l 


8 Vl + 3x 
33. 4e sen2x (cos 2 2x - sen 2x) 

2 

6x + 4 


37 ‘? 


39. 


y 


2xy + e y 


45. (4,2) 

53. a) (2,0), (2, -1), (2, 1) 


47. 0,277/3,77,477/3,277 
b ) 4,-2,-2 


55. y= V3x-^-,y= ~V3x + ^ 
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1. -1,19; -2,18; 2,18; 8,8 

3. 18,6; -23,1; 23,1; 18,-6 

5. —0; 17,2; 17,2; -128,-2 


9. 

11 . 

13. 


15. 


1 , 1 - 77, 1 ; 77 - 1 , 1 ; 0 , tt 2 

a) -6, 6 b) - 8, 8 

a) -6V2, 6V2 b) 15 c) -4, 8 

reduccion de velocidad en los intervalos de tiempo 

(— 00 , —3), (0, 3); aumento de velocidad en los intervalos de 

tiempo (—3, 0), (3, 00 ) 

v(t) = 2 1, a(t) = 2; reduccion de velocidad en el intervalo de 
tiempo (—1, 0); aumento de velocidad en el intervalo de tiem¬ 
po (0, 3); 


—1—1—1—1—1—1—1—1—1—1—1— 

0 10 


17. 


v(t) = 2t — 4, a(t) = 2; reduccion de velocidad en el interva¬ 
lo de tiempo (—1, 2); aumento de velocidad en el intervalo de 
tiempo (2, 5); 

( > . ‘ 


H—I—I—^—I—I I I I I 


19. 


-6 0 3 

v{t) = 61 2 — 12 1, a(t) = 12 1 — 12; reduccion de velocidad en 
los intervalos de tiempo (—2, 0), (1, 2); aumento de velocidad 
en los intervalos de tiempo (0, 1), (2, 3); 


5 


—I-1-1-1-1-1— 

-40 0 10 


21. v(t) = 12 1 3 - 24?, a(t) = 36? - 48 1; 


C 


—I-1-1-1-1-1 

-20 0 30 


23. 


25. 


v(t) = 1 - 2r 1/2 , a(t) = r 3/2 ; 

c: 


H—I-1-1-h- 


-4 


0 


TT TT / 77 \ 2 77 

V(t) = 2 COS 2 f ’ a{t) = “It/ SQn 2 t] 


a 


27. 


-1 0 1 

v{t) = e~\—t 3 + 3 1 2 ), a(t) = e~\t 3 — 6 1 2 + 6 1 ); 


41 . y = \x - = \x + Yi 43. y = 6x - 9, y = -6x - 9 


29. 


positiva 

negativa 

cero 

cero 

positiva 

positiva 

positiva 

negativa 

negativa 

negativa 

negativa 

positiva 


1 

frenandose en los intervalos de 
tiempo (a, b), (d, e), (f, g); aumen- 
tando la velocidad en los intervalos 
de tiempo (c, d), (e,f) 


31. 

33. 

35. 


a) v > 0 en [0, §), v < 0 en (§, \ (6 + V42 )] 

b) 42 pies 

64V2 pies/s; 16 pies/s 2 
— 8 V 77 pies/s; la coordenada y es decreciente 
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RES-14 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


Ejercicios 4.2, pagina 200 



33. 

1. — = 3x 2 — 

3. 

00 

$ 

0 


dt dt 



35. 

4 


dx „dQ _ ds 


5. — pulg/h 

7. 

— = s cos 0— + sen 0— 
dt dt dt 

37. 

9. -606 

11. 

77 cm 2 /h 




9 

39. 

13. a) 1 pie/s 

V) 

4 pies/s 


15. — ^ pies/min 

19. 

17 nudos 


c 



41. 

21. ~ pies/s 

23. 

15 rad/h 

53. 

25. -360 mi/h 

27. 

km/min 



29. a) 500V3 mi/h 

31. m/min 

3277 ' 

33. a) — -j— pie/min 

477 


b) 500 mi/h 


b ) pie/min 

1277 


c ) aproximadamente — 0.0124 pie/min 
165 V3 


35. a) -y^- pie/min c ) - 
39. -|pulg 2 /min 


dR R 2 dR t R- dR 2 

43. + —r- 

Z?2 r>2 


5 71.45 min; 0.035 pie/min 
41. 668.7 pies/min 


45. a) aumenta b) aproximadamente 2.8% por dfa 
47. a) 24 000 kg km/h 2 b ) 2 023 100 kg km/h 2 
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1. a) max. abs./(2) = -2, mm. abs./(—1) = -5 

b) max. abs./(7) = 3, mm. abs./(3) = — 1 

c ) no extrema 

d) max. abs./(4) = 0, mm. abs./(l) = —3 

3. a) max. abs./(4) = 0, mm. abs./(2) = -4 

b) max. abs./(l) =/(3) = — 3, mm. abs./(2) — -4 

c ) nun. abs./(2) = -4 

d) max. abs./(5) = 5 

5. a) no extrema 

b) max. abs./( 7 r/ 4 ) = 1, nun. abs./(— 77 / 4 ) = — 1 

c) max. abs./( 77 / 3 ) = V3, nun. abs./( 0 ) = 0 
6 ?) no extrema 


7 -i 


11 . 


15. 


3 

4 


9. -1,6 

13. 1 

17. -2, 
21 . 2 


11 


, 1 


19. 2 n 77 , n un entero 
23. max. abs./(3) = 9, mm. abs./(l) = 5 
25. max. abs./( 8 ) = 4, mm. abs./(0) = 0 
27. max. abs./(0) = 2, mm. abs./(-3) = -79 
29. max. abs./(3) = 8 , mm. abs./(-4) = -125 
31. max. abs./(2) = 16, mm. abs./(0) =/(l) = 0 


mm. abs./( 77 / 2 ) = f(3ir/2) = -3 
max. abs./( 77 / 8 ) = /(3tt/8) =/(5t7/8) =/(7t7/8) = 5, 
min. abs./( 0 ) =/(tt/4) = /(tt/2) = /(3tt/ 4) = /fr) = 3 
punto extremo max. abs. f( 3) = 3, max. rel. /TO) = 0, 
min. abs./(— 1 ) =/(l) = -1 

a ) ci, c 3, C4, C10 

b) c 2 , c s , c 6 , c 7 , c g , c 9 

c ) mm. abs./(c 7 ), punto extremo max. abs .fib) 

rf) max. rel./(c 3 ),/(c 5 ),/(c 9 ), min. rel./(c 2 ),/(c 4 ),/(c 7 ),/(c 10 ) 
«) > 0 solo para 0 < t < 20 ^( 10 ) = 1 600 

#) 0, 77/3, 77, 577/3, 277 

c) max. abs./( 77 ) = 3, nun. abs./( 77 / 3 ) = f(5ir/3) = —| 
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1. c = 0 

5. c-f 

9. /no es diferenciable sobre el intervalo 
11 . f(a) ± 0 y f{b) = 0 , asf, fid) + fib) 

13. c = 3 15. c = Vl3 

17. /no es continua sobre el intervalo 


3. /(—3) = 0 pero /(—2) ^/(—3) 
7. c = — 77 / 2 , 77 / 2 , o 377/2 


19. c = T 

4 


21. c = 1 - V6 


23. /no es continua sobre [a, /?] 

25. /creciente en [0, oo);/decreciente en (— 00 , 0] 

27. /creciente en [—3, oo);/decreciente en (— 00 , —3] 

29. /creciente en (— 00 , 0] y [2, 00 );/decreciente en [0, 2] 

31. /creciente en [ 3 , 00 ); /decreciente en (- 00 , 0] y [0, 3] 

33. /decreciente en (- 00 , 0] y [0, 00 ) 

35. /creciente en (- 00 , — 1 ] y [ 1 , 00 );/decreciente en 
[- 1 , 0 ] y [ 0 , 1 ] 

37. /creciente en [ — 2 , 2 ];/decreciente en [ — 2 V 2 , — 2 ] y 

[ 2 , 2 V 2 ] 

39. /creciente en (— 00 , 0];/decreciente en [0, 00 ) 

41. /creciente en (— 00 , 1 ] y [3, 00 ); /decreciente en [1, 3] 

43. /creciente en [— 77/2 + 2n77, 77/2 + 2n77];/decreciente en 
[ 77/2 + 2n77, 377/2 + 2n77], donde n es un entero 

45. /creciente en [0, 00 ); /decreciente en (— 00 , 0] 

47. /es creciente en (— 00 , 00 ) 

49. si el motociclista viaja a la velocidad limite, no habra recorri- 
do mas de 65 mi 

61. c ~ 0.3451 radian 


Ejercicios 4.5, pagina 222 
1 . 0 

s - 1 

9. -6 

D. | 

17. no existe 


3. 2 
7. 10 


11 . 


». i 
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21. 

2e 4 


23. 

0 


25. 

1 

3 


27. 

oo 


29. 

-2 


31. 

1 

8 


33. 

-1 


35. 

no existe 


37. 

1 

9 


39. 

3 


41. 

OO — OO; 

1 

2 

43. 

0 • oo; 1 


45. 

0 °; 1 


47. 

oo — oo; 

0 

49. 

oo — oo; 

1 

24 

51. 

0 ' °°; \ 


53. 

oo°; 1 

55. 

1 °°; e 3 


57. 

0 °; 1 


59. 

El denominador 





es 0 • oo; 

1 

4 

61. 

oo — oo; 

1 

5 

63. 

0 • oo; 0 


65. 

0 • oo; 1 


67. 

0 • oo; 5 


69. 

oo — oo; 

no existe 

71. 

1 °°; e~ 1/3 


73. 

0 °; 1 


75. 

1 

2 


79. 

0 







0 — \ sen 26 


50 


81. 

a) A(6) = 

25 -- 

o 2 

b ) 0 

C) T 


oe 

b) ln(u 2 /ui) 
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1 . max. rel./(l) = 2 ; 



3. max. rel./(—1) = 2, 
mm. rel./(l) = — 2 ; 


5. max. rel./(f) = §, 


mm. rel./( 2 ) = 0 ; 

yi 





13. max. rel./(0) =/(3) = 0, 15. max. rel./(0) = 0, 

mm. rel./(§) = mm. rel./(l) = - 1 ; 



17. max. rel. /(—3) = - 6 , 
min. rel. /( 1 ) = 2 ; 



21. max. rel. /( 0 ) = 10 ; 



19. max. rel./(V3) = 


2V3 


am. rel./(—V3) = - 


2V3, 

9 ’ 



23. max. rel./(0) = Vl6, 
min. rel./(— 2 ) =/( 2 ) = 0 ; 


n 


10 


X 

—I—h- 


(V2\ = I 


25. max. rel./(-^) = 
mm. rel./(—= — 




27. max. rel./(- 8 ) = 16, 
mm. rel./( 8 ) = —16; 



29. min. rel./(2) « - 8.64; 



31. rmn. rel./(—3) = 0, max. rel./(—1) = 4e; 
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RES-16 Respuestas de los problemas impares seleccionados 



45. 


a) (/i 77 , 7t/2 + hit), ( 77/2 + ft 77 , 77 + ft 77 ), ft un entero 
#) ft77/2, ft un entero; max. rel. es/(— 77 / 2 ) =f(ir/2) = • • • 1, 
nun. rel. es/(0) = /(7r) = • • • 0 
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1. concava hacia abajo (- 00 , 00 ) 

3 concava hacia arriba (— 00 , 2); concava hacia abajo (2, 00 ) 

5. concava hacia arriba (— 00 , 2) y (4, 00 ); concava hacia abajo 
(2, 4) 

7. concava hacia arriba (— 00 , 0); concava hacia abajo (0, 00 ) 

9. concava hacia arriba (0, 00 ); concava hacia abajo (— 00 , 0) 
11 . concava hacia arriba (— 00 , — 1) y (1, 00 ); concava hacia abajo 
(-1, 1) 

13. respuestas aproximadas: f creciente en (—2, 2); /' decre- 
ciente en (- 00 , -2) y (2, 00 ) 

15. respuestas aproximadas: /' creciente en (— 00 , -1) y (3, 00 ); 
f decreciente en (-1, 3) 

19. (- V2, -21 - V2), (V2, -21 + V2) 

21. (ft77, 0), ft un entero 
23. (ft 77, ft77), ft un entero 
25. (2, 2 + 2e“ 2 ) 

27. max. rel./(§) = 0; 29. punto de inflexion: (—1, 0); 



31 . 


max. rel./(—1) = 4, mm. rel./(l) = —4; puntos de inflexion: 

(0, 0) ,H£ 7 4W, -¥); 



33. max. rel./(V2) = ^ 2 , nun. rel./(- V2) = -2^. 
puntos de inflexion: (0, 0), (— V6, —2^), (V6, -y); 



35. max. rel. /(0) = 3; 


x 

37. min. rel./(-|) = — 3/4 4 / 3 ; 

puntos de inflexion: (0, 0), (1/2, 3/2 4 ^ 3 ); 




39. max. rel./(2ir/3) =/(4ir/3) = 1, 

min. rel./(77-/3) =/(7r) =f(5n/3) = -1; 

puntos de inflexion: ( 77 / 6 , 0), ( 77 / 2 , 0), (577/6, 0), (777/6, 0), 

( 977 / 6 , 0), (II 77 / 6 , 0); 



41. max. rel./(77/4) = V2, max. rel./(577/4) = — V2; 
puntos de inflexion: (377/4, 0), (777/4, 0); 
































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-17 


43. max. rel .f(e) = e; 


45. max. rel. f(jr/4) = \ 

Ejercicios 4.8, pagina 240 

1. 30 y 30 

s 1 2 

5 - 3 y 3 


9. a -w) 


47. mm. rel. f{i r) = 0 


7. (2,2V3),(2,-2V3); (0,0) 

11. base |, altura 1 
15. 750 pies por 750 pies 


25. altura y cm, ancho 15 cm 

27. 10 pies del poste de la bandera al lado derecho en la figura 4.8.19 

29. radio de la porcion circular 10/(4 + 77 ) m, ancho 20/(4 + 77 ) m, 
altura de la porcion rectangular 10/(4 + 77 ) m 
31. L ~ 20.81 pies 33. radios 16/3, altura 4 

35. radios ^ 16 / 77 , altura 2'16/77 

37. volar al punto 17.75 km desde el nido 

4 

39. costo mmimo cuando x = — — 

V3 

41. r = ^9, h = 2V9 

43. longitud minima cuando x = 6.375 pulg 

45. cuadrado con longitud de lado (a + b)/V2 

47. longitud de la seccion transversal V3J/3, ancho de la seccion 
transversal V6J/3 

49. ff m del foco con iluminancia I x 

53. 4 

55. a) WqL 4 /384EI 

b ) 


y 


17. 0.98 
21. 0.7 
25. 16 

29. 0.4 


19. 11.6 
23. 0.96 
27. 0.325 

3I -1 + tIt * °' 5453 


33. L(x) = 4 + 2(x - 1); 4.08 

35. Ay = 2x Ax + (Ax) 2 ; dy = 2x dx 

37. Ay = 2(x + l)Ax + (Ax) 2 ; dy = 2(x + 1) dx 


39. Ay = 
41 


Ax 


dy — —- dx 
JC 


x(x + Ax)’ 

Ay = cos x sen Ax + sen x (cos Ax — 1); dy = cos x dx 


43. 


13. (4, 0) y (0, 8) 

17. 2 000 m por 1 000 m 

19. el jardrn debe ser rectangular con 40 pies de largo y 20 pies de 
ancho 

21. base 40 cm por 40 cm, altura 20 cm 

23. base y cm por y cm, altura y cm; max. vol. 12 2/ QQ cm 3 


X 

Ax 

Ay 

dy 

Ay — dy 

2 

1 

25 

20 

5 

2 

0.5 

11.25 

10 

1.25 

2 

0.1 

2.05 

2 

0.05 

2 

0.01 

0.2005 

0.2 

0.0005 


45. a) 1.11 b ) -2.9 47. a) 9 77 cm 2 b) 877 cm 2 

49. el volumen exacto es AV = ^ir(3r 2 t + 3 rt 2 + t 3 ); el volumen 
aproximado es dV = 4 tt r 2 t, donde t = Ar; (0.1024)77 pulg 3 

51. ±6 cm 2 ; ±0.06; ±6% 55. 2 048 pies; 160 pies 

57. a) mmimo en el ecuador (6 = 0°); maximo en el polo norte 
( 1 9 = 90° N) 

b ) 981.9169 cm/s 2 c) 0.07856 cm/s 2 
59. 0.0102 s 


Ejercicios 4.10, pagina 257 

1. una raiz real 
5. una raiz real 
9. 1.5874 
13. ±1.1414 
17. 2.4981 
21. 0.7297 


3. ninguna raiz real 
7. 3.1623 
11. 0.6823 
15. 0, 0.8767 
19. 1.6560 pies 
23. b) 0.0915 pies 


25. b) 0.33711,44.494 c) 44.497 

27. 1.8955 radianes 29. 1.0000,-1.2494,-2.6638 

31. d) 1.4645 


65. Debe nadar del punto A al punto B alrededor de 3.18 millas f a i so 

desde el punto en la play a mas cercano a A, y despues seguir 
directamente a C. 

67. a) L = x + 2V4 + (4 - x) 2 
c) x = 4 - |V3 


d) L = x + Vl + (4 - xf + V4 + (4 - xf 
f) x = 3.1955 

Ejercicios 4.9, pagina 252 


1. L(x) = 3 + ~{x - 9) 
6 
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3. falso 

5. verdadero 7. falso 

9. verdadero 11. verdadero 

13. verdadero 15. falso 

17. verdadero 19. falso 


5. L(x) = x — 1 


3. L(x) = 1 + 2(x - j 


L(x) = 2+ -(x-3) 


B. 1. la funcion velocidad 3. y = tan 1 x 

5. 0 7. 2 

9. 2xAx - Ax + (Ax) 2 

C. 1. max. abs./(-3) = 348, mm. abs./(4) = — 86 
3. max. abs./(3) = f, nun. abs./(0) = 0 
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RES-18 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


7. vel. max. v(2) = 12, rapidez max. |v(—1)| = |v(5)| = 15; 


0 

9. b ) a , b , («a + b)/2 

11 . max. rel./(—3) = 81, 
min. rel./(2) = —44; 


40 


13. max. rel. /(0) = 2, 
mm. rel./(l) = 0 ; 




15. mm. rel./(0) = 0, puntos de inflexion: (—3, 27), (-1, 11) 
17. punto de inflexion: (3, 10) 19. c), d) 

21. c), d ), <?) 23. c) 

25. (a + b + c)/ 3 27. 32 pulg 2 /min 

31. y = \h; la distancia maxima es h 

33. x = 195 pies, y = 390 pies; 57 037.5 pies 2 

39. 8V3tt/9 41. -2 

43. 1 45. e~ x 

47. -oo 49. 1.6751 

Ejercicios 5.1, pagina 274 


Ejercicios 5.2, pagina 285 


1. -1(1 - 4x ) 3/2 + C 

6 

3. ~(5x + I )" 2 + , 

5. |-(.x 2 + 4 ) 3/2 + C 

7. 4- sen 6 3 x + C 
lo 

9. -ytan 3 2 x + C 

6 

11. ~ cos 4 x + C 

13. !(2t ) 3/2 - lsen 6 r + C 

3 6 

1 9 

15. ——cos x + C 

17. j tan x 3 + C 

19. — 2 esc Vx + C 

21. yin|7 jc + 3| + C 

23. ^lnC * 2 + 1) + C 

25. x - In |x + 11 + C 

27. In |ln x\ + C 

29. —cos(In x) + C 

31 — e Wx + C 

•’i. 10 

33. —V 2 * 3 + C 

6 

35. -2e- vi + C 

37. In(e x + e~ x ) + C 

39. sen '(^=) + C 

41. ^-tan -1 5x + C 

43. tan " 1 e x + C 


45. — 2\/l — x 2 — 3 sen 'x + C 


47. —(tan -1 x ) 2 + C 

51. ( 2 rx — Tsen 2x + C 
2 4 


49. ——In |cos 5x| + C 

53. ttx + sen 8 x + C 
2 16 


55. llx + 12 cos x sen 2x + C 57. ~(1 - x ) 4/3 + C 
59. j = x + 2 cos 3x + 1 — 77 
63. b ) 7^-77 c) 277VZyg 


1. 3 x + C 

3. lx 6 + C 

6 

Ejercicios 5.3, pagina 293 


5. f x 2/3 + C 

7. f - lit 048 + C 


2 2 2 

2 

12 

1. 3 + 6 + 9+12+15 

3 - + — 
12 

9. x 3 + x 2 — x + C 

11. |x 7 / 2 - I* 3 / 2 + C 

5 -I + I-J- + J--J- 
7 9 11 13 15 

+ £-£ + 

13. -^-x 3 4X 2 + x + C 


7. (2 2 - 4) + (3 2 - 6) + (4 2 

— 8) + (5 2 — ] 

15. 16w 4 — 16w 3 + 6w 2 — w + C 

17. In |r| + 10r _1 - 2r“ 2 + C 

9. -1 + 1 - 1 + 1 - 1 

7 

11. 2(2* 

*=1 

19. -|x" 2 + |x" 3 - l*" 4 + C 


12 

13. 2 (3* + 1) 

is. i (_1 

21. —4 cos x — x — 2x -4 + C 

23. —cot x + esc x + C 

k = 0 

k= 1 1 

25. -2 cot x + 3x + C 

27. 4x 2 + x- 9e x + C 

8 

17. 2 6 

19 . i (_1 

29. x 2 — x + 5 tan -1 x + C 

31. tan x — x + C 

Jk= 1 

*=i - 

41. x 2 - 4x + 5 

43. 2x 3 + 9x + C 

21. 420 

23. 65 

45. -x _1 + C 

47. x — x 2 - cos x + C 

25. 109 

27. 3 069 

49. j = x 2 - x + 1 


29. 18 

31. 28 

51. f\x) = x 2 + C 1 ; f(x)= | 

x 3 + C]X + C 2 

33. f 

35. f 

53. /(x) = a -4 + x 2 — 3x + 2 

55. G 

37. f 

39. i 

, .2 


3 

4 

57. y = fx 2 


25 

77 25 

2g 


«. T 

60’ 12 


2 ^ 

3 


4 

i+i 


a 2 


kir 

-cos—x 
P 
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45. 9 



Ejercicios 5.4, pagina 303 

33 

L T- 1 

5. ^-(3 - V2)7r; 77 


189 3 

256’ 4 

7. 5 


9. 

13. -4 

23. 12 
27. 40 

31. -32 

35. 36 
39. 2.5 


V9 + x 2 dx 


11 . 


(1 + x) dx 


-i 

21. 4 
25. -3 

2 ,-i 


33. 


28 


3 

37. 0 
41. 11 


43. a) -2.5 b ) 3.9 c) -1.2 d) 1.4 e) 2.7 /) 0.2 

45. 



49. 18 



51. - 7 T 




61. -2 
69. > 

Ejercicios 5.5, pagina 313 

1. 4 

5. 46 

o _I_V2 
3 6 

13. e - e~' 


17 --f 


«■§ 


3. 12 
7. 1 

2 


11 . 




19. j 


23 . 


128 


25. 1 
29. A 
33. 1 
37. 


27. ^ 


49. 


V 6 - V3 

31. 

1 

35. 

477 + 6 

39. 

(77 + 2)(77 + 3) 

1 ! 11 

2 ln T 

43. 

(St 2 - 2 if 

47. 

2x 3 


x 6 + 1 27x 3 + 1 


a ) 0 6) In 3 c) | 

d) 

19 

6 

57. 

38 

3 

61. 

22 

65. 

^(1 + In 2 ) 6 

6 

69. 


65 

4 

1 

2 

2 

3 

8 477 


6V24x + 5 
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A. 1. falso 
5. verdadero 
9. falso 
13. falso 

B. l./(x) 

5. -f(g(x))g'(x) 

r i7 


13. | Vx dx; 


C. 1. -6 

9. — -7 cot 7 8 x + C 
56 

13. |(.x 3 + 3x - 16) 2/3 + C 


■’•I 


21. 5 
25. 0 


3. 

7. 

11 . 

15. 

3. 

7. 

11 . 

15. 

3. 

7. 

11 . 

15. 

19. 

23. 

27. 


5 
4 

llnf 2 


verdadero 

verdadero 

verdadero 

verdadero 

In x 

x 

^3 k 

w2Hl 

5 

2 

2 + e _1 - e\ e — e~ 

1 


505 (5?+1) +C 
0 

^(4V - 16* + 7) 5 + C 
lln 2 


ln|cos 10x| + C 

11 

2 


3 V3 


29. i 

31. 156 lb; aproximadamente 20 min 


33 ^ 
4 
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RES-20 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


Ejercicios 6.1, pagina 323 

1. s(t) = 6t - 1 
3. s(t) = |r 3 -2 1 2 + 15 

5. s(t) = -^-sen(4 1 + 77 / 6 ) + ^ 

7. v(t) = -5r + 9; s(0 = -|f 2 + 9t - | 

9. v(f) = 7 3 - 2; 2 + 5t - 3; s(t) = jt 4 - 1 1 3 + 1 1 2 - 3t + 10 

11. v(t) = yr 4 / 3 - t - 26; j( 0 = y 7/3 - y 2 - 26r - 48 


13. 17 cm 

17. 24 cm 

21. 256 pies 
25. 400 pies; 6 s 


15. 34 cm 

19. ^ mi = 176 pies 

23. 30.625 m 
27. - 80 pies/s 


Ejercicios 6.2, pagina 331 


‘■i 

s -i 

9 - 7 


-7 

7 ‘ T 
”•7 


13. 2 
17. 4 

21 . It 


25. f 


29. 4 


15. ^-(2 4/3 + 3 4/3 ) 

19. 2 tt 

27 

23. f 

81 

27 -t 

31 i° 

3 


3,f 


37. 


118 


35. 


128 


5 

39. 22 


4, | 

45. 8 

49. 4V3 - 477/3 
55. 977/4 
59. irab 


43 * 

3 

47. 2 V 2 - 2 


53. 7 + 3 In ~ « 6.1370 

57. 4 + 277 

fil 52 
6L y 


63. A = 


(e x - 1) dx + 


(2 - e x ) dx, 


A = 


In y — In ~{y + 1) 


dy\ In || - 0.1699 


Ejercicios 6.3, pagina 338 


256V3 

'• 3 

3. 128 

5. 1077/3 

7. 9 

9. 77/2 

11. 477/5 

13. 77/6 

15. 1 29677/5 

17. 77/2 

19. 3277/5 

21. 3277 

23. 777/3 

25. 25677/15 

27. 377/5 

29. 3677 

31. 50077/3 

33. I 677 /105 

35. 17 ( 2 *-* - y“ 2 - 0 

37. 77 2 

39. ^(477 - 77 2 ) 

Ejercicios 6.4, pagina 344 


1. 477/5 

3. 77/6 

5. 877/15 

7. 25077/3 

9. 36 V3 77/5 

11. 377/2 

13. 1677 

15. 877/5 

17. 2177/10 

19. 77/6 

21. 24377/10 

23. 477 

25. 62577/6 

27. 24877/15 

29. ^(77 2 - 277 ) 

31. ^TT^h 

33. 3777 

2 4 

™ w 2, no) r 

37. v = irr h 

4 § 

35. y7a6 2 

Ejercicios 6.5, pagina 347 


1. 2V2 

3. y(13 3/2 - 8) = 1.4397 

5. 45 


,6,674 

11. 9 

r 3 

f 77 

13. J Vl + 4r dx 

15. Vl + cos 2 xdx 

Jo 

17. y- (40 3/2 - 8) = 9.0734 

19. b) 6 

21. 77/2 



Ejercicios 6.6, pagina 350 

1. 20877/3 3. yfl0 3/2 - 1) = 3.5631 

5. -(37 3/2 - 1) = 117.3 1 87 7. 100 V5t7 

6 

9. 25377/20 

11. a) (77r/6/i 2 )[(r 2 + 4 h 2 ) 3/2 - r 3 ] 
b) aproximadamente 0.99% <1% 

13. 20V277 
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Ejercicios 6.7, pagina 354 

1. -4 
5. 3 
9. 2 

13. 24 
17. 0 

21. -1 + — j- « 0.1547 
25. 103° 

Ejercicios 6.8, pagina 360 

1. 3 300 pies-lb 
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’■T 

7. 0 

11 . 61 

9 

15 -Y2 

19. 3V3/i7 
23. 12 

29. 2kti/3 


, 2 ■ 

3. —pies 


A. 1. falso 
5. verdadero 
9. verdadero 

B. 1. joule 
5. 6 


3. verdadero 
7. verdadero 
11. falso 

3. 2 500 pies-lb 
7. suave 


[ a 

~ a 

r f(a) 1 

fix) dx 3. 

J 0 

0 

f(x) - J —X 


dx 


5. - 

7. 


2 f{x) dx + 2 f{x) dx 

J b 

r d 


[a ~ fiy )] dy + 


lf(y) ~ a] dy 


9. jra 2 + b 2 

4 


5. a) 10 joules b ) 27.5 joules 

7. a) 7.5 pies-lb b) 37.5 pies-lb 

9. 453.1 X 10 8 joules 11. 127 030.9 pies-lb 


11. v = 


; [f{x) ~ g(x)] dx j [/( x )] 2 - lg(x)] 2 )dx 


r/w - gW] dx 


13. 45 741.6 pies-lb 

15. 57 408 pies-lb 


Jo 

17. 64 000 pies-lb 


13. 2tt 

'2 

x\f(x) - gix) 1 dx 

19. a) 5 200 pies-lb 

b) 6 256.25 pies-lb 


0 

21. 3k/ 4, donde k es la constante de proporcionalidad 

15. 2 tt 

(2 - x) [f(x) - g(x)] dx 

0 

Ejercicios 6.9, pagina 365 


19. 

1. a) 196 000 N/m 2 ; 

4 900 OOOttN 

21. 77 pies 2 ~ 396.03 pies 2 

b) 196 000 N/m 2 ; 

784 OOOttN 


[/(*) - gMl dx 


c) 196 000 N/m 2 ; 19 600 OOOttN 

3. a) 499.2 lb/pie 2 ; 244 6401b b) 59 904 lb; 29 9521b 


5. 129.591b 
9. 3 660.8 1b 
13. 9 98477 1b 

Ejercicios 6.10, pagina 372 

i. 4 


7. 1 2801b 
11. 13 977.61b 
15. 5 990.41b 


3. - 


13 

30 


5. 1 

’•w 


„.i| 



_ 2 _ 17 

17. X =--y = Y 

19. x = 

„ - 10 _ 28 

21. x = Y ,y = Y 

23. v = 

„ _ 12 _ 54 

25. x = -,y = T 

27. x = 

20 1 - 8 

29. x = -,y = - 

31. x = 

,, 3 _ 121 

33 ‘ X= 2’ y= 540 

35. x = 

37. v = 0, y = 2 

39. x = 


19. a) 4 b) 77 

256 
' 45 

25. 37.5 joules 27. 624 000 pies-lb 

29. 2 040 pies-lb 31. 691 612.83 pies-lb 

33. ^y(40 3/2 - 8) = 9.07 35. 17 066.7 N 

37. | m desde la izquierda sobre la barra de 1 m y f m desde la 
izquierda en la barra de 2 m 

Ejercicios 7.1, pagina 382 

5“ 5x 

1. —--+ C 

5 In 5 

5. ~V25 - 4.x 2 + C 


3. —2 cos Vl + x + C 


_ i _i 

7. -sec 


5* 


+ c 


17 

11 ’ 

3 _ 
4’> 
93 
35’ 
16 
35’ 


20 

"ll 


J3_ 

10 
_ 45 
" 56 
16 
' 35 


10 


13. y^ln|sen 10v| + C 


(|xj + C 

11. ~~ln 

2x - 5 

2x + 5 

Vs ; 

20 


+ C 


15. (3 - 57T 1 ' 2 + C 


17. —ln|sec 3x + tan 3x\ + C 19. 1 x ) 2 + C 


1_ 

10 ’ 


21. —tan leos x) + C 


IS, — sec 2x + C 


29. -(1 + tan x) 3 + C 


23. — tanh x 4 + C 


27. esc (cos x) + C 


31. ^ln(l + e 2x ) + C 
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RES-22 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


Ejercicios 7.2, pagina 385 

1 


\(X + l ) 5 - + l ) 4 + C 


3. j(x - 5) s/2 + y(x - 5) 3/2 + C 
5. |(x - 1) 3/2 + 2(x - 1) 1/2 + C 

7. |(3x - 4 ) 1/2 - y(3x - 4 )" 1/2 + C 
9. 2Vx - 2 tan -1 Vx + C 

11. (V* + l) 2 - 10(Vf + 1) + 8 In (Vf + 1) + c 


13. 

15. 


+ I ) 5 / 3 - f (x 2 + I ) 2 / 3 + C 


1 


1 


1 


+ c 


X ~ 1 (x - l) 2 3 (jc - l) 3 
17. 2V> - 1 - 2 tan-'Ve* - 1 + C 
19. |(1 - Vv) 5 ' 2 - |(1 - V vf' 2 + C 

21. |(1 + Vt) 3 ' 2 + C 

23. In (x 2 + 2x + 5) + + C 


25. -2Vl6 - 6x - x 2 


sen 




+ C 


27. 2 x 1/2 + 3x 1/3 + 6x 1/6 + 6 ln|x 1/6 - 1| + C 

506 
375 

177 
2 


29. 

33. 


31. 6 + 20 In 


37. 3 + 3 In 


43. -| + 3 In 2 


35. 

39. 


1 


1 326 
1 

168 


3277 . , 0 

45. — - 477 In 3 


47. 


232 

15 


Ejercicios 1 . 3 , pagina 392 

1. jx(x + 3 ) 3/2 - -^(x + 3 ) 5/2 + C 


x In 4x — x + C 

5. ^-x 2 In 2x — ^-x 2 + C 

—x _1 In x — x~ l + C 

9. l(ln t) 2 — 2t In t + 2t + C 
13. Ixe 3 * - ^e 3x + C 

x sen _1 x + Vl - x 2 + C 

1 3 —4r ^ 2 —4r ^ 

“4* e “32 Xe 

1. 

-4 X -—— p^ x + r 

128 6 L 

l^V 2 - ^e* 2 + C 

19. I? sen 8f + Trcos 8f + C 
8 64 


15. 


21. —x 2 cos x + 2x sen x + 2 cos x + C 

23. ^x 3 sen 3x + ^-x 2 cos 3x — ^x sen 3x — cos 3 x + C 


29. 6 sec 6 - In |sec 6 + tan 6\ + C 
1 2 

31. — cos x cos 2x + — sen x sen 2x + C 
33. \x\x 2 + 4 ) 3/2 - 2 -(* 2 + 4 ) 5/2 + C 
35. ^-x sen (In x) — ^x cos (In x) + C 
37. —^ esc x cot x + ^ In |csc x — cot x| + C 


39. x tan x + In |cos x| + C 


41. | In 3 


45. J-iln2 


53. f-ih,2 


43. -12<T 2 + 86T 1 

47. 3 In 3 + 

49. 5 77 (In 5) 2 — IO 77 In 5 + 877 
51. 2t7 2 

55. v(t) = — te 1 — e 1 + 2; s(t ) — r + 2e r + 2l — 3 
8(77 - 2) 

57. (124.8) ---« 115.48 lb 


59. 4 tan ” 1 2 - tt/2 - ln| 

61. — 2Vx + 2 cos Vx + 2 + 2 sen Vx + 2 + C 

1 2 
67. — — sen 2 x cos x — — cos x + C 


69. 

73. 


^ cos 2 lOx sen lOx + sen lOx + C 


3577 

256 


83. b ) 


1777 


Ejercicios 7.4, pagina 398 

1. |(senx) 3/2 + C 


3. sen x — — sen 3 x + C 


5. —cos t + 7 1 cos 3 1 — ^ cos 5 £ + C 7. -j sen 4 x — -7 sen 5 x + C 

5 5 4 6 

3 1 1 

9. — t — — sen 2t + — sen 4l + C 
o 4 52 

11 1 „ 

1L 16* “ 64 S6n 4X + 48 Sen 2 * + C 

13 ‘ 128 A _ 128 Sen 4x + ! sen 8 .. + C 

15. 1 tan 4 2t + -p- tan 6 2f + C 

o 12 

17. ^ tan x sec 3 x — ^ sec x tan x — ^ln |sec x + tan x| + C 

19. ^(sec x ) 3 / 2 + 2(sec x ) _1//2 + C 21. \ sec 7 x — \ sec 5 x + C 


13 3 

23. — tan x sec 3 x + — sec x tan x + — In |sec x + tan x| + C 


25. ln|senx| + — cos 2 x + C 
27. — Yj- cot 11 x — c °l 13 * + C 


25. 


Y^e x (sen 4x - 4 cos 4x) + C 27. jre 2e (scn 6 — 2cos 6) + C 


29. 


1 


1 


7 tan 7 (l - 0 5 tan 5 (l - t) 


+ C 
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31. ^ sec x tan x + 2 sec x + ^ In |sec x + tan x| + C 


1 


33. — tan 3 x — tan x + x + C 35. — — esc 2 1 — In |sen t\ + C 


1 


37. — tan 5 x - — tan 3 x + C 39. — — cos x 2 + — cos 3 x 2 + C 


41. 


5 

25 V2 
168 


6 


43. 0 


*■! 


49. \ sen 2x — ^ sen 6 x + C 51. 


55. 


4 ' 
1677 


57. 


12 

5V2 


Ejercicios 7.5, pagina 405 

1. — sen -1 * — x - + C 3. In 

X 

5. |(x 2 + 7 ) 3/2 + C 

7. -|(1 - x 2 ) 3/2 + j(l - x 2 ) 5/2 + C 


+ Vx 2 - 36 


+ C 


47. 


1 ,(V 2-1 

In 


47. — -7 cos 3x + \ cos x + C 
6 2 


V3 V2 - V3. 

53. 1277 V2 — 477 In (V2 + 1) 

55. 2 - V2 - In (V6 - V3) 

„ ^ 1 ai f 10 ~ VlOO - x 2 

57. b) y = — 10 In (- 

59. 15.677 - 49.01 lb 

Ejercicios 7.6, pagina 413 


i-- + -fr 

- 4 ° 




■'j - Vioo - x 2 


‘ X - 1 x + 2 (x + 2) 2 (x + 2) 3 
ABC Dx + E 

jc x 2 x 3 x 2 + 3 

_ Ax + B Cx + Z) 
x 2 + 9 (x 2 + 9 ) 2 

9. y In |x| Hy In |x — 2| + C 
11. -2 In |x| + ^ In |2x — 1| + C 


9. - 


4Vx 2 - 4 


+ C 


11 . y Vx 2 + 4 + 2 In. 
13. sen -1 !^) + C 


Vx 2 + 4 + . 


C 


15. | In 

4 


4 - Vl6 - x 2 


+ C 


17. In 

21 


Vx 2 + 1 - 1 


+ C 


19. - 


(i - x 2 f 2 


3x 3 


+ C 


V9^ 

1 


— sen — + C 


23. — tan 1 x H- — 

2 2(1 + x 2 ) 


25. 


+ C 


27. In 


16V4 + x 2 48(4 + x 2 ) 3/2 

\/x 2 + 2 x + 10 + x + 1 


+ C 


+ c 


»• »'(V) 


x + 3 


8(x 2 + 6x + 13) 


+ C 


31. - . 5 * 1 + C 33. In (x 2 + 4jc + 13) + C 

9V5 - 4x - x 2 

35. x — 4 tan -1 (^)+ C 

37. | sen-'(^) + ±(x - 3)V9 - (x - 3) 2 + C 

»V +v5 

43. 2VS - f 

45. |x 3 sen -1 jc + |Vl - * 2 - | (1 - x 2 ) 3/2 + C 


13. | In \x - 4| + | In |x + 4| + C 

O O 

15. — ~ In \2x + 1| + ~z In \x + 2| + C 
6 j 

17. 6 In |x| — ^ In |* + 11 — ^ In |x — 11 + C 

19. | In \x + 1| - In |jc + 2| + j In \x + 3| + C 

21. -2 In |*| - t~ l + 6 In |* - 1| + C 

23. In |x| - In \x + 1| + (x + l)” 1 + C 

25. —2(x + l)” 1 + |(x + 1)“ 2 + C 

27. — ln|x+ 1| -^(x+ I)" 1 +^ln|x + 5| 

- j-(x + 5) _1 + C 
16 

19 19 11 ^ qs 

29. -y In |x| - yx~ 3 + yx- 2 - |x~ 3 + y In |x + 2| + C 

, , 1 

31. —In |x| + — ln(x 2 + 1) + tan 1 x + C 
33. ^(x + 1) _1 + ^ tan _1 x + C 


35. ^ tan 'x — ^ tan + C 


1 


tan 


-if 2x + 1 


37. — In lx — 11 - — In lx 2 + x + 11 - _ . 

3 1 1 6 1 1 V3 V V3 

39. 5 In |x + 1| - ln(x 2 + 2x + 2) - 7 tan _1 (x + 1) + C 

41. - x -1 - tan l (—) + C 

2(x 2 + 4) 2 \2/ 

1 i , 2 , 4, 11 -if , 5x + 12 

43. - ln(x 2 + 4) - — tan 1 - M---h C 

2 v 16 V27 8(x 2 + 4) 


+ C 


45. ± 


—x 3 — x 2 + 6 x — 10 In |x + 1 | — 8 (x + 1 ) 1 + 


C 
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RES-24 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


47. 

51. 

55. 

57. 

59. 

61. 

63. 

65. 


— 2 ln3 

Ii ^ , 1 

6 ln 3 + 3V2 




tan 




i ln 


i + Vi - x 2 


i-VTT 


+ C 53. O 

+ C 


VT^7 2 


2x 1 


3(x + 1 ) 1/3 + ln \(x + 1 ) 1/3 - 1| - 
j ln \(x + 1) 2/3 + (x +1 ) 1/3 + 11 - V3 +1 ^ 


| lny « 0.191 


7 1n2 — 8 1n3 + 3 1n4 = 0.222 
1.329 

8 ir ln 2 — 4 v ~ 4.854 


s r 2 llir 
877 ln 3 + — 


Ejercicios 11, pagina 421 


L 8l 

3. diverge 

5. ^ 

7. diverge 

9 - 

2 

11. 0 

13 ~T» 

15. 3e“ 2 

17. 1 

i9. | 

2L \ 

23. 4 

25. ln 2 

1 1 7 

27 - 4 ln 3 


5. 1.7564; 1.8667 

7. 1.1475; 

1.1484 

9. 0.4393; 0.4228 

11. 0.4470; 

0.4900 

13. y; S 4 = 8.6611 

15. 1.6222 


17. 0.7854 

19. 0.4339 


21. 11.1053 

23. n > 8 



25. 1.11 

27. la regia de Simpson: n > 26; la regia trapezoidal: n > 366 

+ C 

29. la regia trapezoidal resulta en 1.10 

31. para n = 2 y n = 4, la regia del punto medio proporciona el 
valor exacto del entero: 36 

2 21 11 
33. a) f b) M 8 = g c) r 8 = y 

d) E s = ^ para la regia del punto medio y £ 8 = ^ para la 
regia trapezoidal. El error de la regia del punto medio es 
la mitad del error de la regia trapezoidal. 


37. 7.0667 

39. aproximadamente 4 975 gal 

41. 41.4028 

43. b) 1.2460 

45. 1.4804 

47. 14.9772 

Revision del capitulo 1, pagina 433 

A. 1. verdadero 

3. verdadero 

5. verdadero 

7. falso 

9. falso 

11 . verdadero 

13. verdadero 

15. falso 

17. verdadero 

19. falso 


B. 1 . j 3. V 77 

5. lnV2 


1 


29. — 

21 

31. diverge 

33. 100 

35. 2V2 

37. diverge 

39. 6 

«. 4 

43. diverge 

45. diverge 

47. -f 

49 . 4 

51. f 

4 

2 

53 . f 

55. ^ 

6 

6 

57. 2 

59. 8 

61. | ln 2 

63. 2.86 X 10 10 joules 

65. -,s>0 

67. —4-, i > 1 


s - 1 

69. -4—, 5 > 0 

e~ s 

71. —, 5 > 0 

■s 2 + 1 

5 


3. 22; T 3 = 22.5 


C. 1. 2Vx - 18 ln (Vx + 9) + C 
3. (x 2 + 4) 1/2 + C 

_ 3 _i/ x\ , x , x 

5. tan ( — ) H---1--- - 

256 \2J 32(x 2 + 4) 32(x 2 + 4) 2 

v 3 

-9-9 C 

128(jc 2 + 4) 2 

4 

7. x - - + C 
x 

9. ^ In (* 2 + 4) - | tan + C 
11. ^(lnx) 10 + C 

13. -^t 2 sen -1 t — sen -1 t + y\/l - t 2 + C 
15. |(x + l) 5 - |(x + l) 4 + C 

17. x ln (x 2 + 4) - 2x + 4 tan -1 ^^ + C 

19. -yr ln |x| - ^-x -1 + yr In |x + 5| - ^(x + 5) _1 + C 

21. -y ln |x + 3| - ^(x + 3) _1 + y ln |x - 3| + C 


Ejercicios 1.8, pagina 430 
1. 78; M 3 = 77.25 


















Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-25 


23. tan t — t + C 


25. yy tan 13 t + yy tan 11 t + C 


27. y sen j + cos y + C 29. sen ? - — sen 5 t + C 

31. 7(1 + e"’f + C 
6 

33. —^ csc 2 4x — j In |sen 4x| + C 


21. / = —3x _1 + 30 

-(i + i A) 

25. j = -- 

x 

29. y = 3 
33. a) y = 


1 


23. x = tan( 4 1 - ~tt 

27 + 

31. y = -4,y = 5 

1 


W J = 0 c) y = 


1 + 2x 


35 -i 

39. | In 2 - | In 3 


37. sec x — tan x + x + C 


41. —e x (cos 3x + 3 sen 3x) + C 


43. yt cos (In t) + yt sen (In f) + C 
45. 2Vx senVx + 2 cosVx + C 


Vx 2 + 2x + 5 + x + 1 


47. —— cos 3 x + C 

49. y(x + 1)"Vx 2 + 2x + 5 + 2 In 

12 1 
51. — tan 7 x — — sec 5 x + — sec 3 x + C 

53. y-t 4 - y^ 2 + | ln(l + t 2 ) + C 

55. y In (x 2 + 1) + tan _1 x - y(x 2 + 1) _1 + C 

1 9 1 1 

57. —x — —x sen 2x — — cos 2x + C 

59. 2(sen x) e senx - 2e senx + C 61. VS - 2 
63. rsenh -1 t — Vt 2 + 1 + C 65. lny 

67. yy tan 13 3w + yy tan 15 3u + C 
69. 3 tan x + sec x + C 

71. yx 2 (l + In x) 2 - yx 2 (l + In x) + ^-x 2 + C 

73. + C 


+ C 


1 + Cx 

Ejercicios 8.2, pagina 448 

1. y = Ce 4x 
5. y = je 3 ‘ + Ce~‘ 

o _ ]n_ _i_ ^ 

* jc jc 7 1 + e* 

13. y = — x cos x + Cx 15. y = sen x + C cos x 

17. y = sen x + C esc x 

19. >> = |(jc + 2) _1 + C(x + 2) -4 

21. y = ^ 23. y = -* - 1 - 3e* 


3- y = ^ + C e “ 5 * 
7. y = | 

ii. y = 


e* + 2 - e 

X 


49 

27. _y = 2x 2 ——x 


25. y = 

29. (t + l)x = t In t — t + 21 31. i = ^ 

33. «) j = e x2 [l + V 77 erf(x)] Z>) j(2) = 150.92; 


2 v ^ 2 vx ^ 4 

75. r 2 - ln(l + /) + C 


77. y sen ! (5x + 2) + C 79. (senx) ln|senx| - senx + C 


y 

t 

1 

, ,/ 

1 

" 

1 1 w 

1 

1 1 ^ 

1 

■ 



81. |V9 

85. diverge 
89. diverge 

7,1 


83. 0 
87. 0 

91. 2 - 26T 1 

»■! 


99. a) 277 b) las areas son infinitas 
101 . 126 joules 

Ejercicios 8.1, pagina 444 

1 


Ejercicios 8.3, pagina 455 

1. 7.9 anos; 10 anos 3. 760 

5. aproximadamente 11 h 7. 136.5 h 

9. 0.00098/q 11. 15 600 anos 

13. 36.67°; aproximadamente 3.06 min 
15. A{t) = 200 - 170^ /50 17. A(t) = 1 000 -1 000e“' /10 ° 

19. 100 min 

mg m ( mg\ _ kt/m : mv 0 m 2 g 


3. y 2 = 2x 1 + C 


1. y = —— cos 5x + C 

5. y + y 2 + y-y 3 = X + X 2 + yX 3 + C 

7. cos y = x~ l — 5x + C 9. >’ = Cx 4 

11. —3e~ 2y = 2e 3x + C 

13. yx 3 In x — y x 3 = y y 2 + 2_y + In \y | + C 

15. In \N\ = te t+2 - e t+2 -t + C 
5 


17. P = 


1 + Ce-5t 


19. (j + 3)V = C(x + 4)V 


2L sW =r-i^-yr + T-7 

23. X(0 = ^ — X(t) ^ cuando »oo; t = (In 2)/5 

Bn B 

25. £(0 = E 0 e- {t ~ h)/RC 

27. /(0 = y — y^ _500f ; /(0 —>■ ~ cuando r —>« oo 

31. 276 


Ejercicios 8.4, pagina 465 

13. 0 es estable asintoticamente, 3 no es estable 
15. 2 es semiestable 
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RES-26 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


17. —2 no es estable, 0 es semiestable; 2 es estable asintoticamen- c) 
te 

19. -1 es estable asintoticamente, 0 no es estable 


k\M 






31. 1.3214 

Ejercicios 9.1, pagina 483 

l 1 1 l 
lm 3’5’V9’ m " 

5. 10, 100, 1 000, 10 000, . . . 

9. 1,1 + —, 1 + — + —, 1 + — + — + 


3 -l I -I! 
’2’ 3’4 

7. 2,4, 12,48,... 


25. mg/k 

27. i = E/R es una solucion de equilibrio y E/R es asintoticamen¬ 
te estable 

Ejercicios 8.5, pagina 470 

1. y 2 = 2.9800, y 4 = 3.1151 

3. y 10 = 2.5937, y 20 = 2.6533; y = e x 

5. y 5 = 0.4198, y 10 = 0.4124 

7. y 5 = 0.5639, y 10 = 0.5565 

9. y 5 = 1.2194, y 10 = 1.2696 


15. 0 
19. | 

23. la secuencia diverge 

27. 0 

31. 0 

35. 1 
39. 1 

43. In % 


3 4’ 

17. 0 

21 . la secuencia diverge 

25. 0 

29. la secuencia diverge 

33 * 

7 

37. 6 
41. 1 

45. 0 


Revision del capitulo 8, pagina 471 


47 


2 n 


converge a 1 


A. 1. verdadero 


3. verdadero 


2n — 1 

49. {(—iy +1 (2ra + 1)}, diverge 51. 


- f , converge a 0 


B. 1. y = x - 3x 2 + 4e 3x + C 3. e~ 


5. vida media 


C. 1. y = C esc v 


5. y = ^ + C(x 2 + 4)“ 4 


7. dP/dt = 0.1 6P, P( 0) = P 0 

3. y = —^ + Ct 5 
J 4 


53. 


1111 

_ 2’ 4’ 8’ 16’ 


55 - 3 '4l-' 


7. y = sen(x 2 + C) 


9. y = xe 2x - e ix - ^x 2 e* + Ce 2x 
11. Pit) = 1 OOOe 0 05 ' 

13. y = ^r 1 + ^f 4 (-l + 5 In t) 15. y =- $ - 

25 25 ^ $ e ~ 2x - 3 


57. 8 

61. converge a 0 

40 . f 2 V . 

67. —pie; 151 -J pies 

69. 15, 18, 18.6, 18.72, 18.744, 18.7488,... 

71. 32 


59. Cl n +1 fi -\- ^ 

63. converge a 0 


17. y = tan(x — Itt/12) 

21. 3/ = 4x 2 + 48 
k x M 


19. y = 


1 

2(1 + x 4 ) 


25. a) A(t) = 


b) A ^ 


k x + k 2 
k x M 


— +k 2 )P 


(1 - ^ 


k x + k 2 
rizara completamente 


cuando t —» 00 , el material nunca se memo- 


Ejercicios 9.2, pagina 489 

1. creciente 
5. creciente 
9. creciente 
13. acotada y creciente 
17. acotada y decreciente 
21 . acotada y creciente 
25. 10 


3. no monotonica 
7. no creciente 
11 . no monotonica 
15. acotada y creciente 
19. acotada y decreciente 
23. acotada y decreciente 
27. 7 





























Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-27 


Ejercicios 9.3, pagina 498 


L 3 +§ +f+ +f+ ••• 

3 -H + 

5. 1 +2 + I + I + -. 

7. 2 + | + 

9 - + f ~TT + T3 _ - 

11. 1 


15. f 

4 

»•! 

19. diverge 

21. 9 000 

23. diverge 

29 1313 

999 

61 

27. — 

99 

43. -2 < x < 2 

45. -2 < x 

47. 75 pies 

N 0 

49. — 

1 — s 

51. 18.75 mg 


Ejercicios 9.4, pagina 503 


1. converge 

3. converge 

5. diverge 

7. converge 

9. converge 

11. converge 

13. diverge 

15. converge 

17. converge 

19. diverge 

21. converge 

23. diverge 

25. converge 

27. converge 

29. converge 

33. converge 

31. diverge 


12 20 

16 128 
5 35 


1 000 


35. converge para p > 1, diverge para p < 1 

Ejercicios 9.5, pagina 507 


1. converge 

3. diverge 

5. diverge 

7. diverge 

9. converge 

11. converge 

13. converge 

15. diverge 

17. converge 

19. converge 

21. converge 

23. converge 

25. diverge 

27. converge 

29. diverge 

31. diverge 

33. converge 

35. diverge 

37. converge 

39. diverge 


Ejercicios 9.6, pagina 511 


1. converge 

3. diverge 

5. converge 

7. diverge 

9. converge 

11. converge 

13. converge 

15. diverge 


17. converge 19. diverge 

21. converge 23. converge 

25. diverge 27. converge 

29. diverge 31. converge 

33. converge para 0 < p < 1 

35. converge para todos los valores reales de p 
39. utilice la prueba del cociente 


3. diverge 
7. converge 
11. converge 

15. condicionalmente conver- 
gente 

19. absolutamente convergente 
23. divergente 


Ejercicios 9.7, pagina 517 

1. converge 

5. converge 

9. converge 

13. diverge 

17. absolutamente convergente 

21. absolutamente convergente 

25. condicionalmente convergente 27. divergente 

29. condicionalmente convergente 31. absolutamente convergente 

33. divergente 35. 0.84147 

37. 5 39. 0.9492 

41. menor que ~ 0.009901 

43. la serie contiene signos algebraicos mixtos pero los signos no 
se alternan; converge 

45. los signos algebraicos no se alternan; converge 

47. a k+ i < a k no se satisface para k suficientemente grande. La 
sucesion de las sumas parciales {S 2n } es la misma que la suce- 
sion de las sumas parciales para la serie armonica. Lo anterior 
implica que la serie diverge. 

49. diverge 51. converge 

Ejercicios 9.8, pagina 522 


l. l 

5. [2,4]; 1 

9. {0}; 0 
13. [-1,1); 1 

17 (_75 75Y 1_ 

A/ ‘ V 32> 32 h 3: 

21. ( — OO, OO); 

25. (— 00 , 00 ); 

29. 4 

33. X < ~\ 


10 


3. H4>, : 

7. (-5, 15); 

11 - [0. §]; j 

15. (-16,2); 9 

19. 5 

23. (-3, A0; 3 
27.H?,-S); I 
31. v > 1 o x < —1 
35. -2 < x < 2 


37. x < 0 

39. 0 < x < 7 t/ 3, 277/3 < x < 477/3, 577/3 < x < 277 
41. a) (— 00 , 00 ) 

Ejercicios 9.9, pagina 528 


1. 2- 


(-3, 3) 


3. 2(-l)*2***; 


-1 1 ) 
2 ’ 2J 
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RES-28 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


(-3,3) 


1 

k= 1 J 


OO OO ( _ | 

5. E(-1)V; (-1,1) 7. (-2,2) 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 


y ~ l)2 k ~ 3 _ 2 

Zj ck+1 X ’ V 2’ 2) 


2(-i) t+1 fcc 2t_1 ; (-i,i) 

= 1 

00 r— i ^ 

S^ +1; [ " M] 

00 (-]f 

S^ 2(+2 ; [-1,1] 

£=0 /c -r I 


00 (— l) fc 

In 4+ 2 ,, , „, t+l x* +1 ; (-4,4] 


t-o (k + 1)4 


21. i + f 2(-if(2xf; HD 

L k=\ 

. 00 

23. ^(-l/Kl- l)**; (-1,1) 

L k = l 

00 r-n* 

£ = 0 /C 1 

„ V (-!)" 

27. 2 


x 2t+2 ; 


29. 

31. 

33. 2 
35. 


t=o (2* + l)(2k + 2) 

OO P_]\&+l 

2^r^(x-6f; (1,11) 

k = 0 J 


1 + 22(-if(x + if +1 ; (-2,0) 

k = 0 

(-i)* 1 

A (-3,3) 


2 + 4* + 8* + 16* + 37< (_3 ’ 3] 


39. 

43. 


0.0953 

0.0088 


41. 0.4854 


Ejercicios 9.10, pagina 539 


i. 2 

k = 0 - 


(-if 


s Y _ 12 _2t+1 

‘ £ 0 (2*+l)!' 


00 i— i r 

3 T ^ - x k+1 
*=o k + 1 

oo v 

7. Y — 

*-o« 


9- 2 


*=o (2* + 1)! 

n. x + }x 3 + ^x 5 + 

0° f-1^ 

13. 2Wr(x-4f 

fc = 0 J 


17 

315 


X 7 + 


15. 2 (-1)^-1/ 

fc = 0 


V2 V2 f tA V2 

17 - “■’■“('■jrri! 


19. 

2 2 


x- - - 


2 - 2 ! 


77 

*~4 


X-|] + 


V2 

( v 

2-3! 

\ x 4 , 

V3 | 

^ TT 

2*3!' 

v X ~3 


21. 2 Hx - If 

k = 0 

oo /_l\fc+l oo f_1 \k 

>" 2+ *■ gV-i” 


Jfc=l 

1 


0 ° f—IV 

27 Y 2_ L r 2k+i 

27 - t ts (2Jfc)l * 


29. 2 -r xk 

v=\ k 


31. 1 + x 2 + —x 4 + —x 6 + • • • 33. 6 


35. 2 


t" (2k)! 


37. 1 + 2x + -x 2 + -x 3 + —x 4 + • • • 


39. 1 + x + x + — x 3 + — x + • • • 


43 - 

4 


45. -1 


47. 0.71934; cuatro lugares decimales 
49. 1.34983; cuatro lugares decimales 
55. c) y = 7.92 pulg d) y = 7.92000021 pulg 


Ejercicios 9.11, pagina 543 


L 1 + jx ■ 


1 • 2 
3 2 * 2!' 


-x 2 + 


1-2-5 

—5 -; 

3 3 • 3! 


, ,2 31 

2 • 9* 2 2 • 2! • 9 2 


3-1-3 


2 3 • 3! -9 3 - 
1-3-5 


5 1 — —x 2 h——— -—-— — x ° + 

2 2 2 ■ 2! 2 3 - 3! 

,o,8'3 , 8-3-1 2 8-3-1 3| 

7. 8 + -—tx H— --x --x j + 

2 - 4 2 2 • 2! • 4 2 2 3 • 3! • 4 3 


o 1 
9. -x 


4-2 


x 2 + 


2-3 


4 • 2! • 2 2 


2-3-4 4 
--x + 

4 - 3! - 2 3 


11. |S 2 - S\ < a 3 = ^x 2 


13. x + 2 


1 -3-5 •■•(2k- 1) 


2 k k\(2k + 1) 

17. P 0 (x) = 1, P,(x) = x, P 2 (x) = |(3x 2 - 1) 

V2, ,, , n2l V5-1-3 

2 4 • 2! 2 6 • 3! 


19. V2+ -^-(x- 1)- 


(x-1) 3 -- 


Revision del capitulo 9, pagina 544 


A. 1. falso 


3. falso 

5. verdadero 


7. falso 

9. verdadero 


11. falso 

13. verdadero 


15. falso 

17. verdadero 


19. falso 

21. falso 


23. falso 

25. falso 


27. verdadero 

29. verdadero 



B. 1. 20; 9; 

f; 16 

3. 4 







































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-29 


5. n/9; 22/9 
9. x<-5 o x> 5 


C. 

5. 

9. 

13. 

17. 

21 . 

25. 

27. 


1. converge 
converge 
diverge 
61 004 


201 

{-5} 

1 

a — 1 


2 3 , 2 5 

*“ 3* + 15 x 

oo (_1\fc+l 


Ejercicios 10.1, pagina 558 

1. vertice: (0, 0); foco: (1,0); 
directriz: x = —1; 
eje: y = 0; 


7. 

11 . (- 1 , 1 ] 

3. converge 
7. diverge 
11 . converge 

15. [-y] 


19 f 

23. 1 - + |x 10 • 


29. $6 millones 


3. vertice: (0, 0); foco: 
(0, —4); directriz: 
y = 4; eje: x = 0; 



13. vertice: (3, 4); foco: (§, 4); directriz: x = \\ eje: y = 4; 



17. y 2 = lOx 


21 . x 2 = iv 


y 


15. V 2 = 28y 
19. (y + 7) 2 = 12(x + 2) 

23. (3, 0), (0, -2), (0, -6) 

25. centra: (0, 0); focos: (0, ±Vl5); vertices: (0, ±4); puntos 


i i i i i i 


y 2 = 4x 

l l l l 


terminales del eje menor: (±1,0); excentricidad: 


l I I I I I— 


5. vertice: (0, 1); foco: (4, 1); 
directriz: x = — 4; 
eje: y = 1; 

y 


(y- 1) 2 = 16x 
l l l l I > x 


+ x 2 =-l6y 


7. vertice: (-5, -1); foco: 
(-5, -2); directriz: y = 0; 
eje: x = — 5; 


A 




vf + X z = i 

1 16 1 



27. centra: (0, 0); focos: (±V7, 0); vertices: (±4, 0); 

puntos terminales del eje menor: (0, ±3); excentricidad: ^ 


(x + 5) z = -4(y + 1) 

9. vertice: (—5, —6); foco: (—4, —6); directriz: x = —6; 
eje: y = -6 




29. centra: (1, 3); focos: (l± Vl3, 3); vertices: (-6, 3), (8, 3); 
puntos terminales del eje menor: (1, —3), (1, 9); 
excentricidad: VIE 

7 » 


(y + 6) 2 = 4(x + 5) 


11. vertice: (—§, — l); foco: (—§, — ff); directriz: y 
eje: x = -f; 


_ 17. 
16’ 
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RES-30 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


31. centra: (—5, —2); focos: (—5, —2 ± Vl5); vertices: (—5, —6); 
(-5, 2); puntos terminales del eje menor: (-6, -2), (-4, -2); 


excentricidad: VB; 

4 


A 


H I M 


V 


(x + 5) 2 (y + 2) 2 

1 16 


33. centra: (0, — |); focos: (0, — \ ±V3); 
vertices: (0, —§), (0, §); puntos 

r: ( —1, — 0, (l, — 0; excentricidad: 


menor: 


terminales del eje 

V3. 


(x - If (y - 3 f 

47 -— + ^r = 1 

49. centra: (0, 0); focos: (± V5T, 0); vertices: (±4, 0); 

5 V3T 

asmtotas: y = ±—x; excentricidad: —-—; 

4 4 



16 25 


51. centra: (0, 0); focos: (0, ±2V6); vertices: (0, ±2V5); 
asmtotas: y = ± V5x; excentricidad: 



x 2 (y + i) 2 = 1 

14 


35. centra: (2, —1); focos: (2, —5), (2, 3); vertices: (2, —6), (2,4); 
puntos terminales del eje menor: (—1, —1), (5, —1); excentrici- 

a.. 4 



X 2 _2a 2 =1 

20 16 


53. centra: (5,-1); focos: (5± V53, — l); vertices: (3, —1) (7, —1); 

7 V53 

asmtotas: y = — 1 ± — (x — 5); excentricidad: —^—; 


V // 


\\ 

+ '\ / 

\ / 

\ / 


(v - 2) 2 (y + l) 2 
9 25 


= 1 


37. centra: (0, -3); focos: (± V6, -3); vertices: (-3, -3), (3,-3); 
puntos terminales del eje menor: (0, — 3± V3); excentricidad: 

V6 

3 ’ 


-HH- 


i\ 
i \ 

/ \ 

/ \ 

+ / \ 


(x-5) 2 (y + l) 2 

4 49 


= 1 



55. centra: (0, 4); focos: (0, 4± V37); vertices: (0, -2), (0, 10); 

V37 


asmtotas: y = 4 ± 6x; excentricidad: 


6 ’ 


x 2 , (y + 3) 2 


x 2 y 2 

30 = i 

25 16 

x 2 J 2 

43 -TT + 9 =1 


(x - l) 2 (y + 3 f 
x 2 y 2 

4S - T + 12 = 1 


= 1 








































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-31 


asmtotas: y = 1± V5 (.x — 3); excentricidad: V6; 



(x — 3) 2 (y-iy 
5 25 


= 1 





9 . > 


11 . y = x 2 + 3* - 1,jc > 0 

13. x = — 1 + 2y 2 , — 1 < x < 0 15. y = In x, x > 0 

i7. yj 


61. centra: (1, 3); focos: (l, 3 ± vertices: (1, 2), (1, 4) 
asmtotas: y = 3 ± 2(v — 1); excentricidad: 


/ 

\ _ / 

\*/ 


--/MS 


h—; —h 


I i \ i I 


Cv-3)2 (x-l) 2 


y 2 x 2 

63 ' 4-12 = 1 


65. 


= 1 


(? + 3) 2 (v - If 


67. (y - 3 f - 


(x + l) 2 


= 1 69. (y - 4 f - 


5 

(x ~ 2f 


= 1 


= 1 



23. 


71. en el foco a 6 pulg del vertice 
73. 76.5625 pies 

75. 12.65 m del punto en el suelo directamente abajo del final del 25. y 
tubo a 

77. la distancia minima es 28.5 millones de millas; la maxima es 
43.5 millones de millas 

79. 0.97 aproximadamente 81. 12 pies 



Ejercicios 10.2, pagina 564 


t 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

X 

-5 

-3 

-1 

1 

3 

5 

7 

y 

6 

2 

0 

0 

2 

6 

12 
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RES-32 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


29. si 31. no 

33. no 

35. x = ± Vr 2 — L 2 sen 2 </>, y = L sen </> 

37. x = a(cos 6 + 6 sen 6 ), y = a(sen 6 — 6 cos 6) 


25. ^ 27. V2(e n - 1) 

2». |l*l 

31. a) -0.6551 b ) -5.9991, 1.0446, 9.7361 


39. b ) yi 

b 

s c) ^ + y 2 ' 3 = b 2 ' 3 






Ejercicios 10.4, pagina 576 





1. * 

3. 

\ 77 

-b 

b * 

• —H ^7^ 1 - 

(3, tt) 0 eje 


obL 

H.p i 



polar 


-i 

b- 


5. (-4,-|) 



41. b) yi 


Nv, 

/ 





/ 

-1- ► 

o e J e 





''^polar 





7. a ) (2, —577/4) 

*) 

(2, 1177/4) 



c) (—2, 773-/4) 

<0 

(-2, -77/4) 



9. a) (4, —5tt/3) 

b) 

(4, 777/3) 



c) (—4, 477/3) 

d) 

(-4, -277/3) 

Ejercicios 10.3, pagina 572 

11. a) (1, —ll7r/6) 

b) 

(1, 1377/6) 



c) (-1,777/6) 

d) 

(-1, -577/6) 


3. 24 

13. (4,¥) 

15. 

(-3.3V3) 

5. -1 

1 

1 

II 

17. (-2V2, —2V2) 



„ 4 4 

„ V3 

19. a) (2V2, —377-/4) 

b) 

( —2V2, 77/4) 

9 ‘ ^=3* + 3 

11 -T 

21. a) (2, -77/3) 

b) 

(-2, 277/3) 

13. y = 3x-l 


23. a) (7,0) 

b) 

(-7, 77 ) 



eje 

polar 


17. tangentes horizontales en (-1, 0) y (1, -4), no hay tangentes 
verticales; 



19. 3 1\ 1/(20; -1/(12^) 

21. -2e 3? - 3e 4? ; 6e 4t + I2e 5t ; - 24e 5t - 60e 6t 

23. concava hacia arriba para 0 < t < 2, concava hacia abajo 
para t < 0 y t > 2 




31. 

r = 

= 5 esc 6 

33. 

35. 

r - 

= 2/(1 + cos 0) 

37. 

39. 

r = 

= 1 — cos 0 

41. 

43. 

(x 2 

+ y 2 ) 3 = 144xV 

45. 

47. 

x 2 

+ y 2 + = 0 

49. 

51. 

3x 

+ 8y = 5 



6 = tan -1 7 
r = 6 
x = 2 

(x 2 + y 2 ) 2 = 8xy 

8* 2 - 12x - / + 4 = 0 






















Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-33 


Ejercicios 10.5, pagina 583 

1. cfrculo; 


29. lemniscata; 


31. 



5. espiral; 


yk r = 26 



9. cardioide; 



r = 4—3 sen 6 



17. curva de la rosa; 



21. curva de la rosa; 



25. cfrculo con centro sobre 
el eje y; 



3. recta por el origen; 



7. cardioide; 



nor; 



15. limacon convexa; 



19. curva de la rosa; 



23. cfrculo con centro sobre 
el eje x; 






33. 

35. r = 4 — 3 cos 0 

37. r = 2 cos 4 6 

39. (2, w/6), (2, 5i7/6) 

41. (1, ir/2), (1, 3ir/2), origen 


43. (3,17-/12), (3, 517-/12), (3, 13ir/12), (3, 17ir/12), (3, -ir/12), 

(3, —5it-/ 12), (3, — 13ir/12), (3, -17ir/12) 

45. (0,0),(^,ir/3),(^,2i7/3) 

51. b ) 

49. rf) 

Ejercicios 10.6, pagina 590 

1 . — 2/77 

3 ^ " 2 

2V3 - 1 

5. V3 


7. tangente horizontal en (3, ir/3) y (3, 5ir/3), tangente vertical 
en (4, 0), (l,2ir/3)y(l,4ir/3) 

o 1 , 8 1 

9. y = — -px H- -p, y = - p 

V3 V3 V3 

8 

x- — 

V3 

ii. e = o 

13. o = 577 / 4 , e = 777/4 

15. 0 = 17/10, 0 = 3ir/10, d = 17/2, e = 717/10, 6 = 9ir/10 

17. 77 

19. 2417 

21. 1177 

-lit 9 

23. 2^7 

25. ^i7 3 

27. |(e 25r - 1) 

29. |(4 - 17) 

,1 3V3 

3L 77 2 

33. ^(2i7 + 3V3) 

35. 77 + 6V3 

37. 18V3 - 4i7 

39. 677 

41. V5(e 2 - 1) 

43. 24 

Ejercicios 10.7, pagina 596 


1. e = 1; parabola; 

3. e = elipse; 


eje 

polar 
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RES-34 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


7. 


9. 


11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 



e = 2; hiperbola 




e 


I. 

3’ 


24 

5 


1 296 


25 


y 

144 

5 


= 1 


= 3 

r 1 + cos 0 

= 4 

3-2 sen 0 

= 12 

r 1+2 cos 0 

= _3_ 

1 + cos (0 + 277/3) 

3 

r =- 

1 — sen 0 

= 1 

r 1 - cos 0 

= 1 

2 — 2 sen 0 
vertice: (2, 77/4) 

vertices: (10, 7r/3) y (y, 47r/3) 

r p = 8 000 km 

1.495 X 10 8 
1 - 0.0167 cos 0 


Revision del capitulo 10, pagina 597 


A. 1. verdadero 

3. verdadero 

5. verdadero 

7. falso 

9. verdadero 

11. verdadero 

13. falso 

15. verdadero 

17. verdadero 

19. falso 

21. verdadero 

23. verdadero 

25. falso 


B. 1. (0,|) 

3. (0, -3) 

5. y = -5 

7. (-10, -2) 

9. (2,-1), (6, -1) 

11. (4, -3) 

13. (0, V5),(0,-V5) 

15. recta que pasa por el origen 

17. clrculo que pasa por el origen 

21. (0, 0), (5, 3w/2) 

19. 0 = 0, 0 = tt/3, 0 = 277/3 

C. l.y= 3 x + 9 

3. (8, -26) 

5. b) x = sen t, y = sen 2f, 0 < 

t < 277 

c) 

(-+- 1 ) 



7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 


57t/4 

a) x + y = 2V2 

b) r = 2V2/(cos 6 + sen 6) 
x 2 + y 2 = x + y 

r 2 = 5 esc 26 
r = 1/(1 — cos 6) 
r = 3 sen 100 

/ x 2 

100 36 


a) r = 


3at _ 3 at 2 

1 + t v} ' ~ 1 + 1 3 

3a cos 6 sen 6 
cos 3 0 + sen 3 0 




3V3 


a) r = 2 cos(0 — tt/4) 

ft) X 2 + / = V2x + V2y 

10 8 m; 9 X 10 s m 
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Ejercicios 11.1, pagina 606 

1. a) 6i + 12j b) i + 8j c) 3i d) V65 e ) 3 
3. a) (12, 0) b ) (4, -5) c ) (4, 5) d) V4T e ) V4l 
5. a) —9i + 6j ft) -3i + 9j c) -3i — 5j 
d) 3 VIO e) V34 

7. a) — 6i + 27j b) 0 c) -4i + 18j d) 0 e) 2V85 
9. a) (6,-14) b) (2,4) 

11. a) lOi - 12j b) 12i - 17j 
13. a) (20, 52) b) (-2, 0) 

15. 2i + 5j 



17. 2i + 2j 



19. (1, 18) 

21. a), b), c), e),f) 

23. ( 6 , 15) 

25. a) (^ 5 , ^f) *) (-^ 5 , -^ 5 } 

27. a) (0,-1) *) (0,1) 



45. a) |a + b| < |a| + |b| 

b) cuando P u P 2 y P3 son colineales y P 2 yace entre Pi y P 3 


47. Z>) 31° aproximadamente 
49. 153 libras, aproximadamente 


Ejercicios 11.2, pagina 612 



7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 


El conjunto {(*, y, 5)|x, y numeros reales} es un piano perpen¬ 
dicular al eje z, 5 unidades arriba del piano xy. 

El conjunto {(2, 3, z)\z un numero real} es la recta perpen¬ 
dicular al piano xy en (2, 3, 0). 

(2, 0, 0), (2, 5, 0), (2, 0, 8), (2, 5, 8), (0, 5, 0), (0, 5, 8), 

(0, 0, 8), (0, 0, 0) 

a) (-2,5,0), (-2, 0,4), (0,5, 4) 

b) (-2,5, -2) c) (3,5,4) 

la union de los pianos de coordenadas 
el punto (-1,2, -3) 
la union de los pianos z = 5 y z = ~5 
V70 

a) 1 b) 5 
triangulo recto 
triangulo isosceles 
colineal 
no colineal 
6o-2 

(4,U) 

(-4, -11, 10) 

(-3, -6,1) 

< 2 , 1 , 1 ) 
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RES-36 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


45. z 



47. 

piano xy 

49. 

eje z positivo, piano xz, 




piano yz 

51. 

(2, 4, 12) 

53. 

(-11, -41, -49) 

55. 

VI39 

57. 

6 

59. 

/ 2 1 2 \ 

\ 3’ 3’ 3/ 

61. 

4i — 4j + 4k 


Ejercicios 11.3, pagina 620 

1 . 12 
5. 48 

9. 25 

13. 25 V2 

17. 1.11 radianes o 63.43° 
21 . a)yf),c)yd),b)ye) 
23. (i -i l) 

1 


3. -16 

7. 29 

11 . (~ii2) 

15. -3 

19. 1.89 radianes o 108.4° 


27. cos a — 


, cos p 


VIS’ VU 

a = 74.5°, p = 57.69°, y = 36.7 
1 


cos y 


VT4’ 


V3 

29. cos a = —, cos p = 0, cos y = ——; 

a = 60°, p = 90°, y = 150° 

31. 0.9553 radian o 57.74°; 0.6155 radian o 35.26° 
6 


33 * 
7 


35. - 


vTT 


37. 


72 

VI09 


, 21 28. 

39 - a) “T 1 + tj 

41.. a)(-£M> *)&- 

72 96. 

43 ‘ 25'' + 25 J 
47. 45 N-m 


,, 4. 3 . 

&) -51-5J 


20 45 \ 
“7*7/ 


45. 1 000 pies-lb 

70 

49. y pie-lb 


3. (-12, -2,6) 

7. (-3, 2 , 3) 

11. 6 i + 14j + 4k 


Ejercicios 11.4, pagina 628 

1. -5i - 5j + 3k 

5. —5i + 5k 
9. 0 

13. — 3i — 2j — 5k, o cualquier multiplo distinto de cero de este 
vector 

17. a) j - k; -i + j + k 

19. 2k 21. i + 2j 

23. -24k 25. 5i — 5j — k 

27. 0 29. VST 


31. "j 

35. 6 

39. -4i + 3j - 6 k 
43. -10 



51. 10 


55. Los puntos son coplanares. 

57. a) 32 
tivo 


33. 0 

37. 12i - 9j + 18k 
41. —21i + 16j + 22k 

45. b ) 14 



53. Los vectores son coplanares. 


b) 30° del eje x positivo en la direccion del eje 7 nega- 
c) 16V3i - 16j 


Ejercicios 11.5, pagina 633 


1. (x,y, z) = (4, 6 , —7) + f(3, —!) 

3. (x, y, z) = t{ 5, 9, 4) 

5. (x,y,z) = (1,2, 1 ) + t{ 2,3, -3) 

7. (x,y,z) = (i-H) + t(-2,3,-l) 

9. (x, y, z) = (1, 1 , — 1 ) + t( 5, 0, 0) 

11. x = 2 + 4t, y = 3 — 4t, z = 5 + 3t 
13. x = 1 + 2t, y = —2 1, z = —It 

13 11 

15. x — 4 + 10^, 7 — — + —t, z — y + — t 
2 4 5 6 



19. 


x + 7 
11 


y ~ 4 = z + 9 
10 _ 7 



21 . 



z + 2 
12 


23. x = 6 + 2t, y = 4 — 3t, z = ~2 + 6t 
25. x = 2 + t, y = —2, z— 15 

27. Las dos rectas pasan por el origen y tienen vectores direccio- 
nales paralelos. 

29. a) t = - 5 ^ j = 12 

31. (0,5,15), (5,0, y), (10,-5,0) 

33. (2, 3, -5) 

35. Las rectas no se intersecan. 

37. si 

39. x = 2 + 4t, y = 5 — 6t, z = 9 — 6t, 0 < t < 1 
41. 40.37° 

43. x = 4 — 6 ^, y = 1 + 3t, z = 6 + 3t 

45. Las rectas no son paralelas y no se intersecan. 


Ejercicios 11.6, pagina 638 

1. 2x — 3y + 4z = 19 
5. 6 x + 8 y — 4z = 11 
9. 3x - 4y + z = 0 
13. x + y — 4z = 25 
17. —3x + y + 10 z = 18 
21 . 6 x — 2 y + z = 12 
23. perpendicular: a) y d ), b) y 
f),c) ye) 

25. c),d) 

27. x = 2 + t, y = ^ - t, z = t 


3. 5x — 3z = 51 
7. 5x — 3y + z = 2 
11. Los puntos son colineales. 
15. z = 12 

19. 9x — 7y + 5z = 17 
», d) yf),b) y e); paralelo: a) y 



















Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-37 


™ 11 13 

29. x = - - -t,y = - - -t,z = t 

31. (-5,5,9) 33. (1,2, -5) 

35. x = 5 + t, y = 6 + 3t, z = —12 + t 
37. 3x — y — 2z = 10 







21. centra (-4, 3, 2); radio 6 23. centra (0, 0, 8 ); radio 8 

25. (x + l) 2 + (y- 4 ) 2 + (z ~ 6) 2 = 3 

27. (x - l ) 2 + (y- l ) 2 + (z ~ 4) 2 = 16 

29. x 2 + (y - 4 ) 2 + z 2 = 4 o x 2 + (y - 8) 2 + z 2 = 4 

31. (jc - l) 2 + (y- 4 ) 2 + (z - 2 ) 2 = 90 

33. todos los puntos en la mitad superior de la esfera x 2 + y 2 + 
(z — l ) 2 = 4 (hemisferio superior) 

35. todos los puntos sobre o en el exterior de la esfera x 2 + y 2 + 

z 2 =l 

37. todos los puntos sobre y entre esferas concentricas de radio 1 
y radio 3 centradas en el origen 


47. 


a /TT 


49. 107.98° 


Ejercicios 11.8, pagina 649 

1 . paraboloide; 



3. elipsoide; 

Zi 





7. cono eliptico; 



11 . hiperboloide de dos hojas; 

z 



15. 



x 
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RES-38 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


17. 




35. a) area de una seccion transversal es 7 Tab(c — z) b ) \irabc 2 
37. (2, -2, 6), (-2, 4, 3) 

Revision del capitulo 11, pagina 650 

A. 1. verdadero 3. falso 


5. verdadero 
9. verdadero 
13. verdadero 
17. falso 

B. 1.9i + 2j + 2k 
5. 14 

9. —6i + j — 7k 

13. (5,6,3) 

17. (12,0,0), (0, 

21 . 2 


7. verdadero 
11 . verdadero 
15. falso 
19. verdadero 

3. 5! 

7. 26 

11. (4,7,5) 
15. -36V2 


-8, 0), (0, 0, 6) 19. 


3VI0 


C. 1. 


1 


VTT 

/16 12 
\ 5 ’ 5 ’ 


(i - j - 3k) 


23. elipsoide 


3. 2 


5. ^y, y, 0) 7. cilindro elfptico 

9. hiperboloide de dos hojas 11. paraboloide hiperbolico 

13. x 2 — y 2 + z 2 = 1, hiperboloide de una hoja; 
x 2 — y 2 — z 2 = 1, hiperboloide de dos hojas 

15. a) esfera b ) piano 

x — 1 y ~3 z + 5 


17 . 


-2 


19. Los vectores direccionales son ortogonales y el punto de inter- 
seccion es (3, -3, 0). 

21. 14* - 5y - 3z = 0 23. -6x - 3y + 4z = 5 

1 


27. a ) —qvBk b) v = 

29. 192.4 N-m aproximadamente 


r (L X r) 


19. una posibilidad es y 2 + z 2 = 1; eje z 

21 . una posibilidad es y = e* 2 ; eje y 

23. y 2 = 4(V + z 2 ) 25. y 2 + z 2 = (9 - V) 2 , * > 0 

27. V - / - z 2 = 4 29. z = lnW + / 

31. Las superficies en los problemas 1, 4, 6 , 10 y 14 son superfi¬ 
cies de revolucion alrededor del eje z. La superficie en el pro- 
blema 2 es la superficie de revolucion alrededor del eje y. La 
superficie en el problema 11 es la superficie de revolucion 
alrededor del eje x. 

33. 


Ejercicios 12.1, pagina 659 

1. (- 00 , -3] U [ 3 , 00 ) 3. [-1, 1] 

5. r(t) = sen irti + cos irt} — cos 2 7rtk 


7. r (t) = e \ + e 2 ‘j + e 3, k 
11 . x = In t, y = 1 + t, z = t 3 


9. x = t 2 ,y = sen t, z = cos t 







25. r (0 = (1 - t) (4, 0) + t( 0, 3), 27. r(r) = t\ + fj + 2r 2 k; 
0 < t < 1; 





















































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-39 


29. r(7) = 3 cos d + 3 sen t j + 9 sen 2 tk ; 



31. r(f) = d + fj + (1 — 2r)k; 



33. 6) 
43. a) 



35. </) 


#) r^f) = t\ + + (4 - £ 2 )k, r 2 (0 = d — t j + (4 — t 1 ) k 



Ejercicios 12.2, pagina 667 

1. 8 i + 16j + 32k 3. (2, 2, 2) 

5. 2i + 23j + 17k 7. discontinua 

9. 3i + 8 j + 9k; 3i + 8.4j + 9.5k 
11 . (l/f)i - (l/f 2 )j; —(l/r 2 )i + ( 2 /f 3 )j 

13. <2te 2 ' + e 2t , 3t 2 , 8 / - 1); (4 te 1 ' + 4e 2 ', 6t, 8 ) 




19. x — 2 + r, y — 2 + 2r, z — — + 4r 


.. 1 . , 2 . 1 , 1 2 1 

21. — —i H — 1 -— k; x = —— y = — ^=t, z = - t 

V6 V6 J V6 V6 V6 V6 


23. r(t) — — ~^t, 7t/3 + ij 

25. r(f) X r"(f) 27. r(f) • (r'(0 X r'"(0) 


29. 2rJ(2f) - (l/t 2 )r' 2 (l/t) 31. |i + 9j + 15k 




33. 


35. 


37. 


39. 


(te‘ - e‘)i + \e~ 2t \ + \e' k + C 

( 6 1 + l)i + (3? - 2)j + (t 3 + l)k 
(2t 3 -6 1 + 6 )i + (7r - 4r 3/2 - 3)j + ( t 2 
lirVa 2 + c 2 41. V6(e 3n 



43. 


45. 


r(s) = 9 cos 0/9) i + 9 sen 0/9) j 

r(i) = (l + + (5 - ^s)j + (2 + 




Ejercicios 12.3, pagina 671 
1 . La rapidez es V5; 


3. La rapidez es 2; 
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RES-40 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


9. a) (0, 0, 0)y (25, 115,0) 

b ) v(0) = -2i - 5k, a(0) = 2i + 2k; 

v(5) = lOi + 73j + 5k, a(5) = 2i + 30j + 2k 

11. a) r(?) = 240V3?i + (-16 t 2 + 2400 j; 
x(t) = 240V3?,y(?) = -16? 2 + 240? 

b) 900 pies 

c ) aproximadamente 6 235 pies 

d) 480 pies/s 

13. 72.11 pies/s 15. 97.98 pies/s 

19. Suponga que (x 0 , y 0 ) son las coordenadas del centra del bian¬ 
co en el tiempo ? = 0. Entonces r p = r t cuando ? = x 0 / (v 0 cos 6) 
= y 0 /(u 0 sen 6). Lo que implica que tan 6 = yo/x 0 . En otras 
palabras, apunte directamente al bianco en t = 0 . 


C. 1 . V 2 tt 

3. x = —27 — 18?, y = 8 + ?, z = 1 + ? 



7. -? 2 sen ? + 2? cos ? — 2 sen ? cos ? + 8 t 3 e 2t + 12 t 2 e 2t 


21. 191.33 libras aproximadamente 

25. r(f) = he *i + 2 1 j + ( k 3 e' 2 - l)k 

2? + k 2 

27. Puesto que F esta dirigido a lo largo de r, es necesario tener 
F = cr para alguna constante c. En consecuencia, r = r X (cr) 

= c(r X r) = 0. Si t = 0, entonces dL/dt = 0. Lo anterior 
implica que L es una constante. 

Ejercicios 12.4, pagina 678 

1. T = -^=(—sen ?i + cos ?j + 2k) 

V5 

3. T = ( a 2 + b 2 )~ l / 2 (—a sen ?i + a cos ?j + ck); 

N = —cos ?i — sen ?j; 

B = (a 2 + b 2 )~ l / 2 (c sen ?i — c cos ?j + ak); k = a/{a 2 + c 2 ) 


9. (? + l)i + ^—? 2 + ? + l^j + ?k; 

1 0 

x = t + l, y = —? + ? + 1 , z = t 
m 

11. v(l) = 6 i + j + 2k, v(4) = 6 i + j + 8 k, 
a(l) = 2k, a(4) = 2k 

13. i + 4j + (37r/4)k 

15. T = ^^(tanh li + j + sech lk); 

N = sech li — tanh lk; 


B = ——(—tanh li + j 

V 2 


k = —sech 2 1 


sech lk); 


5. a) 3 V 2 x — 3 V 2 y + 4z = Sir 

b ) -4 V 2 x + 4 V 2 y + 12 z = 9 tt 

c) x + y = 2 V 2 

7. a T = 4;/Vl + 4r 2 ; a N = 2/Vl + 4; 2 
9. dj 2V6; = 0, ? ^ 0 

11 . a T = 2r/Vl + ?; a N = 2/Vl + ? 

13. a T — 0; a N ~ 5 
15. a T = -\The~ l \ a N = 0 
^ _ \/b 2 c 2 sen 2 ? + a 2 c 2 cos 2 ? + a 2 b 2 

( 1 a 2 sen 2 t + b 2 cos 2 ? + c 2 ) 3 ^ 2 

23. k = 2,p = \\k = 2/V125 - 0.18, p = VI25/2 - 5.59; la 
curva es mas pronunciada en (0, 0) 



; para valores may ores que \x\ la 
grafica de y = x 2 se comporta 
como una recta puesto que 
k(x) —» 0 . 


Ejercicios 13.1, pagina 686 

1. {(x,y)\(x,y) + (0,0)} 3. {(x, >’)|>' # -x 2 } 

5. {(^, ?) | s, t cualesquiera numeros reales} 

7. {(r, s)|r cualquier numero real, \ s\ > 1} 

9. {(w, u, w)|w 2 + u 2 + w 2 > 16} 


11. c) 
15. d) 
19. y 


13. ^) 
17./) 




23. (z|z > 10} 
27. 10, -2 



29. 4,4 


31. piano por el origen perpendicular al piano xz 


Revision del capitulo 12, pagina 679 

A. 1. verdadero 3. verdadero 5. verdadero 7. verdadero 9. falso 


B. l.y = 4 



3. (1, 2, 1) 

7 - ( - \72> 0 ’Vi) 


9. 3x + 6y + 3z = 10 


33. manto superior de un cono circular 
35. mitad superior de un elipsoide 
























Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-41 



43. cilindro eliptico 


47. 





51. 



55. 15 600 cm 2 


Ejercicios 13.2, pagina 694 


26 

1 

108 


3. 

7. 

11 . 


no existe 
no existe 
1 


13. w 


15. ~ 


17. 360 
21. -3 
25. 0 
29. 0 


19. no existe 

23. 0 
27. 0 

31. {(x,y)|x>0y y > -4 


33. {(x, y)|y ^ 0 y x/y + (2 n + 1 ) 7 t/ 2 , n = 0, ±1, ±2,... } 

35. a) continua b ) no continua c ) no continua 

37. /es continua en (0, 0). 

Ejercicios 13.3, pagina 701 

1. dz/dx = 7, dz/dy = 16y 
3. dz/dx = 6 xy + 4y 2 , dz /dy = 3x 2 + 8 xy 
5. dz/dx = 2x — y 2 , dz/dy = ~2xy + 20y 4 
7. dz/dx = 20 x 3 y 3 - 2 xy 6 + 30x 4 , dz/dy = 15x 4 y 2 - 64y 5 - 4 

9. dz/dx = 2x _ 1 / 2 /(3y 2 + 1), az/ay = —24yVx/(3y 2 + l ) 2 

11 . az/ax = — 34(4 - y 2 )" 2 , az/ay = 2y(4 - y 2 ) -2 

13. az/ax = —10 cos 5x sen 5x, dz/dy =10 sen 5y cos 5y 

15. f x = (3x 3 y + l)e x \ f y = xV^ 

17. /, = 7y/(x + 2y) 2 ,f y = -7x/(x + 2y ) 2 
19. = 8w/(4w 2 + 5u 3 ), g v = 15 u 2 /(4w 2 + 5u 3 ) 

21 . w x = x“ 1 / 2 y, = 2 Vx - ( y/z)e y/z - e y/z , = ( y 2 /z 2 )e y/z 


23. F u = 2ww 2 — v 3 — vwt 2 sen (ut 2 ), F v = — 3uv 2 + w cos(w4), 
= 128x 7 4, F f = —2uvwt sen (ut 2 ) + 64xV 

25. -16 

27. x = — 1, y = 4 + f, z = — 24 + 2 1 

29. -2 31. a 2 z/ax 2 = yV^ 

33. Tiy = 20xy — 6y 2 35. w tuv = 18 uv 2 / 2 

37. F r0r = —2e r \2r 2 + l)sena 39. -60x 3 y 2 + 8y 
41. —AKuvt 2 

43. dz/dx = —x/z, az/ay = — y/z 

45. dz/du = (vz — 2uv 3 )/ (2z — uv ), az/au = (wz — 3 u 2 v 2 )/ (2z — wu) 
47. A x = y sen Q,A y = x sen 6 , A 0 = xy cos a 


du _ j —gx/a, 0 < x < 


ar ( —gf, x > at 
to es de caida libre 

du _ J (—g/a 2 )(at — x), 0 < x < at 


59. a) 


^ dx [0, x > 

movimiento es horizontal 

Ejercicios 13.4, pagina 709 

1 . L(x, y) = 2 - 2(x - 1) + 6(y - 1) 


; para x > at el movimien- 


para x > at el 


3. L(x, y) = 136 + // (x 


8) + ^jyCy 


15) 


5. L(x,y) = ln2-(* + 1) + ^(y - 1) 


7. 13.0907 9. 61.44 

11. dz = 2x sen 4y dx + 44 cos 4y dy 
13. dz = 2x(24 - 4y 3 )“ 1 / 2 dx - 6y 2 (24 - 4y 3 )“ 1/2 Jy 
15. d/ = 7dy + 3 t)~ 2 ds — ls(s + 3 t)~ 2 dt 
17. dw = 2 xy V 5 dx + 44y 3 z “ 5 dy - 54y V 6 dz 
19. dF = 34 dr - 2s~ 3 ds - 21~^ 2 dt 
21 . dw = du/u + du/u — ds/s — dt/t 
23. Az = 0 . 2 , dz = 0.2 
25. Az = -0.79, dz = - 0.8 
27. = 5Ax, s 2 = —Ax 

29. ex = y 2 Ax + 4xyAy + 2 yAxAy, 
s 2 = 4 Ay + 2 xAxAy + (Ax ) 2 Ay 

31. 0.9% 33. —mg(0.009); 

35. 15% 37. 4.9% 


decrece 


Ejercicios 13.5, pagina 716 

dz _ 4 xt - 4yt~ 3 
dt x 2 + y 2 

</P = 2 u ^ 4 r 

du 2s + t 

7. 

9. 

11 . 


1 . 


3. 


dz 

dt 


= -2 


u 3 (2s + t) 2 2'Vu(2s + t) 2 

dz/du = 3u 2 y 2 e xyl + 2xye xy \ dz/dv = —4vxye xy2 
dz/du = 16 u 3 — 40y(2u - v), dz/dv = ~96v 2 + 20y(2w - v) 
dw/dt = —3u(u 2 + u 2 ) 1 / 2 ^ sen a — 3 v(u 2 + v 2 ) 1 / 2 ^ cos 6 , 
dw/dO = 3u(u 2 + u 2 ) 1//2 8 _? cos a - 3 v(u 2 + u 2 ) 1 / 2 ^ - ^ sen 0 
13. a/?/aw = 4r 4 8 y2 - 4 rst 4 uve~ u2 + 8 rs 1 t 3 uv 1 e u2v2 , 
dR/dv = 2 sYuve v2 + 2rst A e~ u2 + 8 rsWve^ 2 
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RES-42 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


15 dw = _ xu _ + y cosh rs 

dt Vx 2 + y\rs + tu ) mVi 2 + y 2 

dw _x?_ + sty senh rs 

dr Vx 2 + y\rs + tu) mVx 2 + j 2 

dw _ _ xt _ ty cosh rs 

Vx 2 4- y 2 (rs + tu) w 2 Vx 2 + y 2 
17. dy/dx = (4 xy 2 - 3x 2 )/(l - 4x 2 y) 

19. dy/dx = y cosx_y/(l — x cos xy) 

21 . dz/dx = x/z, dz/dy = y/z 
23. dz/dx = (2x + y 2 z 3 )/(10z ~ 3 xy 2 z 2 ), 
dz/dy = (2xyz 3 ~ 2y)/(\0z ~ 3xy 2 z 2 ) 

33. 5.31 cm 2 /s 35. 0.5976 pulg 2 /ano 

39. a) aproximadamente 380 ciclos por segundo b) decreciente 


Ejercicios 13.6, pagina 723 

1. (2x - 3x 2 /)i + (— 2x 3 j + 4j 3 )j 
3. (//z 3 )i + (2xj/z 3 )j - (3xy 2 /z 4 )k 


13. 


4i - 32j 

7. 2V3i - 

V3a: + y 

11. y(V3 

1 

15.4 

V5 

2VlO 

-3V2 

19. 1 

12 

23. V2i + - 

Vl7 


2 ) 


V2 J 


25. -2i + 2j - 4k; 2V6 

27. -8VV6i - 8VV6j; - 8VV3 


29. -§i - 12j - f k; - 


V83 281 
~24 


31. ± 


31 

VT7 


3 4 4 3 4 3 

33. a) u = -i - -j b) u = ? i + 5 j C) u = --i - ? j 

35. a) D u f = /_(9.v 2 + 3 >’ 2 - 18 ixy 2 - 6-0’) 

6) Z) U F = |(-3x 2 - 27/ + 27 jc + 3y - 36xy) 

37. (2, 5), (-2, 5) 39. — 16i — 4j 

41. x = 3e~ 4? , j = 4e" 2? o 16x = 3/, j > 0 


Ejercicios 13.7, pagina 727 






13. (-4, -1, 17) 15. —2x + 2y + z = 9 

17. 6x — 2y — 9z = 5 19. 6x — 8 y + z = 50 

21 . 2x + y — V2 z = 1 + ^77 23. V2x + V2y — z = 2 

25. (4v5,2 5 ).(-4-V2,-J,), 

27. (-2,0,5), (-2,0,-3) 

31. x = 1 + 2t,y = —1 — 41, z = 1 + 2^ 

33. ifI = ^1 = 1 Z 3 

4 6-1 

Ejercicios 13.8, pagina 734 

1. mm. rel. /(O, 0) = 5 
3. max. rel. /(4, 3) = 25 
5. min. rel./(—2, 1) = 15 

7. max. rel./(—1, -1) = 10; mm. rel./(l, 1) = -10 
9. min. rel./(3, 1) = —14 
11 . no extrema 
13. max. rel./(l, 1) = 12 
15. mm. rel./(—I, —2) = 14 

17. max. rel./(—1, (2n + 1)7t/2) = e \n impar; 
mm. rel./(—1, (2n + 1)7t/2) = —e~ l ,n par 

19. max. rel./((2m + l)7r/2, ( 2n + 1)7t/2) = 2,myn pares; 
mm. rel./((2m + 1)7 t/ 2, (2rc + 1)7 t/2) — —2, my n impares 






































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-43 


21 . x = l,y=l,z=l 
23. (iU) 

25. (2, 2, 2), (2, -2, -2), (-2, 2, -2), (-2, -2, 2); en estos 
puntos la distancia minima es 2 V3 

27. |V3abc 

29. * = P/( 4 + 2 V3), y = P( V3 - l)/(2 V3), 6 = 30° 

31. max. abs./(0, 0) = 16 33. mm. abs./(0, 0) = —8 

35. max. abs./Q; = 2; mm. abs./(-|, —^) = —2 

37. max.abs./(^^)=/rt-^) = !; 
mm. abs./(0, 0) = 0 

39. max. abs./(f, — |) = 10; mm. abs./(—f, §) = -10 

41. a) (0, 0) y todos los puntos ( A , 2tt/x) para 0 < * < it 
b) max. abs./(v, tt/2x) = 1,0 < * < 7r; 

mm. abs./(0, 0) = /(0, y) = /(*, 0) = /(tt, 1) = 0 



Ejercicios 13.9, pagina 737 

1. y = OAx + 0.6 

3. y = 1. lx - 0.3 

5. y = 1.3571jc + 1.9286 

7. v = —0.83577" + 234.333; 117.335, 100.621 

9. a) y = 0.5996* + 4.3665; 

y = —0.0232x 2 + 0.5618* + 4.5942; 
y = 0.00079* 3 - 0.0212* 2 + 0.5498* + 4.5840 


Ejercicios 13.10, pagina 743 



/parece tener un maximo restringido 
y un minimo restringido 


3. max./(^ 10 , - VlO; 


5. max./(l, 1) =/(-1, -1) = 1; 
mm./(l, — 1) =/(-l,l) = -1 

7. min./(|, -|) = y 

9. max./(l/^2, 1/^2) = /(-l/^5, -1/^2) = 

/(l/^2), -1/^2) = /(-l/^2, 1/^2) = V2; 

min./(0, 1) =/(0, -1) =/(l, 0) = /( —1, 0) = 1 

11 . max./(4 £) = mm./(0, 1) = /(1, 0) = 0 

13. max./(V5, 2V5, V5) = 6V5; 

min./(-V5, —2V5, - V5) = -6V5 

15. max./(^,^, V3) = ^ 

17. mm./(iUM 

19. min./( 3 , 15 , 15 j — 75 

4 4 


21. max. A 


23. x — 12 


25. z = P + 


2 + V2* 2 + V2 

9 6 


3 + 2V2 


-— m, y = _ 

2V5 V5 


Vm 


(2 - V4 + PVzfl) 


Revision del capitulo 13, pagina 744 


A. 1. falso 
5. falso 
9. verdadero 


3. verdadero 
7. falso 


B. 1. 


5 - ap?< w > + to* (w) 


3. 3.x 2 + y 2 = 28 

7. 7 


9. F(y);-F(x) 

11 . fx(x,y)g'(y)h'(z) + fxy(x,y)g(y)h'(z) 


3 . + e 2 r 3/2 


C. 1. e _r ’- v (—x 3 >' + 1) 

5. 6x 2 y senli (a' V') + 9a 4 v 4 cosli (a 2 _v 3 ) 

7. -60s 2 i 4 v 5 9. |i + |j 

11 . 



17. dz = 11 ydx/(4x + 3y) 2 - llxdy/(4x + 3y) 2 


19. x = — V5, 

21 . a) 2 


z — 3 y ~ 1 


4 

*) -V2 


3 

c) 4 
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RES-44 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


23. 4ttx + 3 y — 12 z = 4 tt — 6 V3 

25. 3x + 4y = 25 27. x = 2, y = 1, z = 2 

29. aproximadamente —8.77 cm/s 33. no un extremo 


’■T 


35. maximo relativo 
39. A = 2xz + 2yz ~ 5 z 2 


37. A = — L 2 cos 6 sen 6 
41. V = 16xy - 4xy V* 2 + y 2 


17. 


63 


Ejercicios 14.1, pagina 752 

1. 52 3. a) 8 6) 8 29. 

5. 60 7. IOtt 

9. No. El integrando f(x, y) = x + 5y no es no negativo sobre la 33. 
region R. 

11. 80 13. 34 

15. 66 17. 18 


21. 18 
25. 4 
1577 


4 

35 


37. 


fix, y) dx dy 


11. 40 

15. e 4 - e + 3 - 4 In 4 

19. el volumen es I 677 

23. 2t 7 
27. 30 In 6 

31 * 

9 


35. 


/(*. >’) dx 


0 J Vx 


In y 


39. [ [ f(x, y) dx dy 
J 0 Jy 3 


Ejercicios 14.2, pagina 756 

1. y + ci(x) 

ln|v + 1| 

5. ^ + Cl (x) 

9. y(2x + 3y?' 2 + c 2 (y) 
13. x 2 e 3 * J - xV 
17. 2 - seny 

21. 37 


25 ‘ ~Yi 


29. 


10 


33. > 2 + 7 
4 4 

37. 

41. ^(3V3 - 77 ) 
6 



41. —(2V2 - 1) 


3. 2x 3 ;y - ~^x L \fy + c 2 Cy) 


45. £ 


7. 3y sen 4r — 3x sen y + c 2 (y) 


11. 24y - 20^ 

15. \x In 5 

19. cos 2 * — ^ cos 4 * 


23. 


4V2 


27. 18 - e 3 + 3e 


31. f In 9 
4 


35. 77 
39. 2 - 77 



Ejercicios 14.4, pagina 767 

1. x = |,y = 2 

5 T = 12 - = 55. 

X 21 > y 147 


43. — sen 8 


47. 


a + b c + d 


3. x = 3,y = | 
7. 3c = 0, y = ^ 


„ _ 3e 4 +1 _ 16(e 5 

9. x = —;-— y = 


— 11 . — 

4(e 4 — 1)’' 25(e 4 — 1) 105 


13. \k 


15. 


256 

21 


17. 


941 

10 


IQ 

19. —-—a 


32 

47. Ambas integrales iguales —. 49. Ambas integrales iguales 9. 
51. Ambas integrales iguales 1377 2 — 16. 

Ejercicios 14.3, pagina 762 


■4 

5. 96 


3 ^ 

84 

7. 2 In 2 - 1 


21. a) \ab 3 Tr 

b) \a 3 bir 

c ) \b d ) \a 

23. \kd 4 


25. 

27. -^a 

V3 



Ejercicios 14.5, pagina 771 


i 27 

1. 


3. 7(4tt - 3V3) 

6 



7. |tt( 15Vl5 - 7V7) 



„ _ 13 _ 13 

1L * = 3^’ y = 3^ 

1, 12 

13. * = T ,y = 

3V3 

2 

15. x = 1(4 + 377), y = 
6 

17. \ira A k 

4 


19. ^a/fc(15V3 - 4 t7) 

21. ^7ra 4 k 


23. 4 k 

25. 977 


27. ^77(6 - 1) 

29. 


31. 250 


I CO 
























Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-45 


33. ^Vtt 


35. aproximadamente 1 450 m 3 


37. a) 2TTdD 0 [d - (R + d)e~ R/d ] 

2d 2 - (R 2 + 2dR + 2d 2 )e~ R/d 


b) 


c ) 2nd 2 D 0 , 2d 


d — (R + d)e~ R/d 
'o> 


Ejercicios 14.6, pagina 775 

1. 3 V29 

5. 7TT-(17Vl7 - 1) 

6 

9. 2a 2 (7r - 2) 

13. 27ra(c 2 ~ Ci) 

Ejercicios 14.7, pagina 782 

1. 48 

5. 77 - 2 
9. 50 

f 4 [2 — (x/2) f 4 

11 . 


. 10 
3. y77 

_ 25 
7 - ~6 n 

11 . 8a 2 


3. 36 

7 1 2 1 

7. —e — — e. 

4 2 


fix, y, z) dz dy dx, 

0 J 0 J x + 2y J 0 


4 fz~2y 


fix , y, z) dx dz dy , 


4 fz/2 


■z~2y 


fix, y, z) dx dy dz, 


o 


2y J 0 

4 f(z~x)/2 


fix, y, z) dy dz dx. 


" z f (z-x)/2 


13. a) 


c) 


fix, y, z) dy dx dz 


dz dy dx b ) 




dx dz dy 


dy dx dz 



17. 


zk 


19 . 



21 . 16V2 
23. 16ir 

-- - 4 _ 32 _ 8 

25. x = y = z = 3 

27. x = 0, y = 2, z = 0 


29. 


VT^t 2 f8-y 


(x + y + 4) dz dy dx 


-l->-Vl-x 1J 2y+2 

31. |V5 


33. 3Q fc 


r5 rV25-x 2 r5 

_(£ + y 2 )Vx 2 + y 2 + z 2 dz dy dx 

J-5 1-V25-x 2 -'Vjc 2 + v 2 


35. k 


Ejercicios 14.8, pagina 789 

1. (—5V2, 5 V2, 5) 

5. (0, 5, 1) 

9. (2V2, 2tt/3, 2) 

13. r 2 + z 2 = 25 
17. z = * 2 + y 2 

21 . §tt(64 - 24V3) 

25. (O.O.fa) 

29. «) (f, §, 0) 

31. a) (—4, 4, 4V2) 

33. a) (2V2, 0, -2V2) 

35. (5V2, 77/2, 577/4) 

39. (6, 77 / 4 , — 77 / 4 ) 

43. <f> = 77 / 6 , 4> = 577/6 
47. z = 2 

51. |77 
55. irk 

Ejercicios 14.9, pagina 795 

1. (0, 0), (-2, 8), (16, 20), (14, 28) 


3. m, -4) 

7. (V2, -77/4, -9) 
11. (4,-77/2,0) 

15. r 2 — z 2 = 1 

19. x = 5 

,, 625 
23. 2 77 

27. -77* 

b) (|, 77/6, 0) 

6) (4V2, 377/4, 4V2) 

*) (2V2, 0, -2V2) 

37. (V2, 77/4, 77 / 6 ) 
41. p = 8 

45. x 2 + y 2 + z 2 : 

49. 977(2 - V2) 

53. (0,0,1) 


100 




7. -2v 



9. —^ 

3 u 2 

b) (0, 0) es la imagen de todo 
punto sobre la frontera u = 0. 


17. jib - a)id - c ) 


19. 1(1 — In 2) 
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RES-46 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


21 . 


315 


4 

25. 126 


23. j(e - e- 1 ) 

27. —7T 


Revision del capitulo 14, pagina 796 

A. 1. verdadero 3. verdadero 

5. falso 

B. 1. 32/ - 8/ + ln(y 2 + 1) - In 5 

3. region cuadrada 5. /(x, 4) — /(x, 2) 

J r 4 rVx 

f(x, y ) dy dx 9. (V2, 2ir/3, V2) 

0 i/2 

11 . z — r 2 ; p = esc (/> cot c/> 

C. 1. -3xe _4jo; - 5xy + j + Cx(x) 

3. — y cos y 2 + y cos y 4 5. e 2 — e -2 + 4 


7. 1 - sen 1 

11. 320tt 

ri/V 2 rV9 -jc 2 




13. 


37 


15. 


l-x 2 A ~ X 


60 

3/V2 


1 



i/v5 4 jc 2 + y 

19. i(l -cos 1) 


dy dx 


23. |tt(2V2 - 1) 


25. a) 

b) 


,x 

\/l — x 2 dy dx 


\/l — x 2 dxdy + \/l — x 2 dx dy 

y/2 i i/2 


c) i 


27. 29. 8 it 

31. 0 


Ejercicios 15.1, pagina 807 

1. l|? (4 _ V2); 

6 6 ^ 

3. 3; 6; 3V5 5. 0 

7. -1; ^(tt - 2); |ir 2 ; |tt 2 V2 


21 

11. 30 

1 

15. 1 

460 


64 

3 

2,-1 

677 

123 

27.— 

70 

31. 7 


208 

33. Sobre cada curva la integral de lrnea tiene el valor —. 
35. /:77 

Ejercicios 15.2, pagina 813 





11. d) 


13. a) 


15. — 


19 


17. 16 
21. e 
25. 0 

29. aproximadamente 21.5 lb 
31. V/= (3x — 6j)i + (\2y — 6x)j 
xz 


8 

19. 977 2 + 677 
23. -4 
27. 0 


33. V/ = tan 1 yzi + 


xy 


1 + y¥ j+ 1 + yV 


35. V/= —e~ y2 \ + (1 + 2^-^j + k 
37. 6) 39. </) 

41. </>(x, j) = j + cos y + sen x 43. <fi(x, y, z) = x + y 2 — 4z 3 


Ejercicios 15.3, pagina 823 

>•? 

5. 3 

9. 1096 


3. 14 

7. 330 

11. = x 4 y 3 + 3x + y + K 


13. no es un campo conservativo 15. 0 = -jr' A 1 1 ^" 4 


4 * 4 + xy + 4 / + A 1 


17. ip(x, y,z)=x 1 + y i —yz + K 19. 3 + e 1 
21. 63 23. 8 + 2e 3 





































Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-47 


25. 16 27. 77 - 4 

29. (p = (Gm 1 m 2 )/|r| 

Ejercicios 15.4, pagina 829 

1. 3 3. 

5. 7577 7. 

f 


0 

4877 

2 

3 


17. 2877 

21. f. 

25. 4-tt k(j[ 

29. a) (0, 0, f) 


19. 877 

23. —877 a 3 
27. (1,|,2) 


Z>) 128V5t rfc 


15. (b — a) X (area de la region acotada por C) 

45 


19. 4fl 2 77 

o 


25. 77 


29. §„ 


23. 


27 

27. T 77 


Ejercicios 15.7, pagina 849 

1. (x — y)i + (x + y)j; 2z 3. 0; 4y + 8z 

5. (4y 3 - 6xz 2 ) i + (2z 3 - 3^)k; 6xy 
7. (3e -z - 8yz)i — xe~ z j; e~ z + 4z 2 - 3 ye~ z 

9. (xy 2 ^ + 2xye y + x 3 yze z + x 3 ye z ) i — y^j + (— 3x 2 yze z — xe x )k; 
xye* + ye x - x 3 ze z 

27. 2i + (1 - 8j)j + 8zk 37. 6 


Ejercicios 15.5, pagina 837 

1. x = u, y = v, z = 4u + 3v 


3. x = u,y = — Vl + u 2 + v 2 , z = v 
5. r (u, v) = u\ + uj + (1 — u 2 )k, —2 <w<2, —3<u<3 
7. x 2 + y 2 = 1, cilindro circular 
9. x 2 = y 2 + z 2 , portion de un cono circular 
11. dominio del parametro defmido por 0<w<4, 0<u< 77/2 
13. dominio del parametro defmido por 0 < 0 < 277, 77/2 < </> < 77 
15. x + V3_y = 20 
19. 3x + 3;y — z = 9 
23. 8x + 6x — 5z = 25 
27. 177(17Vl7 - 1) 

31. x = 2 sen </> cos 6, y = 2 sen 
77/3 < cf) < 77. 0 < 0 < 277; 

33. x = 2 sen 0 cos 0,y = 2 sen 
0 < cb < 77 / 4 , 0 < 6 < 277 ; 


Ejercicios 15.8, pagina 855 

1. -4077 




9. -§„ 
13. -15277 


if 


7. -3 

11 . 77 

15. 112 

81 


17. considere la superficie como z = 0; —77 


17. —6x + lOy + z = 9 

21. x + 3_y + 2z = 4 

Ejercicios 15.9, pagina 862 

a 


25. 4VTT 

29. 2V5tt + 77 In (2 + V5) 


3. 

4> sen 0, z = 2 cos c/>, 

5. 25677 

7. 

1277 

9. 4ir(b — a) 

11. 


62 


4> sen 6, z = 2 cos c/>, 
4i7(2 - V2) 



i3. ^ 


Revision del capitulo 15, pagina 863 

A. 1. verdadero 3. falso 

5. falso 7. verdadero 

9. verdadero 11. verdadero 


B. 1. V0 = - 




(x 2 + J 2 ) 3 / 2 (x 2 + J 2 ) 3 / 2 




3. 6xy 

5. 0 



7. 0 

9. 4x + y — 2z 

Ejercicios 15.6, pagina 844 


C. 1. y V 277 3 


i. f 

3. 0 

3. 12 

3 

5. 97277 

7. X(3 5/2 - l 1 ' 1 + 1) 

5 - 2 *h 

7 * /n-2 

/. 2 

9. 9(17 3/2 - 1) 

11. 12VI4 

9. 577 

11. 18077 

13 XI k 

U. n K 

15. 18 

13. iWln 3)(17 3/2 - 5 3/2 ) 

15. 6(e~ 3 - 1) 


17. -4t7c 

19. 0 
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RES-48 Respuestas de los problemas impares seleccionados 


21. 12577 23. 3tt 

25. | 

27. z = x 2 - y 2 ; paraboloide hiperbolico 
29. y = x 2 ; cilindro parabolico 

Ejercicios 16.1, pagina 871 


1. 

x 2 + 4x + | y 2 — y = C 

3. 

|x 2 + 4xy ■ 

- 2/ = C 

5. 

x 2 y 2 - 3x + 4 y = C 

7. 

no exacta 


9. 

xy 3 + y 2 cos x — ^x 2 = C 

11. 

no exacta 


13. 

xy - 2xe x + 2c x - 2x 3 = C 

15. 

x 3 y 3 — tan“ 

*(3x) = C 

17. 

—In cos x + cosx seny = C 

19. 

i 

05 

1 

■ ty + y 3 = C 

21. 

xy 2 + x 2 y - y + ^x 3 = 1 




23. 

4 ty + t 2 — 5t + 3y 2 — y = 8 

25. 

o 

II 



Ejercicios 16.2, pagina 877 

1. y = C x + C 2 c x/3 3. y = Cj*~ 4x + C 2 c 4x 

5. y = C } cos 3x + C 2 sen 3x 7. y = C x c x + C 2 c 2x 
9. y = C x e~ 4x + C 2 xc~ 4x 
11. y = c/- 3 / 2+V5 ^ x + c 2 e^ 2 ~^ 2)x 
13. y = Qc 2 ^ 3 + C 2 c _X//4 15. y = e 2x (C x cos x + C 2 sen x) 

17. y = e~ x ^ 3 {c x cos-^-x + C 2 sen -^-x 


19. 

J 

— C x 6 

-x/2, _|_ 

C 2 xe~ x ' 3 

21. 

J 

= 2 cos 4x — \ sen 4x 

23. 

J 

3 

" “7 

+ 

3 

— e 

4 

25. 

J 

= c x / 2 ^- cos^x + sen^-x^ 

27. 

J 

= 0 



29. 

J 

= c 2(x " 1} - c x_1 

31. 

y" 

+ y 

- 20y 

= 0 

33. 

J 

— C 2 senx 

35. 

y 

= -2 

COS X 


37. 

ninguna solucion 


21. y = Cjg _2x + C 2 c 2x + y 2x In \x\ ~ je~ 2x y dt, x 0 > 0 

J X 0 

23. y = C x e~ 2x + C 2 e~ x + (e _2r + e~ x ) ln(l + e 1 ) 

25. y = C t e 2x + C 2 e x — e ll sen e x 

27. y = + C 2 xe* - \(? ln(l + x 2 ) + x^taiT 1 x 

29. y = C,e~ x + C 2 xe~ x + \x 2 e~ x In x - fxV* 

31. y = Cje*/ 2 + C 2 xc c ^ + §£ * + x + 4 

33. y = L"* + f e* + jxV - jxe* 

8 8 4 4 

2 

35. y = Qx + C 2 x In x + — x(\n x) 3 
, 3 = r 37. C(x) = C(oo)(l - c" x/A ) 


Ejercicios 16.4, pagina 890 

1. Una masa que pesa 4 lb (| slug) sujeta a un resorte se libera 
desde un punto 3 unidades arriba de la posicion de equilibrio 
con una velocidad hacia arriba de 2 pies/s. La constante del 
resorte es de 3 lb/pies. 

1 3 

3. x(t) = — cos 2t + — sen 2 1 5. x{t) = — 5 sen 2 1 

7. Una masa que pesa 2 lb slug) sujeta a un resorte cuya cons¬ 
tante es 1 lb/pie. El sistema se amortigua con una fuerza resis- 
tente equivalente numericamente a dos veces la velocidad ins- 
tantanea. La masa empieza de la posicion de equilibrio con una 
velocidad hacia arriba de 1.5 pies/s. 

^1 1 m -? 1 ^ * * /.X 1 -7 ts A. , A.^ 


4 ’ 2 ' 


— y^(x-i) 


39. y = xe 

Ejercicios 16.3, pagina 882 

1. y = C x e~ 3x + C 2 e 3x - 6 
3. y = C x e~ 2x + C 2 xe~ 2x + \x + 1 

5. y = C x cos 5x + C 2 sen 5x + \ sen x 

_ ^ ^ ^ 3 * 4 2x 2 3 4 2 28 80 

7. y = C x e x + C 2 e 3 - ~e 2x - ~x 3 + ^x 2 - —x + — 

9. y = e 4x (C! cos3x + C 2 sen3x) + ~rxe 3x — 7^7 cos 2x + 777-sen 2x 

10 697 697 

11. v ~e~ Sx + -c 8x - - 

J 8 8 4 

13. y = C x cos x + C 2 sen x + x sen x + cos x ln|cos x| 

15. y = Cj cos x + C 2 sen x + ^-sen x — ^x cos x 

= Cj cos x + C 3 sen x — y cos x 

17. y = C x cos x + C 2 sen x + \ — 7COS 2x 

2 6 

19. y = C x e x + C 2 c _x + ^-xc x - ^-xc _x = C x e x + C 2 c _x + ^x senh x 


15. x(0 — —-<? 4? (24 + 100?) - c *(24 cos 4? + 7 sen 4?); 
625 625 

x(?) —»0 cuando t—> oo. 

17. 4.568 C; 0.0509 s 

19. g(?) = 10 - 10<? _3? (cos 3? + sen 3?); i(t) = 60e _3? sen 3?; 


10.432 C 

Ejercicios 16.5, pagina 895 

oo/_1 \n OO (—\ \ n 

L = Co n ? 0 W" 2 "’ y2(x) = Ci .? 0 ^nn)[^ +1 


oo | 

3. j!(x) = c 0 , y 2 (x) = c x 2 
5. y x (x) = c 0 


n—\^" 

1 3 , 1 


1 + o— + /; c o o' 

j ' 2 o • j • 3 • 2 


1 


9 • 8 • 6 • 5 • 3 • 2 


r-r + 


y 2 {x) = c x 

7. y x (x) = c 0 
= c x 


1 - . 

x + ---X + 


1 


4-3 ‘ 7 • 6 • 4 • 3" 

---X 10 

10 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3 


. 1 7 3 4 7 • 3 6 
1 - 2!^ - 44 x -^T* 

1 1 5 , 9 • 5 , 

-* + + ^yx + -^ jj-x + 
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9. y x (x) = c 0 
y 2 (x) = ci 


1 - —X s + —x 6 - J — 

3! 6! 9! 


2 Z 4 5 2 • 2 2 7 

x ■ 4!•* + * ■ 


-x v + ■■■ 
2 ■ 5 2 ■ 2 2 


10 ! 


x w + 


OO | 

11- yi(x) = c 0 , y 2 (x) = c 1 ^,-x 


13. yi(x) = Cq^x 2 ", y 2 (x) = c, 

n —0 n —0 


15. yi(x) = c 0 

yi(x) = ci 

17. y^x) = c 0 

yi(x) = ci 


1 + -JX 2 . .. 

4 4-4! 


7 4 . 23-7 6 

- x + —- —X 


8 - 6 ! 


14 5 _ 34- 14 7 


' 6 yl ' 2 • 5!" 4 • 7! ' V + 


1 + ^rx 2 + jrx 3 + \x A + 
42 6 6 

X + ^x 2 + ^x 3 + ^X 4 + • 


19. y = 6x - 2 


1 + —X 2 + —X 3 + —X 4 + ••• 

2! 3! 4! 


Revision del capitulo 16, pagina 895 


A. 1. verdadero 
5. verdadero 


3. falso 
7. verdadero 


b* 

V 

II 

O 

3. 8 pies 

y p = Ax 2 + Bx + C + Dxe 2 * 

+ Ee lx 

1. x 1 cos y 3 — y = C 

~ 1 7 -4 3 _2 5 

3.^ - v =- A 

y = + C 2 / l+V3)x 

7. y = Cic -2r + C 2 e Sx 

y = C x cos^x + C 2 sen^x 

11. y = —24 cos 6x + 3 sen 6x 


13. y = C x e~ 3x + C 2 e 4x - -^xe 2x - j^e 2x 

15. y = e x (C\ cos x + C 2 sen x) — e x cos x In |sec x + tan x\ 

^ 1 , 1 ,1 

17. y = — sen x + — cos x + — sec x 


19. y x (x) = c 0 


y 2 (x) = c x 


1 “ F2 ; * 3 + 6 ■ 5 * 3 ■ 2 ’ 


1 


9 • 8 • 6 • 5 • 3 • 2 

1 4 . 1 


-x y + 


x — - X* + 

4-3* 7-6-4-3' 


1 


10-9-7-6-4-3 


-x lu + • • 


21. 0 < m < 2 


26 


28. 


23. x(f) = e~ 4t [ =% cos 2V2 1 + f^V2 sen 2V2t + 


17 


17 


8 


17 


25. x(^) = 5e~ 02 ■ 


! 4.0937 
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A 

Aceleracion, 668 
centrfpeta, 670 

componente normal de la, 675 
componente tangencial de la, 675 
Amortiguacion 
factor de, 885 
Amplitud, 32 

Angulo entre dos pianos, 639 
Angulos directores, 617 
Antiderivada, 268 
mas general, 268-269 
Antidiferenciacion, 269 
Aproximacion 

cuadratica local de/en a, 538 
local de grado n-esimo de/en a, 538 
lineal local, 248, 538, 706 
por diferenciales, 250 
Arco 

longitud de, 571 
Arcseno de x, 41 
Area, 286-295, 325-332, 751 
A de la region, 327 
A de un paralelogramo, 626 
acotada por dos graficas, 326-327, 589 
bajo la grafica, 286, 291, 298 
como integral definida, 298 
de la region, 325-326, 586 
de la superficie, 773-774 
diferencia del, 775 
de un triangulo, 289-290, 626 
neta con signo, 302 
total A, 325 

Ascenso vertical. Vease Cambio en y 
Asmtota 

horizontal, 26, 49, 97 
inclinada, 26 
vertical, 26, 51, 96 
Asmtotas, 553-554 
Atractor, 465 

B 

Balance, 614 
Base, 48 
cambio de, 53 
estandar, 606, 612 
formula general de, 53 
Bicilindro, 340, 762 
Bifolium, 583 


INDICE ANAUTICO 


Biseccion 

metodo de, 86 
Bola abierta, 689 
Bombeo, 357 
Braquistocrono, 563 


C 

Cables, 359-360 
Calculo 

de funciones vectoriales, 661-668 
de una derivada parcial, 696 
diferencial, 110 
integral, 110 

vectorial, 801-865 
teorema fundamental del, 305-316 
forma de antiderivada, 305-307 
forma de derivada, 307-309 
primera forma, 305-307 
segunda forma, 307-309 
Cambio 
en v, 21 
en y, 21 
Campo 

de direccion, 460 
de fuerzas conservative, 823 
de pendientes. Vease Campo de direccion 
de velocidades, 672, 808 
gradiente, 812 
vectorial solenoidal, 849 
Campos vectoriales, 809-810 

conexion con integrales de lrnea, 810 
conservativos, 813 

en tercera dimension, 821-822 
Cantidad de movimiento, 204 
Capacidad de transporte, 484 
Cardioides, 579 
Catenaria, 179, 185 
Catenoide, 185 
Centro, 548 
de masa, 367, 778 
del sistema, 369 
trasladado a (A, k ), 553-554 
Centroide, 370, 778, 830, 845 
Cero 

de multiplicidad m. Vease Cero repetido 
repetido, 25 
simple, 25 
Ciclo, 30, 32 
Cicloide, 563 


s 


IND-1 


INDICE ANAUTICO 




INDICE ANAUTICO 


IND-2 fndice analftico 


Cilindro, 640 
bastidor del, 641 
directriz del, 640 
recto, 333 
Circuito 

criticamente amortiguado, 889 
electrico en serie LRC , 889 
en serie, 889 
sobreamortiguado, 889 
Circulation, 812 
Circulo, 548 

forma estandar de un, 548 
involuta de un, 566 
Circulo s 

centrados en el origen, 577 
con centros sobre un eje, 581 
grandes, 788 
Cociente, 692 
diferencial, 111 
Coeficiente principal, 20 
Coeficientes 
binomiales, 541 
indeterminados, 879 
metodo de, 879 
variables, 891 
Cofactor, 622 
Cofactores 

expansion de determinantes 
por, 622 
Combination 

de desplazamientos, 15 
lineal, 605 

Combinaciones aritmeticas, 11 
cociente, 11 
diferencia, 11 
dominio de, 11 
producto, 11 
suma, 11 
Componente 

de a sobre un vector b, 618 
horizontal, 606 
vertical, 606 
Componentes, 603, 617 
aritmetica de, 604, 611 
Comportamiento 
extremo o global, 4 
final, 24, 98 
Composicion, 692 
de/y g, 13 
de g y f, 13 
dominio de una, 14 
Compresiones, 16 

grafica comprimida horizontalmente, 16 
grafica comprimida verticalmente, 16 
Concavidad, 230 
prueba para, 231 
y la segunda derivada, 230 
Conceptos equivalentes, 818, 819 
Condicion inicial, 273 
Condiciones 

a la frontera, 876 
iniciales, 322, 875 


Cono 

de dos mantos, 648 
de un manto, 648 
eliptico, 643 
Constante 

de crecimiento, 451 
de decaimiento, 451 
de Euler, 484 
gravitacional, 357 
Constantes 

de amortiguamiento, 885 
de integracion, 867 
Continuidad, 81-88, 662, 692 
de una funcion compuesta, 85 
de una funcion inversa, 84, 162 
de una suma, un producto y un cociente, 83 
en a, 81 

en un numero, 88 
sobre un intervalo, 82 
abierto, 82 
cerrado, 82 
uso de la, 88-89 
Convergencia 
absoluta, 515 

condicion necesaria para, 495 

condicion suficiente para la, 487-488 

condicionada, 515 

de una serie de potencias, 520 

de una serie de Taylor, 532 

intervalo de, 520 

radio de, 520 

Conversion de coordenadas 
polares en rectangulares, 574 
rectangulares en polares, 574 
Coordenadas 

cilmdricas, 783-784 

a coordenadas rectangulares, 784 
esfericas, 786 

a coordenadas rectangulares y cilmdricas, 786 
piano de, 609 
polares, 373 
area en, 587 
calculo en, 585-592 
convenciones en, 373 
secciones conicas en, 592-597 
uso de, 691 

rectangulares o cartesianas, 609 
a coordenadas cilmdricas, 784 
a coordenadas esfericas, 787 
a polares, 770 

Correspondencia con valor unico. 

Vease Funcion 
Cosecante, 31 
hiperbolica, 179 
Coseno hiperbolico, 179 
Cosenos directores, 617 
Cotangente, 31 
hiperbolica, 179 
Crecimiento 
exponencial, 54 
logfstico, 55 
Cuerda focal, 549 



fndice analftico IND-3 


Curva 

cerrada, 561, 802 
simple, 561, 802 
cubica trenzada, 659 
curvatura de una, 673-678 
de Bezier, 567 

de la rosa de cuatro petalos, 580 
de mariposa, 567 
del copo de nieve de Koch, 484 
espacial, 564 
longitud de una, 665 
logistica, 171, 457 
longitud de una, 570 
movimiento sobre una, 668-673 
orientacion de la, 561 
paralela, 788 
parametrica, 561 
grafica de una, 561 
parametrizada, 561 
plana, 561 
simple, 802 
suave, 564, 663, 802 
por partes, 802 
por secciones, 564 
Curvas 

de las rosas, 580-581 
de nivel, 684, 813 
helicoidales, 657 
solucion sin solucion, 459-468 
Curvatura, 673-677 
centra de, 677 
circulo de, 677 
formulas para la, 676-677 
radio de, 677 
Cuspide, 135 

D 

Datacion con carbono, 452 
Decaimiento radiactivo, 451 
Declive, 614 
Definicion s-8 , 693 
Derivada, 121-186 

aplicaciones de la, 191-259 
cuarta, 135 
de la funcion 

de una variable, 695 
logaritmo natural, 172 
potencia, 130 
vectorial, 662 
de un polinomio, 133 
de una funcion, 124 
exponencial, 168 
inversa, 163 
natural, 168-169 
notacion, 124 
direccional, 718-724 
calculo de una, 720 
valor maximo de la, 722 
ft-esima, 135 
valor de la, 135 


parcial 

con respecto a v, 695 
con respecto a y, 695 
por la derecha, 125 
por la izquierda, 125 
primera, 135, 224 
prueba de la, 224-225 
segunda, 135 
prueba de la, 321-233 
tercera, 135 
valor de una, 124 
Derivadas 
de funciones 

exponenciales, 169 
logaritmicas, 173 
trigonometricas, 147, 153 
inversas, 164 

de orden superior, 135, 159, 570, 664 
del seno y coseno, 144 
parciales, 682-748 
de segundo orden, 699 
mixtas, 699 
de tercer orden, 699 
interpretacion geometrica de, 697 
Desigualdad 

de Cauchy-Schwarz, 621 
del triangulo, 621 
Desintegracion exponencial, 54 
Desplazamiento de fase, 34 
Desvio, 614 
Determinante 

de segundo orden, 621 
de tercer orden, 621 
jacobiano, 792 
Determinantes 
repaso de, 622 
tres propiedades de, 623 
2 X 3 y 3 X 3, 622 
Diagramas de arbol, 713 
Diferenciabilidad, 125, 705 

condicion suficiente para la, 705 
de una funcion inversa, 163 
implica continuidad, 126, 705 
Diferenciacion, 124 
comprobacion por, 387 
formula de, 270 
implicita, 156-162, 715 
directrices para, 158 
logaritmica, 175 

directrices para, 175-176 
operadores, 124-125 
ordinaria 

reglas de la, 696 
parcial 

generalizacion de la, 719 
guias para la, 696 
implicita, 701 
operadores de, 696 
reglas de, 664 
Diferencial, 276, 868 

de la longitud de arco, 346-347 
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de la variable dependiente, 250 
de la variable independiente, 250 
de z, 707 

total, 707, 709, 868 
de z, 707 

Diferenciales, 249-254, 707 
de x y y, 707 
reglas para, 251 
Directrices 

para diferenciacion implicita, 158 
para resolver problemas relacionados, 197-200 
Directriz, 548, 592 
Disco 

abierto, 689 
cerrado, 689 
Discontinuidad, 
de tipo salto, 84 
finita, 84 
infinita, 84 
removible, 84 

Discontinuidades infinitas, 418 
Distancia, 610 
formula de la, 610 
total, 323 

Divergencia, 847-848 

interpretacion fisica de la, 859 
prueba del termino n-esimo para, 496 
Division termino por termino, 272 
Dominio, 2, 12 

de la funcion constante, 3 
implicito, 3 
natural, 3 
restringido, 40-41 

E 

Ecuacion 
auxiliar, 873 

caracterfstica. Vease Ecuacion auxiliar 
cartesiana, Vease Ecuacion rectangular 
de continuidad, 860-861 
de difusion unidimensional, 702 
de estado de Van der Waals, 143, 717 
de la lente, 143 
de Laplace, 716, 849 
en dos dimensiones, 702 
en tres dimensiones, 702 
de movimiento, 885 
de onda, 716 

unidimensional, 702 
diferencial, 272, 440 
de Bertalanffy, 385 
de primer orden, 273, 439-470 
de segundo orden, 440 
exacta, 868-869 
criterio para una, 869 
forma normal de la, 440, 446 
homogenea asociada, 878 
lineal, 22, 635 

lineal de primer orden, 445 
lineal de orden n-esimo 


homogenea, 872 
no homogenea, 872 

en la forma estandar, 896 
separable de primer orden, 441 

directrices para resolver una, 441-442 
solucion general de la, 448, 872-873 
logistica, 457 
discreta, 484 
no lineal, 445 
punto pendiente, 21 
rectangular, 635 
vectorial, 629, 634 
Ecuaciones 

de Bernoulli, 449 
diferenciales, 272 
autonomas, 462 
de primer orden, 439-470 
de segundo orden, 440 
lineales, 445-450, 868 

directrices para resolver, 446 
parciales, 877 
separables, 868 

exactas de primer orden, 868-871 
homogeneas, 872 
no homogeneas, 878 
parametricas, 560-573, 630, 831 
aplicaciones de, 563 
calculo y, 568-573 
polares 

de conicas, 593 
graficas de, 576-577 
pruebas de simetrfa de, 578 
simetricas, 631-632 
Efecto Stiles-Crawford, 224 
Eje 

conjugado, 553 
mayor, 551 

longitud del, 551 
menor, 551 
polar, 573 
transversal, 553 
longitud del, 553 
z, 609 

Elemento de recta, 460 
Elipse, 550-552, 594 
ecuacion de una, 550-551 
forma estandar de la, 551 
excentricidad de una, 555 
vertices de la, 551 
Elipsoide, 643 
de revolucion, 648 
Enfriamiento, 453 
Epicicloide, 566 
de tres cuspides, 566 
Equipotencial, 683 
Error 

absoluto, 469 
porcentual, 248, 469 
relativo, 248, 469 
Escalar, 602 
Escalares, 602 
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Esfera, 641 

centra de la, 641 
radio de la, 641 
Esferoide 
achatado, 650 
prolato, 650 
Espacio 

bidimensional, 603 
tridimensional, 609 
rectas en el, 629-634 
Espiral 

esferica, 661 
toroidal, 661 
Estiramientos, 16-17 

grafica estirada horizontalmente, 16 
grafica estirada verticalmente, 16 
Excentricidad, 555-558, 592 
de la orbita terrestre, 557-558 
Existencia implica unicidad, 79 
Expansion de determinantes por cofactores, 622 
Exponente, 48 
Exponentes, 48 
leyes de los, 48 

Expresion racional propia, 407 
Extremos, 204 
absolutos, 204-205 
determination de, 208 
con restricciones, 737 
de funciones, 204-210 

defmidos sobre un intervalo cerrado, 208 
de un punto frontera, 205 
en conjuntos acotados cerrados, 732 
frontera, 732 

globales. Vease Extremos absolutos 
locales. Vease Extremos relativos 
relativos, 205-206, 728-729 
maximo, 729-730 
mmimo, 729-730 

F 

Factor 

de amortiguacion, 874, 885 
de enfriamiento, 688 
de integration, 446 
integrante, 868, 871 
Factores 
cuadraticos 

distintos, 410-411 
repetidos, 411-412 
lineales 

distintos, 407-408 
repetidos, 408-409 
Factorial, 481 
Fluido 

fuerza ejercida por un, 363 
fuerza F del, 362-368 
incompresible, 849 
Flujo 

de agua, 688 
de F a traves de S, 843 
Foco, 548, 592 


Forma indeterminada, 71-72 
0°, 221 
0/0, 216 
0 • oo, 220 
1°°, 221 
oo°, 221 
oo-oo, 220 
Formula 

de Euler, 873 
de la distancia, 610 
de la integral de Poisson, 747 
del punto medio, 611 
de recursion, 481 
Formulas 

de suma, 288-289 
de suma y diferencia, 35 
de sumas especiales, 288 
para a T , a N , 676-677 
para el doble de un angulo, 35 
para la curvatura, 676-677 
para la mitad de un angulo, 35 
Fraction impropia, 407 
Fracciones 
impropias, 412 
parciales, 406-415 

descomposicion en, 407 
Frecuencia, 884 
Fuente, 848 
Fuerza 
central, 67 
de arrastre, 454-455 
de flotation, 861 
resultante, 603 
Funcion, 2 

aceleracion, 192 
arcoseno, 43 
arcseno, 42 
arctangente, 44 
armonica, 850 
cambio en la, 249 
cero de la, 5 
complementaria, 878 
continua, 692 

sobre una region R, 692 
con valor real de una sola variable real, 2 
constante, 20, 212 
coseno inverso, 43 
creciente, 22, 162, 213 
cuadratica, 20 
cubica, 20 

de cuatro variables, 686 
de densidad de probabilidad, 422 
de Dirichlet, 88 
de dos variables, 682 
de Heaviside, 19 
de longitud de arco, 346 
de production Cobb-Douglas, 747 
de tres variables, 685 
decreciente, 22, 162, 213 
definida por partes, 5-6 
grafica de una, 6 
derivada, 122 
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diferenciable 
en R , 705 

en todas partes, 705 
en todas partes, 125 

sobre el intervalo abierto, 125 
sobre un intervalo cerrado, 125 
discontinua, 692 
dominio de una, 3-4, 682 
implfcito, 3 
natural, 3 
entero, 10 
mayor, 7, 70 
entrada de la, 2 

escalon unitario. Vease Funcion de Heaviside 
explicita, 157 
exponencial, 48 
inversa de la, 50 
natural, 50 

propiedades de una, 49 
factorial, 9 

generalizada, 422 
gamma, 422 

generadora de los polinomios de Legendre, 544 

gradiente de una, 718 

impar, 17-18 

implfcita, 157 

integrable, 297 

integral 

logarftmica, 432 
seno, 314, 449 
inversa, 38 

continuidad de la, 162 
directrices para encontrar la, 39 
propiedades de la, 39 
limite de una, 67-116 
lineal, 20 
logaritmica, 50 
dominio de una, 50 
propiedades de la, 51 
objetivo, 235 
par, 17-18 
pendiente, 440, 460 
polinomial, 12, 20, 682, 685, 693 
de un solo termino, 12 
posicion, 192 
potencia, 10, 276 

pruebas para simetrfa de la grafica de una, 17 
racional, 12, 20, 682, 685, 693 
integracion de una, 272 
raiz, 5 

raiz cuadrada, 3 
rango de la, 2 

razon de cambio media de la, 114 
redondeo 

hacia el entero inferior anterior, 7 
hacia el entero superior siguiente, 7, 10 
salida de la, 2 
seno inverso, 41-42 
suave, 345, 663 
tangente inversa, 44 
terminologia, 2-3 
timbre postal, 7 


uno a uno, 38 
inversa de una, 38 
valor 

absoluto, 6 

medio (promedio) de una, 351-354 
promedio de una, 353 
valor de la, 2 

variable dependiente de la, 682 
variables independientes de la, 682 
velocidad, 192 

volver a escribir una, 133-134 
Funciones, 1-66 
algebraicas, 26, 30 
combinacion de, 10-20 
composicion de, 13-14 
compuestas, 101 
continuas por partes, 309-310 
cuadraticas, 23 
de dos variables, 682, 738 
graficas de, 683 
lfmites de, 689 
de las palabras a las, 55-61 

de tres o mas variables, 685, 693, 698, 708, 721, 741 
de valores vectoriales, 656-680 
de varias variables, 682-688 
escalon, 7 

exponenciales, 167-172 
exponencial y logaritmica, 48-55 
hiperbolicas, 178-186 
derivadas de, 180-182 
graficas de, 179-180 
inversas, 182-184 
como logaritmos, 183 
derivadas de, 183-184 
independencia lineal de, 872 
inversas, 37-47 

derivadas de, 162-167 
linealmente independientes, 872 
logarftmicas, 172-178 
multivariables, 
extremos de, 728 
polinomiales, 20-25 

de orden superior, 23-24 
intersecciones de las, 24-25 
simetrfa de las, 24 
potencia, 10-11 
simples, 11 

racionales, 12-13, 26-27 
graficas de, 26-27 
representacion de las 
analftica, 2 
numerica, 2 
verbal, 2 
visual, 2 

trascendentes, 27, 30-37 
trigonometricas, 143-148, 152-153 
inversas, 41, 45, 165 
propiedades de las, 44 
vectoriales, 656-661 
calculo de, 661-668 
reglas de, 665 
y graficas, 2-10 
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G 


Generalizacion de la diferenciacion parcial, 719 
Generalizaciones, 713 
Gradiente 
de/, 718 

de una funcion, 718 
interpretation geometrica del, 724-725 
Gradiente s, 718 
Grado, 20 
n, 20 
Grafica 

longitud de una, 345-347 
polar 

longitud de una, 589 
pendiente de una tangente a una, 585 
simetrica con respecto al eje x, 578 
simetrica con respecto al origen, 578 
rotada, 582 
rectificable, 346 
suave, 345 
Graficas, 4, 594 
concavas 
hacia abajo, 230 
hacia arriba, 230 
del seno y coseno, 30 
polares 

longitud de arco para, 589 
rotacion de, 582 
y la primera derivada, 224-228 
y la segunda derivada, 230-234 
Gravedad 

centra de, 367. Vease tambien Centro de masa 


H 

Helice 

circular, 564, 657 
conica, 657 
elfptica, 657 
horquilla de una, 657 
Helicoide circular, 564 
Hiperbola, 593-594 
centra de la, 553 
con centra (0, 0), 553 
excentricidad de una, 555 
focos de la, 553 
forma estandar de la ecuacion 
de una, 553 
vertices de la, 553 
Hiperboloide 

de dos hojas, 645-646 
de una hoja, 645-646 
variaciones de las ecuaciones, 646 
Hipocicloide, 190, 566 
de cuatro cuspides, 566 
Hoja de Descartes, 157 
Homogenea de grado n, 718 
Hueco, 27 

grafica con un, 27 


Identidades 
de Green, 862 
hiperbolicas, 180 
logarftmicas, 183 
pitagoricas, 35 
utiles, 284 
Imagen, 2 
especular, 15 
Incremento, 708 
fundamental 
formula del, 704 
Incrementos, 249 

Independencia de la trayectoria, 817 
fndice 
de a n , 476 
de amplitud, 743 
de la suma, 287 
Inercia 

momentos de, 778 
Infinito 

sfmbolos de, 94 
Integrabilidad, 297 

condiciones suficientes para, 297 
continuidad implica, 297 
Integrable 
sobre D, 111 
sobre R , 750 

Integracion, 269. Vease tambien Antidiferenciacion 
aproximada, 423-430 
constante de, 269 
de productos, 386 
de una funcion racional, 272 
formula de, 270 
formulas de, 280, 380-381 
inversion del orden de, 761 
limite inferior de, 297 
limite superior de, 297 
lfmites de, 299-300 
parcial, 753 

de/con respecto a v, 753 
de/con respecto a y, 753 
definida, 753 
por partes, 386-393 
directrices para, 386 
por sustitucion u , 276, 382 
region de, 755 
tabular, 389 
tecnicas de, 379-430 
Integraciones sucesivas, 388 
Integral 

aplicaciones de la, 321-373 

construccion de una, 327, 333-335, 341-342, 345-346, 
348-349, 352-353, 363-364, 368, 571, 587, 773-774 
de lrnea, 853 

C definida parametricamente, 803 
C definida por y = g(x), 804 
de F a lo largo de C, 810 
de/con respecto a la longitud de arco, 803 
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de/con respecto a v, 802 
de/con respecto a y, 803 
interpretacion geometrica, 803 
notacion, 804-805 
propiedades, 805 
de superficie, 853, 859 
definida, 295-305, 750 
bidimensional, 750 
de una constante, 301 
directrices para sustituir una, 310 
propiedades de la, 299-301 
sustitucion en una, 310 
tridimensional, 776 
doble, 750-753 

cambio de variables en una, 792 
de/sobre R , 750 

eliptica completa del segundo tipo, 543 
indefinida, 268-275 

de la potencia de una funcion, 277 
iterada de/, 755 
notacion de la, 269 
propiedades de la, 271 
no elemental, 313 
parcial 

definida con respecto a x, 753 
definida con respecto a y, 753 
prueba de la, 501-504 
triple, 776-783, 859 

cambio de variables en una, 795 
de/sobre A 777 
Integrates, 267-319 

alrededor de trayectorias cerradas, 819 
de campos vectoriales, 843 
de linea, 802-808 

de campos vectoriales, 808-815 
en curvas cerradas simples, 824 
en el espacio, 806 
en el piano, 802 
metodo de evaluacion, 806 
teorema fundamental para, 816 
definidas, 391 

teorema del valor medio para, 353 
despeje de, 390-391 
dobles, 790 

en coordenadas polares, 768-773 
evaluacion de, 757 
impropias, 415-423, 418-421 
indefinidas de funciones trigonometricas, 279-283 
iteradas, 753, 755 

evaluacion mediante, 111 
multiples, 750-796 

cambio de variables en, 790 
no elementales, 313, 536 
que convergen, 415 
que divergen, 415 
trigonometricas especiales, 283 
triples, 794 

en coordenadas cilmdricas, 784 
en coordenadas esfericas, 787 
en otros sistemas de coordenadas, 783-789 
Integrando, 269, 297 


Integrandos 
algebraicos, 381 
constantes, 380 
exponenciales, 380 
hiperbolicos, 381 

que contienen una expresion cuadratica, 383, 404 
que son potencia, 380 
trigonometricos, 380 
Interpretacion geometrica de r'(f), 663 
Interseccion, 5, 26 

x, 5, 25 

Intersecciones, 5, 31 

de funciones racionales, 26 
v de polinomios, 25 

y, 5 

Intersecciones con los ejes, 563 
Intervalos no acotados 
Inversa, 38 

de una funcion uno a uno, 38 
funcion, 38 
Irrotacional, 848 
Isobarico, 683 
Isoclina, 468 
Isotermico, 683 

J 

Jacobiano, 792 

L 

Lamina, 369 
Laplaciano, 849 
Latitud, 788, 833 
Lemniscata, 161 
Lemniscatas, 581-582 
Ley 

de conservacion de la energfa mecanica, 823 
de enfriamiento de Newton, 55, 453 
de Fick, 457 
de Gauss, 862 
de Hooke, 356, 883 
de movimiento de Newton, 454 
primera, 454 
segunda, 454 
de Poiseulle, 245 
de Snell, 244 
Limacon 

con un lazo interior, 579 
con un orificio, 579 
convexo, 579 
Limite, 661 

de funciones polinomiales, 76-77 
de una funcion 
compuesta, 84-85 
vectorial, 661 
de una raiz, 78-79 

de una suma, producto, cociente, 691 
definicion de, 104-105, 693 
en el infinito, 97, 107-108 
existencia, 69 
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infinito, 95, 107 
no existencia, 69 
que no existe, 77-78 
Limites, 536-537 

de una potencia, 75-76 
de una suma, un producto y un cociente, 75 
fundamentales, 691 
igualdad de, 299 
infinitos, 94-95, 107 
inversion de, 299 
laterales, 68-69, 107 
por dos lados, 69 
por la derecha, 107 
por la izquierda, 107 
propiedad de los, 662, 688-691 
que involucran el infinito, 94-103, 107 
teoremas sobre, 75-80 
trigonometricos, 88-94 
Linealizacion, 247-249, 703, 706, 708 
cambio en la, 249 
Lmeas de contorno, 685 
Logaritmos 

comunes, 51 
leyes de los, 52 
naturales, 51 

Longitud, 589, 602, 788, 834 
de arco, 345-346 
funcion de, 666 
parametrizacion de, 666 
L, 345-346, 666 

M 

Magnitud, 602 

Mantos, 648 

Mapas de contorno, 685 

Mapeo. Vease Transformacion 

Marco TNB, 675 

Masa 

centra de, 367, 764-766, 778 
de la barra, 368 
m, 764 

momento de, 367 
total del sistema, 367 
Maximo 

absoluto, 204, 732 
relativo, 206, 729-730 
Media aritmetica, 229, 352 
Meridiano, 788, 834 
primo, 788 
Metodo 

de encubrimiento, 413 

de Euler, 468 

de la arandela, 336-337 

de las rectas tangentes. Vease Metodo de Euler 
de los cascarones, 340-345 
de mmimos cuadrados, 735 
de multiplicadores de Lagrange, 739 
de Newton, 254-259 
analisis grafico, 255 

de Newton-Raphson. Vease Metodo de Newton 


de rebanadas, 333-340 
del disco, 334 
Mezclas, 453-454 
Mmimo 

absoluto, 204, 732 
relativo, 206, 727, 730 
Mmimos cuadrados, 736 
metodo de, 736 
recta de, 736 
Modelo 

de Malthus, 450 
matematico, 7 
de Jenss, 171 

Modelos matematicos, 450-459, 883-891 
Modulo de elasticidad de Young, 245 
Momento 

angular, 591, 672 
con respecto al origen, 368 
de inercia, 766, 845 
lineal, 672 

Momentos de inercia, 778 
Monotonia 

guias para demostrar la, 486 
Movimiento 

amortiguado fibre, 885 
armonico simple, 884 
cantidad de, 204 
curvilmeo, 568 
en el piano, 670 
forzado, 887-888 
fibre, 884 

rectilmeo, 115, 192, 322-324 
subamortiguado fibre, 884 
Multiplicadores de Lagrange, 737-744 

N 

Norma, 295, 602 
Normal 
n, 634 

unitaria. Vease Vector normal principal 
Normalizacion, 605 
Notacion 

de suma. Vease Notacion sigma 
sigma, 287 

propiedades de la, 287-288 
Nulclina, 468 
Numero 

critico, 206-207, 729 
e, 49-50 

trascendente, 170 
Numeros 

armonicos, 497 
complejos, 873 
direccionales, 630 

0 

Octante 
primer, 609 
Octantes, 609 
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Operador diferencial, 718 
Operadores diferenciacion, 

123-124 

Optimization, 235-247 

directrices para resolver problemas 
de, 236 

Orden, 272, 440 
Orientacion, 656, 802, 842 
hacia abajo, 842 
hacia arriba, 842 
positiva, 824 
Origen, 609 

P 

Par ordenado, 608 
Parabola, 11, 548, 594 
con vertice (h, k), 550 
ecuacion de una, 549-550 
forma estandar de la, 549 
eje de la, 23, 548 
forma normal, 23 
vertice de la, 23, 548 
Paraboloides, 556 
eliptico, 644 
hiperbolico, 644-645 
Paradoja de Zenon, 500 
Paralelepipedo 

volumen de un, 627 
Parametrizacion, 561 

de curvas rectangulares, 564 
Parametro, 630 
dominio del, 831 
eliminacion del, 562-563, 831 
familia de soluciones de un, 441 
Parciales mixtas 

igualdad de, 699-700 
Parte fraccionaria de x, 20 
Partition, 295 
interior, 750, 776 
regular, 290, 298 
Pendiente, 21 
de la curva, 111 
de rectas secantes, 111 
de una recta tangente, 568, 585 
Pendientes de la superficie, 698 
Periodo, 30, 32, 884 
Peso 

efectivo, 672 
espetifico, 357 
Petalos o lazos, 580 
Plano 

de coordenadas, 609 
de rectificacion, 675 
gufas para graficar un, 637 
normal, 675 
oscilante, 675 
paralelo, 636 
perpendicular, 636 
tangente, 707, 725-726 
traza de un, 637 
y vector normal, 635 


Pianos, 634-640 

angulos entre dos, 639 
tangentes, 724-727 
Polinomio 
cero, 20 

de Taylor de/en a, 532 
Polinomios de Taylor, 534-535, 538 
aproximaciones utilizando, 535-536 
Posicion 

de equilibrio, 884 
inicial, 322 
Potencias 

de funciones trigonometricas, 393-399 
reglas de, 130-138, 142, 177 
Presion, 204 

Primera ley de Kepler del movimiento planetario, 673 

Primeros momentos, 778 

Principio 

de Arquimedes, 860 
de Fermat, 244, 264 
de Pascal, 363 
de superposition, 872 
Problema 

con valor inicial, 273, 442-444 
de valores en la frontera, 875 
Producto 
cruz, 622 

de dos vectores, 623 
forma alterna del, 625 
forma de componentes del, 623 
interpretation ffsica del, 627 
propiedades del, 624 
de dos numeros, 55-56 
escalar. Vease Producto punto 
interior. Vease Producto punto 
punto, 614-622 

de dos vectores, 615 
forma alterna del, 616 
forma de componentes del, 614 
interpretacion ffsica del, 619 
propiedades del, 615 
Promedio. Vease Media aritmetica 
de valores funcionales, 352 
Propiedades, 751 
Proyeccion 

de a ortogonal sobre b, 618 
de a sobre b, 618 
Prueba 

de comparacion, 423 
del lfmite, 506-507 
directa, 504-505, 507 

de la derivada para creciente/decreciente, 214 

de la integral, 501-504 

de la rafz, 510, 517 

de la recta horizontal, 38 

de la recta vertical, 4 

de la serie alternante, 512 

de las proporciones, 509-510, 516 

de las segundas derivadas parciales, 730 

del unico numero crftico, 228 

en un campo conservative, 819 

para crecimiento/decrecimiento, 213-214 
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Pulsos, 891 
Punto 

crftico, 207, 462, 729 
asintoticamente estable, 465 
inestable, 465 
semiestable, 465 
de inflexion, 231 
final, 561, 602 
frontera, 689 
fronterizo 
derecho, 291 
izquierdo, 293 
inicial, 561, 602 
interior, 689 

medio del segmento de recta, 610 
normal, 635 
silla, 731 
Punto s 

crfticos, 729-730 
de equilibrio, 463 
de intersection, 581 

estacionarios, 463. Vease Puntos crfticos 
gradientes en la direccion del incremento 
mas rapido de/, 722 
muestra, 290, 295 

R 

Radicando, 3 
Radio, 548 

de convergencia 
R = 0, 520 
R = oo, 521 
R> 0, 521 
de giro, 779 
Raices 

complejas conjugadas, 873 
reales distintas, 873 
reales iguales, 873 
Rapidez, 192, 668 
Razon 
aurea, 485 

de cambio media, 114 
de la funcion, 114 
instantanea de la funcion, 114, 128 
Razones de cambio relacionadas, 196-197 
Rearreglo de terminos, 517 
Recorrido horizontal. Vease Cambio en x 
Recta, 11 
de fase, 463 
de menor ajuste, 736 
de mmimos cuadrados, 736 
de regresion, 736 
indefinida, 21 
normal, 134, 727 
tangente, 111, 663 
a una grafica, 110 
con pendiente, 111 
Rectas, 20, 656 

ecuaciones de, 21-22 
oblicuas, 633 
paralelas, 22-23, 632 


perpendiculares, 22-23, 632 
que pasan por el origen, 577 
Reflexion o imagen especular, 15 
Reflexiones, 15-16, 162 
Region 

abierta, 689 
acotada, 689 
cerrada, 689 
conexa, 818 
de integracion, 750 
disconexa, 818 
multiplemente conexa, 818 
no acotada, 689 
simplemente conexa, 818 
tipo I, 754 
tipo II, 754 
Regia 

de la cadena, 149-156, 711-718 
para derivadas ordinarias, 711 
para derivadas parciales, 712 
de la funcion 
constante, 131 
impar, 311 
par, 311 

de la mano derecha, 609, 625 
de la multiplicacion constante, 132 
de la sustitucion u , 277 
de L’Hopital, 216-224 

de potencias para funciones, 149-150, 160, 197 
demostracion de la, 152 
de Simpson, 428 

cota para el error para la, 429 
error en la, 428 
del cociente, 140-141 
del producto, 139-140 
del punto medio, 424-425 
error en la, 425 
trapezoidal, 426 

cota para el error para la, 426 
error en la, 426 
Reglas 

de diferenciacion, 664 
de suma y diferencia, 132 
Relacion de recurrencia, 892 
Repelente, 465 

Representacion asintotica de la funcion / 543 
Residuo 

forma de Lagrange del, 532 
Resistencia, 203 
Resonador de Helmholtz, 717 
Resonancia pura, 223, 888-889 
Resorte 

constante del, 356 
Resta, 602-605 
Restriccion, 56, 236, 238 
problemas con, 237 
Retrato 
de fase, 463 

de fase unidimensional, 463 
Revolucion 

alrededor del eje y, 350 

area de una superficie de, 348-349 
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de una recta, 338 
superficie de, 348 
Rotacional, 846, 848 
de F, 846 

de un campo vectorial, 846 
interpretacion fisica del, 854 


Secante, 31 
hiperbolica, 179 
inversa, 165 

Seccion conica, 592-593 
Secciones conicas, 548-560 
en coordenadas polares, 592-597 
Segmento de recta, 630, 657 
Segunda ley 
de Kepler, 591 
de Kirchhoff, 457 
de movimiento de Newton, 884 
de Newton, 884 
Segundos momentos, 766, 778 
Semicirculo 
inferior, 6 
superior, 6 
Seno 

hiperbolico, 179 
inverso, 164-165 
de x, 41 
Serie, 490 

absolutamente convergente, 515 
alternante, 512-514 

aproximacion de la suma de una, 514 
cota de error para una, 514 
armonica, 495 
alternante, 512 
convergente, 492 

de manera condicional, 515 
de Maclaurin de/, 530 
de potencias 

centrada en a, 519 

centra a. Vease Serie de potencias centrada en a 
diferenciacion de una, 523 
empleo de la aritmetica de una, 537 
en v, 519 
en v — a, 519 

integracion de una, 523-524 
de Taylor, 529-540 
centrada en a, 530 
de/en a, 530 
para una funcion / 530 
del binomio, 540-542 
divergente, 492 
prueba para una, 495 
forma de una, 530 
geometrica, 492 
suma de una, 493 
infinita, 490 

multiplo constante de una, 496 
representacion de/en, 524-525 
suma de la, 492 


telescopica, 492 
terminos de la, 490 
Series, 490-544 
alternantes, 512-519 
aritmetica de, 527-528 
convergentes 

suma de dos, 496 
de Maclaurin, 534 

intervalos de convergencia de las, 534 
de potencias, 519-522, 891-895 
representacion de funciones mediante, 523-529 
Signo integral, 269 
Signos algebraicos, 193 
significado de los, 193 
Simetrfa, 17-18, 578-579 
Sistema 

algebraico computarizado (SAC), 381-382 
crfticamente amortiguado, 886 
de coordenadas 

cartesianas o rectangulares, 4, 573 
en el espacio tridimensional, 609 
sobreamortiguado, 885 
subamortiguado, 886 
Sistemas 

bidimensionales, 369 
dinamicos, 883 
Solidos 

de revolucion, 334 
de Steinmetz, 340 
Solucion, 440 
curva, 440 
de equilibrio, 463 
general, 878 
particular, 273, 878 
singular, 445 
Sucesion, 476 
acotada, 487 
por abajo, 486 
por arriba, 487 
convergente, 477-479 
de sumas parciales, 491 
de valores absolutos, 482 
defmida recursivamente, 481 
diverge, 477 
a infinito, 478 
a infinito negativo, 478 
por oscilacion, 478 
limite de la, 477, 480 
monotona 
creciente, 486 
decreciente, 486 
no creciente, 486 
no decreciente, 486 
no acotada, 486 
terminos de la, 476 
Sucesiones, 476-490 
monotonas, 485-490 
propiedades de, 479-480 
Suma 

de los errores cuadraticos, 736 
de Riemann, 750, 776 
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de una serie convergente y una divergente, 496 
parcial w-esima, 491 
Sumas, 602-605, 692 
de Riemann, 295-297 
Sumidero, 848 
Superficie, 640 
area de una, 835 
bastidor de una, 833 
cerrada, 842 
hacia dentro, 842 
hacia fuera, 842 
cuadrica, 643-650 
de revolucion, 348 
integrales de, 839-845 
masa de una, 840 
parametrica, 834 
area de una, 835 
piano tangente a una, 834 
pendientes de la, 698 
proyeccion de S en otros pianos, 840 
suave, 834 
en r, 834 
por partes, 834 
sobre R, 834 
traza de una, 642 
Superficies 
cuadricas, 643-650 
origen en ( h , k, /), 647 
dadas, 726 
de nivel, 686 
de revolucion, 647 
orientadas, 842 
ortogonales, 728 
parametricas, 830-839 
Sustitucion, 92 
k, 277 

directrices para efectuar una, 277 
uso de la, 277 
uso de una, 92-93 

Sustituciones trigonometricas, 399-406 
directrices para, 400 


Tamano de paso, 468 
Tangente, 31, 110 
hiperbolica, 179 
horizontal, 569 
inversa, 165 

que puede no existir, 114 
unitaria, 674 
vertical, 569 
Tangentes 

a la grafica en el origen, 580, 586 
horizontales, 125 
verticales, 114, 125 
Tautocrono, 563 
Tecnica integracion, 381 
Teorema 

de compresion, 89, 481 
de Fubini, 757 
de Gauss, 856 


de Green, 824-825 

en tercera dimension, 851, 856 
forma vectorial del, 851, 856 
para regiones multiplemente conexas, 827 
de la divergencia, 856-861 
de Lagrange, 739 
de RoUe, 210-211 
de Stokes, 851-856 
de Taylor, 531-532 
del binomio, 540-541 
del valor 

ampliado, 217 
para derivados, 211-212 
para integrales definidas, 353 
extremo, 205, 732 
intermedio, 85 
medio, 210-216 

impulso-cantidad de movimiento, 355 
Teorfa de fractales, 484 
Termino 

constante, 20 
general, 476, 490 
transitorio, 448 
Torsion, 627 

Trabajo, 355-362, 811-812 
realizado contra la gravedad, 357 
Tractriz, 186 

Transferencia de Hohmann, 596 
Transformacion, 791 
inversa, 792 
no rfgida, 14, 16, 32 
rigida, 14, 32 
uno a uno, 792 

Transformada de Laplace, 422 
Traslaciones 
hacia abajo, 14 
hacia arriba, 14 
hacia la derecha, 14 
hacia la izquierda, 14 
Trayectoria, 689, 815 

de integracion. Vease Trayectoria 
Trayectorias ortogonales, 161 
Traza, 684 

de una superficie, 642 
Triada ordenada, 609 
Triedro movil, 675 
Triple producto 
escalar, 626 
vectorial, 626 


Unidades 

de distancia, 356 
de fuerza, 356 
de trabajo, 356 

V 

Valor promedio, 763 
de una funcion, 353 
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Valores 

funcionales, 

iniciales 

problema de, 874 
promedio de, 352 
Variable 

dependiente, 2 

incremento de la, 704 
ficticia, 287, 300 
independiente, 2 
Variables de estado, 883 
Variacion de parametros, 880 
Vector, 602 
a, 611 

binormal, 675 
cero, 602 

componentes del, 611 
de desplazamiento, 602 
direccional, 630 
longitud del, 602, 605 
magnitud del, 602, 605 
multiplo escalar de un, 602 
negativo de un, 602 
norma del, 602, 605 
normal principal, 675 
posicion, 603, 611 
resultante U, 672 
tangente, 663 
unitario, 605 
Vectores 

angulo entre, 616 
coplanares, 627 


diferencia de dos, 603 
en el espacio 

bidimensional, 602-606 
tridimensional, 611 
en un piano de coordenadas, 603 
espacio tridimensional y, 608-614 
geometricos, 602 
iguales, 602 

ij, 606 
ij, k, 612 

ortogonales o perpendiculares, 616 
criterio para, 616 
paralelos, 602, 625 
criterio para, 625 
propiedades de la aritmetica 
de, 605 
suma de, 602 
unitarios, 605 
Velocidad, 668 
inicial, 322 
instantanea, 116 
media, 115, 192 
terminal, 186, 455 
Vertice trasladado a (h, k), 550 
Vida media, 55, 451-452 
Volumen, 751, 778 
neto, 751-752 
por rebanadas, 334 

W 

Wronkskiano, 896 
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